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Uvod

Cilem studijni opory je sezndmeni student( se zaklady vyrokové logiky, teorie mnozin, linearni
algebry, Ciselnymi posloupnostmi a fadami. Tyto oblasti matematiky jsou obvykle témi prv-
nimi, se kterymi se studenti bakalarskych studii na vysokych Skoldch setkavaji. Text studijni
opory je proto koncipovan tak, aby byl co nejsrozumitelnéjsi pro Siroky okruh student( pficha-
zejicich z rdznych stfednich Skol. Spolu se srozumitelnosti se autofi snazili zachovat matema-

tickou rigordznost celého textu ve formé definic a matematickych vét.

Student po nastudovani u¢ebniho textu umi definovat zakladni pojmy matematické logiky, ro-
zumi rozdilu mezi vyrokem a vyrokovou formou, umi vyhodnotit pravdivost sloZzenych vyrok

pomoci tabulky pravdivostnich hodnot a dokdZe negovat sloZzené i kvantifikované vyroky.

Také je schopen definovat a aplikovat zakladni mnoZinové operace, znd Ciselné mnoZiny a
dokaze zavést rozsifenou redlnou osu i pocitat s nevlastnimi Cisly. Rovnéz rozumi pojmuim in-

terval a okoli bodu a dokaze je graficky ilustrovat.

Umi definovat zdkladni pojmy linearni algebry jakymi jsou matice, hodnost nebo determinant.
Dokaze vysvétlit a aplikovat operace s maticemi — vi, jak matice scitat, ndsobit i transponovat.
Také umi vypocitat determinanty ¢tvercovych matic i hodnosti libovolnych matic. Je schopen
nalézt matici inverzni jak pomoci prevodu na jednotkovou matici, tak pomoci adjungované
matice. V neposledni fadé dokaze pomoci Gaussovy eliminaéni metody a Cramerova pravidla

resit soustavy linearnich rovnic.

Také je schopen definovat ¢iselnou posloupnost, dokaze urcovat jeji Cleny a nakreslit jeji graf.
Rozumi pojmu limita posloupnosti a dokaze jej vysvétlit, vizualizovat a také vypocitat. Dokaze
rovnéz popsat konstrukci ¢iselné fady a jejiho souctu a na zakladé kritérii dokaze rozhodnout

o konvergenci ¢i divergenci Ciselné rady.

Jednotlivé kapitoly studijniho textu obsahuji nahled uciva, které se v dané kapitole bude pro-
birat, klicova slova, cile kapitoly i ¢as priblizné potfebny k jejimu prostudovani. Na konci kapi-
toly jsou vZdy uvedeny kontrolni otdzky a neresené priklady s vysledky pro zopakovani probra-

ného uciva.
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Kapitola 1

Vyrokova logika

Po prostudovani kapitoly budete umét:

. Charakterizovat pojmy vyrok a vyrokova forma,

. definovat vyrokové operace,

. uZzivat tabulku pravdivostnich hodnot,

- definovat zdkladni pojmy axiomatické vystavby matematické teorie,
- rozliSovat a negovat obecny a existencni kvantifikator.

Klicova slova:

Vyrok, vyrokova forma, pravdivostni hodnota, negace, konjunkce, disjunkce,
implikace, ekvivalence, logicka spojka, kvantifikator, axiom, definice, véta, dlikaz.
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Nahled kapitoly
-V této kapitole budou nejprve pfipomenuty zaklady vyrokové logiky ze stfednich skol a poté
bude dana problematika rozebrana podrobnéji. Diraz bude kladen mj. na pochopeni rozdilu
mezi vyrokem a vyrokovou formou a také na to, jak Ize z vyrokovych forem vyroky vyrobit
pomoci kvantifikatord.

Cile kapitoly
- Cilem kapitoly je rozsifeni stfedoSkolské latky tykajici se vyrokové logiky.

Odhad casu potrebného ke studiu
- 3 hodiny

Logika

Matematicka logika se zabyva presnym formalnim studiem jazyka matematiky a matematickych
pracovnich postupd. Pfi studiu matematiky se setkadvame s pojmy vyrok, axiom, definice, véta, dikaz
atd. Tyto pojmy povaZujeme za zdkladni prvky logické vystavby matematiky. Vyskytuji se
v celém dalsim vykladu, proto je nezbytné se s nimi obeznamit a pochopit prfesné jejich vyznam. Za-

kladni vyznam v matematické logice maji vyroky.

Definice 1.1 Vyrok je jakékoliv sdéleni (tvrzeni), o némZz ma smysl rozhodnout, zda je pravdivé Ci
nepravdivé, pficemz z téchto dvou moznosti nastane pravé jedna. Pravdivému vyroku pfifazujeme

pravdivostni hodnotu 1 a nepravdivému 0. Stru¢né budeme psat ph 1 a ph 0.

Priklady vyroka:
> Pradéd je nejvy3si hora Ceské republiky. (ph 0)
» 243 = 5(ph1)
> Redenim kvadratické rovnice x> — 5x = 0 jsou ¢islaOa 5. (ph 1)
» Kazdy pravouhly trojuhelnik je rovnostranny. (ph 0)
Naproti tomu vyroky nejsou:
> Ké7 by Olomouc byla hlavnim méstem Ceské republiky!
» Sestrojte trojuhelnik!

> lJe x redlné ¢islo?

Z uvedenych prikladu je zirejmé, Ze vyrok mlze mit jediné tvar véty oznamovaci. Véty tazaci, rozka-

zovaci a praci vyroky nejsou. Avsak ani oznamovaci véta nemusi byt vyrokem.
Napfiklad:

> Cislo x je délitelné péti. (neni vyrok)

» Primka p je kolma na pfimku g. (neni vyrok)
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O pravdivosti ¢i nepravdivosti téchto sdéleni nema smysl uvazovat, dokud za x nedosadime urcité
Cislo a dokud nebudeme konkrétné znat pfimky p a q. Zatim tedy vySe uvedena sdéleni nejsou vy-

roky, ale jsou to tzv. vyrokové formy.

Definice 1.2 Vyrokova forma je sdéleni, které obsahuje jednu nebo vice proménnych, a které se po
dosazeni proménné z urcité neprazdné mnoziny - definiéniho oboru vyrokové formy nebo také

oboru proménnosti - stane vyrokem.

Definice 1.3 Podmnozina defini¢niho oboru, pro jejiz prvky se vyrokova forma stane pravdivym vy-

rokem, se nazyva obor pravdivosti vyrokové formy.
Vyrokovou formu jedné proménné x budeme znacit V(x).
Vyrokovou formu napf. tfi proménnych x, y a z budeme znacit V (x, y, z).

Priklad vyrokové formy.
a) Méstem M protéka reka Morava.
Pokud za mésto M dosadime mésto Olomouc, resp. Praha, vyrok bude pravdivy, resp. ne-
pravdivy.
b) x?-4 = 0 je vyrokova forma
Defini¢ni obor: x € R
Obor pravdivosti je {—2; 2}.

Z vyrokové formy lze ziskat vyrok dvojim zplisobem:
1) Dosazenim konstant za viechny proménné z defini¢niho oboru vyrokové formy.

2) Vazanim vsech proménnych kvantifikatorem.

Priklad Uvazujme vyrokovou formu a utvorme z ni vyrok.
Vyrokova forma. Realné Cislo x je kladné. Defini¢ni obor: x € R
1) Dosadime-li za x ¢islo 5, obdrzime vyrok:
Redlné Cislo 5 je kladné. Stru¢né 5 > 0. (ph 1)
Dosadime-li za x Cislo —7, pak obdrzime vyrok:
Redlné Cislo —7 je kladné. Stru¢né —7 > 0. (ph 0)
2) Kazdé redlné Cislo je kladné. (ph 0)

Existuje redlné Cislo, které je kladné. (ph 1)

Priklad vyrokové formy, ktera obsahuje 3 proménné: Pro redlna Cisla platix + y < z.

Reseni

Defini¢nim oborem jsou vSechna realna disla.
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Dosadime-lix = —1,y = 8 a z = 15, pak obdrZzime pravdivy vyrok
-1+8 < 15.
Dosadime-lix = 5,y = 3 az = 2, pak obdrZime nepravdivy vyrok
5+3<2.

Vyroky i vyrokové formy lze spojovat neboli provadét s nimi operace a vytvaret tak vyroky a vyro-

kové formy slozené.

SloZené vyroky tvofime z jednoduchych vyrok(i pomoci logickych spojek.

Vyrokové operace

Necht A a B jsou jednoduché vyroky.

Oznaceni
Operace Nazev Logicka Zapis Cteme
spojka
unarni negace - —-A A neplati; non A; neni pravda, Ze plati A
konjunkce A AAB A a zaroven (soucasné) B
bindrmf disjunkce \% AV B A nebo B (v nevylu¢ovacim smyslu)
indrni
implikace = A=1B z A plyne B; jestlize A, pak B
ekvivalence S Ae B A praveé kdyzZ B; A tehdy a jen tehdy kdyz B

Definice vyrokovych operaci pomoci tabulky pravdivostnich hodnot.

A | —=A

1 0

0
A B AAB AVB A=B A<B
11 1 1 1 1
1 0 0 1 0 0
01 0 1 1 0
0 0 0 0 1 1

Negace pravdivého vyroku A je nepravdivy vyrok a negace nepravdivého vyroku je vyrok pravdivy.

Konjunkce A A B je pravdiva, jsou-li oba vyroky A a B pravdivé, v ostatnich ptipadech je nepravdiva.
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Disjunkce A V B je pravdiva, je-li aspon jeden z vyrok( A a B pravdivy. Jsou-li oba vyroky A a B ne-

pravdivé, pak jejich disjunkce je nepravdiva.

Implikace A = B je pravdiva, jsou-li oba vyroky A a B pravdivé nebo je-li vyrok A nepravdivy a B

jakykoliv. Nepravdiva je pouze v pfipadé, je-li A pravdivy a B nepravdivy vyrok.

Ekvivalence A & B je pravdiva, jsou-li oba vyroky A a B pravdivé nebo oba nepravdivé. Maji-li vyroky
A a B opacnou pravdivostni hodnotu je ekvivalence nepravdiva.

Zakony vyrokove logiky

1) AV —=A (zékon o vylouceni tfetiho)

2) —(A A —=A) (zdkon sporu)

3) —(—A) © A (zadkon dvoji negace)

4 AABS BAA

5 AVBe BVA

6) AN(BAC)<= (AAB)AC

7) Av(BvC) < (AvB)VvC

8 AANBVC) < (AAB)V(AAQ)

9) AV(BAC) e (AVB)A(AVO)

10)-(AAB) & —-AV =B

11) -(AVvB) & -AA-B

12) (A= B) © (-AVB)

13) =(A = B) © (A A =B) princip dikazu sporem

14) (A = B) & (=B = =A) princip nepfimého dlikazu

15)[(A = B) A (B = ()] = (A = () zakon tranzitivity implikace
16) (A © B) © [(A = B) A (B = A)] zakon hypotetického sylogismu

Urcovani pravdivostnich hodnot sloZzenych vyrokd a vyrokovych forem provadime zpravidla tabul-

kovou metodou — uzitim tabulek pravdivostnich hodnot.

Definice 1.4 SloZzeny vyrok, ktery pfi vSech moznych pravdivostnich hodnotach vstupujicich vyroka

nabyva pravdivostnich hodnot 1, resp. 0, se nazyva tautologie, resp. kontradikce.

Priklad Pfesvéd¢ime se, Ze sloZzeny vyrok = (A V B) & (—=A A =B) je tautologie.
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Reseni
A B -A -B AVB —=(AVB) -AA-B =(AVB) e (-AA-B)
1,10 0 1 0 0 1
1,00 1 1 0 0 1
01 1 0 1 0 0 1
00 1 1 0 1 1 1

Z posledniho sloupce, v némz jsou samé jednicky, je zfejmé, Ze dany vyrok je tautologie.

Priklad Zjistéme, zda je slozeny vyrok (A = B) A (A A =B) kontradikce.

Reseni
A B -B A=>B AA-B (A=B)A(AAB)
111 O 1 0 0
1 0 1 0 1 0
0/1 O 1 0 0
0 01 1 0 0

Dany vyrok je kontradikce - v poslednim sloupci jsou samé nuly.

Pfiklad Urcete, pro které trojice vyrokd A, B, C je pravdivy vyrok [(AV B) A C] = (=A).

Reseni
A B C -A AVvB (AVB)AC [(AVB)AC]= (=A).
11 1 0 1 1 0
11 .0 0 1 0 1
101 O 1 1 0
1.0 0 O 1 0 1
011 1 1 1 1
01 0 1 1 0 1
0 01 1 0 0 1
0/ 00 1 0 0 1

Vyrok je pravdivy ve vSech pripadech kromé dvou trojic vstupujicich vyroka: (1, 1, 1) a (1, 0, 1).
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Logicka vystavba matematiky

Kazda matematicka teorie je budovana prostiednictvim souboru axiom(, definic a matematickych

vét. Soustava axiom( musi byt bezesporna, nezdvisla a uplna.

Zakladni matematické pojmy jako jsou bod, pfimka, rovina, pfirozené Cislo, nelze definovat pomoci

pojmu jednodussich. Zavadime je axiomy, v nichZ se tyto pojmy vyskytuji spolu se vztahy mezi nimi.

Definice 1.5 Axiom je matematicky vyrok, ktery se povaZzuje za pravdivy a nedokazuje se; je ovéren

praxi.
Priklad Dvéma rGznymi body je urcena jedina pfimka.

Definice 1.6 Matematicka definice zavadi novy pojem, stanovi jeho nazev a udava charakteristické
vlastnosti pojmu, ktery jej odliSuje od ostatnich.

Smyslem definice je zavést novy pojem takovym zplsobem, Ze o kazdém objektu lze rozhodnout,

zda do mnoziny objektl vymezenych definici patfi, ¢i nepatfi.
Priklad Dvé ptrimky se nazyvaji riznobézné, maji-li jediny spole¢ny bod.

Definice 1.7 Matematicka véta vypovida o vlastnostech matematickych objekt(i a o vztazich mezi
nimi. Je to vZdy tautologie, kterou je mozné logicky odvodit z axiom(, definic a dfive dokazanych

vét. Matematické poznatky jsou v ni vyjadrené slovy nebo symbolickym zadpisem.

Piiklad Trojuhelnik ABC je pravouhly, pravé kdyZ v ném plati c2 = a? + b?, kde a, b jsou délky

odvésen a c je délka prepony tohoto trojuhelniku.

Stavba matematické véty

1) Tvar implikace:p = q

Vyrok p je predpoklad avyrok q je tvrzeni véty. Vyrok p je postacujici podminkou pro

vyrok g a vyrok g je nutnou podminkou pro vyrok p.

Priklad Je-li Cislo délitelné deviti, pak je délitelné tremi.

Véty pridruzené k matematické vété p = q.

a) Véta obménéna ma tvar: —q = —p avidy plati, protoze (p=q) © (nq= —p) je
tautologie.
P¥iklad Neni-li Cislo délitelné tfremi, pak neni délitelné deviti. (véta plati)

b) Véta obracena ma tvar: q = p a ta mlZe, ale i nemusi platit.
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Priklad Je-li Cislo délitelné tfemi, pak je délitelné deviti. (véta neplati)

Pokud plati véta i véta k ni obracena, vyslovujeme matematickou vétu ve tvaru ekvivalence.

2) Tvar ekvivalence: p & q

Vyrok p je nutnou a zaroven postacujici podminkou pro vyrok q a vyrok g je nutnou a zaroven

postacujici podminkou pro vyrok p. Platitedy: (p = qAq=p) © (p © q)

Piklad Cislo je délitelné esti, pravé kdy? je délitelné dvéma i tfemi.

Matematické véty slouzi k budovani matematické teorie i k vyuziti matematickych poznatkd v praxi.

Definice 1.8 Logicky proces, kterym se ovéfuje platnost matematické véty pomoci axiomu, definic

a drive dokazanych vét se nazyva dikaz matematické véty.

Kazdou matematickou vétu je nutné dokdzat. Podle pouZitych postup( rozliSujeme dikazy:

» Primé: realizujeme jako fetézec pravdivych implikacip = p; 2 p, =2 - = q.

» NepfFimé: realizujeme na zdkladé implikace —=q = —p, nebot (p = q) © (~q = —p); doka-
Zeme vétu obménénou.

» Sporem: realizujeme na zadkladé zakona (p = q) © —(p A =q); negujeme plvodni vyrok
a pomoci retézce implikaci dospéjeme ke sporu

» Matematickou indukci: dokdZzeme, Ze vyrok plati pro nejmensi prvek a z platnosti vyroku
pro n dokdZeme, Ze platipron + 1

» Rozborem moznosti

» Uvedenim protipfikladu

Kvantifikatory

JiZ jsme se zminovali — z vyrokové formy mlizeme obdrzet vyrok uzitim kvantifikator(.

RozliSujeme:

V obecny kvantifikator

symbol vznikl pfevracenim prvniho pismene anglického slova,,ALL"")

3 existencni kvantifikator

symbol vznikl oto¢enim prvniho pismene anglického slova ,,EXIST"")

zapis
Vx
dx

Cteme
pro kazdé x, pro vSechny x, pro libovolné x

existuje (aspon jedno) x, pro nékteré x, pro vhodné x
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Priklady kvantifikovanych vyroka.

VXER: x2>0

Kvadrat kazdého realného Cisla je nezaporny. (ph 1)

dx€eR:|x|=0

Existuje (aspon jedno) redlné cislo, jehoz absolutni hodnota je rovna nule. (ph 1)
VXER:|x| >0

Absolutni hodnota vsech redlnych Cisel je kladné Cislo. (ph 0)

Negovani kvantifikovanych vyrok

U negovaného kvantifikovaného vyroku zaménime obecny kvantifikdtor existenénim a existencni

kvantifikdtor zaménime obecnym a vyrokovou formu nahradime jeji negaci.

vyrok negace vyroku
Pro kazdé x plati V(x) Neni pravda, Ze pro kazdé x plati V(x). Existuje (aspon
Z4pis: V x: V(x) jedno) x, pro které neplati V(x).

Zapis: Ix: =V (x)

Priklad Pro kazdé realné Cislo x Existuje realné &islo x pro které plati x> — 4 < 0. (ph 1)
plati x? — 4 > 0. (je to napt.x = 1;1,5; 0)
Zapis: Vx: x2 —4 > 0 (ph 0)
Prox =2;3,5jeph1
(Pro X = 1;%,0 je ph 0)

Existuje x takové, pro néz plati V(x). Neni pravda, Ze existuje x, pro néz plati V(x)
Zapis: 3x: V(x) Pro zadné x neplati V(x).
Zapis: Vx: =V(x)

Priklad Existuje aspon jeden trojuhelnik,  VSechny trojuhelniky jsou pravouhlé. (ph 0)
ktery neni pravouhly. (ph 1)

Jisté jste si vSimli, Ze negaci pravdivého vyroku jsme obdrzeli vyrok nepravdivy a naopak.

Negovani vyrokl s udanim poctu

asponn je ... negace nejvySe (n — 1) je ...
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nejvyse n je ...

negace aspon (n+ 1) je ...

Priklad Ve tfidé je aspon 17 studentll. (Znamena to, Ze je jich 17 nebo vice.)

Negace: Ve tfidé je nejvySe 16 studentl. (Znamena to, Ze je jich 16 nebo méné.)

P¥iklad V sadu je nejvySe 8 hrusni.

Negace: V sadu je aspon 9 hrusni.

Poradi kvantifikatoru

Kvantifikdtory mUzeme radit také za sebou. Na poradi kvantifikatort 3 a V zaleZi! Poradi kvantifika-

torl téhoZ typu lze zaménovat, ale poradi kvantifikator( opacného typu zaménovat nelze.

VxVy:V(ix,y) ©VyVx:V(x,y)
dx3y:V(x,y) ©3y3Ix:V(ix,y)

Plati:

Vx 3y:V(x,y) ¢ 3y Vax:Vix,y)

Naproti tomu:
FxVy:Vix,y) & Vy3Ix:V(x,y)

Pravdivostni hodnotu sloZenych vyrokl je moZzné vyhodnotit pomoci tabulky pravdi-

vostnich hodnot. Vyroky lze vytvaret také z vyrokovych forem pomoci kvantifikatord.

Kazda matematicka teorie je budovana prostiednictvim axiom(, definic a matema-

tickych vét.

© 0o N o Uk wbh =

Jaky je rozdil mezi vyrokem a vyrokovou formou?

Co je obor pravdivosti vyrokové formy?

Vyjmenujte vyrokové operace.

Uvedte, kdy je pravdiva konjunkce (disjunkce, implikace, ekvivalence)?
Co je to tautologie (kontradikce)?

Jak se neguji kvantifikované vyroky?

Jak cteme: Vx a 3x ?

Jaky je vztah mezi vétou pfimou a obracenou (obménénou)?

Rozhodnéte, které sdéleni je vyrok. Pokud ano, tak uvedte jeho pravdivostni hod-

notu.
a) Cislo 13 je prvocislo. [vyrok; ph 1]
b) Cislo 15 vydélte tremi. [neni vyrok]

c) Absolutni hodnota redlného Cisla je vidy Cislo nezaporné. [vyrok; ph 1]
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d) Chlapec je plnolety. [neni vyrok]
e) 6 +3 <2 [vyrok; ph 0]
f)  Cena kabatu je vyssi nez cena bot. [neni vyrok]
g) Ctyfahelnik ABCD je étverec. [neni vyrok]
h) Kazdy Ctyruhelnik je Ctverec. [vyrok, ph 0]
i) Jex celédislo? [neni vyrok]

10. Z vyrokové formy utvorte vyrok pravdivy i nepravdivy.

- x<5x€el

Dosazenim:
6 <5;(ph0) 3<5;(phl)
Uzitim kvanfitikatort:
Pro kazdé x € Rje x < 5.(ph 0)
Existuje x € R takové,Ze x < 5. (ph1l)
- Trojuhelnik ABC je rovnostranny.
KaZdy trojuhelnik ABC je rovnostranny. (ph 0)
Existuje trojuhelnik ABC, ktery je rovnostranny (ph 1)

- x>y+3 x,y€EL

x =10,y =4 (ph1)
x=-2,y=0(ph0),

[Dosazem’m:

11. Stanovte defini¢ni obor a obor pravdivosti vyrokové formy g = 0.

[Defini(:ni obor: R\{3}

Obor pravdivosti: x € (—2;3)
12. Pomoci tabulky pravdivostnich hodnot zjistéte, zda je vyrokova forma

tautologie nebo kontradikce.

- =A=>(A=>B) [tautologie]
- (A=>B)A(AA-B) [kontradikce]
- [C=>AA(C=>B)]e[C=(AAB)] [tautologie]

(AN-C) = [(B A=A) & (C=> —=A)]
neni tautologie
ani kontradikce; pravdiva je
ve vSech pripadech
kromé (1,1,0) a (1, 0,0)

13. Pro které trojice vstupnich pravdivostnich hodnot jsou vyroky nepravdivé.
(BV~AC)=[(AA-B)V (B & ~0)] [(4,B,0):(1,1,1);(0,1,1); (0,0,0)]
(AA=C)=>[(BA-A) & (C=>-4)] [(4,B,0):(1,1,0);(1,0,0)]
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14.

15.

16.

Utvorte negaci kvantifikovanych vyroka.

- Petr vidy fikd pravdu.

- Z4dny u¢eny z nebe nespadl.

- Alespon jedno prvocislo je sudé.

- Vx€ER:x2—-16<0

Stanovte pravdivostni hodnotu vyroku, negujte ji a zapiSte jeho negaci slovné

i symbolicky.

- Vyrok: Pro vSechna realna ¢isla x plati 2* > 0.
Symbolicky: Vx € R: 2* > 0

- Vyrok: Existuje reélné ¢&islo x které je Fe$enim rovnice x> —5x + 6 = 0
Symbolicky: 3x € R: x> —5x + 6 = 0

DokaZzte, Ze je vyrok tautologie.
—(m4A) e A
-(AAB)© —AV B
(AeB)s [(A=>B)A (B> A4)]
Av(BvC)e (AVB)VC(C

Literatura k tématu:

[1]
[2]

[3]

[4]

BUDINSKY, B., CHARVAT, J. Matematika I. SNTL Praha, 1987. ISBN 04-011-87
HENDL, J. Zaklady matematiky, logiky a statistiky pro sociologii a ostatni spole-
Censké védy v prikladech. 3. vydani. Karolinum, 2022. ISBN 978-80-246-5400-3
KLUFA, J., COUFAL, J. Matematika pro ekonomy (1). Ekopress Praha, 1997.
ISBN 80-86119-00-9

O'LEARY, M. L. Linear Algebra. Wiley, 2021. ISBN 9781119437444



Kapitola 2

Mnoziny

Po prostudovani kapitoly budete umét:

- objasnit pojem mnoziny a zpUsob jejiho zadani,

- definovat mnoZinové operace a nacrtnout Vennovy diagramy,
. definovat mnozinu R*,

- pocetni operace s nevlastnimi Cisly,

- definovat a graficky znazornit okoli bodu na pfimce.

Klicova slova:



MATEMATIKA PRO EKONOMICKOU PRAXI

Mnozina, prvek mnoziny, sjednoceni, prlnik, rozdil a doplnék mnoZin, podmnozina,

¢iselnd mnozina, nevlastni ¢isla, interval, okoli bodu.
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Nahled kapitoly
-V této kapitole budou nejprve ptripomenuty zaklady teorie mnozin ze stfednich Skol a poté
bude dand problematika rozebrana podrobnéji. Dliraz bude kladen mj. na zavedeni rozsifené
redlné osy a definovani operaci s nevlastnimi Cisly. Rovnéz bude v této kapitole zaveden a
graficky ilustrovan pojem okoli bodu.

Cile kapitoly
- Cilem kapitoly je rozsiteni stfedoSkolské latky tykajici se teorie mnozin.

Odhad ¢asu potiebného ke studiu
- 3 hodiny

Mnozina a jeji prvek

Definice 2.1 MnozZinou rozumime souhrn (soubor) jakychkoliv objekt(. MnoZina je urcena, mizeme-
li o jakémbkoliv objektu rozhodnout, zda do ni patfi ¢i nepatti. Objekty, které patfi do dané mnoziny,

nazyvame prvky této mnoziny.

Pfiklad Uvazujme mnozinu viech mést Ceské republiky. Mésto Olomouc patii do této mnoZiny, na-

proti tomu mésto Bratislava nepatfi do této mnoziny.

Pfiklad Uvazujme mnozinu viech druhych mocnin pfirozenych &isel. Cislo 25 patii do této mnoZiny,

¢islo 7 do ni nepatfi.

Mnoziny ozna€ujeme zpravidla velkymi pismeny abecedy, napf.: 4,B, C, ...
Prvky mnoZiny oznacujeme zpravidla malymi pismeny abecedy, napft.: a, b, c, ..., v pfipadé potreby

uzivdme indexy.

Zapis a € A, znamena, Ze a je prvkem (elementem) mnoziny A, také mizZeme fici, Ze a patfi do
mnoZziny 4, a je z mnoziny A.

Zapis a € A znamena, Ze a neni prvkem mnoziny A.

MnoZinu mGZeme zadat (urcit):
a) vyctem prvkd, které do ni patfi
b) udanim charakteristické vlastnosti jejich prvka

Priklad Mnozinu M, ktera je zaddna vycCtem prvk(l, zadejte pomoci charakteristické vlastnosti.
M ={-3,-2,-1,0,1,2,3}
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Reseni Prvky mnoziny M jsou celd &isla. MnoZinu celych &isel oznaéujeme zpravidla Z. Potom
mGZeme mnoZinu M zadat takto: M = {x € Z; —3 < x < 3} nebo M = {x € Z; x* < 9}.

Operace s mnozinami

Nazev a oznaceni

Venniv diagram

Definice

Sjednoceni mnozin A a B

AUB

a0

x€(AUB) (x€e AVx EB)

Sjednocenim mnozin A a B
nazyvame mnozinu vsech
prvkd, které patfi bud' do A
nebo do B (tedy aspon do
jedné z nich, mohou patfit
soucasné do obou).

Prunik mnozinAa B

ANB

A@B

x€EANB)e (x€ANXEB)

Prinikem mnoZin 4 a B na-

zyvame mnozinu vsech
prvkd, které patfido A a za-
roven patfi do B (jsou spo-

le€né mnoZinam A a B).

Inkluze mnozin
A a B (mnozZina A je pod-

mnoZinou mnoZiny B)

ACB

A@B

XEA=x€EBRB

MnoZina A je podmnoii-
nou mnoziny B, jestlize
kazdy prvek mnoziny A je

prvkem mnoziny B

Rovnost mnoZzin A a B

A=B

A=B@

xEAS x€EB

MnoZiny A a B se rovnaji,
kdyz kazdy prvek mnoziny
A je prvkem mnoziny B
a zaroven kazdy prvek
mnoziny B je prvkem mno-

Ziny A.

Rozdil mnoZin AaB

A\B

A@DB

(x EA\B) © (x E AAx & B)

Rozdil mnoziny A aB je
mnozina vSech prvkd mno-
ziny A, které nepatfi do

mnoZziny B.
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Doplnék mnoZiny A

Vv mnoziné B
A |
B

O dopliiku mluvime tehdy,

B Doplnék mnoZiny A v mno-
Ziné B je mnoZina vsech

prvk( mnoziny B, které ne-

v 2 atfi do mnoZiny A.
je-li A C B. lJinak uZivdme P y

XEBAXx&A

pojem rozdil mnozin.

Poznamka RozliSujeme vlastni a nevlastni podmnozZinu mnoZiny.

@

MnoZina A je nevlastni podmnozinou

MnoZina A je vlastni podmnoZinou mnoziny B. mnoziny B a naopak mnozina B je ne-
ACBAA#B vlastni podmnoZina mnoziny A.
(AcBABcA) e (A=B)
Kazdd mnotzina je nevlastni podmnozinou sebe samé.

MnoZzina, do které patfi n prvkd, n € N, se nazyva konecna, ostatni mnoziny jsou nekonecné.

MnoZina, kterd neobsahuje Zadny prvek, se nazyva prazdna; znacime ji @; ostatni mnoziny jsou

neprazdné.
Definice 2.2 MnozZiny A a B se nazyvaji disjunktni, je-li jejich priinik mnoZzina prazdna.

Disjunktni mnoziny

ANB =0
Prazdnd mnozina je podmnozinou libovolné mnoziny.



MATEMATIKA PRO EKONOMICKOU PRAXI

Zfejmé plati: AUP=A Anp=0
Je-lidc B,pakAUB=B ANB=A

Pro libovolné mnoziny A, B, C plati:

AUB=BUA komutativni zakon
ANB=BnNA
(AUB)UC=AU(BUC) asociativni zakon
(ANnB)NC=An(BNC)
ANBUC)=ANB)UANC) distributivni zakon
AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

Pfriklad Méjme mnoziny A = {—3;—-2;—-1;2;5;6}aB = {-2;-1;0;1; 2; 3; 4; 5}.
Urcete AUBaANB.
Reseni

AUB ={-3;-2;-1;0;12;3;4;5;6}

ANB ={-2;-1;2;5}

Pfiklad Uvazujme mnoziny A = {—2;—1;0;1;2}a B = {—3;-2;-1;0; 1; 2; 3}.
Uréete AUB,AN B, B\AaA\B.
Reseni
AUB =1{-3;-2;-1;0;1;2; 3}
ANB ={-2;-1; 0;1;2}
B\A ={-3;3}, AAB=0

Priklad Uvazujme mnozinu A vSech trojuhelnikl, mnoZinu B vSech rovnoramennych trojahelnikd
a mnoZzinu C vSech rovnostrannych trojuhelnik( v roviné. Je mezi mnozinami A4, B, C vztah inkluze?

Pokud ano, tak jaky?
Reseni: C € B c A.

MnoZina rovnostrannych trojuhelnikd je podmnozinou rovnoramennych trojuhelnik(i a ta je pod-

mnozinou trojuhelnik( v roviné.

Ciselné mnoziny

Pro nas budou mit predevSim vyznam ciselné mnoziny, tj. mnoZiny, jejichz prvky jsou disla.

Vyznamné ciselné mnoziny jsou oznaceny takto:
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N — mnozZina vSech pfirozenych Cisel

Z. — mnozina vSech celych disel

Q — mnoZina vSech raciondlnich cisel

R — mnoZina vSech redlnych Cisel

C — mnoZina viech komplexnich Cisel
Platiinkluze NcZc Qc R c C.

UZitecna jsou i oznaceni nékterych podmnoZzin téchto mnoZzin:
Z~— — mnotZina vSech zapornych celych Cisel
Q+ — mnotzina vSech kladnych raciondlnich Cisel
Q  — mnozina vsech zapornych racionalnich Cisel
RT — mnoZina viech kladnych realnych Cisel
R~ — mnozZina vSech zapornych realnych cisel

Pfipojime-li k ozna¢eni mnozin N, Z~,Q*, Q~,R*a R~ index 0, znamen4 to, Ze do uvedenych mno-

Zin patfi navic ¢islo 0.

V mnoziné R lze s¢itat, odcitat, nasobit i délit (ne vSak délit nulou) a pfitom uvedené pocetni ope-
race maji znamé vlastnosti. Lze v ni téZ definovat bindrni relaci < linearniho usporadani. Mnozina

R tedy tvofi z algebraického pohledu uspofadané téleso.

MnoZinu R a jeji prvky Ize geometricky znazornit. Kazdému redlnému Cislu Ize pfifadit pravé jeden
bod realné pfimky R1, jiz nazyvdme téz redinou osou nebo jednorozmérnym redinym prostorem,
a naopak kazdému bodu redlné primky lze priradit pravé jedno redlné Cislo. Vzhledem k tomuto vza-
jemné jednoznacnému pfifazeni lze ztotoZznit redlna Cisla s jim odpovidajicimi body redlné pfimky
a mnozinu R s mnozinou R!. Podle okolnosti se mluvi nékdy o redlném ¢&isle (struéné &isle), jindy
o realném bodé (stru¢né bodé). Redlnou primku nazyvame v dalSim textu stru¢né primkou nebo

osou.

Vzdalenost, pfesnéji euklidovskd vzdalenost, d(4, B) bodi A = [x;] a B = [x;] pfimky je dana vzor-

cem

d(A,B) =+ (x; —x1)% = |x; — x4

proto se nékdy misto o realné pfimce hovofi o euklidovské pfimce.

Mnozina R*
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Mnozina R nema ani nejmensi, ani nejvétsi prvek. Vzhledem k tomu, Ze v dalSim textu budeme pra-
covat s nevlastnimi limitami, je potfeba rozsifit mnozZinu R o dva nové prvky, které nazyvame ne-
vlastnimi Cisly plus nekonec¢no a minus nekonecno, nebo nevlastnimi body plus nekonec¢no a mi-

nus nekonecno a znacime je +00 a — 0.
Poznamka Pokud nehrozi nedorozuméni, znacime nevlastni islo plus nekone¢no symbolem oo,

Definice 2.3 MnoZinu R doplnénou o nevlastni ¢isla +00 a — 0 nazyvdme rozsifenou mnozinou

viech realnych ¢isel a znatime R*. Tedy R* = R U {—o0, +00}.

Je-li to Ucelné, &isla mnoziny R*, ktera nejsou nevlastnimi ¢isly +c0 nebo —oo, nazyvame vlastnimi

Cisly nebo vlastnimi body.

Usporadani a pocetni operace v mnoziné R jsou zndmé. Abychom byly definovany i v mnoziné R¥,

rozSifime je na dvojice Cisel, z nichZ aspon jedno je nevlastni.

Usporadani a pocetni operace v mnoziné R*

Pro kazdé c € R (tedy c je vlastni ¢islo) definujeme:

1. Usporadani

—00 < 400
—o <<+
2. Absolutni hodnota
[+o0] = |~o0| = +o0

3. Scitani a odcitani
c+ o=+
C —00 = —00

+00 + 00 = 400

—00 — 00 = —CO
[+00 — 00, —oo+ oo nenidefinovéno
4. Nasobeni a déleni
400 (+0) =t
—00 - (+) = oo
¢+ (+o) =200 proc >0
¢ (Fo0) =t0proc<0
¢ 0
too
400
— =+4ocproc>0
c
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oo  _

= +ooproc <0

0 N ECe) —00 c ( defi )
(£00), To’ Foo' 0 neni definovano

5. Mocnina s celym mocnitelem

Prokazdém €N (400)™ = 400

—0 liché
(—0)™ = (—1)" - (+00)™ = < promliche

400 pro m sudé

(+0)%, (—)°| nenidefinovano

6. Odmocnina s pfirozenym odmocnitelem
Pro kazdé m € N je "\/+o0 = 4+
/=0 = —oo pro m liché

\/—oo neni definovdna pro m sudé

Intervaly

V matematické analyze velmi ¢asto pracujeme se specialnimi podmnozinami mnoziny R, které na-

zyvame intervaly.

Definice 2.4 Necht a € Ra b € R,a < b. Intervalem s krajnimi body a a b rozumime kteroukoli

z téchto mnozin:

(a,b) = {x € R;a < x < b} — otevreny interval
(a,b) = {x € R;a < x < b} — polootevieny nebo polouzavieny interval | omezené
(a,b) = {x € R;a < x < b} — polootevieny nebo polouzavieny interval { intervaly
(a,b) = {x € R;a < x < b} — uzavreny interval

Délka d(a, b) intervalu s krajnimi body a a b je dana vzorcem d(a,b) = b - a.

Intervalem s krajnim bodem a a nevlastnim krajnim bodem +oco0 nebo — oo rozumime kteroukoli

z téchto mnozin:
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(a,+) = {x € R; x > a} — otevieny interval )
(—o,a) = {x € R; x < a} — otevieny interval
(a,+) = {x € R;x = a} — polootevieny nebo polouzavieny interval neomezené

(—o0,a) = {x € R;x < a} — polootevieny nebo polouzavieny interval ( intervaly

Intervalem s nevlastnimi krajnimi body — oo a 4+ 0o rozumime mnozinu:
(—00,+») = {x € R; —0 < x < +o} — otevieny interval J

Prvni, resp. druhé, vlastni nebo nevlastni Cislo zleva v oznaceni intervalu je levy, resp. pravy, krajni

bod intervalu.

Kazdy bod intervalu, ktery neni jeho krajnim bodem, nazyvame vnitinim bodem intervalu. Mnozinu

vSech vnitfnich bodu intervalu nazyvdame vnitrkem intervalu.

Vnitfek intervalu je vidy otevieny interval, véetné prazdné mnoziny. Napf. vnitfek kazdého z inter-
vall (a, b),{(a, b), (a,b) a (a, b) je interval (a, b).

Graficky znazorfiujeme interval, ktery neni prazdnou mnoZinou, jako Usecku, polopfimku nebo

pfimku. PInym nebo prazdnym krouzkem vyznacujeme, zda jeho krajni bod k nému patfi ¢i nikoli.

@ ap P @ (ab ° @ ap P
-~ L ] | o
a a
(-0, b) (a,+o0)

Obr. 1 Grafické znazornéni interval(

Okoli bodu

Povsimneme si ted’ jednoho speciadlniho typu otevieného intervalu — okoli bodu. Okoli bodu nam
poslouzi pti vysloveni nékterych definic a vét a v mnoha Uvahach prispéje k prehlednému vyjadio-

vani.

Definice 2.5 Necht ¢ € R a § € RT. §-okolim bodu ¢ nazyvame otevieny interval (c — §,c + 6).

Cislo & nazyvdme polomérem nebo velikosti 5-okoli bodu c. §-okoli bodu ¢ zna&ime U(c, §) nebo
Ug(C).

Z4pis Ug(c) ¢teme: deltové okoli bodu c.
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-
=

c-0 C c+0
Obr. 2 Grafické znazornéni 6-okoli bodu ¢

6-okoli bodu ¢ mlzZeme vyjadrit nasledujicimi zpUsoby:
1. U(c,6)={xeR;x€(c—6,c+0)}
2. Uc,d)={xeR;c—6<c<c+ 6}
3. U(c,6))={xER;|x—c| <&}

Nékdy potrfebujeme pracovat s 6-okolim bodu ¢, z néhoz je bod ¢ vyjmut.

Definice 2.6 Necht ce Ras e Rt. Redukovanym &-okolim bodu ¢ nazyvdme mnoZinu
U(c,5)\{c} a znatime ji U*(c, 8).

Cislo § nazyvame polomé&rem redukovaného §-okoli bodu c.

-0 - c+6

Obr. 3 Grafické znazornéni redukovaného 6-okoli bodu ¢

Redukované 6-okoli bodu ¢ mizeme vyjadfit nasledujicimi zplsoby:

1. U, 8)={x eR;x € (c—38,c)U(c,c+6)}
2. UM(c,) ={xeR;c—8<x<cVc<x<c+ 6}
3. UM(,8)={xeER;0< |x—c| <8}

Zavedeme jesté pojmy jednostranného d&-okoli bodu ajednostranného redukovaného
6-okoli bodu.
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Definice 2.7 Necht ¢ € R a§ € R*. Pravym §-okolim bodu ¢ nazyvdme polootevieny interval
(c,c + 8). Levym §-okolim bodu ¢ nazyvame polootevieny interval (c — §, c). Pravé definovana jed-

nostranna §-okoli bodu ¢ znac¢ime U, (c, §) resp. U_(c, 8).

Obdobné definujeme jednostranna redukovana §-okoli bodu c, a to pravé, resp. levé, redukované
6-okoli bodu c:

Ui(c,6) = (c,c+68),resp.U-(c,6) = (c—6,¢)

Poznamka V ndzvu i oznaceni vSech typU §-okoli bodu ¢ mizeme cislo § vypoustét, neni-li jeho ve-

likost podstatna.

Definice 2.8 Necht s € R. s-okolim nevlastniho bodu +co nazyvame otevreny interval (s, +). Toto
okoli zna¢ime U(+00,s). Tedy U(+0,s) = (s, +0).

Obdobné definujeme s-okoli nevlastniho bodu —oo: U(—o0,s) = (—00, s).

Poznamka V ndzvu i oznaceni s-okoli nevlastnich bodu +c0 a —oo mliZzeme Cislo s opét vypoustét,

neni-li jeho velikost podstatna.

Geometricka interpretace Us(c): 6-okolim bodu ¢ na pfimce je otevieny interval délky 24 se stre-

dem v bodé c.

Priklad Na Ciselné ose zndzornéte §-okolibodu ¢ = 1, je-li § = 3. Zapiste toto okoli pomociintervalu
i nerovnosti s absolutni hodnotou a uvedte jeho oznadeni.
Reseni

Vyjadreni pomoci intervalu: x € (—2;4)

= el
Cad

A _ nebo

-2 1 -

Vyjadfeni pomoci nerovnosti: |[x — 1| < 3
Oznaceni: U5(1)

P¥iklad Jaké mnoziny vyjadiuji nasledujici nerovnosti?
a) |x—1|<3



Reseni x € (—2;4)

b) |x—1]>3
Reseni x € (—o0; —2) U (4; +)

c) |x—1|=3
Reseni x € (—o0; —2) U (4; +0)

Poznamka UZitim znalosti pojmu okoli mGzZeme také fesit jednoduché nerovnice.
lx — (=2)] < 4,

Napf.

g

-2 1

nerovnici |x + 2| <4 upravime na tvar

U,(=2) = x € (—6;2).

Grafické znazornéni.

-8 2

Redeni nerovnice: x € (—6,2).
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okoli

MnoZinou rozumime soubor jakychkoliv objektl. K definovani mnozZinovych operaci

vyuiivdme Vennovy diagramy a vyjadfeni pomoci logickych spojek. Ciselné mnoziny

jsou mnoziny, jejichz prvky jsou ¢isla. Mnozinu redlnych Cisel Ize dale rozsifit o ne-

vlastni Cisla +o0 a —oo.
Dilezity vztah: N c Z € Q € R ¢ R*

Okolim bodu na primce je otevieny interval.
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Které prvky mnoZiny A a B patti do jejich sjednoceni (praniku)?
Kterd mnoZina se nazyva konecna?

Kterd mnoZina se nazyva prazdna?

Jaké typy podmnozin rozliSujeme?

Jaky je rozdil mezi uzavienym a otevienym intervalem?

Co je okolim bodu na pfimce? Nacrtnéte jej.

N o wuswN =

Urcete mnoZinu M, jejiz prvky jsou redlné koreny rovnice.
- x348=0 M = {-2}]
- x244=0 M = 0]
- (x2-1D(x%2-x-6)=0 M ={-2; —1;1;3}]
8. Zadejte mnoZinu M udanim charakteristické vlastnosti jejich prvki,
je-liM = {1;2;3; 4;5}.

[M={x€eN;1<x<5}neboM = {x €N; |x| < 6}]

9. Které z nasledujicich mnoZzin se sobé rovnaiji.

A ={0; 5} E={x€eN;x <0}
B=0 F={x€eR;x>+5 =0}
C ={x€eR;|x| <3} G={x€eR;—3<x<3)}

D ={x €Z;x?*—-5x =0}
[A=D,B=E =F,C = G]

10. Zapiste vSechny podmnoziny mnoziny {—2;0; 1}
[@,{-2},{0}, {1}, {—2; 0}, {—2;1},{0; 1}, {-2; 0; 1}]
11.  Urcete prunik a sjednoceni mnozin A a B, jestlize
- A={-1;2;3;7;8}aB = {8;9;10}
[ANnB ={8};AUB =1{-1;2;3;7;8;9;10}]

- A={xeN;x<5}aB={x€eN;x >3}
[ANB = {4;5}; AUB = N]

- A={x€Zx>-2}aB={x€Z;x<-2}
[ANB =@;AUB = 7\{-2}]

- A=ZaB=R
[ANB=ZNR=Z,AUB =ZUR =R]
12. Jsou dany mnoziny:
My =(—4; =2),M; = (=5;5),M5 = (5;8), M, = (=2;0),M5 = (—1;6)
- Urcete nasledujici mnoziny:

M; UM, [(=5;5)]
M; N M, [(—4; —2)]
M; UM, [(—4;0)]
M; N M, (0]



13. Rozhodnéte, ktery z nasledujicich zapisl predstavuje okoli bodu, a vSechny

M; N Mg [(—1;5)]
(My N M3) U (M3 N M) [{5}]
M; UM, UM;UM, UM [(=5; 8)]
(M, UMg) N (M;UM,) [(=2;0) U (5;6)]

mnoziny zapiste pomoci interval(.

|lx —1| < 3 [je okoli; U3(1);x € (—2;4)]
|x| =5 [neni okoli; x € (—o0; —5) U (5; )]
lx + 3] <2 [je okoli; U,(—3);x € (—5; —1)]
lx —1] < -3 [neni okoli; @]
|lx+3| =>4 [neni okoli; x € (—o0; —=7) U (1; )]
lx — 2| <3 [neni okoli; x € (—1; 5)]
|x] < 3 [je okoli U3(0); x € (—3;3)]

14. Urcete pranik a sjednoceni mnozin A a B.

A={x€eR;|x—3] <3}, B={x€R;|x| > 5}
ANB={x€R;x € (56)}
AUB ={x €ER;x € (—o0; —=5) U (0; o)}

A={xeR;|x+4|=2},B={x€R; |x—-2| <-1}
AUB =A;x € (—6; —2)
ANB=0;B=0

A={x€eR;|x—3| <1},B={x € R;x € (—o0;4)
[AUB:XE (—o0; 4)
ANB={4)

A={x€eR;|x+2|<3,B={x€ER; x| =5}
[AUB:xE(—oo;l)U(S; o)
ANB =0
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Kapitola 3

Vektoroveé prostory

Po prostudovani kapitoly budete umét:

. pracovat s vektory - scitat vektory, nasobit vektor skaldrem, vypocitat skalarni
soucin vektord,

. tvofit linedrni kombinace vektorq,

. rozhodnout o linearni zavislosti a nezavislosti vektord,

- definovat vektorovy prostor.

Klicova slova:

Vektor, operace s vektory, linedrni kombinace vektoru, vektorovy prostor, linedrni
zavislost a nezavislost vektoru, baze vektorového prostoru.
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Nahled kapitoly
-V této kapitole budou nejprve definovany zakladni pojmy a operace tykajici se n-rozmérnych
vektorovych prostorl a jejich prvkd. Poté bude zavedeny pojmy linedrni zavislost a nezavis-
lost vektor(l a bude studovano, jak je Ize v jednodussich pfipadech ovéfit. Komplikovanéjsi
pfipady budou feSeny v textu pozdéji pomoci determinantu nebo hodnosti matic.

Cile kapitoly
- Cilem kapitoly je zavedeni pojmu n-rozmérny vektorovy prostor, definovani operaci s vek-
tory a studium linedrni zavislosti vektoru.

Odhad casu potiebného ke studiu
- 2 hodiny

Vektory a operace s nimi

Definice 3.1 Usporadanou n-tici
.
X = (X1,Xg, i) Xp), X1, 0, Xy ER
budeme nazyvat n-rozmérnym vektorem. MnoZinu vSech n-rozmérnych vektord budeme nazyvat

n-rozmérnym vektorovym prostorem a oznacovat V},; x; nazyvame slozky vektoru.

Velikost vektoru je |X| = /x2 + x2 + - + x2.
Vektor 6 = (0;0; ...; 0) € V,, nazveme nulovym vektorem.

Priklad Ze skladu s piskem je exportovan materidl ke tfem odbérateldm. Prvni mda pozadavek na
dodavku ve vysi 8t, druhy 5t atreti ve vySi 7t. PoZzadavky odbérateld lze vyjadrit jako
vektor (8,5, 7).

Definice 3.2 Necht jsou dany vektory x; = (x1,x1,...,x1), x; = (x2,x2, ...,x2) € R™ a konstanta
a € R. Pak definujeme
» scitani vektorl (provadi se po slozkach)

PV Frd— 1 2 1 2 1 2
X1+ x; = (%1 +x7,%5 + X5, ., Xp + X5),

» nasobeni vektoru skalarem (provadi se po slozkach)
> — 1 1 1
ax, = (ax;,axy, ..., axy),

> skalarni souéin vektoru
. 1

X Xy = xix? + xixd + o+ xhx2.

Poznamka Soucet dvou vektoru je vektor, soucin vektoru a skalaru je vektor, skalarni soucin dvou

vektoru je skalar (Cislo).
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Poznamka Pokud skalarni soucin x; - x, = 0, jsou vektory x7, x, kolmé.
Priklad Spotitejte cd — b, kdy? ¢ = 3,d = (1,—1,2) a b = (0,2, 0).
Reseni

cd—b=3(1,-1,2)—(0,2,0) = (3,=5,6).

Definice 3.3 MnoZina V,, € R™ vSech n-rozmérnych vektor( s operacemi séitani a ndsobeni skala-
rem, pro které plati
X+y=y+xXVX,y€EV,
a(X+y)=aX+ay VX,y €V,,a ER,
se nazyva vektorovy prostor nad télesem R redlnych cisel.

Priklad Vektory X = (1,2,1),y = (—1,0,—1) patfi do vektorového prostoru V; c R3.

Linearni kombinace vektoru

Definice 3.4 Necht X;,..., X, € V,,a4,..., a; € R. Vyraz
- -
ax+. .. Fax,
se nazyva linearni kombinace vektor( X4, ..., X) s koeficienty ay, ..., a.

V pfipadé, Ze vSechny koeficienty aq,...,a; linearni kombinace jsou nulové, hovofime
o trivialni linearni kombinaci. Je-li aspon jeden z koeficientd rlzny od nuly, hovofime
o netrivialni linearni kombinaci. Linedrni kombinace, ktera je rovna nulovému vektoru se nazyva
nulova. Zfejmé kazda trivialni linearni kombinace je nulova — trivialni linearni kombinaci libovolnych

vektoru je vzdy vektor nulovy.

Piiklad Napidte, jak vypadd trividlni linedrni kombinace vektord a = (2,—1,2)

ab=(1,2-3).
Reseni Podle Definice 3.4 ma trivialni linedrni kombinace tvar

0d+0b=0-(2,—1,2)+0-(1,2,—3) = (0,0,0)

P¥iklad  Utvofte  linedrni  kombinaci  aqyd + a21—5 + az¢  vektori a= G, -2; 0),
b=(~1;0;1),¢ = (g;‘??’;—l), jedliay = 2,0, = —1,a3 =2
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Reseni Podle Definice 3.4 je linearni kombinaci vektor, oznacime jej u.
%= o,d +a,b + *—2(1 20) 1( 101)+3(2 3 1)—
u—ala aZ a3C— 2, ) )y Y, 2 31 2; -

-9 3 -25 5
= (1, —4, 0) + (1, 0, —1) +(1, T, —E) = (3, T, —§>

S, N -25 5
Linedrni kombinaci je vektor U = (B;T; _E)'

Piiklad Zjistéte, zda je vektor d = (2;4;—4) linedrni kombinaci vektor( B=(O;—2;3)
ac=(1;0;1).

Reseni Pokud by byl d linearni kombinaci ba C, pak by existovala realna ¢&isla a; a a, tak, Ze by podle
Definice 3.4 platilo @ = a;b + a,¢.

(2;4;,-4) = a,(0;—2;3) + a,(1;0; 1)
(2;4;,—4) = (0; —2ay; 3ay) + (az; 0; ay)
(2,4, -4) = (ay; —2a1; 30, + a3)

Dva vektory se sobé rovnaji, rovnaji-li se jejich odpovidajici slozky, tj.

2 = afz
4==2a, =>a;=-2
—4 = 3“1 + 26(2
—4=3-(=2)+2
Existuji &isla ay = —2 a @, = 2 takova, e plati @ = —2b + 2¢, vektor d je tedy linearni kombinaci

vektori bac. Je zfejmé, Ze vektor b je linedrni kombinaci vektorli dac, protoie

-

1 - - v - . . s ’ . ’ o = 7 v - 1 - 7
b= —sa+c. Obdobné vektor ¢ je linearni kombinaci vektor( a a b, protoze ¢ = Sa+ b.

P¥iklad Zjistéte, zda je vektor W linedrni kombinaci vektor( 1 a .
w=(567),14=(132),7=(2-13)

Reseni Pokud by byl W linedrni kombinaci 1 a ¥, pak by existovala redlna &isla a; a a, tak, ze by
podle Definice 3.4 platilo
W=aq U+ a, v
(5,6,7) = a,(1,3,2) + a,(2,—1,3)
(5,6,7) = (a; + 2a,,3a; — ay, 2a; + 3a;)
Z rovnosti vektord dostaneme

a,+2a, =5 =2>a,=5-2a, a1=5—2-§=_
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9
3a;, —a, =6 3(5—2a2)—a2=6=>a2=7

201 +3a, =7
Dosadime vypocitané hodnoty a; a @, do posledni rovnice.
17 9 61
2 = +3 T = *7

Soustava rovnic pro neznamé a4 a a, nema feseni. Neexistuji koeficienty a; a a, tak, aby platilo

W = a; U + a, U. Vektor w tedy neni linedrni kombinaci vektord 1 a 7.

Linearni zavislost vektoru

Definice 3.5 Vektory se nazyvaji linedrné nezavislé, pravé kdyz pouze jejich trividlni linedrni kombi-
nace je nulovy vektor. Existuje-li aspon jedna jejich netrividlni linearni kombinace, ktera je rovna

vektoru nulovému, jsou vektory linearné zavislé.
Piklad Zjistéte, zda vektory @ = (2,—4) a b = (—1, 2) jsou linedrné zévislé ¢&i linearné nezavislé.

Reseni Plati @ + 2b = (0, 0). Existuji tedy nenulové konstanty o; = 1, a, = 2 tak, Ze linearni kom-

binace a;d + a,b = 6. To znamen3, Ze vektory jsou linedrné zavislé.

P¥iklad Rozhodnéte o linearni zavislosti &i nezavislosti vektord X; = (1,0,2), ¥, = (1,—1,0),
S

X3 = (3,—-2,3).

Reseni Podle Definice 3.5 jsou vektory linedrné nezdvislé, kdyz jejich linearni kombinace

alfl + 0(256)2 + (X3.7_C')3 = 8 (1)

jen vpfipadé, Ze a; =a, = a3 =0. Kdyz (1) rozepiSeme do sloZek, dostdvame soustavu

a; +a,+30;3 =0 (2)

—0(2 - 2(13 = O (3)

20(1 + 30(3 = 0 (4)
Z rovnice (4) je oy = —%ag.
Z rovnice (3) je a, = —2a5.

Po dosazeni do rovnice (2) obdrzime —%oc3 — 203 + 3a3 = 0. Odtud spocteme, ze —a3 = 0.
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Odtud pak ziskame, Ze a; = a, = a3 =0. To znamend, Ze zadané vektory jsou linearné

nezavislé, protoze pouze jejich trivialni kombinace je rovna vektoru nulovému.

O Uzkém vztahu mezi pojmy linedrni kombinace a linearni zavislost vypovida nasledujici véta:

Véta 3.1 Vektory X{,X,, ..., X, € V,, jsou linedrné zavislé, pravé kdyZ aspori jeden z nich je linedrni

kombinaci ostatnich.

Poznamka Véta uddva nutnou a zaroven postacujici podminku pro linedrni zavislost vektoru.

Pfiklad Zjistéte, zda dané tfi vektory jsou linedrné zavislé, & nezavislé. a = (0;0;1),

b= (1;, —1;, =1),¢ = (1; —-1;1).

Reseni

a)

b)

Vysetfime linedrni zavislost podle Definice 3.5. Utvofime linedrni kombinaci vektord a polo-
Zime ji rovnu 0.
@,0 + a,b + azé =8
a;(0;0; 1) + az(1;—-1; —1) + a3(1;—-1;1) = (0; 0; 0)
(ay +az;—a, —asz;a; —a, + az) = (0;0;0)
Z rovnosti vektor(l obdrzime soustavu tfi rovnic o tfech nezndmych.
a, +taz3=0= a, = —a;
—a,—a3=0
a;—a,+az3=0
a; —2a3 = 0= a; = 2a3

Soustava ma nekone¢né mnoho Fedeni. Re$enim jsou viechny uspofadané trojice tvaru
(2“3, —Qas; a3), as eER

Napt. pro a3 = 1 obdrzime jednu takovou trojici (2; —1; 1).

V tomto ptipadé dokonce nekonecné mnoho netrividlnich linedrnich kombinaci dava vektor

-
0, tedy vektory @, b a € jsou linearné zavislé.

VySetiime linedrni zavislost podle Véty 3.1. Zjistime, zda je napt. vektor d linedrni kombinaci
vektor(i b a ¢, tj. plati-li
d=k-b+1-Ckdekl€ER
(0;0,1) =k(1; -1, —D+ UL —-1;1)
0;0;1)=(k+1;, -k—-1;, =k+1D

Z rovnosti vektord dostavame

1
0=k+l=k=—-Lk=~
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0=—-k—-1

1
1=-k+1 1=21=>l=§

Uy

11
a= > 2C

Vektor d je linedrni kombinaci vektord b a & a podle Véty 3.1 jsou vektory @, b, & linearné

zavislé.

Poznamky Linedrni zdvislost i linedrni nezavislost vektorl Ize vysetfit také uZitim hodnosti matic

nebo vypoctem hodnoty determinanta. (viz dale)

Dimenze a baze vektoroveho prostoru

Definice 3.6 Maximalni pocet linedrné nezavislych vektor( z prostoru 1}, se nazyva dimenze vekto-

rového prostoru V,, a mnoZina téchto vektor( tvofi tzv. bazi daného vektorového prostoru.

Poznamka Zname-li bazi vektorového prostoru, mizeme kazdy libovolny prvek prostoru vygenero-

vat jako linearni kombinaci prvkl baze.

Piiklad Zjistéte, zda vektory ¥; = (1,0,0), %, = (0,1,0), X3 = (0,0, 1) jsou linedrné nezavislé. Po-

kud ano, vyjadrete vektor (5, 4, -30) jako linedrni kombinaci téchto vektor(.

Redime soustavu
la; +0a; +0az =0
a; +1la;, +0a; =0
0aq +0a, +1az3 =0

ProtoZe tato soustava ma jen trivialni feSeni, jsou vektory ¥;, X,, X5 linearné nezavislé.
Vektor (5, 4‘, _30) = 5.7_()1 + 4‘.7_(:)2 - 305&3

n-rozmérny vektor je usporadana n-tice redlnych Cisel. Vektory mizeme mezi sebou
sCitat, ndsobit skalarem, utvofit jejich skalarni soucin. Linedrni kombinaci vektor( je
vektor vznikly operacemi scitani vektor( a ndsobeni skaldrem. Vektory jsou linearné
nezavislé, kdyZ pouze jejich trividlni linedrni kombinace je rovna nulovému vektoru.

Vektory jsou linedrné zavislé, je-li aspon jeden z nich linearni kombinaci ostatnich.
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1. Co je n-rozmérny vektor a jaké znate operace s vektory?
2. Coje linedrni kombinace vektoru a trividlni linearni kombinace vektor(?
3. Kdy jsou vektory linearné zavislé a kdy linearné nezavislé? Uvedte priklady.
4. Vysvétlete pojmy vektorovy prostor, jeho baze a dimenze. Uvedte priklady.
5. Zjistéte, zda vektory jsou na sebe kolmé.
a) ¥, =(1,0),x, =(2,0) [ne]
b) ¥ =(1,-1,2),%, =(3,51) [ano]

6. Urcete vektor ¥ = 2d@ — 3b — &, jsou-li dany vektory
d=(3;5-2;6),b=(—1;7;13;=3),¢ = (1;0; —2; 3).
[x = (8;—11;—-41;18)]

7. Vypoditejte a,b €R zrovnice X =7y, kde Xx=(-2;0;a—b;a) a
y = (b;a+ b;4; —b)

8. Zjistéte, zda je vektor w linedrni kombinaci vektort d a b.
a) W= (-3;0),d=(0;1),b=(1;4)
[ano;v_’v =12a — 35]
b) W= (2;0;4),d = (0; —2;3),b = (1;0;1)
[W neni lineérni kombinaci d a 1_5]
9. Rozhodnéte o linedrni zavislosti ¢i nezavislosti vektord.
a) % =(1,0),% =(2,1),% =(-11)
[linedrné zavislé]
b) ¥, =(1,1,0),%, =(0,2,2),%; = (3,0,—-3)
[linearné zavislé]
c) X =(1,1,0),%, = (0,2,2),%; = (3,0,3)

[linedrné nezdvislé]
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Kapitola 4

Matice

realizovat operace s maticemi.

definovat pojem matice,
Matice, s¢itani matic, ndsobeni matic, transponovana matice.

Po prostudovani kapitoly budete umét:

Klicova slova:

O




47

Nahled kapitoly
-V této kapitole bude nejprve definovan pojem matice typu m/n. Poté budou studovany za-
kladni maticové operace a transponovani matic.

Cile kapitoly
- Cilem kapitoly je zavedeni pojmu matice typu m/n a definovdni operaci s maticemi.

Odhad ¢asu potiebného ke studiu
- 2 hodiny

Definice matice a typy matic

Definice 4.1 Matici A typu m/n , resp. m x n, nazyvdme obdélnikové schéma m - n redlnych &isel
aj, kdei =1,2,...,maj = 1,2,..,n, sestavenych v m radcich a n sloupcich, tj.

A1 Q1. Qin
A= a:21 a:22... azzn
Am1 Ama Amn
® a;; je prvek matice v i-tém fadku a j-tém sloupci
e jjeradkovy index
e jje sloupcovy index
e r=min{m,n}
® ayq, Ayy,...ar jsou prvky, které lezi na hlavni diagondle matice A

® Qayy Ap_1, - Arq jsOu prvky, které leZi na vedlejsi diagonale matice A
Radky matice A Ize povazovat za n-¢lenné radkové vektory. Sloupce matice A Ize povazovat za

m-Clenné sloupcové vektory.
Priklad Mé&jme matici

1 6
y =( 0 _z>.
-05 8

Matice je typu 3/2 (méa 3 fadky a 2 sloupce). Cislo 8 je prvek as», protoze stoji ve 3. fadku a 2. sloupci.

Prvky 1, -2 leZi na hlavni diagondle matice.
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Prvky 6, 0 lezi na vedlejsi diagonale matice.
Typy matic

» Matice, kterd ma stejny pocet fadkl jako sloupcl (m = n) se nazyva ctvercova matice fadu n.

2 -1 10 -1

A=<§ 5) a B=<2 3 5)

4 4 9 8
=Nn-=

m=n=2 m 3
A a B jsou Ctvercové matice; A je fadu 2, B je fadu 3.

Priklad

» Matice, kterd ma pod hlavni diagonalou samé nuly, se nazyva horni trojuhelnikova matice.
Priklad
2 -3 0
A=10 1 2 |je hornitrojuhelnikova matice
0 0 5

» Matice se nazyva horni stupnovita (resp. horni schodovita) matice, pokud
e pripadné nulové radky jsou usporadany na konci matice,
e nenulové jsou usporadany tak, Ze kazdy nasledujici fadek zacina vétsSim pocétem 0 nez radek
predchozi.

Priklad

2100 51
C=(0 0 3 4 —1 2 |jehornistupnovita matice
00

> Ctvercova matice, kterd ma mimo hlavni diagonélu pouze nuly, se nazyva diagonalni.
Priklad

-1 0 O
A=| 0 2 0 ]jediagonalni matice fadu 3
0 0 3

» Diagonalni matice s jedni¢kami na hlavni diagonale se nazyva jednotkova matice.
Budeme ji znacit E.

Priklad
E, = ((1) (1)) je jednotkova matice radu 2
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1
E3: 0
0

» Matice, jejiz vsechny prvky jsou rovny nule se nazyva nulova matice, znacime ||0||.

[l )

0
O) je jednotkova matice fadu 3
1

Priklad
|0 = (8 8 8) je nulova matice typu 2/3

Operace s maticemi

Definice 4.2 Rikdme, 7e matice A, B jsou si rovny a piseme A = B, jsou-li tého? typu a jestlize

a;j = b;j pro viechny uspofadané dvojice (i; j).
Poznamka Prvky na odpovidajicich mistech jsou si rovny.

Priklad Zjistéte, pro kterd a, b € R plati rovnost matic Aa B, je-li

-2 1 -2 1
a=("0 a=s) w n=(o+1 3)
7 4 at+b 4

Reseni A = B podle Definice 4.2 kdy?
b+1=0 =b=-1
a—5=3=a=8
a+b=7 8—1=7
Pro ¢islaa = 8 a b = —1 nastane rovnost matic, tj. A = B.

Definice 4.3 Necht ¢ € R,
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Pak definujeme

e nasobeni matice konstantou

ca,
cA=
ca,,
e soucet dvou matic
a;, +¢y
A+C =
Ay +Cmy

e soucin dvou matic

ay by +...+ag,by
AB =

ambyg +..o+ a0

ca,,

ca,

aln + cln

+c

mn mn

APy +...+ a0

AmPis + -+ 8P
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Poznamka Prvek a;1b1 + -+ + a1pbyq U souCinu matic je skalarnim soucinem prvniho radku (fad-

kového vektoru) matice 4 a prvniho sloupce (sloupcového vektoru) matice B, atd.

Pozndmky

» Scitat a odcitat Ize pouze matice stejného typu.

» Prinasobeni matice konstantou na typu matice nezalezi. Spolecny Cinitel vSech prvkd matice

A Ize vytknout pred matici A.

» Nasobit dvé matice mezi sebou mizZeme jen tehdy, je-li pocet sloupcl prvniho Cinitele roven

poctu radkl druhého Cinitele.

Priklad Vypoctéte matici X = 24 — 3B,



51

\/
Q
oy
Il
Ve

|
_
I
Ul =
oN
¥-/

1 .3
jelia=12 2
1 0

Reseni Uzitim Definice 4.3 postupné dostaneme

1 3 5
_l2 2 2)|_ 1 -1 2
X=2 31-3(1 75 o)
1 0 =
2
/1 -3 5 3 -3 6
X_(z 0 3) (—3 15 0)
=2 0 -1
x = 5 —15 3)
P¥iklad Spoéitejte souciny AB a BA, kdyz
1 -1 112
A=12 -3 0|, B=(2 1 0].
0 1 -2 111
Reseni
1 -1 3\1 1 2 2 3 5
AB = -3 02 1 0(=-4 -1 4
O 1 -2/1 11 O -1 -2
1 1 2y1 -1 3 3 -2 -1
BA=|2 1 0|2 -3 O |=|4 -5 6
11100 1 -2 3 -3 1

Je zfejmé, ze AB=BA.

Priklad Spocitejte souCiny AB a BA, je-li

—4
A= (1 -1 3)aB=< 2).
1

Reseni
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—4
A.B=(01 -1 3).( 2>=(—3)

1
1/3 3/1 1/1
—4 -4 4 =12
B.A=<2>.(1 -1 3)=<2 -2 6)
1 1 -1 3
3/1 1/3 3/3

Poznamky

» listé jste si vSimli, Ze pro nasobeni matic neplati komutativni zakon. Proto rozliSujeme naso-
beni matice A matici B zprava a zleva, tzn., Ze pfi nasobeni matic zaleZi na jejich poradi.

» Je-li A Ctvercova matice a E jednotkova matice stejného radu, pak plati
AE = EA = A.

» Na rozdil od realnych Cisel, kde ab = 0 < a = 0 nebo b = 0, se mUZe u matic stat, Ze

AB = ||0|| a pfitom Zadnd z matic A, B neni nulova.

Priklad Necht

i Yas=(2 )

Potom

w=( (2 D=0 Y=o
a pritom A # ||0]| i B # ||0]|.

Poznamka Pokud AB = BA hovofime o zaménnych maticich.

Transponovana matice

Definice 4.4 Jestlize v dané matici A typu m/n vyménime fadky za sloupce, pficemzZ ponechame

jejich poradi, Fikdme, Ze jsme matici transponovali. Znaéime ji A" a je typu n/m.
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Priklad Urcete k matici A matici transponovanou.

1 2 0 -3
A=10 5 4 1
21 1 1

3/4
Reseni
1 0 2
0 4 1
-3 1 1
4/3
Poznamky

> Plati, ze (AT)T = A
> Jediné v pfipadé, e matice B, resp. C, je ¢tvercovd, mlZe nastat piipad BT = B, resp.
CT = —C. Pro viechny prvky takové matice plati bij = bj;, resp. ¢;j = —cj;. V takovém pfi-

padé nazyvame matici B symetrickou matici a matici C antisymetrickou matici. Z rovnosti

cij = —¢j; plyne, Ze antisymetricka matice ma v hlavni diagonale samé nuly.
Priklad
1 0 2
Matice B=(0 -3 —1 ]jesymetricka.

2 -1 5

0o -1 2

Matice C = 1 0 3 ]jeantisymetricka.
-2 -3 0

Matice je obdélnikové schéma realnych Cisel. Matice mizeme mezi sebou scitat, na-
sobit a ndsobit skalarem. Mezi sebou Ize ndsobit pouze takové matice, pro které po-
cet sloupct prvni matice je roven poctu radkd v druhé matici. Soucin matic neni ko-
mutativni. Vyménime-li v matici radky za sloupce v témz poradi, obdrzime matici

transponovanou.
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Co musi spliiovat matice, abychom je mohli secist?

Co musi splfiiovat matice, abychom je mezi sebou mohli nasobit?

1 0 2

pro A=|0 2 2|,

0 0 3

0

_4
C- 1 1
1 3 spoctéte

a) A-B
b) AB
c) AC
d) CA

-1 00 0O 0 -6

a0 4 0lpy|-2 -4 -4

1 0 7 -3 0 -12
c) Nelze nasobit, d)

14 9
10 11 |
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Kapitola 5

Hodnost matice a matice
inverzni

Po prostudovani kapitoly budete umét:

stanovit hodnost matice,
umeét k dané matici urcit matici inverzni.

Klicova slova:

Hodnost matice, inverzni matice, reguldrni a singularni matice.
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Nahled kapitoly
-V této kapitole bude definovan pojem hodnost matice a bude ukazano, jak ji Ize pomoci ekvi-
valentnich Uprav matic stanovit. Poté bude zaveden pojem matice inverzni a bude studo-
vano, jak Ize inverzni matici vypocitat. Dalsi mozZnost, jak Ize inverzni matici nalézt (pomoci
tzv. adjungované matice) bude popsan v dalsi kapitole zabyvajici se determinantem matic.

Cile kapitoly

- Cilem kapitoly je zavedeni pojmU0 hodnost matice a matice inverzni a ukdzani postup, jak
hodnost a inverzni matici nalézt.

Odhad casu potiebného ke studiu
- 3 hodiny

Hodnost matice

Kazdé matici A Ize priradit jisté dulezité Cislo, které nazyvame hodnost matice A, a znacime h, resp.
h(A).

Definice 5.1 Hodnost matice je maximalni pocet jejich linearné nezavislych radku (sloupct).
Poznamka Pro nenulovou matici je h € N, pro nulovou matici h = 0.

Véta 5.1 Hodnost matice se nezméni,

kdyZ zaménime poradi radku

kdyZ libovolny Fddek vyndsobime libovolnou nenulovou konstantou

kdyZ jeden rdadek pricteme k radku jinému

kdyz vynechdme rddek, ktery je linedrni kombinaci ostatnich (tj. nulovy, stejny s jinym rdd-
kem, ndsobek jiného rdadku)

YV VY

Véta 5.2 Hodnost matice je rovna hodnosti matice k ni transponované.
Dasledek Radkova hodnost matice je rovna jeji sloupcové hodnosti.

Poznamka Je-li h hodnost matice znamena to, Ze mezi radky této matice existuje h linedrné neza-
vislych radku a kazdy dalsi radek je jejich linearni kombinaci — tedy h < m. Provedeme-li analogic-

kou avahu pro sloupce, pak h < n.
Disledek h < min{m; n}.

Véta 5.3 Hodnost horni stupriovité matice je rovna poctu nenulovych radki této matice.
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Hodnost matice zpravidla uréujeme tak, Ze danou matici upravime ,dovolenymi” Upravami, které
nemeéni jeji hodnost, na horni stupnovity tvar. Hodnost matice je pak rovna poc¢tu nenulovych rfadka
upravené matice. Jak dulezita je hodnost matice uvidime v kapitole o feseni soustav linedrnich rov-

nic.
Poznamka Upravy matic, které neméni jeji hodnost, budeme nazyvat ekvivalentni Gpravy.

Definice 5.2 Dvé matice A a B se nazyvaji ekvivalentni, maji-li stejnou hodnost a stejny pocet

sloupcu.

Zapis: A~B.

Pfiklad Uréete hodnost matice

1 -1 3
A={2 -3 0
0 1 -2

Reseni

1 -1 3 1 -1 3 1 -1 3
A=12 -3 0O)]~{0 -1 —-6]~{0 -1 -6
0 1 -2 0 -1 -2 o 0 -4

Hodnost matice h(A) = 3.

3 -1
2 1
Priklad Urcete hodnost matice A = | —3 4
1 1
-2 2
Reseni
3 -1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 3 -1 0 —4 0 1 0 1
11
A=1]-3 4~21~0—1~01~00~(01)
1 1 -3 4 0 7 0 1 0 0
-2 2 -2 2 0 4 0 1 0 0

Hodnost matice h(4) = 2.
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Inverzni matice a jeji vypocet

S¢itani a nasobeni matic ma nékteré analogické vlastnosti jako s¢itani a nasobeni realnych cisel.

Napf. v pfipadé séitani matic existuje nulova matice ||0|| tak, ze A +||0]| = A a existuje opa¢na matice
—A tak, ze A+ (—A) = ||0]|. Nabizi se otazka: Existuje v pfipadé nasobeni matic k matici A néjaka
matice X takova, Ze plati AX = E? Odpovéd dava tato podkapitola.

Definice 5.3 Necht A4, X, E jsou ¢tvercové matice radu n. Jestlize plati AX = E, pak X nazyvame

inverzni matice k matici A a znaéime ji A1

Poznamka Pro inverzni matici plati
AAT'=A"1A=E

Pfiklad Ovéfte, zda matice A je inverzni k matici A.

1 0 -2/3 102
Al=l0 1/2 -1/3 A=10 2 2
0 0 1/3 0 0 3

Reseni: Ovéfime, zda plativztah A™'A = E,AA™ ' = E

1 0 -=2/3y /1 0 2 100
A-1A=<0 1/2 —1/3) (0 2 2>=<o 1 O>=E

0 0 1/3/ \0 0 3 0 0 1

1 0 2,1 0 -=2/3 1 0 0
AA-1=<0 2 2) (0 1/2 —1/3):(0 1 0>=E

0 0 3/\0 o0 1/3 0 0 1

Matice A je inverzni matici k matici A.
Definice 5.4 Necht A je ¢tvercova matice fadu n.
Je-li h(A) = n, nazyva se A regularni matice, je-li h(A) < n, nazyva se A singularni matice.

Poznamka V dalSim ¢asti se dozvime, Ze pfi urovani, zda je matice reguldrni ¢i singularni, mizeme

u ¢tvercovych matic vyuzit hodnotu determinantu.
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Véta 5.4 Ke ¢tvercové matici A existuje jednoznacné uréend inverzni matice A1, pravé kdyZ je matice

A reguldrni.
Poznamka Nékteré vlastnosti inverznich matic:

- je-li A regularni, pak A~ je rovnéi reguldrni
-(AY)l=A

Inverzni matici mlZeme vypocitat dvojim postupem:

1. Upravou matice A na jednotkovou matici E.

2. Vyuzitim adjungované matice (viz dale).
Postup pfi vypoétu A~1 pomoci Giprav matice A na jednotkovou matici E:
1. Reguldrni matici A prevedeme Upravami z Véty 5.1 na jednotkovou matici £
2. Soucasné stejnymi Upravami pfevedeme matici £ na matici A2,
A—>EaE—>At

Upozornéni Pfi vypoctu inverzni matice je tfeba pouzit bud pouze fadkové nebo pouze sloupcové

Upravy.
Priklad K matici A = (i g) uréete inverzni matici A~ 1.
Reseni Nejprve zjistime, zda je matice regularni
_ (2 0 1 2 1 2
A= (1 2)~(2 0)~(0 —4)

h(A) = 2 =n = matice A je reguldrni, Ize k ni podle Véty 5.4 uréit jednoznaéné inverzni matici A™L.
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A E
2 G I6GY :
b ealey b
G - |¢Q 2
G D |(Case 12)
G D | )
E Al
A_1=(—1ﬁ 132)

Sami ovéfte, 7e AA1=E.

1 0 2
Piiklad Uréete inverzni matici k matici A=|{0 2 2.

0 0 3

Reseni: Bud' uzijeme schématu uvedeného v pfedchdzejicim p¥ikladé nebo matici A rozii¥ime o jed-
notkovou matici E a pomoci ekvivalentnich Gprav je upravujeme tak, aby (4/E) =~ (E/A™1). ZFejmé,
h(A) = 3 = n, protoZe A je horni stupfiovitd matice. Inverzni matice A tedy existuje jednoznacné.
3. fadek opiSeme. Od trojndsobku 1. fadku odeéteme dvojndsobek 3. fadku. Od trojnasobku 2. Fadku

odecteme dvojnasobek 3. fradku. Pak 1. fadek délime 3, 2. fradek délime 6, 3. fadek délime 3.

1 0 21 0O 3 0 03 0 -2 1 0 0p 0 -2/3
0 2 201 0(=/0 6 00 3 -2|=|0 1 00 1/2 -1/3
0 0 30 01 0 0 30 0 1 0O 0 10 0 1/3

1 0 -=2/3
At=(0 1/2 -1/3
0O 0 -1/3

Sami ovéite, 7e AA™ = E.
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Hodnost matice je rovna poctu nenulovych fadkd v odpovidajici horni stupriovité ma-

tici. K reguldrni matici existuje jednoznacné urcend matice inverzni.

1. Vysvétlete, jak byste postupovali pfi uréovani hodnosti matice.
2. Jakou maximalni hodnost miZe mit matice typu 8/3?
3. Ke které matici lze spocitat matici inverzni?
4. Urcete hodnost matice.
-1
2 2 1 2 5
A= L1 1 [h = 2] A=|1 -1 3 [h = 3]
B B N 3 -6 -1
1 -2 0

2 6 -4 10
3 -5 2 4
A=-3 -9 6 -15 [h = 1] B<7 -4 1 3) [h = 2]
5 15 -10 25 5 7 -4 -6

5 -9 51
6 -2 2 5 7
1 -2 1 0
A= _ _[9 348 9 _
2 3 32 h=31  C=lg 267 1) =2
8 8 9 3 3 -14 4 -1
4. K matici A uréete inverzni matici A~ 1.
2 4
a) A:(o 3)
1 _2
-1 _ 2 3
ATl = ) 1
3
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Kapitola 6

Determinanty

Po prostudovani kapitoly budete umét:

- spravné chapat pojem determinant ¢tvercové matice,
vypocitat determinant pomoci kfizového pravidla a Sarrusova pravidla,
vypocitat determinant uZitim Laplaceova rozvoje,
vyuzit determinanty pfi ur¢ovani inverzni matice.

Klicova slova:

Determinant, krizové pravidlo, Sarrusovo pravidlo, Laplaceliv rozvoj, algebraicky
doplnék prvku, adjungovanda matice.
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Nahled kapitoly
-V této kapitole bude definovan pojem determinant matice a bude studovano, jak jej stanovit
(v zavislosti na rozméru matice). Poté bude ukazano, jak Ize determinant vyuZzit pro nalezeni
inverzni matice, pro stanoveni, je-li matice singularni nebo reguldrni, a také pro urceni line-
arni zavislosti, resp. nezdvislosti, vektor(. Dalsi vyuZiti determinantu pfi reSeni soustav line-
arnich rovnic bude ve studijnim textu studovano dale v pfislusné kapitole zabyvajici se fese-
nim soustav linearnich rovnic.

Cile kapitoly
- Cilem kapitoly je definovani pojmu determinant matice, zavedeni postupd, jak lze determi-
nanty vypocitat a také ukazani toho, jak Ize determinanty vyuZzit pro nalezeni inverzni matice
nebo urceni linearni (ne)zavislosti vektoru.

Odhad casu potiebného ke studiu
- 4 hodiny

Definice determinantu a jeho vlastnosti

Definice 6.1 Determinant je zobrazeni mnoziny ¢tvercovych matic do mnoziny redlnych Cisel.

ajp 0 Qin

Znacime jej det A, |A| nebo D =

An1  ** Ann

Definice 6.2 Determinantem ¢tvercové matice A = (al-]-) fadu n nazyvame soucet

z sgn(k) a1x(1)A2k(2)- - - Ank(n)
kE Sy
n! soucind, v némz se scita pres vsechny permutace k = (k(1), k(2), ..., k(n)) mnoziny {1,2, ..., n}

a kde sgn(k) znaci znaménko permutace.

Poznamka Determinant ¢tvercové matice fadu n je roven n! soucint n prvkld této matice takovych,
Ze v kazdém soucinu je pravé jeden prvek z kazdého radku a pravé jeden prvek z kazdého sloupce.
Kazdy soucin je navic opatfen znaménkem plus nebo minus, které zavisi na tom, ze kterych radku

a sloupct byly prvky do soucinu vybrany.
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Véta 6.1 (Vlastnosti determinant()

» JestliZe zaménime mezi sebou dva rddky, hodnota determinantu se zméni na opacnou.

» Jestlize jeden radek determinantu vyndsobime konstantou c, pak hodnota determinantu je
¢ - ndsobkem puvodni hodnoty.

» Jestlize k jednomu rdadku determinantu pricteme libovolnou kombinaci jinych radkd, hodnota de-
terminantu se nezméni. (Secteni dvou fadki determinantu nezméni hodnotu determinantu.)

» Hodnota determinantu je nulovd, kdyZ nékteré radky determinantu jsou linedrné zdvislé (napr.
kdyz jeden radek determinantu je nulovy, dva fadky determinantu jsou shodné, jeden radek de-

terminantu je c - ndsobkem jiného).

Dusledek. Hodnota determinantu se nezméni pfri¢tenim jednoho radku nebo nenulového c-nasobku

radku k jinému radku.

Vypocet hodnoty determinantu

Véta 6.2 Determinanty 2. fddu pocitdme krizovym pravidlem.

|Z;1 Z;ﬂ = Q1022 — Aq202;
Priklad Spocitejte hodnotu determinantu D = B :; .
Reseni
D=|% :;| —1-(=3)—=(-1)-2=-34+2=-1

Véta 6.3 Determinanty 3. fadu pocitdme Sarrusovym pravidlem.

aj; Q12 Qg3
a1 Gy dzz
asz; AQasz dsz

= Aq1032033 + Q12073031 + A21032013 —

—(a13a22a31 + 431042033 + a23a32a11)
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Poznamka Abychom Zadny soucin nevynechali avypocet si usnadnili postupujeme takto:
Pod determinant opiSeme prvni dva radky (nebo za determinant opiSeme prvni dva sloupce). Vyna-
sobime prvky umisténé na hlavni diagondle a na rovnobézkach s ni, pficemz znaménka soucinl po-
nechdme. Pak vyndsobime prvky umisténé na vedlejsi diagonale a na rovnobézkach s ni, pficemz
znaménka soucini zménime na opacna. Vsechny soudiny secteme.

Priklad Spocitejte hodnotu determinantu

1 -1 3
D=2 -3 0].
0 1 -2
Reseni
1 -1 3
2 -3 0
D=1lo0 1 -21=1-(-3)(-2)+2-1-34+0-(-1)-0-
1 -1 3
2 =3 0

—[3:(=3)-040-1-14(=2)"(-1)'2]=6+6+0—[0+0+4]=12—-4=38

Véta 6.4 Hodnota determinantu pfislusného k horni trojuhelnikové nebo horni stupriovité matici je

rovna soucinu prvku na hlavni diagondle.

Priklad Pomoci vlastnosti determinantl spocitejte hodnotu determinantu

1 -1 3
D=12 -3 0]
0 1 -2

Reseni Uprava na trojuhelnikovy tvar:

1. Fadek opiSeme; ke druhému radku pficteme (—2)-ndsobek 1. fadku; 3. fadek opiSeme.

Prvni dva radky opiSeme. Ke 3. fadku pri¢teme 2. radek

1 -1 3 |1 -1 3 |1 -1 3
D=2 -3 o|=|0 -1 —6[=[0 -1 —6[=1-(-1)-(-8)=8
o 1 -2l lo 1 =2l lo o -8
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Laplacelv rozvoj determinantu

Laplaceliv rozvoj determinantu je univerzalni metoda pro vypocet determinant( libovolného fadu.
Na vypocet determinantli fadu n > 4 totiz nemame k dispozici néjakou prehlednou analogii
(schéma) jako jsme méli kfizové nebo Sarrusovo pravidlo pro determinanty fadu n = 2 nebon =
3. K vypoctu determinantll fddu n = 4 proto pouzivdme Laplacellv rozvoj. Nejprve uvedeme alge-

braicky doplnék prvku a nadefinujeme adjungovanou matici.

Definice 6.3 Necht A je ¢tvercova regularni matice radu n. Soucin
(D)™ Ay,
kde A;; je determinant matice, ktera vznikne z A vynechanim i-tého fadku a j-tého sloupce, se na-

zyva algebraicky doplnék prvku a;; matice A.

1 2 0
Priklad Urcete algebraicky doplnék prvku a,, a az, matice A = |4 3 5|
1 -1 1

Reseni Podle Definice 6.3 je doplnék prvku a,, oznadeny A22=(—1)2+2-|1 (1)=

=1-(1—-0) = 1adoplnék as, oznaceny As, = (—1)+2- |411 ‘5)| =—1-(5-0) = —5.

Definice 6.4 Adjungovana matice k matici 4, znacime ji adj4, je matice sestavena z algebraickych

doplrikd prvkd matice A a to takto:

Je-li A = (a;;) = adjd = (4;))

X

Poznamka Algebraické doplriky prvk( matice A jsou umistény ,transponované” (preklopené podle
hlavni diagonaly).
Adjungovanou matici uZijeme mj. pfi vypoctu inverzni matice.

Priklad Urcete adjungovanou matici k matici A = (; _21)

Reseni Spotteme Ay, = 2,41, = —2,4,, = 1,45, = 1. Pak adjd = (_é 1)

Véta 6.5 (Laplacellv rozvoj determinantu) Determinant se rovnd souctu soucint prvku kteréhokoliv

jeho radku (sloupce) s prislusnymi algebraickymi doplriky.
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n
detd = Z aij (—1)l+]Al]
j=1
popf.
n
detd = Z aij (—1)l+]Al]
i=1
Poznamka Determinanty rozvijime prednostné podle prvkd toho fadku nebo sloupce, ve kterém je
nejvice nul. Upravami, neménicimi hodnotu determimantu, je mo#né dosahnout toho, aby v nékte-

rém radku nebo sloupci byl nejvyse jeden nenulovy prvek.

Priklad Spocitejte hodnotu determinantu

1 -1 3
D=2 -3 0]
0 1 -2

Reseni Rozvojem podle prvkd 3. Fadku dostaneme

1 -1 3
p=2 -3 o|=0--0 |7} 3ls1nr|) 3+
-3 0 2 0
0 1 -2
1 -1

+(=2) - (-1)%+3 | |=0-1-00-6)-2-(-3+2)=6+2=8

2 -3

Uziti determinantu

1) Kurceni, zda je matice reguldrni i singularni.

Véta 6.5 Ctvercovd matice A je requldrni, pravé kdy? det A # 0.
Poznamka Ctvercova matice 4 je singularni, pravé kdyz det A = 0

Priklad Vysetrete, zda matice A je regularni i singuldrni.

1 -1 2
a) A=(3 2 o0
4 1 2
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1 -1 2
detA=|3 2 0/=4+6—-(16—-6)=10—-10=0
4 1 2

Matice A je singuldrni, protoze det A = 0.

1 0 1
b) A=(-1 2 3
1 1 1

1 0 1
detA=|-1 2 3|=2-1-(2+3)=1-5=-4+#0
1 1 1

Protoze det A # 0, je matice A regularni.
2) Kurceni linearni zavislosti ¢i nezavislosti vektor.

Méjme m vektor( o m slozkach. Povazujme vektory za radkové vektory matice a sestavme z nich

¢tvercovou matici A. Pak plati:

Je-lidet A # 0, pak jsou radky matice A linedrné nezdvislé a také vektory jsou linedrné nezdvislé.
Je-lidet A = 0, pak jsou radky matice A a tedy i vektory linedrné zavislé.

Priklad zjistéte, zda jsou vektory d = (1; 2; 3),7)) = (—1;0;2), ¢ =(2;1;2) linedrné zavislé.

Reseni Slozky vektord napi$eme jako Fadky matice a vypocteme jeji determinant.

2
2|=-34+8-(2-4)=54+2=7+#0
3

detd =

-1 0
2 1
1 2

Vektory @, b, € jsou linearné nezavislé, protoze det A # 0.

3) Kvypoctu inverzni matice.

Véta 6.6 KdyZ A je Ctvercovd reguldrni matice radu n, pak pro inverzni matici plati

L1
A 1=W-ade.

1 0 2
Priklad Urcete inverzni matici k matici 4 = (O 2 2).
0 0 3
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Reseni Inverzni matici spocteme na zakladé Véty 6.6. Adjungovana matice k matici 4 je

o 3l =l 5l [ 2l

6 0 —4
adjA = —|g §| |(1) §| —|(1) §| =<0 3 —2).
O I
0 0 0 0 0 2
1 0 2
|A|=det<0 2 2>=6
0 0 3
. — 1 0 —-2/3
_( ; _§)=(0 2 _1§3>
Al 6\o 0 2/ \o o 13

Poznamka Pripomindme, Ze inverzni matici Ize pocitat také tak, Ze matici rozsifenou o jednotko-

vou matici upravujeme pomoci ekvivalentnich dprav tak, aby (4|E) ~ (E|A™1).

4) K feSeni soustav rovnic (viz. dale).

Determinant pfifazuje ¢tvercové matici jedno realné cislo. Vypocet determinantt
2. fadu provadime kfizovym pravidlem, 3. fadu Sarrusovym pravidlem a determi-
nant( vyssich radl Laplaceovym rozvojem. Determinant se vyuZiva pti vypoctu in-
verzni matice, pfi ur¢ovani regularni a singularni matice, pfi vySetfovani linearni za-

vislosti vektor(, pfi feSeni soustav rovnic.

1. Co miuzZete fict o hodnoté determinantu trojuhelnikové matice a o hodnoté de-
terminantu transponované matice?
2. Ovérte, ze inverzni matice k jednotkové matici 3. fadu je ta sama matice.

3. Urcete hodnotu determinantu.

COS X sin x

i —sinx cosx| [1]
2 4 1

- -1 3 -2 [4]
3 -1 4
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1/3 -5/6 1/4 —1/15
|z -2 -15 173 _;]

-2/3 =5/6 -—-1/2 2/3 2160
-1/2 1/3 3/10 -2/5

Rozhodnéte, zda jsou vektory linedrné zavislé i linearné nezdvislé.
d=(24,-3,-1),b = (-2,-4,32),¢ = (48,—6,0),d = (1,2,3,—1)
[linedrné zavislé]
Zjistéte, zda je matice singularni ¢i regularni.

1 -1 1 0

2 1 -1 2 [singulérni]
0 0 2 1 g

1 -1 -1 -1

A=

Urcete inverzni matici k matici

2 5 7 1 -1 1
- 6 3 4 > (—38 41 —34)
5 -2 -3 27 =29 24
1 0 2
- {0 0 2) [nelze - matice neni regularni]
0 0 3
2 3
3 1 . y .
- 0 1 [nelze - matice neni ¢tvercova]
1 -1
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Kapitola 7

Soustavy linearnich rovnic

rozhodnout o poctu feseni soustavy linearnich rovnic.
Klicova slova:

Homogenni a nehomogenni soustava linearnich rovnic, ekvivalentni Upravy,

Po prostudovani kapitoly budete umét:
- rozhodnout o existenci feSeni soustavy linedrnich rovnic,

Frobeniova véta, volné nezndmé, parametr.



73

Nahled kapitoly
-V této kapitole bude definovdn pojem soustava m linearnich rovnic o n neznamych a bude
studovano, za jakych predpokladi ma soustava 1, 0 nebo nekone¢né mnoho feseni. V dalsi
kapitole pak bude popsano, jak Ize tato feseni nalézt.

Cile kapitoly
- Cilem kapitoly je definovani pojmu soustava m linearnich rovnic o n neznamych a studium

podminek, za kterych ma soustava jedno, Zadné nebo nekonecné mnoho feseni.

Odhad ¢asu potiebného ke studiu
- 2 hodiny

Definice soustavy a jejiho reseni

Definice 7.1 Linearni rovnici o n neznamych budeme rozumét rovnici tvaru
a X1 + azx, +...+a,x, = Db,
kde x; jsou neznamé, b,a; e R,i =1, 2, ..., n.

Resenim rovnice nazveme usporddanou n -tici &isel (uy, Uy, ..., Uy,), které po dosazeni za nezndmé

(%1, x5, ..., X,) premeéni rovnici v rovnost.
Priklad Redenim rovnice
2xq1 +3x, — 7x3 = =3
je trojice ¢éisel x; = —3,x, = 1,x3 = 0, kterou miZeme zapsat také jako vektor i = (—3,1,0).

Poznamka Rovnici z Definice 7.1 mGzZeme zapsat i pomoci matic. Uvazujme matici A typu 1/n a ma-
tici X typu n/1, tedy

X1
X2

Il
Xl

A=(ajay..,a,) a X = .
Xn
1/n n/1

Potom maticova rovnice AX = b, resp. A X= b, je jen jinym zapisem rovnice z Definice 7.1.

Definice 7.2 Systém rovnic
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allxl + alzxz +...+a1nxn = bl

alel + azzxz +...+a2nxn = b2

Am1X1 + QpaXo ot AQpnXn = by,

kde x; jsou neznamé, b;,a;;e R, i =1,2,..,m, j=1,2,..,n, se nazyva soustava m linedrnich

rovnic o n neznamych, stru¢né soustava linedarnich rovnic.

I

a;j€ Rjsou koeficienty této soustavy, b;e R jsou absolutni ¢leny rovnic nebo také ,pravé strany’

rovnic.
Jsou-li b; = 0 pro vSechnai = 1, 2, ..., m nazyva se soustava homogenni.
Je-li aspon jedno b; # 0, pak se soustava nazyva nehomogenni.

Resenim soustavy nazyvame kazdou usporadanou n -tici ¢isel (uy, Uy, ..., Uy,), které po dosazeni za

nezndmé (x4, X5, ..., X,) ZmMeéni soustavu rovnic v soustavu m rovnosti.
Poznamka Resenim rozumime i poéetni postup, jimz takové n -tice hledame.

Maticovy zapis soustavy rovnic

. a1 vt Qan X1\ b,
Am1 " Amn Xn bm
m/n n/1 m/1

Matici A, ktera je sestavena z koeficientll nazyvame matice soustavy.

Pridame-li k matici A za svislou Usecku sloupec pravych stran, obdrzime rozSifenou matici soustavy,

oznacime ji Ag.

Ekvivalentni upravy soustavy rovnic
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Definice 7.3 Dvé soustavy se nazyvaji ekvivalentni, maji-li tytéZz mnoziny feseni. Znacime =.

Poznamka Pocet nezndmych musi byt u obou soustav stejny, avSak pocet rovnic nemusi byt nutné

stejny.

Priklad Soustava rovnic

x—y=1 je ekvivalentni se soustavou x—y=1

2x+3y =7 20x + 30y =70
200x + 300y = 700

Jedinym fe$enim obou soustav je vektor i = (2,1) nebolix =2ay = 1.

Ekvivalentni Upravy soustavy rovnic jsou takové Upravy soustavy, pfi nichZ z jedné soustavy dosta-

neme soustavu s ni ekvivalentni. Ekvivalentni Upravou se mnozina feseni neméni.
Ekvivalentni Upravy soustavy rovnic jsou:

- vyména poradi rovnic
- ndsobeni jedné rovnice nenulovym redlnym cislem
- pricteni libovolného nenulového k-nasobku jedné rovnice k jiné rovnici

- vynechanirovnictvaru0 =0

Existence reseni

Véta 7.1 (Existence reSeni-Frobeniova véta.) Soustava linedrnich rovnic ma alespori jedno feseni,

pravé kdyz hodnost matice soustavy je rovna hodnosti rozsifené matice soustavy.
Ziejmé plati h(A) = h(AR) nebo h(Ag) = h(A) + 1; tedy vidy h(A) < h(Ag).

Poznamka Homogenni soustava ma vzdy rfeseni, protoze pridani nulového sloupce pravych stran
hodnost matice nezméni.

Véta 7.2 Pokud soustava linedrnich rovnic mad feSeni a hodnost matice soustavy je rovna poctu ne-

znamych, pak toto reseni je jediné.
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Pokud soustava linearnich rovnic ma feSeni a hodnost matice soustavy je mensi, nez pocet nezna-

mych pak soustava ma nekonecné mnoho reseni. Pocet volnych neznamych, resp. parametr(, na

7. s .

Poznamka Jestlize ma homogenni soustava jediné fesSeni, pak se jedna o fesSeni trivialni.

Priklad Rozhodnéte, zda dana soustava ma reseni.

X +2X, =% = 2
a)  2X X =

X,+2X; = -2

X\ +2%, =X, = 2

b)  2X +X =1

2% +4x,-2X; = 4

X +2X, =%, = 2
c) 2X, + X, =
2X, +4X, = 2X; =

2
_3>
-2
h(A) = h(AR) =N - soustava ma pravé jedno feseni.

1 2 -1)2 1 2 112
b){2 0 1|1|=|0 -4 3]|-3
4 0 O 0o

2 4 -2
h(A) =2, h(A,)=2, n=3.
h(A) = h(AR) <N - soustava ma nekone¢né mnoho feseni. Jedna neznama je volna (jeden para-

Reseni

1 2
a)l2 0
0 1

h(A) =3, h(AR) 3, 3

Q

1 2 -1
0 —4 0

0 0 11

metr).
1 2 -1)2 1 2 -1|2
(2 0 1|1|=({0 -4 3]|-3
2 4 =212 0 o0 01-2

h(A) =2, h(A) =3, n=3.
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h(A) = h(A,) - soustava nema FeSeni.

U soustav, které maji reSeni zavislé na parametru nebo parametrech rozliSujeme nasledujici pojmy:

» Obecné feseni soustavy je vztah popisujici vSechna feseni soustavy; obsahuje jeden nebo
vice parametru.

» Partikularni feseni soustavy obdrzime z obecného feseni, dosadime-li za parametry kon-
krétni realna Cisla.

» Zakladni feSeni soustavy je partikularni feseni, ve kterém jsou parametry rovny nule.

Soustavy linedrnich rovnic se déli na homogenni a nehomogenni. Kazda soustava li-
nearnich rovnic ma bud 1 fesSeni, nebo ma nekone¢né mnoho reseni nebo feseni

nema. O tom, jestli feSeni soustava ma, rozhodujeme na zakladé Frobeniovy véty.

1. Kolik feseni mGze mit homogenni soustava linearnich rovnic?
2. Kolik feseni mize mit nehomogenni soustava linedrnich rovnic?

3. Rozhodnéte kolik FeSeni ma soustava linearnich rovnic

Xy +5%Xy +3X3+4%, =0
b
) 9%, —14X, +28X3+7X, =0

o) X +4X, —2X3=11
3% — X, +4x3=11
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xl—x2=1
Xy — X3

Il
I
—_

[a) nema feSeni b) ma nekonecné mnoho feseni c) jedno feseni]
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Kapitola 8

Metody reseni soustav
linearnich rovnic

Po prostudovani kapitoly budete umét:

@ . feSit soustavu Gaussovou elimina¢ni metodou,
- feSit soustavu Cramerovym pravidlem,
fesit soustavu pomoci inverzni matice.

Klicova slova:

Gaussova eliminacni metoda, Cramerovo pravidlo.
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Nahled kapitoly
-V této kapitole bude nejprve podrobné popsdna a na pfikladech ilustrovana Gaussova me-
toda fesSeni soustav linearnich rovnic. Poté bude zminéna také dalsi metoda pro feseni sou-
stav linedrnich rovnic, tzv. Cramerovo pravidlo, které lze pouzZit jen v pfipadé, Ze je matice
soustavy ¢tvercova a reguldrni. Na zavér bude ukazano, jak Ize resit soustavy linedrnich rov-
nic pomoci inverzni matice.

Cile kapitoly
- Cilem kapitoly je podrobné popsani tfi moznosti, jak Ize fesit soustavy linearnich rovnic: po-
moci Gaussovy eliminaéni metody, prostfednictvim Cramerova pravidla a s vyuzitim inverzni
matice.

Odhad casu potiebného ke studiu
- 3 hodiny

Gaussova eliminacni metoda

Jednou z metod, jak urdit feSeni soustavy linearnich rovnic, je Gaussova eliminaéni metoda, kterd

spociva v provadéni ekvivalentnich Uprav rozsifené matice soustavy.

Smyslem Uprav je pfevést matici na horni stupnovity tvar. Z takto upravené matice snadno uréime
hodnost h(A) matice soustavy i hodnost h(Ag) rozsitené matice soustavy a podle Frobeniovy véty
zjistime, zda ma soustava feseni. Pokud ano, pak porovnanim h(A4) an (hodnosti a po¢tu nezna-

mych) uréime pocet fedeni. Re$eni pak ziskame zpétnou eliminaci.

P¥iklad Urcete vSechna reseni soustavy rovnic

X, —=2X%,+X%X, = -1
2%, —5X,+4x, = 0
2%, — 3X, = 4

Reseni
Je to nehomogenni soustava tfi rovnic o tfech nezndmych - pocéet rovnic m =3, pocéet neznamych n

=3.
1 -2 1 |-1 1 -2 1 -1 1 -2 1
2 =5 4 0)=(0 -1 2 2 0 -1 2
-4 0 1 =2 I=-2

2 -3 0 0 0 O

Q
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h(A) = h(Ag) = 2 <n = 3 = soustava ma nekonecné mnoho feseni zavislych nan — h(4) =

1 parametru.

Za volnou nezndmou (parametr) vybereme nezndmou x3. Zpétnou eliminaci spoteme obecné fe-

Seni.
Posledni nenulovy radek matice prfepiseme jako rovnici —x, + 2x3 = 2
PoloZme x3 = t,t € R, t je parametr, dosadime do rovnice a vypocteme x..
—X, +2t=2 = x, =2t—2

Prvni fadek prepiSeme do rovnice x; — 2x, + x3 = —1, dosadime za X, a X3 a vypocteme Xx; .

X1 —2Q@Rt—-2)+t=—-1=%x,=3t—-5
Obecné feseni soustavy je vektor i = (3t — 5,2t — 2,t) ;t € R.
Kdyz za t dosadime jakoukoliv konstantu, obdrzime partikularni feseni.
Partikuldrni feSeniprot =2: v =(3:-2-5,2-2—-2,2)

v=(1,2,2)

Zakladni Feeni (prot=0): w = (-=5,-2,0)

P¥iklad Reste soustavu rovnic

x+y+z=0
y+z=1
x+y—z=1

Reseni
Je to nehomogenni soustava, m = 3,n = 3

1 1 1
01 1

1 1 -1

0 1 1 110
1/~10 1 1)1
1 0 0 =211

h(A) = h(AR) = n = 3 = soustava ma praveé jedno feseni. Zpétnou eliminaci ziskame:

2z=1 = !
— — = —_ —
Z Z )



MATEMATIKA PRO EKONOMICKOU PRAXI
82

+ 1 L 1 3
= . —_—_= = = —
+vy+ 0 +3 1 0 1
= . —_—_——_—— = = —
x+y+z g 273 X
N v s . = _ E _l
ReSenim soustavy je vektor u = ( 1, > 2).

PovSimneme si geometrické interpretace. Kazda rovnice dané soustavy je rovnici roviny v trojroz-

mérném prostoru. Redenim soustavy hleddme spoleéné body tfi rovin. V nasem pfipadé maji dané
1

roviny jediny spole¢ny bod P = [—1,%, — E]'

P¥iklad Reste soustavu rovnic

x+y+z=1
x—y+2z=1
2x +3z=0

Reseni

Je to opét nehomogenni soustava, m = 3,n = 3

1 1 11 1 1 1|1 1 1 1
1 -1 2{1)~{0 -2 1(0 )~{0 -2 1
0 0 -2 11-2 0 0 O

2 0 3
h(A) = 2, h(4g) = 3, h(A) # h(Ar) = soustava nemd feseni.

1
0
-2

Priklad Najdéte vSechna rfeSeni soustavy rovnic
X1 —Xg+X3—X4 =05
2x1 —3x, +4x3 =0
Reseni
Je to nehomogenni soustava, m = 2,n = 4
2 5 4 ol)~( I 2210
h(A) = h(Agr) =2 < 4 = n = soustava ma nekone¢né mnoho Ffedeni zavislych nan — h(4) =

4 — 2 = 2 parametrech.
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Zpétnou eliminaci vypocitame obecné reseni.
—X, + 2x3 + 2x, = —10; poloimex; =rax, =s;1r,5s € R;r as jsouparametry
—X, +2r +2s = -10
X, =10+ 2r + 2s
X{— Xy +X3—Xx4=05
X —10—-2r—2s+r—s=5
Xy =15+7r—3s
Obecné fedeni: i = (15+r — 35,10 + 2r + 2s,7,5);1,s € R
Partikuldrni feSenipror =1las = —-1:v = (13,10,1,-1)
Zéakladni feseni: w = (15,10, 0,0)
Dusledky Frobeniovy véty pro homogenni soustavu rovnic:

1. Vidy h(A) = h(Ag), protoZe pripsanim sloupce pravych stran, coZ jsou samé nuly, se hod-
nost matice soustavy nezméni.

2. Ponévadz vidy h(A) = h(Ag), ma homogenni soustava vzdy alespon jedno feseni, a to tri-
vidlni Fe$eni, co? je nulovy vektor 0.

3. Je-li h(A) = n, pak md soustava pouze trividlni Feseni.
Je-li h(A) < n, pak ma soustava nekone¢né mnoho feseni zavislych na n — h(A4) parame-
trech.
Je-lim = n, pak |A| # 0, pravé kdyZ ma soustava jen trividlni feseni.

Je-lim = n, pak |A| = 0, pravé kdyZ ma soustava nekone¢né mnoho feseni.

Poznamka Pfi feSeni homogenni soustavy rovnic Gaussovou eliminacni metodou pravé strany rovnic
do matice nepiSeme, nebot vysledkem ekvivalentnich Uprav s nimi jsou opét nuly. Piseme tedy jen

matici soustavy.

Priklad Urcete vSechna reSeni soustavy rovnic.

3x—y+2z=0
2x +3y—5z=0

x+y+z=0
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Reseni

Je to homogenni soustava, m = 3,n =3
1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 3 -5]~{0 1 -7]~{0 1 -7
3 -1 2 0 —4 -1 0 0 -29

h(A) = h(Ag) = 3 = n = soustava ma pravé jedno feseni
Zpétnou eliminaci dostaneme
—292=0=>2z=0
y—7z=0;y—7.0=0=>y=0
x+y+z=0;x+04+0=0=>x=0
Soustava ma pouze trividlni FeSeni: 6 = (0,0, 0)
2. X1 +2x,+x3— x4 =0
2x1 +3x, —x3+2x4, =0
4x, +7x, +x3 =0
5x1 +7x, —4x3+7x, =0
Reseni

Je to homogennisoustava, m =4 =n

1 2 1 -1 1 2 1 -1 1 2 1 -1
2 3 -1 2\_[0o -1 -3 4} [0 -1 -3 4
4 7 1 0)7\lo -1 -3 4 0 0 0 0
5 7 -4 7/ \0 -3 -9 12 0 0 0 0

h(A) =h(Ag) = 2< 4 =n

Soustava ma nekone¢né mnoho feseni zavislych nan — h(A) =4 — 2 = 2 parametrech.
Druhy radek matice napiSeme do rovnice.

—Xy — 3x3 + 4x, = 0; poloime x, = ua x3; = v, kde u,v € R; u, v jsou parametry

—x,—3v+4u=0
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X, =4u—3v
X1+ 2x; +x3—x,=0
X1 +2@u—-3v)+v—-—u=0
x1+8u—-6v+v—u=0
X, =5v—"7u
Obecné feeni: X = (5v — 7u,4u — 3v,v,u); u,v € R
Partikuldrni feSeniprov =2au=-1;w = (17,-10,2,-1)

Zékladni feseni: 0 = (0,0, 0,0)

Cramerovo pravidlo

Pokud je matice soustavy ¢tvercova, tzn., Ze pocet rovnic je roven poctu neznamych, tj. m = n, lze

soustavu linearnich rovnic fesit za urcéitého dodatec¢ného predpokladu i Cramerovym pravidlem.

Véta 8.1 (Cramerovo pravidlo) Jestlize A je requldrni matice Fddu n, pak pro slozky xi,x5, ..., %,

vektoru X feSeni soustavy AX = b plati

4l
A’

Xi
kde |A| je determinant matice soustavy a determinant |A;| vznikne z|A| tak, Ze v ném i-ty sloupec
nahradime vektorem pravych stran b. Soustava md pravé jedno rfeseni.

Pfiklad Reste soustavu rovnic
x—y+2z=2
4x —6y+7z=5
2x +z=3
Reseni

Je to nehomogenni soustava, m =n =3
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Zjistime, zda je matice soustavy A regularni, tj. zda jeji determinant je rGzny od nuly.

1 -1 2
|Al=[4 -6 7|=-6—-14—-(-24—-4)=-20+28=8
2 0 1

|A] # 0 = matice soustavy je reguldrni a soustavu Ize fesit Cramerovym pravidlem. Soustava ma
pravé jedno rfeseni, které urc¢ime podle vzorce uvedeného ve Vété 8.1.

2 -1 2
3 0 1
|A,] 8
= —_ -— 1
=74 T8
1 2 2
|[4,|=14 5 7[=8
2 3 1
|4,| 8
y
2 _Z
Y= a1 T8
1 -1 2
|Az| =4 -6 5/=38
2 0 3
14, 8 {
|A] 8
Redeni: U = (1,1,1)
P¥iklad Reste soustavu

X +X3=0

X+ X, +X%X3=0
Reseni
Je to homogenni soustava;m =n =3

K feseni soustavy pouzijeme Cramerovo pravidlo, je-li to mozné.

1 1 0
[Al =11 0 1= —1, |A| # 0 = soustavu lze fesit Cramerovym pravidlem a soustava ma pravé
1 1 1

jedno feseni.
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Spocitdame
0 1 0 1 0 0 1 1 0
|A;l=10 0 1|=0,|4,|]=1 0 1|/=0,/43]=|1 0 of=0.
0 1 1 1 0 1 1 1 0

- Y . iy e [A1] |4z |Az]
Na zavér spoteme jednotlivé slozky feseni x; = ﬁ =0,x, = ITi =0,x3 = |Tj =0,

Soustava ma jen trivialni feseni.
Reseni: 6 = (0,0,0,)
Pro srovnani vyfeSime soustavu i Gaussovou metodou.

1100y (11 0 0
10 1] 0|~|0 1 -1] ©
111 0 0 0o -1/ 0

h(A) = h(Ag) = 3=n - soustava mad jediny vektor feseni. Je to nulovy vektor o0 =(0,0,0,).

Reseni soustavy uzitim inverzni
matice

Soustavu rovnic, jejiz matice soustavy A je ¢tvercova a regularni, mizeme resit také uzitim inverzni

matice AL
Necht
a1 vt Qin
A=| : i ] je matice soustavy;
An1  ** Ann
x1 bl
X = x:z matice nezndmycha B = b,z matice pravych stran.

Xn b,

Soustavu n linedrnich o n neznamych vyjadfime maticovou rovnici.
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AX =B

Pokud A je reguldrni matice, tj. |A| # 0, ma maticova rovnice pravé jedno feseni, které obdrzime
takto:

Maticovou rovnici AX = B vynasobime zleva inverzni matici A2,

A;l_le =A"1B
E
Odtud X =A"'B
Pfiklad Reste soustavu rovnic
x+3y—2z=0
2x—y+z=3

—x+2y+2z=1
pomoci inverzni matice.
Reseni

Je to nehomogenni soustava, m =n =3

1 3 -1
A= 2 -1 1| = 22 # 0 = A je reguldrni matice, existuje k ni inverzni matice A a sou-
-1 2 2

stava ma pravé jedno rfeseni

Soustavu lze zapsat pomoci matic ve tvaru AX = B
1 3 -1 x 0
2 -1 1 (y) =3
-1 2 2 VA 1

. —4 -8 2
inverzni matice A™1 = -5 1 -3
3 -5 -7

) —4 -8 2 0 ) —22 1

— -1 e _ — —
PotomX = A™"B = s 5 1 31.13]= > 0 ]=10
3 -5 -7 1 22 1
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Poznamka Inverzni matice A~1 v pFedchozim pFikladu by se nejsnaze vypoéitala pomoci adj A nebo

pomoci jednotkové matice E (viz dfive), popf. pomoci vhodného matematického softwaru.

Poznamka Je-li |A| = O (matice soustavy je singularni), pak soustavu nelze fesit Cramerovym pravi-

dlem. V tom pfipadé pouzZijeme Gaussovu eliminacni metodu.

Poznamka V pfipadé dvou rovnic pro dvé proménné kazda rovnice soustavy predstavuje primku

v roviné. Mohou nastat tyto tfi situace:

» Pokud se pfimky protinaji, soustava ma jediné reseni (feSenim soustavy jsou souradnice je-
jich praseciku).

» lestlie primky splyvaji, soustava ma nekonecné mnoho feseni (feSenim jsou souradnice
bod(, které lezi na pfimce).

7 o 7

» Kdyz jsou pfimky rovnobézné rizné, soustava nema reseni.

Matice a determinanty slouZi jako ndstroj k fe$eni soustav linearnich rovnic. Reseni
soustav linedrnich rovnic je mozné ziskat Gaussovou metodou. Pokud je matice sou-
stavy Ctvercova a reguldrni, je moziné pouZit také Cramerovo pravidlo nebo provést

vypocet uzitim inverzni matice; soustava ma v tomto pripadé jediné feseni.

1. Kolik feseni mize mit homogenni soustava linearnich rovnic?
2. Kdy lze pouZzit Gaussovu elimina¢ni metodu a kdy Cramerovo pravidlo?

3. Uvedte priklad soustavy dvou linearnich rovnic pro dvé nezndmé, kterd nema

zadné reseni. Situaci nakreslete.

4. Uvedte priklad soustavy dvou linearnich rovnic pro dvé neznamé, kterd ma jediné

reseni. Situaci nakreslete.

5. Uvedte priklad soustavy dvou linearnich rovnic pro dvé neznamé, ktera ma neko-

nec¢né mnoho rfeseni. Situaci nakreslete.

6. Gaussovou eliminaéni metodou feste soustavu
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3X; — Xy +4X3 =11
x1 —x2 =1

XZ—X3=—1

b) X3—X4=2
xl_X3:O
X, — X, =1

3X; +4X, —5X3+7X, =0
2% —3X, +3X3 —2X%X4 =0

) 4x, +11x, ~13%; +16%, =0
%) —2Xy + X3 +3X, =0

[a)a‘c’= 3,1,1) bHYx=2—-t,1—-t,2+¢tt),tER
¢) ¥ = (13t — 135,19t — 20s,17t,17s) t,s € R

7. Cramerovym pravidlem feste soustavu, je-li to mozné
8.

a) 3% +4X, —2X3 =11
3% +4Xy —2X3 =7

2X; =Xy +3X3+2X, =4
b
) 3X1 — X9 — X3 +2X, =6

[a) nelze fesit Cramerovym pravidlem b) (2,0,0,0) ]

9. Vyreste soustavu a situaci nakreslete
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2%, =X, =-1
b) —6x, +3X, =24

2x1 - x2 =-1
c) x;—0,5x, =05

[a) (2,3) b)((t-1)/2,t) c) nema feseni]
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Kapitola 9

Ciselné posloupnosti

Po prostudovani kapitoly budete umét:

- definovat posloupnost a nacrtnout graf posloupnosti,
- vyznat se v jednotlivych zplsobech zadani posloupnosti,
- urcovat, zda je posloupnost monotdénni a omezena.

Klicova slova:

Posloupnost, monoténni posloupnost, omezena posloupnost.
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Nahled kapitoly
-V této kapitole bude nejprve definovan pojem posloupnost redlnych ¢isel a bude ukazano,
jak lze posloupnosti zadavat a graficky znazorfiovat. Poté budou studovany nejdllezitéjsi
vlastnosti posloupnosti.

Cile kapitoly
- Cilem kapitoly je zavedeni pojmu posloupnost, studovani moznosti, jak Ize posloupnosti za-
davat, a také urcovani jejich vlastnosti.

Odhad ¢asu potiebného ke studiu
- 2 hodiny

Definice posloupnosti a jeji graf

Definice 9.1 Posloupnost realnych cisel (dale jen posloupnost) je zobrazeni mnoZiny pfirozenych
Cisel do mnoziny Cisel realnych.
Posloupnost, kterou je kazdému Cislu n €N pfifazeno Cdislo a, € R, zapisujeme

{a,,a,,as5,...}
nebo struéné {a, }n=, popf. jen {a,}.

Cislo a,, se nazyvé n-ty €len posloupnosti {a,,}, &islo n index ¢lenu a,,.

Poznamka Posloupnost je funkce definovand na mnoziné pfirozenych ¢isel. Posloupnost ma vzdy
nekonec¢né mnoho clent; je to tedy nekonecna posloupnost.
Posloupnost mizeme zadat

1. symbolicky — vzorcem pro n-ty ¢len (pokud existuje),
2. rekurentné, tj. m prvnimi ¢leny a vzorcem, kterym je n-ty ¢len vyjadfen pomoci m bezpro-
stfedné predchazejicich ¢lend,

3. vyctem clenq, prakticky vSak pouze nékolika prvnich ¢lenl, pokud je ziejmé, jaké ¢leny na-

sleduiji,
4. graficky.
Priklady
a) Urcéeme prvnich 5 ¢lent posloupnosti {%}
Reseni
143 4 _2+3 5 _3+3 6
M=y "7 173" BT 231" 5
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4+3 5+3 8

W=y b= 517y

b) Urceme prvnich 5 ¢lenl posloupnosti zadané rekurentné:

a, =3,a, =5a,=2a,_1+a,_,—3(n—-1),n>3.

Reseni
a1 == 3
a2 = 5

as=2a,+a,—3-2=2-543-3-2=7
a4=2a3+a2_33=27+5_33=10
as=2a,+a3;—3-4=2-10+7-3-4=15

2 3 4 5 6

c) Urceme vzorec pro n-ty ¢len posloupnosti { ————— .
) P y P P 11’12’13’ 14’ 15’

Reseni
n+1
n+10 "

Ztejméje a, =

94

Poznamka Nejcastéji byva posloupnost zaddna symbolicky. “Uhodnout” vzorec pro n-ty ¢len z reku-

rentniho vzorce ¢i vyc¢tu ¢lenll se podafi jen v jednoduchych ptipadech.

Definice 9.2 Graf posloupnosti {a,,} je mnoZina viech bod( [n; a,] v roviné R?, ve které je zave-

dena kartézska soustava souradnic. Znac¢ime jej G ({a,}).
Pfiklad Sestrojme ¢ast grafu posloupnosti {2n — 5}.

Reseni v(a,)
a;=2-1-5=-3 A
a4, =22-5=-1
a5 =2-3-5=1
4, =2-4—5=3

= X(N)

4s=2-5-5=5 A .
1 2 3 4
b .
_al -

Obr. 4 Cast grafu posloupnosti {2n — 5}
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Poznamka Grafem posloupnosti je vidy mnoZina izolovanych bodu, protoze jejim defini¢nim obo-

rem je diskrétni mnozina N.

Jisté jste si vSimli, Ze v pfechazejicim pfikladu se ¢leny posloupnosti od sebe lisi stale o ¢islo 2, coz
se da zapsat také takto:a, = a; + 2,a3 =a, +2,...,a, = ap_1 +2,....

Posloupnost Ize zadat rekurentné a; = —3,a, = a,_1 + 2,n = 2 a také vyCtem nékolika pocatec-
nich ¢lend {-3,-1,1,3,5, ... }.

Posloupnost uvedenad v predchozim ptikladu je specidlnim pfipadem posloupnosti, a to aritmetické
posloupnosti. Dalsim specidlnim pfipadem je posloupnost geometrickd. Uvedeme nyni definice

téchto posloupnosti a nékteré zakladni poznatky o nich.

Definice 9.3 Posloupnost se nazyva aritmeticka, pravé kdyz existuje takové Cislo d € R, Ze pro
vSsechnan € N plati

Any1 = ap +d.
Cislo d se nazyva diference aritmetické posloupnosti.

Pro aritmetickou posloupnost plati: a,, = a; + (n — 1)d
a pro soucet prvnich n ¢lend aritmetické posloupnosti Ize odvodit vzorec s,, = g(al + a,).

Rozdil mezi dvéma po sobé jdoucimi ¢leny aritmetické posloupnosti je konstantni; je roven d.
Priklad Sectéte Cisla od jedné do sta.

Reseni
1+2+3+:-+100=?

Cisla tvofi aritmetickou posloupnost, jejiz diference d = 1.

100
S100 = — (1 +100) = 50 - 101 = 5050

Definice 9.4 Posloupnost se nazyva geometricka, pravé kdyz existuje takové Cislo g € R, Ze pro

véechnan € N plati
an+1 = an(g.
Cislo g se nazyva kvocient geometrické posloupnosti.

Pro geometrickou posloupnost plati: a, = a;q" !

1—-q"
snzal—l_q ,q+ 1

Cislo s,, je opét soucet prvnich n €lend geometrické posloupnosti. Podil dvou sousednich ¢lend ge-

ometrické posloupnosti je konstantni; je roven q.

Priklad Urcete 10. ¢len geometrické posloupnosti, je-li a; = 6laq = %
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Reseni
5 _ 64 (1)9 o L _1_1
a = a4 = = = —_— = — = —
Poznamka Ziejmé posloupnost nemusi byt jen aritmeticka nebo geometricka.

Napf. posloupnost {ﬁ} neni ani aritmeticka, ani geometricka.

Vlastnosti posloupnosti

926

Definice 9.5 Konecnou posloupnosti rozumime zobrazeni prvnich m pfirozenych cisel do mnoziny

R. Zapis: {a, }n=1 = {a4, a5, a3, ..., A}

Poznamka Pojem posloupnosti lze zobecnit. Jejimi ¢leny nemusi byt jen redlna Cisla, ale mohou jimi

byt i jiné matematické objekty, napf. trojuhelniky, funkce apod.

Definice 9.6 Posloupnost, jejiz vSechny cleny se sobé rovnaji, nazyvdme konstantni nebo

stacionarni posloupnost.
Zapis: {a}p=q = {a, a,a, ...},a € R.
Napf. Posloupnost {4},_; = {4, 4,4, ... } je stacionarni.

Definice 9.7 Posloupnost {a,} je

rostouci an < apiq
neklesajici { . ... Y L la, <a
,,J . ¢, jestlize pro vSechna n € N plati n n+l
klesajici an > QApyq
nerostouci an = Apt1
rostouci ., L.
Posloupnost ., , ¢ Se nazyva ryze monotonni.
klesajici
nerostouci
rostouci L. L.
Posloupnost .. . ¢ Senazyva monotonni.
neklesajici
klesajici

n+1l
3n+1

(o]
Priklad Posloupnost{ } je monotoénni, a to klesajici, protoze pro vSechnan € N je
n=1

_ n+2 n+1 _ -2 <
It = = T3+ 1 Bn+ 4B+ 1)
tedy a, > a,41.

0,
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Definice 9.8 Posloupnost {a,} je omezena shora, resp. zdola, existuje-li Cislo k € R,
resp. | € R, takové, Ze pro vsechna n€N je a, <k, resp. a, = 1. Posloupnost {a,} je

omezena, je-li omezena shora i zdola.

Véta 9.1 Posloupnost {a,} je omezend, pravé kdy? existuje K € R} takové, Ze pro viechna n € N
plati |a,| < K.

(o]
Ptiklad Zkoumejme vlastnosti posloupnosti {%}
n=1

Reseni

Posloupnost je klesajici, protoze pro libovolné n € N plati

1 S 1
a, =— =dyq.
n n n+ 1 n+1
» 1 111 1 oyl
Uréime {—} = {1,—,—,—, T et } a setrojime ¢ast grafu.
n 273’4 100
yian)
A
T ™
1
-~ »
i ‘ . .
) 1 1 fl\ 1 '_I : y’ i7)
1 2 J 4 o

Z grafu lze usoudit, Ze je posloupnost omezena shora jedni¢kou a zdola nulou, nebot

1
O<an=;S1proVnEN.

v, ve v . 2n—-1 , . .
Priklad Zjistéte, zda je posloupnost {%} monotdnni a omezena.

Reseni Vypocitame prvnich 5 ¢lentl posloupnosti a nakreslime ¢ast grafu.

{1 " 573 }
2) 14)512l
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\<

Ze znalosti prvnich péti ¢lent a grafu posloupnosti usoudime, Ze by tato posloupnost mohla byt ros-
touci.
Pfesvédcime se, zda pro vSechnan € N je a,, < a,41, ti.

2n—1 2(n+1)-1

n+1 < n+1)+1

2n—1 2n+1

n+1 < n+2
Uzitim ekvivalentnich Uprav této nerovnice dostaneme, Ze

Cn—-1)(n+2)<@n+1D(n+1),
2n24+3n—-2<2n?+3n+1,
0<3,

coz plati pro vSechna cisla n; tim je dikaz toho, Ze dana posloupnost je rostouci, tedy ryze mono-

ténni, a také monotdnni, proveden.

. . C . - 1
ProtoZe je posloupnost rostouci, je zfejmé, Ze zdola je omezena ¢lenem a; = p

Tzn., ze a, = % proVn € N.
Pro odhad horni meze je uzitecné urcit nékteré z ¢len(i s velkym indexem.
Z toho, Ze agg = 1,97 a ag99 = 1,997 usoudime, Ze posloupnost je shora omezena Cislem 2.
O spravnosti nasi uvahy, ze a,, < 2, se pfesvéd¢ime nasledovné:
2n—1
n+1
Ukdzali jsme, Ze dana posloupnost je omezend shora i zdola, tedy je omezena.

<2=2n-1<2n+2=0<3.

Definice 9.9 Posloupnost {akn}, kde {a, } je dana posloupnost a {k,,} je rostouci posloupnost pfiro-

zenych Cisel, se nazyvé vybrana posloupnost z posloupnosti {a,, }.

56
'Z'E'm .

)

N W
w

P¥iklad UvaZzujme posloupnost {2,

Vybrané posloupnosti jsou napf. tyto:
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4
3
{E,E,Z, } kde {k,,} = {4,5,6, ...} je rostouci posloupnost pfirozenych ¢isel vétsich jak 3.

. 3 4 100 , , v . v s
Naproti tomu posloupnost {2,5,5, ...,;} neni vybrana posloupnost, protoze je konec¢na.

43 .56 . , , y ]
Posloupnost {5,5, Z'Z’E' } také neni vybrana, protoze posloupnost {k,} = {3,2,1,4,5, ...} neni
rostouci.

Poznamka Vybranou posloupnost Ize z dané posloupnosti vybrat nekone¢né mnoha zpUsoby.

Definice 9.10 Existuje-li ¢islo n, takové, Ze pro véechna n = n, maji ¢leny posloupnosti {a,,} vlast-
nost V, jinymi slovy, maji-li vSechny ¢leny posloupnosti {a,, } vlastnost V s vyjimkou jejich kone¢ného
poctu (tedy i bez vyjimky), pak fikdame, Ze skoro viechny ¢leny posloupnosti {a, } maji vlastnost V.

Ciselna posloupnost je definovana jako zobrazeni N do R. Mezi zakladni vlastnosti
posloupnosti patfi monoténnost a omezenost. Specidlnimi typy posloupnosti jsou

aritmetickd a geometricka posloupnost.

1. Definujte Ciselnou posloupnost.
2. Jakym zpUsobem mlzeme zadat posloupnost?
3. Kdy je posloupnost monoténni?
4. Kdy je posloupnost omezena?
5. Napiste prvni 4 ¢leny posloupnosti, kdyz
a) ap =(=2)" [{-2,4,-8,16,..}]
— (_1\n mn? _1 vz E
b) a, = (—1)"cos —- [{O, ==~ »—COs 5,...}]
c) a,=n+ 1+(;1) ) [{1,3,3,5,...}]
6. Najdéte predpis pro n-ty clen.
3456 n+1
) {23555 |an ==
1131 5 n
) Giera ) |n = 5]
c) {1,—4,9,—-16,25,...} [a, = (—1)""1n?]
7. Napiste prvni ¢tyti ¢leny posloupnosti dané rekurentné vztahy
a) ay =-3,ap41 =0, +3,n=>1. [{-3,0,3,6,...}]
b) a; = —3,ap41 =ap +n,n = 1. [{-3,-2,0,3,..}]

c) ag =2,a, =4,ap41 = Ay — NAy_q, N = 2. [{2,4,0,—-12,...}]
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Kapitola 10

Limita posloupnosti

Po prostudovani kapitoly budete umét:

. Definovat a vypocitat limitu posloupnosti,
- vyjmenovat a vyuzit zakladni vlastnosti konvergentnich posloupnosti,
. graficky vizualizovat geometricky vyznam definice limity.

Klicova slova: vlastni limita, nevlastni limita, konvergentni a divergentni po-
sloupnost.
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Nahled kapitoly
-V této kapitole budou nejprve zavedeny pojmy vlastni a nevlastni limita posloupnosti a poté
bude studovano, jak Ize limity posloupnosti vypocitat a jaké maji vlastnosti.

Cile kapitoly
- Cilem kapitoly je popsani pojmu limita posloupnosti a studium toho, jak lze limity posloup-
nosti vypocitat a graficky vizualizovat.

Odhad ¢asu potiebného ke studiu
- 3 hodiny

Limita posloupnosti

Definice 10.1 (Vlastni limita posloupnosti.) Posloupnost {a,} ma vlastni limitu a € R, jestlize ke
kazdému ¢ € R* existuje n, € N takové, Ze pro vdechna n=n,(n€N) plati

|a, — a| < €. Zapis: lim a,, = a nebo také a,, - a.
n—-oo

Strucny zapis definice:
lima, =ae©Ve>03In, EN:Vn=>ny = |a, —a| <e.

n—->oo

Obr. 5 Vlastni limita posloupnosti - geometricky vyznamlim a, = a
n—.oo

Poznamka Je-li lim a,, = a, pak skoro vSechny ¢leny posloupnosti {a,} patfi do okoli U,(a), coz
n—-oo

znamend, Ze skoro vsechny body grafu posloupnosti {a,} lezi v pasu ohrani¢eném p¥imkami o rov-

nicichy=a—-¢cay=a+e.

Cislo ng zavisi na volbé &isla ¢, je jeho funkci, co? Ize psat ny = ny().

" “ v 1.1
Pfiklad Dokazme, ze lim = = 0.
n—-oon
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Reseni Sestrojime nejprve graf posloupnosti {%}

I

-
EP— — —= = = — —* e g e

-

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10"=x12 13 14 15

Obr. 6 Cast grafu posloupnosti {%}

Z grafu vycteme:

ProVvVn € Nje% > 0.
Roste-li n nade vsechny meze, tj. n — oo, pak se hodnoty ¢lena blizi nule, tj. % — 0 (viz Obr. 5). Zd4

v .1 . - .
se tedy, Ze lim = = 0, cozZ podle Definice 10.1 znamen3, Ze

n-ooon
.1 1
hm—=0=>Vs>OEInOEN:Vn2n0=>|——0|<s
n-oon n

DokaZeme, Ze toto opravdu plati:

Upravime nerovnost

y . - o e e vevr w1 y .
PoloZme ny rovno nejmensimu prirozenému Cislu, které je vétsi nez - Pak pro vSsechnan = n, plati

1 . v e 1
;—O < g, coz znamen3, ze lim — = 0.

n—-oon

Dokazali jsme jednu ze zakladnich limit, kterou ¢asto uzivame pti vypoctu komplikovanéjsich limit

posloupnosti:
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lim —=0
n—-oco N

Pro vétsi ndzornost a dlikladnéjsi pochopeni definice 10.1 provedeme konkrétni volbu €. Zvolime-li

napf. € = 11—0, pak ny > % = 10. PakprovVn = 11 je E - 0| < %. Vybereme-li napfr.
10

1 1 . , ;1 1
n = 15 a pak |— - 0| < —, coz plati, nebot — < —.
15 10 15 10

Definice 10.2 (Nevlastni limita posloupnosti.) Posloupnost {a,,} ma nevlastni limitu +oo, resp. —oo,
jestlize ke kazdému K € R existuje n, € N takové, Ze pro viechna n = ny (n € N) plati a,, > K,

resp. a, < K. Zépis: lim a,, = +o (a,, » +»), resp. lim a,, = —o (a,, > —x).
n—oo n—oo

Strucny zapis definice:

lim a, = +0 © VK € Rany, € N:vn > ny = a, > K,

n—-0o
lima, = -0 © VK € Rany e N:vn > ny = a, <K.
n—-0oo
¥
A
L J
S P

Obr. 7 Nevlastni limita posloupnosti — geometricky vyznam lim a, = +oo
n—-oo

Poznamka Je-li lim a,, = +o0, pak skoro viechny ¢leny posloupnosti {a,, } patti do okoli U (+x, K),
n—-oo

coz znamenda, Ze skoro vsechny body grafu posloupnosti {a,} lezi nad ptimkou

o rovniciy = K.

Cislo n, zavisi na volbé K, je funkci &isla K,ny = ny(K). V pfipadé lim a,, = + je G&elné volit K
n—-oo

dostatecné velké kladné cislo.

Definice 10.3 Posloupnost, ktera ma vlastni limitu se nazyva konvergentni. Posloupnost, ktera neni
konvergentni se nazyva divergentni.

Je-li lim a,, = a,a € R, fikdme, Ze posloupnosti {a, } konverguje.

n—-oo

Je-li lim a,, = 4+, resp. lim a,, = —, fikdme, Ze posloupnost {a, } diverguje.
n—>0oo

n—-0oo
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Neexistuje-li lim a,,, fikdme, Ze posloupnost {a,,} diverguje (osciluje).
n—-oo

Divergentni posloupnost je tedy posloupnost, ktera ma bud nevlastni limitu nebo posloupnost, jejiz

limita neexistuje.

Priklad

Posloupnost {%} je konvergentni, protoze lim % = 0.
n—-oo

Posloupnost {n?} je divergentni, protoze lim n? = +oo.

n—>oo
Posloupnost {1 — 2n} je divergentni, protoze lim (1 — 2n) = —oo.
n—->0oo
Posloupnost {(—1)"} je divergentni (osciluje), protoze lim (—1)™ neexistuje.
n—oo

Shrnuti

konvergentni — ma vlastni limitu

posloupnost / ma nevlastni limitu
\ divergentn|'<

limita neexistuje (posloupnost osciluje)

P¥iklad Limita posloupnosti {(—1)"} neexistuje, protoZe neexistuje zadné Cislo a € R, v jehoz okoli
by se nachazely skoro vsechny ¢leny dané posloupnosti.

(-D"={-1,1,-1,1,-1,}
Nekonecné mnoho ¢lenl posloupnosti lezi v okoli bodu 1 a nekoneé¢né mnoho ¢lenl posloupnosti

lezi v okoli bodu —1.

-

Obr. 8 Cast grafu posloupnosti {(—1)"}, jejiz limita neexistuje

Definice 10.4 Posloupnost, jejiz limita je rovna nule, se nazyva nulova.

Priklad Posloupnost {%}je nulova posloupnost, protoze lim% =0.
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Poznamka Limitu posloupnosti hledame vzdy jen pro n — oo, proto mlizeme stru¢né psat pouze

lim a,, misto lim a,,.

n—->oo

Vlastnosti limity posloupnosti

Véta 10.1 KaZdd posloupnost md nejvyse jednu limitu.
Poznamka Tzn. bud Zadnou nebo jednu.

Véta 10.2 Necht {a,,} a {b,,} jsou posloupnosti takové, Ze pro skoro vsechna n € N je a,, = b,,. Pak

lim a, existuje, pravé kdyz existuje lim b,, a obé limity jsou si rovny.

Dusledek Vynechani, pfidani nebo zména konecného poctu ¢lenli posloupnosti nema vliv na exis-

tenci a hodnotu limity.
Napf. Posloupnost {3,3, - } = {3};=, je staciondrni posloupnost, kterd ma limitu 3.

A také posloupnost { 50,40,30,20,10,1, 3,3,3, -:* } ma limitu 3.

pfidané cleny

Véta 10.3 JestliZe pro skoro vSechnan € N jea, = a,a € R, pak lim a, = a.
Dusledek Limita konstantni posloupnosti je rovna této konstanté.
Napf. Posloupnost {3,3,3, - } = {3};=; ma limitu 3.

Véta 10.4 (O limité posloupnosti vzniklych poc¢etnimi operacemi.)
Necht lima, = a,limb, = b,a,b € R* anecht jsou pocetni operace a+b,a—b,a-b,

a . ’ ve v
—,a™, "\/a, m € N, definovdny na mnoziné R*.

b
Potom je
lim(a, +b,) =axbh lim |a,| = |a|
lim (a, - b,) =a-b lim (a,)™ = a™
lim % = % lim % = "/a, pokud pro skoro viechnan je a, = 0
n

Poznamka Dospéjeme-li p¥i vypoctu limity k vyrazu, ktery neni definovan v R*, pak jej nazveme ne-

urcitym vyrazem. Ne proto, Ze by neSel urcit, ale proto, Ze v tomto okamZiku jesté nedokazeme fici,
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zda limita existuje ¢i neexistuje a v pfipadé, Ze existuje, zda je vlastni nebo nevlastni. V tomto pfi-
padé musime ¢len a, posloupnosti vhodnym matematickym obratem nejprve upravit, abychom

mohli pouzit vhodné véty a vzorce.

Vycet neurcitych vyrazu:

2n%+3
2—4n?’

Priklad Vypoctéme lim

Reseni

Uzijeme Vétu 10.4 a vzorec lim % =0
n—->oo

. 2n*+3 lim(2n*+3) lim2-limn-lim n+lim3_2-oo+3_(oo)
m 2—4n2 lim(2—4n?) lim2-1lim 4-limn-limn 2—4-0

Obrzeli jsme neurcity vyraz, proto nejprve upravime ¢len a,,.

—0Q0

a) Vydélime citatele i jmenovatele nejvy$si mocninou n ve jmenovateli.

2n? +3 3
w43 ey Lz Ztnz 240 2 1
m = = () =Myt =lm == 5=
n? n?

b) Vytkneme nejvyssi mocninu n v Citateli a nejvy$si mocninou n ve jmenovateli.

2?2 +3 _n2(2+%) _2+iz 2 1
llmm:(;):llmm:hm%—lz—zz—z

Pfiklad Vypoc¢téme limv4n? + 5n — 7 — 2n.
Reseni
4n? 4+ 5n — 7 — 4n?

lim( 4n2+5n—7—2n)=(00—00)=lim =
V4n? +5n -7+ 2n

5n—7 52 5
n— co - =
= lim > = = (;) = lim n = —
+/ _
n +5n—7+4+2n 4+%_%+2

Poznamka Vzorec pro n-ty €len jsme v prfedchozim prikladu upravili rozsifenim a pouzitim vzorce
(a®? — b%) = (a — b)(a + b).
Pozor! Neurcité vyrazy nejsou:
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+o00; Citatel a jmenovatel maji stejnd znaménka
konstanta
0 v . i Y« .
—oo; Citatel a jmenovatel maji opacna znaménka
konstanta

(00]

Piiklad
1) lim%=[2] =0

1511

— 11 —
2) lim( 15) =[ =0
n

o)

n

3) lim :{§ﬂ=+m

2im %

M1m5=[5]=+m

-0%t

n 3

5) lim =5 = [—| = —oo

- -0~
n

Vlastnosti konvergentnich posloupnosti

Véta 10.5 KaZdd konvergentni posloupnost je omezend.

Véta 10.6 (O soucinu nulové a omezené posloupnosti)

Je-lilim a,, = 0 a posloupnost {b,,} je omezend, pak lim(a,, - b,)) = 0.

v, v, v . cosn

Priklad Vypoctéme lim —

N v , ’ cosn 1

Reseni Upravime -, =5 cosn.

Vime, Ze lim cosn neexistuje, avsak pro kazdé n je |cosn| < 1, coZz znamend, Ze posloupnost

{cosn} je omezena.

Plati lim = = 0.
n
Potom podle Véty 10.6

. cosn _
lim =|lim —- cosn =0
n —
T omezena posl.

Véta 10.7 (O limité tfi posloupnosti)
Meéjme tfi posloupnosti {a,},{b,} a {c,}.
Necht

1) a, < c, < b, pro skoro vSechnan € N
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2) lima, =limb, = a,a € R,

Potom existuje ilim c, a platilimc, = a.

2n+sinn
3n+s

Priklad Vypoctéme lim

P 4 . . o . 2 .
Reseni Pro Vn € N je —1 < sinn < 1. PotFebujeme posloupnost { T;::Zn

} ,sevrit” mezi dalsi dvé

posloupnosti, proto provedeme , strategické” Upravy nerovnosti—1 < sinn < 1 tak, abychom ,uv-
2n+sinn
3n+s

nitr“ nerovnosti ziskali ¢,, =

—-1<sinn<1 /+2n
2n—1<2n+sinn<2n+1 /:3n+4) >0
2n—1<2n+sinn 2n+1

3n+4~- 3n+4 ~3n+1 )
2n—1 2n+1 2

i = i = — 6

limr 7 =limz 5 =3 (6)

2n+sinn . . . 2n+sinn 2
" existuje a lim =

Z(5)a(5)=Ilim - — 3

Poznamka Zadanou limitu miZeme vypocitat i uzitim Vét 10.4 a 10.6.

I 2n+sinn_l_ 2n i 1 ) _2+0_2
e T A TR L ~3
T omezena posl.

Poznamka Vsimnéte si, Ze limita tvaru podilu, popf. souc¢inu, mizZe existovat i kdyz néktery z CinitelQ
nema limitu. (Viz vySe uvedené priklady.)
Véta 10.8 KaZdd omezend a monotdnnni posloupnost je konvergentni (tj. ma vlastni limitu).
. . « . . e 1\" .
Na zakladé této véty lze ukazat, Ze existuje lim (1 + Z) = ¢, kdee = 2,7182.

n—->oo

Zapamatuj! Cislo e je Eulerovo &islo a je zakladem pFirozenych logaritmd.

- verr Ly , vy y S 2\"
Priklad UZitim prechoziho vzorce vypoctéme limitu lim (Z—:l) .

Reseni
. <n+2>”_(1m)_1_ (n+1)+1n_1. <1+ 1 )”_
m n+1/ - um n+1 - m n+1/)

1 n+1 1 -1 1 n+1 1 -1
lim <1+ ) -(1+ ) = lim <1+ ) - lim <1+ ) =
n+1 n+1 n+1 n+1

=e-(1+0)1=e
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Lze odvodit i dalsi vzorce:
n

k
lim (1 + —) = ek
n—oo n

. . k \%n k
Je-li lim a,, = oo, resp. —oo, potom lim (1 + a—) =e".

n—-oo n—-oo

_o\ 21
Priklad Vypottéme lim (Z—é) .
Reseni
om=2\"" m+3-5" —5\"T?
hm( ) = lim (—) = lim (1 + —) =

n+3 n+3 n+3
_ & (n+3-372 _g \"*3 _5 \"6
= lim <1+—) = lim <1+—) -lim<1+—) =
n+3 n+3 n+3

=(@e®)?2-(14+0) 6 =e710.1=¢710

Véta 10.9 (O limité vybrané posloupnosti)
Md-li posloupnost {a,} limitu a,a € R*, pak kaZdd posloupnost {akn} z ni vybrand ma také limitu

g, tj.lima, =lima, = a.

Vétu lze uzit dvojim zplisobem:

1. Urceni limity vybrané posloupnosti, zname-li limitu posloupnosti, z niz byla vybrana.

Priklad Uréeme limitu posloupnosti {—an_l}.

{ 1 }_{1111 }
2n—1) 73’5’7’

Je to posloupnost vybrana z posloupnosti {%}, kde posloupnost indexu {k,,} je rostouci posloup-

Reseni

nost lichych ¢isel.
, v 11 . 1
Vime, zelim== 0= lim—— = 0.
n 2n—1

vy - v 1 A 1 . . (1
VSimnéte si, Ze napf. lim— =0 ataké lim—— =0, ponévadZ posloupnosti {—}
2n n+49 2n

1 ). . . (1
a {m} jsou vybrané posloupnosti z posloupnosti {;}
2. Dukaz neexistence limity.
Lze-li z posloupnosti {a,,} vybrat alespor 2 vybrané posloupnosti, jejichZ limity jsou rGzné,

pak posloupnost {a,} limitu nema.

Ptiklad Urcete lim (—1)".

Reseni
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{((-D"}={-11,-11,-1,...}
Vybereme posloupnost lichych élend {—1,—1,—1,...}, je to stacionarni posloupnost, jejiz

limita je —1.
Vybereme posloupnost sudych ¢lenti {1,1,1, ... }, je to stacionarni posloupnost, jejiz limita
jel.

Dle Véty 10.9 pak posloupnost {(—1)"} nema limitu; lim (—1)™ neexistuje, posloupnost

{(—=1)™} je divergentni (osciluje).

Prehled limit vyznacnych posloupnosti

n Oproa =20
.1 : —
l. 711_1)13();:0 . ,l‘l*&o‘/a {1proa>0
Oprolal <1 IV. ,li_lf(}o%=1
) lproa=1
. lima™ = n
n—oo +oopro.a>1 V. lim (1 _|_l) —e
neexisuje proa < —1 n—o n
+oopror >0 . an Opro0<ac<l1 +
VL. Ai_lgonr= lpror=0 reR VII. Aﬁom—{+mproa>1 keR
Opror<o0

Vypocet limit posloupnosti
Priklad Urcete limitu posloupnosti.
a) lim (3n3 +2n% — 101%) = 2003 + 0% — 10 = 0 + 00 =
5 5
b) lim (5n— 7n? +5) = (00—00)=lim[n2<——7+—2)] -
n n
. (> 5
=11mn2-11m<——7+—2) =0:-(0-7+0)=-co
n n

nd+2n—4 (f):liml-l_%

4
_ n3

— -
3n®—n+5 \oo 3 2"‘2

c) lim

n 3

S
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2 4
- 2n% —4n® [ T 0
d) llmmz(g)zhm 5_l:§:0
oy
2
I 2—3n3 o i ﬁ_?’”_O—oo_
°) 1mSn2+5n_(;)_lm 5+§_ 5
[n?2-3n3+4 3 15n
f  lim (2-2 )=
4n + 2n3 + 15 n n?>—4
= lim lim|2——+ =—=(2-040)=-3
4 15 n 4 2
—2+2+—3 1-—
n n n
K 4
. VO + 1% + 4n® (oo) y Ztntt Vo+ro+4
g im =(—) =lim =
Vné +27 0 o[ 27 Vi+0
n6

(¥ —n)(ViZ Tt n)

h)  lim (\/n2+n—n) = (00 — 00) = lim

vn?2+n+n
i n?+n—n? (oo) . 1 1
=llIMm —=|—) = lIm =
vnZ+n+n ®

- =
/1+H+1

i) lim[%(1+2+3+'“+n)]=(0-00)=lim[%-g(1+n)]=

1
_14n oy o+l 1
= lim o —(;)—hm > =3
. C n+DI-(n-1)  (m+Dn(n-D'—-(-1)!
i) lim = lim —
n! n(n—1)!
i (n—l)![n(n+1)—1]_l_ n®+n—1_ ooy
- SO DYt
1
n+1l-—=
=lim—2 =

1
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0 dim—— = (-2 ) o lim o O =
) 1m4"—9-7n_(oo—oo)_lm4" 7n
7n = I7m
571
= lim (7) 0 =0
DN
7
n_5n+5 n+3_8n+5
A
lim —— (1*°) = lim 13 lim(1+
n+3+2 -8 n+3
= lim (1 + ) = lim(l + ) -lim(l +
n+3 n+3

=e 8. (1+0)2=e8.1=¢8

Limita posloupnosti je dalezitym pojmem popisujicim chovani posloupnosti. Infor-
muje nas, co se déje se ¢leny posloupnosti pokud n roste nade vSechny meze, tj. n —

co. Mohou nastat tfi pfipady: a,, = a,a € R, a, = o nebolim a, neexistuje. Véty

o limitach vyuzivame pfi vypoctu limit posloupnosti.

1.  MdazZe mit posloupnost vice nez jednu limitu?
2. Ma kazda posloupnost limitu?
3. Anoine?

a) Geometricka posloupnost je vidy konvergentni.

b) Konvergentni posloupnost ma vidy pravé jednu limitu.

c) Grafem posloupnosti je spojita krivka.
1 n
d) Posloupnost {(E) }je geometricka
e) Posloupnost {n?} je neomezend a divergentni.

f) lim (1+%)=e

n—00

4. Vypoctéte limitu posloupnosti.

a) lim (4 — n? + 3n3)
n3-5n2+4
6n5—3n2
7-15n*
3n3—-4n
45n%+15n-3
15n2-7n+5
i 273 +6n2—8
e) lim Vo

b) lim

c) lim

d) lim
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f) lim(Yn—5-3¥n+5) (0]
o) lim g
h) Bim [ (14243 + -+ )] B
i) lim % [—24]
j) lim (Z_;Z)M [e=]
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Kapitola 11

Ciselné rady

Po prostudovani kapitoly budete umét:

rozliSovat Ciselnou fadu a Ciselnou posloupnost,
definovat soucet rady,

definovat, kdy Ciselna fada konverguje, resp. diverguje,
identifikovat vyznacné rady.

Klicova slova:

Ciselna Fada, soucet fady, n-ty ¢asteény soucet, zbytek po n-tém €lenu, geometricka
fada.
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Nahled kapitoly
-V této kapitole budou nejprve zavedeny pojmy nekoneénd cCiselna fada a jeji soucet. Poté
budou studovany vlastnosti ¢iselnych fad a nejvyznamnéjsi typy fad. Dliraz bude kladen na
nutnou podminku konvergence, pomoci niz Ize dokdazat divergence Ciselnych fad.

Cile kapitoly
- Cilem kapitoly je popsani pojmu Ciselna fada, studium vlastnosti Ciselnych fad a urceni diver-
gence Ciselnych fad pomoci nutné podminky konvergence.

Odhad ¢asu potiebného ke studiu
- 2 hodiny

Definice Ciselne rady a jejiho souctu

Teorie ¢iselnych fad navazuje na teorii Ciselnych posloupnosti, proto pti studiu fad uplatnime mnohé
poznatky o posloupnostech.

Definice 11.1 Bud' {a,};=; posloupnost realnych ¢isel. Nekoneénou ¢iselnou Fadou (stru¢né jen
radou) nazveme symbol a; + a, + --- + a, + --- (n € N), ktery vznikne tak, Ze mezi kazdé dva sou-

sedni ¢leny posloupnosti {a,} formalné vlozime znak +. Stru¢né oznaceni Ffady:

S s Y = ar byt

n=1 n=1

Cisla a,, ay, ..., Ay, ... nazyvame cleny rady.
Cislo a,, nazyvame n-ty €len fady.
Soucet prvnich n élent s,, = a; + a, + -+ + a, nazveme n-tym ¢asteCnym souctem fady.

Rozdil

oo
Ry = Zan_sn =Apy1 t App T

n=1
je tzv. zbytek po n-tém clenu rady.

Poznamka Misto )., a,, piSeme casto stru¢né }; a,, indexy pfipisujeme jen v pfipadé potieby.

Priklad Z posloupnosti {1} utvorime fadu Z%.

n

Reseni
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1 11 1 , v .y 1 1,1 1
Posloupnost {—} = {1,—,—, ey =, } azniutvofendfada)-=1+4+-+=4+--+=+ -
n 23 n n 2 3 n

Vyvstava otazka: Jak secist nekonecné mnoho ¢lent za konec¢né dlouhou dobu? Odpovéd dava De-
finice 11.2.

Definice 11.2 Uvazujme fadu )7, ay,.

Posloupnost {s,}, kde

nazveme posloupnost ¢astecnych souctd rady Y.o—; a,.

Jestlize lim s, = s € R, fekneme, Ze fada ),;-; a,, konverguje a ma soucet s.

n—-oo

PiSeme Yp_;ay = S.

Jestlize lim s,, = 400, fekneme, Ze fada )5, a, diverguje (k plus nekone¢nu) a ma soudet s =

n—-oo
+00.
w1 _ Y - o . . , Y . Y _
Jestlize 1111_1)1010 s, = —o, fekneme, Ze fada Y,,—; a, diverguje (k minus nekonec¢nu) a mé soucet s =
—00,

N ey .y o . . - . Y
Jestlize 7!Ll_r){}o s, neexistuje, fekneme, Ze fada )5, a, diverguje (osciluje) a nema soucet.

Poznamka U kazdé fady nastane pravé jedna z vySe uvedenych moZnosti, coZ vyplyva z vlastnosti

limity posloupnosti. Symbolem )’ a,, zna¢ime nejen fadu, ale i jeji soucet, pokud existuje.

P¥iklad Rozhodnéte o konvergenci fady a pokud konverguje, stanovte jeji soucet.

. o t _r . 1t 1
a) Rada Zn:l_n(n+1) =ttt

Sestavime posloupnost {s, } ¢asteénych souctd rady.
1 1

S1=q41 = ——F—=%

1-2 2
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po ol 111 2
2 EhM TR E T T 3T2767 3
e L o1 11013
BEM TR TG =TT 3734 276712 4
S S
T2 203 n(n+ 1)
ve s v .. vee 1 1 1
Pfi vypoctu limity {s,,} vyuZijeme vztahu m D it

I —1'<1+1++1>—
= \1 2723 nn+ 1)

n—-oo n—-oo

1 1 1 1)_

. (1 11111
= 27273737 n—1 n'n n+1
=lim<1— )=1—0=1
n-oo n+1

konverguje a jeji soucet s = 1; nazveme ji ,,UZite€na” rada

. o 1
Rada 2inz n(n+1)

b) Geometricka fada Yo, aq™ ! =a+ aq + aq® + -

_an
—a(i_q ) proqg #1
Soucet jejich prvnich n ¢lend je s, = a
na prog=1
ProtoZe lim g™ = 0 pro |g| < 1 a limg™ = oo pro g > 1, konverguje fada pouze v pfipadé,
n—oo n—oo

Ze |q| < 1. Jeji soucet je pak s = ﬁ.

c) Harmonicka rada }n— 1 = 1+ +3 Sy

Pro vybrané ¢astecné soucty rady anl - mame

1
51=1,52=1+§,

1 1 1 2
S4=SZ+§+Z>SZ+§=1 E,
1 1 1 1 3
Sg = +5+6+7+8>1+§,
n
Szn>1+z.
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Vidime, Ze vybrana posloupnost {s,n};_; je rostouci a neni shora omezena. Déle pro

vSechnan € N plati 5,41 > s,. Ztoho plyne, Ze lim s, = o, coZ znamenag, Ze harmonicka
n—-oo

fada Zf{;l% diverguje.

d) RadaYy ,(-D)*"=—-14+1—-1+"-
ProtoZe s,,_1 = —1 a sy, = 0, neexistuje limita posloupnosti ¢astec¢nych souctd, a tedy za-
dana rada osciluje.

Prehled vyznacnych rad

(1) Geometricka rada

o) a
konverguje pro < 1amasoucets =
Z aqn—l/ |q| 1 _ q

n=1

diverguje pro |q| = 1
(2) ,Uzitecna” fada

oo

1
——— = 1; konverguje a ma soucets =1
Z n(n+1) vl

n=1
(3) Rada typu
konverguje pro k > 1
i 1 < (k € R)
nk divergujeprok <1
n=1
(4) Harmonicka rada (specialni pripad fady (3))

> 1
z — diverguje a ma soucet s = +o0
n
n=1

(5) Leibnizova rada

- 1
Z:(—l)”"1 - konverguje relativné (viz dale) a ma soucet s = In 2

n=1

(6) Grandiho rada
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Z(—l)" diverguje (osciluje) a nema soucet

n=1

(7) Aritmeticka rada
Z[al + (n — 1)d] konverguje pouze pro a; = d = 0, pak ma soucet s=0.

Jinak diverguje.

Poznamky

1) Geometrickou a harmonickou fadu ¢asto uzivdme ve srovnavacim kritériu (viz dale) k porov-
navani fad.

2) U geometrické fady dovedeme ihned rozhodnout podle jejiho kvocientu g, zda konverguje
¢i diverguje.

3) Konvergentni geometrickd fada je jednou z madla fad, které umime secist.

4) Stejny konvergencni charakter maji i fady, které vzniknou z vyse uvedenych fad dosazenim
n+1l1l€eR,zan.

Pfiklad Rada Z% diverguje = fada ). % také diverguje.

1
(n+1)2

Rada ) % konverguje = fada ), také konverguje.

Vlastnosti libovolnych rad

Véta 11.1 (Nutna podminka konvergence)

JestliZe rada Y., a,, konverguje, pak lim a, = 0.
n—oo

Poznamka Neni-li tato podminka splnéna, tj. lim a,, # 0 nebo neexistuje, pak fada nem(ize konver-

govat, a tedy diverguje.
Poznamka Véta 11.1 udava pouze nutnou, nikoliv postacujici podminku pro konvergenci rady.

- iy 1. Y . . Ce 1 "
Priklad U harmonické rady Z;Je splnéna nutnd podminka konvergence, tj. hm; = (0 a pfitom tato

rada diverguje.
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= (0 a tato rada

je splnéna nutnd podminka konvergence, tj. lim

U ,uZite¢né” fady Z (nlﬂ)

+1)
skutecné konverguje.

Priklad UzZitim nutné podminky konvergence rozhodnéte o divergenci rady.

)y s
n‘+6

Reseni
4
o 2n?-4 2=
a)hm—=(—)=11m =2%0
nz+6 o0 6
1+?

Nutnd podminka konvergence neni splnéna, fada diverguje.

18
n2+18_(oo ntE

e g) = lim =0

b) li
) lim 3

O divergenci této fady nelze rozhodnout. (Rada mdze konvergovat, ale méze i divergovat.)

Véta 11.2 Konvergence nebo divergence rady se nezméni, kdyz konecny pocet jejich ¢leni vyne-

chame, priddme nebo zaménime.

Priklad Vime, ze harmonicka rada

Z——1+ +3 Ly +E+E+ -diverguje.

Zaménime-li prvnich 100 ¢lenl napf.

1 1 1 1
10+E+10+E+ +10++E+m+

100 ¢lent

pak tato rada také diverguje.

o +1) = B +t3 + -+ m + ﬁ + --- konverguje. Vynechame-li prvnich 50

Obdobné: Rada Y,

¢len( této fady, pak rada m + ﬁ + --- také konverguje.

Véta 11.3 (O souctu a nasobku fad)

Jestlize Yo_ia, a Y1 by, jsou konvergentni fady ak € R je libovolnd konstanta, pak rady

Yme1(a, + by) a Yn-q ka, konverguji a plati
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Z(an + bn) = z an +Z bnf
n=1 n=1 n=1
Z ka, =k 2 an
n=1 n=1

Poznamka Z konvergence fady Yo, (a, + b,) neplyne jesté konvergence fad Y.n—1 ap @ Yomeq bp-
Napf. Yo [(—D™ + (—1)" 1] = ¥, 0 sice konverguje, ale Fady Yo, (—1)™" a X5, (—1)"*" 1 os-
ciluji.

Poznamka Konstantu mlzeme vytknout pred sumacni znak.

Priklad Dokazte konvergenci fady a stanovte soucet rady
had 5. 4_n—1 —3n
2 e
n=1

Reseni Upravime n-ty ¢len dané Fady.
5 . 4Tl—1 _ 3Tl 4 n-—1 3 n-1 2 n-1 1 n-1
e ) GO RBYEERE
Z 61 Z l 6 6 3 2

Rada Y, (g)

. . Y a 1
gUJeamasoucetsl=—1 =z =1 =23
33

2
=1+ g + (g) + --- je geometrickd fada, vniza =1laq = g lg| < 1, fada konver-

n-1 2
Obdobné fada Y, G) =1 +l + G) + -+ je geometrickd fada, vniz a=1 aq= %,

v . . v a 1
|g| < 1, fada konverguje a ma soucets, = — = — =

=2
1
1-q 1-3

NIR| R

n-—1

n—-1
Podle Véty 11.3: ), G) konverguje = ). 5 (g) konverguje a ma souéet 5s; = 5-3 =15

n—1

n-—1
Déle Y (%) konverguje = ). 3 G) konverguje a ma soucet3s, =3-2 =6

;v v v, . . 5_471—1_371 . i .
Zavérem podle Véty 11.3 obdrzime, ze fada ) ey konverguje ama soucet
L. 5.4M~1_3n
s =55, —3s, =5-3—-3-2=09. Lze také psat 2671—_1:9_

Nekone&na &iselnd fada vznika souctem viech €lend Ciselné posloupnosti. Ciselné
fady mohou konvergovat, divergovat nebo oscilovat. Jednim z mala typl rad, které

dokazeme sedist, jsou fady geometrické.
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Jak je definovana Ciselnd fada?
Jaky je vztah mezi Ciselnou posloupnosti a fadou?

Formulujte nutnou podminku pro konvergenci Ciselné fady.

Ovérte konvergenci geometrické rfady a urcete jeji soucet

2 V5—2+(5-2)"+(V5-2)" +- =
b) Xn=1 (g)nﬂ [diverguje]
o T, 1072 5]
Ovérte, zda je splnéna nutna podminka konvergence fady.

a) Zf{;lﬁ [podminka je splnéna]
b) Yt 272121 [podminka neni splnéna; rada diverguje]
c) 1 +§+§+%+ [podminka je splnéna]
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Kapitola 12

Kriteria konvergence
ciselnych rad

Po prostudovani kapitoly budete umét:

- rozhodnout o konvergenci fady s nezapornymi leny,
- rozhodnout o konvergenci alternujicich fad,
- vySetfit absolutni a relativni konvergenci rady.
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Klicova slova:

Relativni konvergence, absolutni konvergence, srovnavaci kritérum, podilové krité-

rium, odmocninové kritérium, Raabeovo kritérium, Leibnizovo kritérium.

Nahled kapitoly
-V této kapitole budou studovana kritéria, pomoci kterych lze stanovit, zda dand Ciselna rfada
konverguje nebo diverguje. Nejprve budou zminéna kritéria pro fady s nezdpornymi nebo
kladnymi ¢leny a poté bude v kratkosti feSena také konvergence obecnéjsich typu fad.

Cile kapitoly
- Cilem kapitoly je zavedeni kritérii vhodnych pro stanoveni konvergence (divergence) Cisel-
nych fad a jejich ilustrovani na konkrétnich pfikladech.

Odhad casu potiebného ke studiu
- 3 hodiny

Kritéria konvergence pro rady s nezapornymi cleny

Stanoveni souctu rady byva zpravidla obtizny ukol. Vzhledem k tomu, Ze soucet Ciselné rady lze
snadno vypocitat pouze u fady geometrické a nékolika malo dalsich fad, soustfedime se predevsim
na zkoumani, zda fada konverguje nebo diverguje. K tomu ndm slouzi kritéria. Kritéria udavaji jednak
postacujici podminky pro konvergenci a jednak postacujici podminky pro divergenci fady. Neni-li
postacujici podminka stanovenad kritériem splnéna, neddava kritérium vysledek a je nutné uzit jiné

kritérium. Kritéria totiZ nejsou stejné silna, ucinna.

Definice 12.1 Rada Y a, se nazyvd fadou se nezapornymi (kladnymi) ¢&leny, plati-li
a, = 0 (a, > 0) provsechnan € N.

Véta 12.1 (Srovnavaci kritérium)

Necht Y.7°_1 a, a Y.m=q by, jsou Fady s nezdpornymi ¢leny takové, Ze pro skoro vsechna n plati a,, <
b,,.

» Pokud fada Y.;—1 b, konverguje, konverguje také rada Y.;-; a,,.

» JestliZe rada Y.,-1 a,, diverguje, diverguje také rfada Y1 by,.
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Poznamka Rada Y, a, zVéty 12.1 se nazyvd minorantou fady Yo, b, Rada Y b, je
majoranta fady )., _, a, Pfedchozi vétu lze proto vyslovit takto: S kazdou majorantou konverguje

i jeji minoranta a s kazdou minorantou diverguje jeji majoranta.

Pfiklad Rozhodnéte o konvergenci fady ), #

n n
Reseni Pro kazdé n € N je # < zin = G) . ProtoZe majorantni fada ), G) konverguje (je to geo-

. I C 1 . y Ly " . Ly . )
metricka fada, jejiz kvocient je g = 5) a obé uvazované rady maji nezaporné cleny, konverguje také

. 1
minoranta —_—.
2 n2n

Véta 12.2 (D’Alembertovo podilové kritérium a jeho limitni verze)
Necht Y., a,, je fada s kladnymi cleny.
1) Jestlize existuji ¢islany € N a q € (0,1), Ze pro vsechna n > n,, plati

> % < q, pak rada Y,;>_; a,, konverguje,

> % > 1, pak fada ¥,_, a,, diverguje.
n

2) Necht existuje koneénd nebo nevlastni limita lim =% = [,

n—-oo dn
» Je-liL <1, pak rada Y.;_, a, konverguje,
» je-liL > 1, pak fada Y.;_; a,, diverguje,

» je-li L =1, pak o konvergenci fady Y ;-1 a, nelze prostfednictvim limitniho podilového
kritéria rozhodnout.

n
Priklad Rozhodnéte o konvergenci fady Y., %

Reseni
li An+1 li 3"+ nl

im ———— = lim ——
n-oo a, s (n+1)!13"  nowon+1

Rada podle Véty 12.2 konverguje.
Véta 12.3 (Cauchyovo odmocninové kritérium a jeho limitni verze)
Necht Yo", a,, je fada s nezdpornymi cleny.

1) JestliZe existuji ¢islany € N a q € (0,1) tak, Ze
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» provSechnan > n, je'\/a, < q, pak fada Y;-, a,, konverguje.
»  Pokud ale pro vsechna n > n, plati \/a,, = 1, pak fada Yo, a,, diverguje.

2) Necht existuje kone¢nd nebo nevlastni limita lim y/a,, = L.

n—-oo

> Je-liL < 1, pak fada Y,;7_; a,, konverguje,
» je-liL > 1, fada Y,;’_, a, diverguje,

» je-liL =1 nelze o konvergenci fady Y.;-1 a,, prostfednictvim limitniho podilového kritéria
rozhodnout.

3
o n

Priklad Rozhodnéte o konvergenci fady Y., Py

Reseni: lim %/a,, = llm \/7 = lim (7{/—)

n—oo n—-oo

NI»—\
II
|
AN
=

Rada konverguje.
Véta 12.4 (Raabeovo kritérium a jeho limitni verze)
Necht Y. a,, je fada s kladnymi cleny.

1) Jestlize existuji ¢islang € N a q € (0,1) tak, Ze pro vSechna n > n, plati

> n(2

— 1) > q > 1, pak fada Y. a,, konverguje,

an+1

> n( — 1) < 1, pak fada Y, a,, diverguje.

an+1

2) Necht existuje konec¢nd nebo nevlastni limita lim [n (aa” - 1)] = L.
n+1

» Je-liL > 1, pak fada Y. a,, konverguje,
» je-liL < 1, pak fada Y. a,, diverguje.

P¥iklad Rozhodnéte o konvergenci i divergenci fady

Reseni Zkusime uZit limitni podilové kritérium.

1
L Qnt1 (n +DR20+D+1] _ n(2n+ 1) _ 2n® +n
lim m im-——=
n-o @, n—»oo 1 n-w (n + 1)(2n + 3) n-ow 2n? + 5n + 3

n(Zn+1)
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Podle limitniho podilového kritéria nelze rozhodnout.

Zkusime uzit Raabeovo kritérium.

_ a, _ 2n> +5n+3 _ 2n2+5n+3-2n2—n
lim [n( —1)]= lim [n|————-1]| = lim |n =
2n2+n

n-oo Api1 n-oo n-oo an +n

3

. 4n’+3n oo L 4t
=11m—=(—)=11m =2>1.

n—oo 2n2+n [ele] n—>002+l

n

Rada konverguije.
Poznamky
» Priklad doklad3, Ze kritéria nejsou stejné ,silnd”.
» Zdaraznujeme, Ze u limitnich forem kritérii nelze rozhodnout o konvergenci ¢i divergenci
fady v pfipadé, zZe L = 1.
» Vycet kritérii neni Uplny (Neni napf. uvedeno integralni kritérium, protoze s integralnim po-

¢tem se seznamite aZ v dalSim semestru.)

o/

Alternujici rady

Dosud jsme se zabyvali pouze fadami, které maji nezdporné ¢leny. Nyni zaméfime pozornost na

konvergenci fad, jejichz ¢leny méni znaménko.

Definice 12.2 Rada Y, a,, se nazyva alternuijici, plati-li pro jeji &leny sgn a,,..; = —sgn a,, pro véechna
n € N.

Poznamka V alternujici fadé se stfidaji znaménka pravidelné. Alternujici fadou rozumime radu
Y(-D"a, =a, —a, +az; —a, + -, resp.fadu Y. (—1)"a, = —a; + a, —az + a, — .
Poznamka Symbol sgn je zkratka pro signum = znaménko.

Priklad Znama alternujici fada je pfedevsim Leibnizova rfada.
Z( 1)"*11—1 1+1 1+1
n = 2 3 45

Pro alternujici fady uvadime pouze jediné kritérium.
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Véta 12.5 (Leibnizovo kritérium)

Necht {a,} je nerostouci posloupnost kladnych &isel. Alternujici Fada Y.(—1)™*1a,, konverguje, pravé

kdyZ lim a,, = 0. Pritom soucet s Fady splriuje nerovnosti
n—-o0o

al—a2<5<a1.

Poznamka Podminka 7}Li_r)gloan = 0 je pro alternujici fady nutnou a zadroven postacujici podminkou
pro konvergenci.

Pfiklad Rozhodnéte, zda Leibnizova fada Y,(—1)"*! % konverguje.

Reseni

hX pyealog 1D 1
n 2 3 4

1
,5,... .

Posloupnost ¢lend je {a,} = {1,

N | =

Pro kazdén € N jea, =%>0.

« 12 . 1 1 y . o
Prokazdén e Njen<n+1= ~>— tzn, e posloupnost {a,} je klesajici.

1
lima, = lim—=0

n—-oo n-on

Jsou splnény vSechny predpoklady Leibnizova kritéria, Leibnizova fada tedy konverguje.

Poznamka Leibnizova rfada konverguje pouze relativné.

Absolutni konvergence rad

Definice 12.3 Rekneme, e fada ) a,, konverguje absolutné (je absolutné konvergentni), konver-
guje-li fada Y|a, |. Rekneme, e fada Y a,, konverguje neabsolutné (relativné), jestlize fada Y. a,,

konverguje, ale fada )|a,| diverguje.
Poznamka Y a, =a, +a, +as;+a, + -
Ylanl = lag| + laz| + las| + lag| + -
Pfiklad Dle Leibnizova kritéria jsme zjistili, Ze fada Z(—l)"“% konverguje a také jsme dfive doka-

zali, e fada ). |(—1)”+1 %| = Z% diverguje — je to harmonicka rada.

Leibnizova rada tedy konverguje relativné (neabsolutné).
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Véta 12.6 KaZdd absolutné konvergentni fada je konvergentni.
Poznamka Z absolutni konvergence plyne ,,obyéejnd“ konvergence rady.

Poznamka Pro fady s nezapornymi ¢leny plati };|a,| = Y a,, a proto pojem absolutni konvergence

neptindsi pro tyto rfady nic nového.

1

N4 v v . v v 1
Priklad Vy3etiete, zda konverguje absolutné fada Y(—1)™* =

Solon/ B _qyn+r L 41 1t 1 el ¥
ReseniRada },(—1) = 1 2t Tt je alternujici fada.
Dle Leibnizova kritéria vySetfime jeji konvergenci.

Posloupnost {a, } = {i} proVn € N je EEN 0,

proVneENjen<n+1=>n’<(n+1)?= coz znamend, ze posloupnost {a,} je

(n+1)2’

klesajici.

lima, = lim — = 0
n—-oo n-on

Jsou splnény vSechny podminky Leibnizova kritéria, tzn., Ze fada ,(— 1)"+1 konverguje.
" 1 1., 1 y .
Rada Z(—l)”+1 = = Z—Je fada typu Z—k, kde k = 2 > 1, a tato fada konverguje.

Konverguje fada Y (— 1)’“r1 |rada2|( 1)”+1 ,atedyfada ) (— 1)”*1—konvergu1eabsolutne

Poznamka Vzhledem k tomu, Ze )}|a, | je fada s nezapornymi ¢leny, davaji Véty 12.1 — 12.4 ihned

kritéria pro absolutni konvergenci.
Véta 12.7 (Kritéria pro absolutni konvergenci fad)

Rada Y.%°_, a,, konverguje absolutné, prdvé kdy? je spinéna nékterd z ndsledujicich podminek:
» Existuje konvergentni fada Y.;_, by, tak, Ze |a,| < by, pro vSechna n € N,

an+1

» existuje q € (0,1) tak, Ze

< q pro vsechnan € N,

» existuje q € (0,1) tak, Ze nw/ |a,| < q provsechnan € N,

an+1
an

» existuje lim

n—-0oo

= L < 1, existuje lim Y/|a,| =L < 1.
n—-0o

Pfiklad Zjistéte, zda konverguje absolutné fada Z(—l)nlni'.

Reseni Vypolteme
(_1)n+115n+1
[
= lim (n+ 1) = lim [-1

—00 15 —00

A1
an

lim

n—-oo

15" 1n!
15" (n + 1)!| B
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) 15
= lim

n-oon +

1=0=LaL<1

Dand fada konverguje absolutné.

Pti vySetfovani konvergence fad s nezapornymi ¢leny uzivdme srovnavaci, podilové,
odmocninové a Raabeovo kritérium, a to v nelimitni nebo limitni formé. O relativni
konvergenci alternujici fady se rozhodne pomoci Leibnizova kritéria. Alternujici fada
Yoo (—1)™*1 a, konverguje, pravé kdyz posloupnost {a,, }s je nerostouci posloup-

nost kladnych &isel a limita lim a,, = 0.

n—-oo

Rady s libovolnymi €leny mohou konvergovat absolutné nebo relativné. Rada
Yim=1 Q, konverguje absolutné, kdyZ konverguje fada )5 |a,|. O absolutni konver-

genci rozhodujeme opét podle pfislusnych kritérii.

1. Zformulujte kritéria, podle kterych mizeme rozhodnout o konvergenci ¢i diver-
genci fady s nezapornymi cleny.

2. Srovnavacim kritériem rozhodnéte o konvergenci rady

1

a) Lntigs
b) Ty

n2

3. Rozhodnéte o konvergenci fady pomoci limitniho podilového kritéria

[konvergUJe (srovname s fadou Yo_ 15 )]
]

[dlvergUJe (srovname s fadou Yo7, 2)

nn+1)

a) Xn=1—35n [konverguije]
b) Xr=1 17(1)'11 [diverguje]

2n 2'n! .
C) Xm=1—0 nn [konverguije]
d) X1 n(n+1) [nelze rozhodnout]

4. Rozhodnéte o konvergenci fady pomoci limitniho odmocninového kritéria.
a) 2?10:1% [konverguije]
77.

b) Y1 T nt) [diverguje]

2 23 24— . .
c) 2 + 42y, [diverguje]

210 310 410
) Zn:l@ [konverguije]

5. Jaky je vztah mezi relativni a absolutni konvergenci?
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6. Rozhodnéte o konvergenci alternujici fady

a) Yoo (=)™ ﬁ [diverguje]
b) Lm=i(—1)"*! m [konverguje absolutné]
) Yy (—D)" 1 \/iﬁ [konverguje neabsolutné]
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