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V dnešnı́ přednášce se vrátı́me k soustavám lineárnı́ch rovnic.
Již známe obecnou (Gaussovu) metodu jejich řešenı́.
Dnes se zaměřı́me na soustavy n rovnic o n neznámých,

a11x1 + · · · + a1nxn = b1,
...

...
...

an1x1 + · · · + annxn = bn

se (čtvercovou) maticı́ soustavy
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann


o plné hodnosti n.
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Z Frobeniovy věty vı́me, že v tomto přı́padě, kdy

h(A) = h(AR) = n,

máme zajištěnu existenci právě jednoho řešenı́

(x1, . . . , xn).

Ukážeme si dva nové přı́stupy, jak toto řešenı́ zı́skat:

1) pomocı́ Cramerova pravidla, kdy jsou jednotlivé složky řešenı́
vyjádřeny jako podı́ly dvou determinantů ,

2) pomocı́ inverznı́ch matic (to ale až na přı́štı́ přednášce).
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Determinant: Každé (pouze) čtvercové matici

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann


typu (n, n) lze přiřadit jisté čı́slo, kterému řı́káme determinant
matice A a značı́me det A, |A| nebo i přı́mo∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Subdeterminant prvku aij v matici A:
▶ je determinant matice, která vznikne z matice A

⋆ vynechánı́m i-tého řádku a j-tého sloupce.
▶ Značı́me A∗

ij .

Subdeterminantem prvku 3 v matici

B =

1 2 2
5 3 6
0 2 −2


je determinant

B∗
22 =

∣∣∣∣∣1 2
0 −2

∣∣∣∣∣
(vynechali jsme druhý řádek a druhý sloupec).
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Doplněk prvku aij v matici A:

Aij = (−1)i+jA∗
ij .

Doplňkem prvku 3 v matici

B =

1 2 2
5 3 6
0 2 −2


je

B22 = (−1)2+2B∗
22 =

∣∣∣∣∣1 2
0 −2

∣∣∣∣∣ .
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Výpočet determinantu

Křı́žové pravidlo pro výpočet determinantů matic typu (2, 2):∣∣∣∣∣a b
c d

∣∣∣∣∣ = ad − bc.

∣∣∣∣∣20 10
3 2

∣∣∣∣∣ = 20 · 2 − 10 · 3 = 40 − 30 = 10

∣∣∣∣∣0 −1
3 2

∣∣∣∣∣ =
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Výpočet determinantu
Sarrusovo pravidlo pro výpočet determinantů matic typu (3, 3):∣∣∣∣∣∣∣

a b c
d e f
g h i

∣∣∣∣∣∣∣ = aei + dhc + gbf − ceg − fha − ibd.

Pomůcka: = +aei+dhc+gbf−ceg−fha−ibd

∣∣∣∣∣∣∣
1 3 0
2 1 0
3 2 3

∣∣∣∣∣∣∣ = 1 · 1 · 3 + 2 · 2 · 0 + 3 · 3 · 0 − 0 · 1 · 3 − 0 · 2 · 1 − 3 · 3 · 2

= 3 + 0 + 0 − 0 − 0 − 18 = −15
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Výpočet determinantu

Laplaceova věta pro výpočet determinantů vyššı́ch řádů:

Necht’ je dána čtvercová matice A = (aij) typu (n, n).

Potom platı́ vzorec pro tzv.

▶ rozvinutı́ determinantu podle prvků i-tého řádku

det A = ai1Ai1 + ai2Ai2 + · · · + ainAin,

▶ rozvinutı́ determinantu podle prvků j-tého sloupce

det A = a1jA1j + a2jA2j + · · · + anjAnj .
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Úloha
Pomocı́ rozvinutı́ podle prvků druhého řádku vypočtěte

det A =

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 1
2 1 0
1 −1 −1

∣∣∣∣∣∣∣
Řešenı́.

det A = a21A21 + a22A22 + a23A23

= 2(−1)2+1
∣∣∣∣∣ 2 1
−1 −1

∣∣∣∣∣+ 1(−1)2+2
∣∣∣∣∣1 1
1 −1

∣∣∣∣∣+ 0(−1)2+3
∣∣∣∣∣1 2
1 −1

∣∣∣∣∣
= −2(−1) + 1(−2) + 0 = 0.
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Úloha
Pomocı́ rozvinutı́ podle prvků třetı́ho sloupce vypočtěte

det A =

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 1
2 1 0
1 −1 −1

∣∣∣∣∣∣∣
Řešenı́.

det A = a13A13 + a23A23 + a33A33

= 1(−1)1+3
∣∣∣∣∣2 1
1 −1

∣∣∣∣∣+ 0(−1)2+3
∣∣∣∣∣1 2
1 −1

∣∣∣∣∣−1(−1)3+3
∣∣∣∣∣1 2
2 1

∣∣∣∣∣
= 1(−3) + 0 − 1(−3) = 0.
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Vlastnosti determinantu

Jestliže k některému řádku (sloupci) matice přičteme lineárnı́
kombinaci zbývajı́cı́ch řádků (sloupců), potom se hodnota
determinantu nezměnı́.∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3
3 2 0
2 1 6

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3
3 2 0
0 −3 0

∣∣∣∣∣∣∣ .
(Od třetı́ho řádku jsme odečetli dvojnásobek prvnı́ho řádku.)
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Vlastnosti determinantu

Jestliže některý řádek (sloupec) je lineárnı́ kombinacı́ zbývajı́cı́ch
řádků (sloupců), potom je hodnota determinantu nula.

▶ Speciálnı́ přı́pady: nulový řádek (sloupec), dva stejné řádky
(sloupce).

∣∣∣∣∣∣∣
3 6 9
1 2 3
2 1 6

∣∣∣∣∣∣∣ = 0,

(Prvnı́ řádek je trojnásobkem druhého.)∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3
3 2 0
0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

(Třetı́ řádek je nulový.)
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Vlastnosti determinantu

Vynásobı́me-li některý řádek (sloupec) reálným čı́slem α,
determinant výsledné matice bude α-násobkem determinantu
původnı́ matice. ∣∣∣∣∣∣∣

3 6 9
3 2 0
2 1 6

∣∣∣∣∣∣∣ = 3

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3
3 2 0
2 1 6

∣∣∣∣∣∣∣
(Prvnı́ matice má oproti druhé trojnásobný prvnı́ řádek.)
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Vlastnosti determinantu

Vyměnı́me-li v matici A dva řádky (sloupce) a označı́me novou
matici pı́smenem B, potom platı́:

det B = − det A.

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3
3 2 0
2 1 6

∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣∣
3 2 0
1 2 3
2 1 6

∣∣∣∣∣∣∣ .
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Postup při výpočtu determinantu

Pomocı́ výše uvedených úprav se snažı́me upravit determinant
matice typu (n, n) tak, aby měl v některém řádku (sloupci) co
nejvı́ce nul.

Pokud jsme nedošli k samým nulám (nulový determinant), tak
podle tohoto řádku (sloupce) provedeme rozvinutı́ determinantu,
čı́mž se snı́žı́ o jedničku jeho rozměr.

Tento postup opakujeme tak dlouho, až dojdeme k determinantům
matic typu (3, 3) (při použitı́ Sarrusova pravidla), nebo (2, 2), když
chceme použı́t až křı́žové pravidlo.
(Ve vhodném přı́padě můžeme použı́t i převod na hornı́ △ matici.)
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Vypočteme∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 1 −1 3
−1 0 2 3 −1
1 1 2 −2 1
1 0 1 −1 −1

−2 0 0 −3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1)= 0 + 0 + 1(−1)3+2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 −1 3

−1 2 3 −1
1 1 −1 −1

−2 0 −3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+ 0 + 0

= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 −1 3

−1 2 3 −1
1 1 −1 −1

−2 0 −3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2)= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 0 4

−1 2 3 −1
1 1 −1 −1

−2 0 −3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Popis úprav:
1) Rozvinutı́ podle druhého sloupce.
2) 1.ř.−3.ř.
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Vypočteme

−

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 0 4

−1 2 3 −1
1 1 −1 −1

−2 0 −3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3)= −

0 + 0 + 0 + 4(−1)1+4

∣∣∣∣∣∣∣
−1 2 3
1 1 −1

−2 0 −3

∣∣∣∣∣∣∣


= 4

∣∣∣∣∣∣∣
−1 2 3
1 1 −1

−2 0 −3

∣∣∣∣∣∣∣
4)= 4

∣∣∣∣∣∣∣
−3 0 5
1 1 −1

−2 0 −3

∣∣∣∣∣∣∣
Popis úprav:
3) Rozvinutı́ podle prvnı́ho řádku.
4) 1.ř.−2·2.ř.
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4

∣∣∣∣∣∣∣
−3 0 5
1 1 −1

−2 0 −3

∣∣∣∣∣∣∣
5)= 4

(
0 + 1(−1)2+2

∣∣∣∣∣−3 5
−2 −3

∣∣∣∣∣+ 0
)

= 4
∣∣∣∣∣−3 5
−2 −3

∣∣∣∣∣ 6)= 4(9 + 10) = 76.

Popis úprav:
5) Rozvinutı́ podle druhého sloupce.
6) Křı́žové pravidlo.
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Determinant hornı́ trojúhelnı́kové matice

Hornı́ △ matice
Matice, která má pod hlavnı́ diagonálou samé nuly.

Determinant hornı́ △ matice A△

det A△ = a11 a22 · · · ann (součin prvků na hlavnı́ diagonále).

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 0 5
0 3 2 4
0 0 −1 6
0 0 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1 · 3 · (−1) · 2 = −6
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Výpočet determinantu pomocı́ převodu na hornı́ △ tvar

Postup podobný převodu na hornı́ stupňovitou matici.

Pozor! Některé úpravy by nám mohly změnit hodnotu
determinantu (viz vlastnosti determinantu):

▶ Přičtenı́ násobku řádku k jinému řádku (sloupce k jinému sloupci)
hodnotu neměnı́.

▶ Napřı́klad zdvojnásobenı́ řádku zdvojnásobı́ i hodnotu
determinantu. Pro zachovánı́ rovnosti je třeba determinant nové
matice vydělit dvěma.

▶ Přehozenı́ dvou řádků (sloupců) změnı́ znaménko derminantu.
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Determinant hornı́ trojúhelnı́kové matice

1) Přı́klad převodu na hornı́ △ matici (hodnost = 3 ⇒ det ̸= 0):∣∣∣∣∣∣∣
3 0 3
2 1 2

−1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣ = 3

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1
2 1 2

−1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣ = 3

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1
0 1 0
0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 3

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 3(1 · 1 · 1) = 3

1.ř/3 2.ř-2·1.ř, 3.ř.+1.ř. 3.ř.-2.ř. hornı́ △ matice

2) Přı́klad převodu na hornı́ △ matici (hodnost = 2 < 3 ⇒ det = 0):∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1
2 1 2

−1 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1
0 1 0
0 1 0

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1
0 1 0
0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣ = 1 · 1 · 0 = 0
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Cramerovo pravidlo

Necht’ je dána soustava n rovnic o n neznámých

a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2,

...
...

...
an1x1 + an2x2 + · · · + annxn = bn.

Jestliže pro matici (této) soustavy A = (aij) platı́ det A ̸= 0 , pak daná
soustava má právě jedno řešenı́ (x1, x2, . . . , xn), přičemž platı́:

xi = det Ai

det A , pro každé i ∈ {1, 2, . . . , n} ,

kde Ai je matice, která vznikne z matice A tak, že i-tý sloupec v matici
A nahradı́me sloupcem pravých stran a ostatnı́ sloupce ponecháme
beze změny.
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Úloha
Užitı́m Cramerova pravidla vyřešte soustavu

x1 + 2x2 − x3 = −3,
2x1 + x3 = 7,

x1 − 2x2 + x3 = 7.

det A =

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 −1
2 0 1
1 −2 1

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
3 2 −1
0 0 1

−1 −2 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 1(−1)2+3
∣∣∣∣∣ 3 2
−1 −2

∣∣∣∣∣ = 4 ̸= 0,

det A1 =

∣∣∣∣∣∣∣
−3 2 −1
7 0 1
7 −2 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 8, det A2 =

∣∣∣∣∣∣∣
1 −3 −1
2 7 1
1 7 1

∣∣∣∣∣∣∣ = −4,

det A3 =

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 −3
2 0 7
1 −2 7

∣∣∣∣∣∣∣ = 12.
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x1 = det A1
det A = 8

4 = 2,

x2 = det A2
det A = −4

4 = −1,

x3 = det A3
det A = 12

4 = 3.

Řešenı́ soustavy je vektor (2, −1, 3).
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Úloha
Užitı́m Cramerova pravidla vyřešte soustavu

2x1 + x2 + x3 = 1,
x1 + 2x2 + x3 = 6,
x1 + 2x2 − x3 = 2.

[
Řešenı́ (−2, 3, 2)

]
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Úloha
Užitı́m Cramerova pravidla vyřešte soustavu

a)

x1 + 2x2 + x3 + 2x4 = 0,
3x1 + x3 − x4 = 0,

x1 + x2 + 2x3 + x4 = 0,
x2 + 2x4 = 0,

b)

x1 + 2x2 + x3 + 2x4 = 1,
3x1 + x3 − x4 = 2,

x1 + x2 + 2x3 + x4 = 1,
x2 + 2x4 = 2.

Úlohy a) a b) se lišı́ pouze pravými stranami, a tak majı́ shodnou matici
soustavy:

A =


1 2 1 2
3 0 1 −1
1 1 2 1
0 1 0 2

 .
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Pro dalšı́ řešenı́ bude rozhodujı́cı́, zda determinant matice A je
nenulový.

det A =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 1 2
3 0 1 −1
1 1 2 1
0 1 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 1 −2
3 0 1 −1
1 1 2 −1
0 1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1 · (−1)4+2

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 −2
3 1 −1
1 2 −1

∣∣∣∣∣∣∣

= 1

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 −2
3 1 −1
1 2 −1

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
0 1 0
2 1 1

−1 2 3

∣∣∣∣∣∣∣ = 1 · (−1)1+2
∣∣∣∣∣ 2 1
−1 3

∣∣∣∣∣
= −1 · (6 + 1) = −7 ̸= 0.

V obou přı́padech tedy půjde použı́t Cramerovo pravidlo.
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ad a)

det A1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 2 1 2
0 0 1 −1
0 1 2 1
0 1 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0, nebot’ A1 obsahuje nulový sloupec

(viz Vlastnosti determinantů).

Stejně to dopadne i pro matice A2, A3 a A4.

Tudı́ž máme
x1 = x2 = x3 = x4 = 0

−7 = 0.

Jediné řešenı́ je tedy (0, 0, 0, 0).
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ad b)

det A1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 1 2
2 0 1 −1
1 1 2 1
2 1 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 2 1 3
0 0 1 0

−3 1 2 3
2 1 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1(−1)2+3

∣∣∣∣∣∣∣
−1 2 3
−3 1 3
2 1 2

∣∣∣∣∣∣∣
= −1

(
−1(−1)1+1

∣∣∣∣∣1 3
1 2

∣∣∣∣∣+ 2(−1)1+2
∣∣∣∣∣−3 3

2 2

∣∣∣∣∣+ 3(−1)1+3
∣∣∣∣∣−3 1

2 1

∣∣∣∣∣
)

= −
(

−1
∣∣∣∣∣1 3
1 2

∣∣∣∣∣− 2
∣∣∣∣∣−3 3

2 2

∣∣∣∣∣+ 3
∣∣∣∣∣−3 1

2 1

∣∣∣∣∣
)

= 1
∣∣∣∣∣1 3
1 2

∣∣∣∣∣+ 2
∣∣∣∣∣−3 3

2 2

∣∣∣∣∣− 3
∣∣∣∣∣−3 1

2 1

∣∣∣∣∣
= 1(2 − 3) + 2(−6 − 6) − 3(−3 − 2) = −1 − 24 + 15 = −10.

det A2 = · · · = 16, det A3 = · · · = 1, det A4 = · · · = −15.
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Složky jediného řešenı́ (x1, x2, x3, x4) jsou tedy

x1 = det A1
det A

= −10
−7 = 10

7 ,

x2 = det A2
det A

= 16
−7 = −16

7 ,

x3 = det A3
det A

= 1
−7 = −1

7 ,

x4 = det A4
det A

= −15
−7 = 15

7 .

Soustava má jediné řešenı́
(10

7 , −16
7 , −1

7 ,
15
7

)
.
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