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V dnešnı́ přednášce se vrátı́me k soustavám lineárnı́ch rovnic.
Již známe:

▶ obecnou (Gaussovu) metodu jejich řešenı́
▶ a pro ”čtvercové“ soustavy Cramerovo pravidlo, kdy jsou jednotlivé

složky řešenı́ vyjádřeny jako podı́ly dvou determinantů,

Dnes u ”čtvercových“ zůstaneme: soustavy n rovnic o n
neznámých

a11x1 + · · · + a1nxn = b1,
...

...
...

an1x1 + · · · + annxn = bn

se (čtvercovou) maticı́ soustavy
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann


o plné hodnosti n.
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Z Frobeniovy věty vı́me, že v tomto přı́padě, kdy

h(A) = h(AR) = n,

máme zajištěnu existenci právě jednoho řešenı́

(x1, . . . , xn).

Ukážeme si dva přı́stupy, jak toto řešenı́ zı́skat:

1) pomocı́ Cramerova pravidla, kdy jsou jednotlivé složky řešenı́
vyjádřeny jako podı́ly dvou determinantů,

2) pomocı́ inverznı́ch matic.
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Základnı́ operace s maticemi

Součin čı́sla α a matice A:

αA = (αaij)

(každý prvek matice A vynásobı́me čı́slem α, výsledkem je opět
matice typu (m, n)).

Násobenı́ matice čı́slem

2

1 −1
0 1
3 −2

 =

2 · 1 2 · (−1)
2 · 0 2 · 1
2 · 3 2 · (−2)

 =

2 −2
0 2
6 −4

 ,
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Součet matic A a B typu (m, n):

A + B = (aij + bij)

(sčı́táme podle pozic po prvcı́ch (jako u součtu vektorů),
výsledkem je opět matice typu (m, n), matice A a B musı́ být
stejného typu).

Sčı́tánı́ matic

(
6 2 7
1 4 −2

)
+
(

2 5 −1
3 −8 0

)
=
(

6 + 2 2 + 5 7−1
1 + 3 4−8 −2 + 0

)
=
(

8 7 6
4 −4 −2

)
.

Pro matice A, B, které jsou typu (m, n), nulovou matici Omn a
α, β ∈ R platı́

1) A + B = B + A,
2) A + Omn = A,
3) α(βA) = (αβ)A.
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Násobenı́ matic: Necht’ A = (aij) je matice typu (m, n) a
B = (bij) je typu (n, p).
Potom matici C = (cij) typu (m, p), pro kterou platı́

cij = ai1b1j + ai2b2j + · · · + ainbnj ,

označujeme A · B a nazýváme součinem matice A a matice B (v
tomto pořadı́).

▶ Prvek cij vzniká vynásobenı́m i-tého řádku matice A s j-tým
sloupcem matice B.

▶ K tomu je potřeba, aby tento i-tý řádek a tento j-tý sloupec měly
stejný počet prvků.

▶ Proto musı́ platit, že matice B má tolik řádků, kolik má matice A
sloupců.

▶ Výsledná matice má pak tolik řádků, kolik jich má matice A, a tolik
sloupců, kolik jich má matice B.
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Úloha (Násobenı́ matic)

Vypočtěte A · B pro matice A =
(

2 3
1 −1

)
a B =

(
1 0 −1
3 −1 2

)
.

Řešenı́.
Matice A má dva sloupce a matice B dva řádky, součin A · B tedy
existuje. Výsledná matice bude mı́t dva řádky (=počet řádků matice A)
a tři sloupce (=počet sloupců matice B).

A · B =
(

2 3
1 −1

)
·
(

1 0 −1
3 −1 2

)

=
(

2 · 1 + 3 · 3 2 · 0 + 3 · (−1) 2 · (−1) + 3 · 2
1 · 1 + (−1) · 3 1 · 0 + (−1) · (−1) 1 · (−1) + (−1) · 2

)

=
(

11 −3 4
−2 1 −3

)
.
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V předchozı́m přı́padě nelze vypočı́tat B · A, nebot’ matice B má
jiný počet sloupců (3) než má matice A řádků (2).

Necht’ A, B, C jsou matice a E je jednotková matice (vhodného
rozměru). Potom každá z rovnostı́

1) A · E = A,
2) E · A = A,
3) (A + B) · C = A · C + B · C,
4) A(B + C) = A · B + A · C,
5) A · (B · C) = (A · B) · C,

platı́, pokud majı́ přı́slušné operace smysl.
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Inverznı́ matice

Necht’ A a B jsou čtvercové matice typu (n, n). Jestliže platı́

AB = BA = En,

potom B nazýváme inverznı́ maticı́ k matici A a značı́me ji A−1.
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Regulárnı́ a singulárnı́ matice

Necht’ A je čtvercová matice typu (n, n).

▶ Jestliže
h(A) = n

, pak A nazýváme regulárnı́ maticı́.

▶ Jestliže
h(A) < n

, pak A nazýváme singulárnı́ maticı́.

Necht’ je dána čtvercová matice A typu (n, n).
Potom jsou následujı́cı́ podmı́nky ekvivalentnı́:

1) A je regulárnı́ (h(A) = n),

2) det A ̸= 0,

3) k matici A existuje inverznı́ matice A−1,

4) matici A lze převést pomocı́ konečně mnoha ekvivalentnı́ch úprav
na jednotkovou matici En.
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A · A−1 =

1 2 −1
2 0 1
1 −2 1




1
2 0 1

2

−1
4

1
2 −3

4

−1 1 −1

 = · · · =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 .

A−1 · A =


1
2 0 1

2

−1
4

1
2 −3

4

−1 1 −1


1 2 −1

2 0 1
1 −2 1

 = · · · =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 .

Je-li A−1 inverznı́ k A, potom je i A inverznı́ k A−1, tj.

AA−1 = A−1A = En.
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Výpočet inverznı́ matice pomocı́ ekvivalentnı́ch úprav
Zapı́šeme danou (regulárnı́) matici A ve dvojici s En:

(A|En) =


a11 a12 . . . a1n 1 0 . . . 0
a21 a22 . . . a2n 0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann 0 0 . . . 1

 .

Nynı́ pomocı́ ekvivalentnı́ch úprav (kromě přehazovánı́ sloupců)
převedeme A na jednotkovou matici En, přičemž stejné úpravy
budeme vždy aplikovat i na pravou část matice (za svislou čarou).
V okamžiku, kdy se vlevo objevı́ En, vpravo zı́skáme A−1:

(A|En) =


a11 a12 . . . a1n 1 0 . . . 0
a21 a22 . . . a2n 0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann 0 0 . . . 1

 ∼ · · · ∼
(
En|A−1

)
.
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Výpočet inverznı́ matice pomocı́ ekvivalentnı́ch úprav

Určete inverznı́ matici A−1 k matici A =


1 2 −1

2 0 1

1 −2 1

.

Zapı́šeme matici (A, E3) =


1 2 −1 1 0 0

2 0 1 0 1 0

1 −2 1 0 0 1


Pomocı́ ekvivalentnı́ch úprav (kromě přehazovánı́ sloupců)

▶ převedeme A na jednotkovou matici En,
▶ přičemž stejné úpravy budeme vždy aplikovat i na pravou část

matice (za svislou čarou).
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Výpočet inverznı́ matice pomocı́ ekvivalentnı́ch úprav

(A, E3) =

 1 2 −1 1 0 0
2 0 1 0 1 0
1 −2 1 0 0 1

 ∼

 1 2 −1 1 0 0
0 −4 3 −2 1 0
0 −4 2 −1 0 1

 ∼

∼

 1 2 −1 1 0 0
0 −4 3 −2 1 0
0 0 −1 1 −1 1

 ∼

 1 2 0 0 1 −1
0 −4 0 1 −2 3
0 0 −1 1 −1 1

 ∼

∼

 1 2 0 0 1 −1
0 1 0 −1

4
1
2 −3

4
0 0 1 −1 1 −1

 ∼

 1 0 0 1
2 0 1

2
0 1 0 −1

4
1
2 −3

4
0 0 1 −1 1 −1

 =
(
E3|A−1

)
.

Tedy

A−1 =


1
2 0 1

2

−1
4

1
2 −3

4

−1 1 −1

 = 1
4

 2 0 2
−1 2 −3
−4 4 −4

 .
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Provedeme zkoušku:

A · A−1 =

 1 2 −1
2 0 1
1 −2 1

 1
4

 2 0 2
−1 2 −3
−4 4 −4



= 1
4

 1 2 −1
2 0 1
1 −2 1


 2 0 2

−1 2 −3
−4 4 −4



= 1
4

 4 0 0
0 4 0
0 0 4

 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 = E3.
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Řešenı́ soustav LR pomocı́ inverznı́ch matic

Necht’ je dána soustava n rovnic o n neznámých

a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2,

...
...

...
an1x1 + an2x2 + · · · + annxn = bn.

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann

 , x⃗ =


x1
x2
...

xn

 , b⃗ =


b1
b2
...

bn

 .

Soustavu lze nynı́ zapsat pomocı́ maticové rovnice

Ax⃗ = b⃗.
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Řešenı́ soustav LR pomocı́ inverznı́ch matic

Jestliže A je regulárnı́ matice, pak podle Frobeniovy věty existuje
právě jedno řešenı́ soustavy.
Vynásobı́me-li rovnici Ax⃗ = b⃗ maticı́ A−1 zleva, dostaneme

Ax⃗ = b⃗,

A−1Ax⃗ = A−1⃗b,

Enx⃗ = A−1⃗b,

x⃗ = A−1⃗b,

což dává dalšı́ možnost určovánı́ řešenı́ soustavy.
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Úloha (Řešenı́ soustavy lin. rovnic pomocı́ inverznı́ matice)
Pomocı́ inverznı́ matice vyřešte soustavu rovnic

x1 + 2x2 − x3 = −3,
2x1 + x3 = 7,

x1 − 2x2 + x3 = 7.

Máme

A =

1 2 −1
2 0 1
1 −2 1

 , x⃗ =

x1
x2
x3

 , b⃗ =

−3
7
7

 .

Dále z předchozı́ch přı́kladů známe inverznı́ matici

A−1 =


1
2 0 1

2

−1
4

1
2 −3

4

−1 1 −1

 = 1
4

 2 0 2
−1 2 −3
−4 4 −4

 .
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Podle vzorce máme

x⃗ = A−1⃗b =


1
2 0 1

2

−1
4

1
2 −3

4

−1 1 −1


−3

7
7



= 1
4

 2 0 2
−1 2 −3
−4 4 −4


−3

7
7

 =

 2
−1
3

 .

Tedy

x⃗ =

x1
x2
x3

 =

 2
−1
3

 .
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Teoretický úvod

Šifrovánı́ pomocı́ matic spočı́vá v převodu zprávy na čı́selné
hodnoty a v maticovém násobenı́.
Klı́čové pojmy:

▶ Šifrovacı́ matice – matice, kterou násobı́me vektor zprávy.
▶ Inverznı́ matice – umožňuje dešifrovánı́ zprávy, musı́ existovat, což

znamená, že šifrovacı́ matice je regulárnı́ (má nenulový
determinant).

Historie:
▶ Hillova šifra (1929) využı́vala maticové násobenı́ k šifrovánı́ textu,

což umožnilo zakódovánı́ zprávy jako vektorového řetězce.
▶ Dnes jsou podobné metody použı́vány v modernı́ kryptografii,

ačkoliv základnı́ maticové šifry jsou již považovány za
kryptograficky slabé.
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Úvod do šifrovánı́ zprávy

Zadánı́
Zašifrujte zprávu ”Matice jsou užitečné“ pomocı́ matice

A =

2 1 1
4 3 2
2 0 2


Pro šifrovánı́ je nutné, aby měla šifrovacı́ matice nenulový
determinant, tedy aby byla regulárnı́.
Vzhledem k tomu, že jde o matici 3 × 3, použijeme Sarrusovo
pravidlo pro výpočet determinantu:

det(A) = 2 ·3 ·2+4 ·0 ·1+2 ·1 ·2−(1 ·3 ·2+2 ·0 ·2+2 ·1 ·4) = 2 ̸= 0.

Matice je tedy regulárnı́ a lze ji použı́t k šifrovánı́.
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Přiřazenı́ čı́selných hodnot pı́smenům

Každému pı́smenu abecedy přiřadı́me čı́selnou hodnotu.
Diakritiku ignorujeme a pı́smeno ch vynecháme.
Znak ” “ představuje mezeru v textu.
Použı́váme následujı́cı́ schéma:

0 = 5 = E 10 = J 15 = O 20 = T 25 = Y
1 = A 6 = F 11 = K 16 = P 21 = U 26 = Z
2 = B 7 = G 12 = L 17 = Q 22 = V
3 = C 8 = H 13 = M 18 = R 23 = W
4 = D 9 = I 14 = N 19 = S 24 = X

Čı́selné vyjádřenı́ zprávy (bez diakritiky) je:

13 1 20 9 3 5 0 10 19 15 21 0 21 26 9 20 5 3 14 5
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Vytvořenı́ matice pro šifrovánı́

Přepı́šeme čı́selnou reprezentaci zprávy do matice Z tak, aby
součin s maticı́ A existoval.
Protože je A matice 3 × 3, musı́ mı́t matice Z tři řádky.
Zprávu přepı́šeme po sloupcı́ch a doplnı́me nulou:

Z =

13 9 0 15 21 20 14
1 3 10 21 26 5 5
20 5 19 0 9 3 0


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Zašifrovánı́ zprávy pomocı́ maticového násobenı́

Vynásobı́me šifrovacı́ matici A s maticı́ Z:

A · Z =

2 1 1
4 3 2
2 0 2

 ·

13 9 0 15 21 20 14
1 3 10 21 26 5 5
20 5 19 0 9 3 0


Výsledkem je:47 26 29 51 77 48 33

95 55 68 123 180 101 71
66 28 38 30 60 46 28


Přepisem po sloupcı́ch zı́skáme zašifrovanou zprávu jako řetězec
čı́sel.
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Odšifrovánı́ zprávy pomocı́ matice

Úkol
Odšifrujte zprávu

41 55 70 95 41 55 78 107 35 47 20 30 15 20 69 98 41 61 44 59

zašifrovanou maticı́

A =
(

3 2
4 3

)

Matice A má determinant 1 ̸= 0, takže je regulárnı́ a má inverznı́
matici A−1.
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Výpočet inverznı́ matice a dešifrovánı́

Inverznı́ matice je:

A−1 =
(

3 −2
−4 3

)

Násobı́me tuto matici zleva na matici zašifrované zprávy:(
3 −2

−4 3

)
·
(

41 70 41 78 35 20 15 69 41 44
55 95 55 107 47 30 20 98 61 59

)
Výsledkem je matice s čı́selnými hodnotami, které pak převedeme na
pı́smena.
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Převod čı́sel zpět na text

Přepisem hodnot na pı́smena podle původnı́ho schématu zı́skáme
dešifrovanou zprávu:

M A T E M A T I K A J E K R A S N A
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