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Soustava m lineárnı́ch rovnic o n neznámých:
a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2,

...
am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = bm,

kde aij , bi, i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n, jsou reálná čı́sla a xj

neznámé.

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . .
am1 am2 . . . amn

 matice soustavy

AR =


a11 a12 . . . a1n b1
a21 a22 . . . a2n b2

. . .
am1 am2 . . . amn bm

 rozšı́řená matice

soustavy.
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(Počet) řešenı́ soustavy lineárnı́ch rovnic

Řešenı́m soustavy nazýváme každý vektor
u = (u1, u2, . . . , un) ∈ Rn, jehož složky uj (dosazené za xj)
přeměnı́ soustavu rovnic na soustavu rovnostı́.

Frobeniova věta: Označme hodnost matice soustavy h(A) a
hodnost rozšı́řené matice soustavy h(AR).

1 Jestliže h(A) < h(AR), pak soustava nemá řešenı́.

2 Jestliže h(A) = h(AR) = n, pak soustava má právě jedno řešenı́.

3 Jestliže h(A) = h(AR) < n, pak soustava má nekonečně mnoho
řešenı́

závislých na (n − h(AR)) parametrech.
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Gaussova metoda řešenı́ soustav lineárnı́ch rovnic:

1 Napı́šeme rozšı́řenou matici soustavy.

2 Pomocı́ ekvivalentnı́ch úprav ji převedeme na hornı́ stupňovitou
matici (pokud budeme zaměňovat sloupce, dodržı́me následujı́cı́
zásady:

a) poslednı́ sloupec pravých stran zůstane vždy na mı́stě,
b) při záměně sloupců zaměnı́me odpovı́dajı́cı́m způsobem také

proměnné).

3 K zı́skané matici napı́šeme odpovı́dajı́cı́ soustavu lineárnı́ch
rovnic, kterou už snadno vyřešı́me.
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Vyřešte soustavu rovnic:

x1 − 2x2 + 3x3 + x4 = −5,
2x1 − 3x2 + x3 − 2x4 = −7,

x1 + x2 + x3 + x4 = 3,
3x1 + 2x2 + 5x3 − x4 = 1.

Zapı́šeme rozšı́řenou matici soustavy a převedeme ji na hornı́
stupňovitou:

AR =


1 −2 3 1 −5
2 −3 1 −2 −7
1 1 1 1 3
3 2 5 −1 1

 ∼


1 −2 3 1 −5
0 1 −5 −4 3
0 3 −2 0 8
0 8 −4 −4 16

 ∼

∼


1 −2 3 1 −5
0 1 −5 −4 3
0 3 −2 0 8
0 2 −1 −1 4

 ∼


1 −2 3 1 −5
0 1 −5 −4 3
0 0 13 12 −1
0 0 9 7 −2


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∼


1 −2 3 1 −5
0 1 −5 −4 3
0 0 13 12 −1
0 0 9 7 −2

 ∼


1 −2 3 1 −5
0 1 −5 −4 3
0 0 13 12 −1
0 0 0 −17 −17



∼


1 −2 3 1 −5
0 1 −5 −4 3
0 0 13 12 −1
0 0 0 1 1


x1 − 2x2 + 3x3 + x4 = −5

x2 − 5x3 − 4x4 = 3
13x3 + 12x4 = −1

x4 = 1

Výsledná hornı́ stupňovitá (dokonce lichoběžnı́ková) matice má
čtyři řádky, takže hodnost rozšı́řené matice soustavy i matice
soustavy je 4.
Počet neznámých je také 4 = n.
Podle Frobeniovy věty má soustava právě jedno řešenı́.
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Nynı́ ho najdeme:

x1 − 2x2 + 3x3 + x4 = −5
x2 − 5x3 − 4x4 = 3

13x3 + 12x4 = −1
x4 = 1

13x3 + 12x4 = −1
13x3 + 12(1) = −1

13x3 = −13
x3 = −1

x2 − 5x3 − 4x4 = 3
x2 − 5(−1) − 4(1) = 3

x2 + 1 = 3
x2 = 2

x1 − 2x2 + 3x3 + x4 = −5
x1 − 2(2) + 3(−1) + (1) = −5

x1 − 6 = −5
x1 = 1

Řešenı́ je tedy skutečně právě jedno, a to vektor (1, 2, −1, 1).
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Vyřešte soustavu rovnic:
x1 + 2x2 = 1,

2x1 + 4x2 = 2.

Zapı́šeme rozšı́řenou matici soustavy a tu dále upravı́me na hornı́
stupňovitou matici:(

1 2 1
2 4 2

)
∼
(

1 2 1
0 0 0

)
∼
(

1 2 1
)

.

Výslednou matici přepı́šeme zpět na ”soustavu“ (v tomto přı́padě
jen jednu rovnici):

x1 + 2x2 = 1.

Platı́ h(A) = h(AR) = 1, přičemž n = 2 (počet neznámých).
Tedy soustava má (podle Frobeniovy věty) nekonečně mnoho
řešenı́ závislých na jednom parametru (2 − 1 = 1).
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Volba parametru a)

x1 + 2x2 = 1.

a) Jako tento parametr můžeme volit napřı́klad přı́mo x2.
Zapı́šeme

x2 = t, kde t ∈ R.

Tuto volbu použijeme v rovnici:

x1 + 2x2 = 1, x1 + 2t = 1, x1 = 1 − 2t.

Řešenı́m našı́ soustavy je tedy každý vektor tvaru

(x1, x2) = (1 − 2t, t), kde t je libovolné reálné čı́slo.

Napřı́klad pro t = 0 dostaneme řešenı́ (1 − 2 · 0, 0) = (1, 0),
pro t = 1 zase (1 − 2 · 1, 1) = (−1, 1) atd.
Pro ilustraci můžeme provézt zkoušku, napřı́klad pro řešenı́ (1, 0):

x1 + 2x2 = 1,
2x1 + 4x2 = 2.

1 + 2 · 0 = 1,
2 · 1 + 4 · 0 = 2,

1 = 1,
2 = 2,
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Volba parametru a)

Nebo obecně pro (1 − 2t, t):

x1 + 2x2 = 1,
2x1 + 4x2 = 2.

(1 − 2t) + 2t = 1,
2 · (1 − 2t) + 4t = 2,

1 = 1,
2 = 2,

pro všechna t ∈ R.
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Volba parametru b)
b) Pokud bychom na počátku volili naopak x1:

x1 = t, kde t ∈ R,

tak dostáváme:

x1 + 2x2 = 1, t + 2x2 = 1, x2 = 1
2(1 − t).

Řešenı́m našı́ soustavy je tedy každý vektor tvaru

(x1, x2) =
(

t,
1
2(1 − t)

)
, kde t je libovolné reálné čı́slo.

Napřı́klad pro t = 0 dostaneme řešenı́
(
0, 1

2(1 − 0)
)

=
(
0, 1

2

)
, pro t = 1

zase
(
1, 1

2(1 − 1)
)

= (1, 0), tedy řešenı́, které jsme zı́skali při
předchozı́ parametrizaci pro t = 0. Jde o stejnou množinu řešenı́, jen
zapsanou jiným způsobem. Přidejme ještě obecný důkaz, že(
t, 1

2(1 − t)
)

je řešenı́m pro každé reálné t:

x1 + 2x2 = 1,
2x1 + 4x2 = 2.

t + 2 · 1
2(1 − t) = 1,

2 · t + 4 · 1
2(1 − t) = 2,

1 = 1,
2 = 2,

pro všechna t ∈ R.
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Vyřešte soustavu rovnic:
x1 + 2x2 − x3 + 4x4 = 1,

2x1 + 4x2 + 2x3 − x4 = 0.

Zapı́šeme rozšı́řenou matici soustavy a tu dále upravı́me na hornı́
stupňovitou matici:(

1 2 −1 4 1
2 4 2 −1 0

)
∼
(

1 2 −1 4 1
0 0 4 −9 −2

)
.

Máme tedy h = k = 2 a n = 4.

Soustava má tedy nekonečně mnoho řešenı́ závislých na dvou
parametrech.

Budeme tedy při vyjadřovánı́ řešenı́ postupně volit dvě složky.
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Výslednou matici přepı́šeme na soustavu:
x1 + 2x2 − x3 + 4x4 = 1,

4x3 − 9x4 = −2.

Ve druhé rovnici při volbě x4 = t dostaneme:

4x3 − 9x4 = 4x3 − 9t = −2, x3 = −1
2 + 9

4 t.

Dále z prvnı́ rovnice, při volbě x2 = s, dostaneme:

x1+2s−
(

−1
2 + 9

4 t

)
+4t = 1, x1+2s+7

4 t = 1
2 , x1 = 1

2 − 2s − 7
4 t.

Řešenı́m je tedy každý vektor tvaru(1
2 − 2s − 7

4 t, s, −1
2 + 9

4 t, t

)
, s, t ∈ R,

napřı́klad
(

1
2 , 0, −1

2 , 0
)

(pro s = t = 0).
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Vyřešte soustavu rovnic:
x − 2y + 4z = 2,

2x − 4y + 8z = 1.

(
1 −2 4 2
2 −4 8 1

)
∼
(

1 −2 4 2
0 0 0 −3

)
Zpětně přepı́šeme na soustavu:

x − 2y + 4z = 2,
0 = −3.

Zřejmě druhá rovnice nemá řešenı́, a tak ani celá soustava
nemůže mı́t řešenı́.

Z pohledu Frobeniovy věty:
hodnost rozšı́řené matice soustavy je k = 2 , ale hodnost matice
soustavy je jen h = 1 .
Máme tedy situaci, kdy h ̸= k , z čehož podle Frobeniovy věty

plyne neexistence řešenı́ .
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Dalšı́ úlohy

Vyřešte soustavu rovnic:

−4x1 + 4x2 − x3 + x4 − 7x5 = −11,
2x1 − 2x2 + x3 + 3x5 = 4,

4x1 − 4x2 + 5x3 + x4 + 7x5 = −3,
−6x1 + 6x2 − 4x3 + x4 − 12x5 = −7.

Vyřešte soustavu rovnic:

x1 + 2x2 + 3x3 + x4 = 1,
2x1 + 4x2 + 7x3 + 7x4 = 4,

x1 + 2x3 = −2,
3x1 + 7x2 + 10x3 + 6x4 = 7.
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Zadánı́ úlohy – Sestavenı́ diety
V nemocnici se připravuje speciálnı́ dieta kombinovánı́m 4 základnı́ch
potravin 1, 2, 3 a 4 tak, aby obsahovala:

110 jednotek vápnı́ku (Ca)
120 jednotek železa (Fe)
130 jednotek mědi (Cu)
140 jednotek vitamı́nu A (A)

Počet jednotek těchto složek v jedné jednotce přı́slušné potraviny je
uveden v tabulce:

1 2 3 4
Ca 10 20 30 40
Fe 20 30 40 10
Cu 30 40 10 20
A 40 10 20 30

Úkol: Kolik jednotek potravin 1–4 se má použı́t na sestavenı́ takové
diety?

Jiřı́ Fišer (MVŠO) XLA-04 16. řı́jna 2025 16 / 19



Matematická formulace

Daný problém lze transformovat na soustavu
▶ 4 lineárnı́ch rovnic o 4 neznámých:

označı́me-li xi množstvı́ i-té potraviny použité při přı́pravě diety
(i = 1, 2, 3, 4),
pak má přı́slušná soustava tvar

10x1 + 20x2 + 30x3 + 40x4 = 110, (Ca)

20x1 + 30x2 + 40x3 + 10x4 = 120, (Fe)

30x1 + 40x2 + 10x3 + 20x4 = 130, (Cu)

40x1 + 10x2 + 20x3 + 30x4 = 140. (A)
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Řešenı́ soustavy


10 20 30 40 110
20 30 40 10 120
30 40 10 20 130
40 10 20 30 140

 ∼


10 20 30 40 110
0 −10 −20 −70 −100
0 −20 −80 −100 −200
0 −70 −100 −130 −300



∼


10 20 30 40 110
0 −10 −20 −70 −100
0 0 −40 40 0
0 0 40 360 400

 ∼


10 20 30 40 110
0 −10 −20 −70 −100
0 0 −40 40 0
0 0 0 400 400


Frobeniova věta: Vidı́me, že h(A) = h(AR) = 4, což je také počet
neznámých. Podle Frobeniovy věty má soustava právě 1 řešenı́.
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Výpočet řešenı́:

400x4 = 400 =⇒ x4 = 1,

−40x3 + 40 · 1 = 0 =⇒ x3 = 1,

−10x2 − 20 · 1 − 70 · 1 = −100 =⇒ x2 = 1,

10x1 + 20 · 1 + 30 · 1 + 40 · 1 = 110 =⇒ x1 = 2.

Závěr:
Řešenı́m soustavy je vektor x = (2, 1, 1, 1).
Dieta se tedy má sestavit

▶ ze dvou jednotek potraviny 1
▶ a jedné jednotky každé z potravin 2, 3 a 4.
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