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@ Soustava m linearnich rovnic o n neznamych:

ap1ry + appre + -+ apr, = b,
ag1x1 + agre + -+ agpxr, = b,
Am1T1 + amaxe + - + Aty = bm7
kde a;j, bi,i=1,...,m,j=1,...,n, jsou redlna Cisla a z;
neznamé.
ail a2 ... Qip
asy a9 e aon .
A= ) matice soustavy
Am1 Qm2 ... Amn
air a2 ... aip | b
a1 a2 ... Gz, | bo . , .
@ Ap = _ rozsirena matice
aAml Am2 ... Qmn bm
soustavy.
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(Pocet) feSeni soustavy linearnich rovnic

o Resenim soustavy nazyvame kazdy vektor
u = (u1,uy,...,u,) € R", jehoz slozky u; (dosazené za x;)
premeéni soustavu rovnic na soustavu rovnosti.

@ Frobeniova véta: Oznacme hodnost matice soustavy h(A) a
hodnost rozSifené matice soustavy h(AR).

@ Jestlize h(A) < h(AR), pak soustava nema feseni.

@ Jestlize h(A) = h(AR) = n, pak soustava ma praveé jedno feseni.

© Jestlize h(A) = h(AR) < n, pak soustava ma nekonec¢né mnoho
feSeni

zavislych na (n — h(AR)) parametrech.
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Gaussova metoda reseni soustav linearnich rovnic:

@ Napiseme rozsifenou matici soustavy.

© Pomoci ekvivalentnich Uprav ji pfevedeme na horni stuprovitou
matici (pokud budeme zaménovat sloupce, dodrzime nasledujici

zasady:
a) posledni sloupec pravych stran zlstane vzdy na misté,

b) pfi zaméné sloupcl zaménime odpovidajicim zplsobem také
proménné).

© K ziskané matici napiSeme odpovidajici soustavu linearnich
rovnic, kterou uz snadno vyresime.
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T —2x9 +3x3+1x4 = -—DH,
2x1 — 3x9 + 3 — 224

T+ X2 + T3+ x4
3x1 + 229+ bx3 —24 = 1.

Il
|
=

Vyfeste soustavu rovnic:

Il
w

@ ZapiSeme rozsSifenou matici soustavy a prevedeme ji na horni

stupnovitou:
-2 3 1]-5 1 -2 3 1|-5
A | 2 31 2|7 0 1 -5 —4|3
R 1 1 1 13 0 3 -2 038
3 2 5 —1|1 0 8 —4 —4|16
1 -2 3 1 |-5 1 -2 3 1 |-=5
0 5 4|3 | [0 1 -5 4|3
0 3 —2 038 0 0 13 12|-1
0 2 -1 -1 4 00 9 7/|-2
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1 -2 3 1 ]-5 1 -2 3 1

0 1 -5 —4| 3 0o 1 -5 -4
0 0 13 12/-1 |70 0o 13 12
o 0 9 7 |-2 o 0 o0 -17
1 -2 3 1 | -5 r1 — 2x9 + 33 + 24
0 1 -5 —4 3 xTro — 5$3 — 4$4
0 0 13 12| -1 1323 + 1214
0 0 O 1 1 T4

@ Vysledna horni stupriovita (dokonce lichobéznikova) matice ma
Ctyri radky, takze hodnost rozsitené matice soustavy i matice

soustavy je 4.
@ Pocet neznamych je také 4 = n.

@ Podle Frobeniovy véty ma soustava prave jedno reseni.
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Nyni ho najdeme:

1 —2x9+3x3+2x4 = =D 1323 + 1224 = -1
x9g —bxz —4xy = 3 1323 +12(1) = -1
1323 + 1224 = -1 1323 = —13

’$_4’ =1 = -1
Tro —bxrg —4xy = 3 Ty —2x9+3x3+2x4 = —5
x9 —5(—=1)—4(1) = 3 x1—2(2)+3(-1)+(1) = -5
zo+1 = 3 1 —6 = =5

= 2 =1

Reseni je tedy skutedné pravé jedno, a to vektor (1,2, —1,1).
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Vyres VU rovnic:
yreste soustavu rovnic o0y 4 dzy = 2.

z1+2x2 = 1, J

@ ZapiSeme rozSifenou matici soustavy a tu dale upravime na horni
stupnovitou matici:

1 21 1 21
(2 42>N<0 00)”(1 2“)'
@ Vyslednou matici pfepiSeme zpét na ,soustavu” (v tomto prFipadé
jen jednu rovnici):

T+ 20 = 1.

@ Plati h(A) = h(Apg) = 1, pficemz n = 2 (poCet neznamych).
@ Tedy soustava ma (podle Frobeniovy véty) nekoneéné mnoho
feSeni zavislych na jednom parametru (2 — 1 = 1).
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Volba parametru a)

1+ 220 = 1.

a) Jako tento parametr midzeme volit napfiklad pfimo z-.
ZapiSeme
x9 =1, kde teR.
Tuto volbu pouZijeme v rovnici:

T+ 229 =1, 1+ 2t =1, 1 =1-—2t.
Resenim nasi soustavy je tedy kazdy vektor tvaru
(x1,22) = (1 — 2t, 1), kde t je libovolné realné Cislo.

Napriklad pro ¢ = 0 dostaneme feSeni (1 —2-0,0) = (1,0),
prot=1zase (1—-2-1,1)=(—1,1) atd.
Pro ilustraci miZeme provézt zkousku, napfiklad pro fedeni (1,0):
T+ 220 = 1, 1420 = 1, 1 = 1,
2z1 +4x2 = 2. 2:-1+4-0 = 2, 2 =

)
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Volba parametru a)

Nebo obecné pro (1 — 2t,t):

x1+2x9 = 1, (1-2t)+2t = 1,
9y +4zy = 2. 2.(1-2t)+4t = 2,

pro vSechna t € R.
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Volba parametru b)
b) Pokud bychom na pocatku volili naopak z1:
r1 =t, kde teR,
tak dostavame:

1
1+ 229 = 1, t+2x9 =1, x2:§(1—t).
Resenim nasi soustavy je tedy kazdy vektor tvaru
1 L Y
(x1,29) = (t, 5(1 - t)), kde ¢ je libovoIné realné Cislo.

Napfiklad pro ¢t = 0 dostaneme fedeni (()./ T(1— ())) = (0, %) prot =1

zase (1, s(1— 1)) = (1,0), tedy fedeni, které jsme ziskali pfi
predchozi parametrizaci pro ¢t = 0. Jde o stejnou mnozinu feseni, jen
zapsanou jinym zplsobem. Pridejme jesté obecny dikaz, Zze

<t, (1 - t)> je feSenim pro kazdé redlné ¢:

T+ 2x9 = 1,
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Vyies rovnic:
yreste soustavu rovnic 91 + 4y + 203 — x4 = O.

1+ 219 —x3+424 = 1, J

ZapiSeme rozSifenou matici soustavy a tu dale upravime na horni
stupnovitou matici:

1 2 -1 4|1 1 2 -1 4 1
2 4 2 -1|0 00 4 -9|-2)°
@ Mametedy h =k =2an =4.

@ Soustava ma tedy nekonecné mnoho feseni zavislych na dvou
parametrech.

@ Budeme tedy pfi vyjadfovani feSeni postupné volit dvé slozky.
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Vyslednou matici pfepiSeme na soustavu:
x1+2x9 —x3 +4xy = 1,
4rs —9xy = —2.

@ Ve druhé rovnici pfi volbé x4 = t dostaneme:

1 9
4oy — 9y = 4wy — 9 = -2, z3 = —54—175,

@ Dale z prvni rovnice, pfi volbé =5 = s, dostaneme:

1 9 7 1
—(—=+t)+4t=1 Qs+—t ==, x ==—25——t.
r1+2s ( 2+4t>+t , T1+ 9+4t 3 1 2 S 1

@ Resenim je tedy kazdy vektor tvaru

(1 T 1 9
2 477 2 4

—23—t,s,—+t,t>, s,t € R,

napfiklad (%,O, —%,0) (pros =t =0).
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Vyreste soustavu rovnic:

r—2y+4z = 2,
2 —4y+ 8z = 1.

1 -2 4|2
2 —4 8|1
@ Zpétné prepiSeme na soustavu:
r—2y+4z = 2
0 = -3.
@ Zfejmeé druha rovnice nema reseni, a tak ani cela soustava
nemuze mit reSeni.
Z pohledu Frobeniovy véty:
@ hodnost rozSifené matice soustavy je k = 2, ale hodnost matice
soustavy jejen h=1.
@ Mame tedy situaci, kdy h # k , z Cehoz podle Frobeniovy véty
plyne neexistence reseni .
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Dalsi ulohy

—4x1 +4x0 — 23+ 24 — 75 = —11,
. . 201 — 2x9 + 3+ 35 = 4,
Vyreste soustavu rovnic: Ay — 4wy + 5zs + 24+ Txs = -3,
—6x1 + 629 — 423 + 24 — 1225 = —T.
1 +2x9+3x34+x4 = 1,
- . 2x+4 Tza = 4,
Vyfeste soustavu rovnic: <! + 4@ + T + Tz,
1+ 23 = —2,

3x1 + Txo + 1023 + 624 = 7.
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Zadani ulohy — Sestaveni diety

V nemocnici se pfipravuje specialni dieta kombinovanim 4 zakladnich
potravin 1, 2, 3 a 4 tak, aby obsahovala:

@ 110 jednotek vapniku (Ca)

@ 120 jednotek zeleza (Fe)
@ 130 jednotek médi (Cu)
@ 140 jednotek vitaminu A (A)
Pocet jednotek téchto slozek v jedné jednotce prislusné potraviny je

uveden v tabulce:

1

2

3

4

Ca
Fe

Cu
A

10
20
30
40

20
30
40
10

30
40
10
20

40
10
20
30

Ukol: Kolik jednotek potravin 1-4 se ma pouzit na sestaveni takové

diety?
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Matematicka formulace

@ Dany problém Ize transformovat na soustavu
» 4 linearnich rovnic 0 4 neznamych:
@ oznacime-li z; mnozZstvi i-té potraviny pouzité pfi pfipravé diety
(1=1,2,3,4),
@ pak ma prislusna soustava tvar

1021 + 20x2 + 30z3 + 4024 = 110, (Ca)
20x1 + 30z + 40x3 + 1024 = 120, (Fe)
3021 + 4029 + 1023 + 2024 = 130, (Cu)

4021 + 1029 + 2023 + 3024 = 140. (A)
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Reseni soustavy

10 20 30 40110 10 20 30 40 | 110
20 30 40 10120 0 —10 —-20 —70 | —100
30 40 10 20130 | 7| 0 —20 —80 —100| —200
40 10 20 30140 0 —70 —100 —130| —300
10 20 30 40 | 110 10 20 30 40 | 110
0 —10 —20 —70|—100 0 —10 —20 —70|—100
1 0 0 —40 40| 0 1 0 0 —40 40| 0
0 0 40 360 | 400 0 0 0 400 | 400

Frobeniova véta: Vidime, ze h(A) = h(AR) = 4, coz je také pocet
neznamych. Podle Frobeniovy véty ma soustava pravé 1 feseni.
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Vypocet reseni:

400z4 =400 — x4 =1,
—40z3+40-1=0 = x3=1,
—1022 —20-1—-70-1=—-100 = xo=1,
1021 4+20-1430-14+40-1 =110 = x1=2.

Zaver:
@ Resenim soustavy je vektor x = (2,1,1,1).
@ Dieta se tedy ma sestavit

» ze dvou jednotek potraviny 1
» ajedné jednotky kazdé z potravin 2, 3 a 4.
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