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@ V dnesni prednasce se vratime k soustavam linearnich rovnic.
@ Jiz zname obecnou (Gaussovu) metodu jejich feseni.

Vs

@ Dnes se zaméfime na soustavy n rovnic 0 'n neznamych,

anxy + -+ awmxr, = by,

ap1Z1 + -+ apnTpn = by

se (Ctvercovou) matici soustavy

aij; aig ... A1n
asr a2 ... aAon
anp1 Anp2 ... Apn

o pIné hodnosti n.
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@ Z Frobeniovy véty vime, ze v tomto pfipadée, kdy
h(A) = h(Ag) =n,
mame zajisténu existenci pravé jednoho rfeseni

(wla s ’xn)'

@ Ukazeme si dva nové pristupy, jak toto feSeni ziskat:

1) pomoci Cramerova pravidla, kdy jsou jednotlivé slozky feSeni
vyjadreny jako podily dvou determinantu ,

2) pomoci inverznich matic.
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@ Determinant: Kazdé (pouze) Ctvercové matici

ai; a2 ... Aln

az;r a2 ... a2n
A =

an1 Qpy ... Ann,

typu (n, n) Ize priradit jisté Cislo, kterému fikame determinant
matice A a znaCime det A, |A| nebo i pfimo

ail a2 ... A1n
az1 Qa2 ... aon
an1 Aap2 ... Ann
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@ Subdeterminant prvku a;; v matici A:
» je determinant matice, ktera vznikne z matice A
* vynechanim i-tého fadku a j-tého sloupce.
» Znatime A};.

Uloha
Subdeterminantem prvku 3 v matici
1 2 2
5 6
0 2 -2
je determinant
. |1 2
BQQ - 0 —2

(vynechali jsme druhy radek a druhy sloupec).
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@ Doplnék prvku a;; v matici A:

Ayy = (1) A3

Uloha
Dopliikem prvku 3 v matici

—2
je
* 1 2
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Vypocet determinantu

@ Krizoveé pravidlo pro vypocet determinanttl matic typu (2, 2):

a b
d—ad—bc.
Priklady:
) 20 10:20-2—10-3:40—30:10
3 2
o 0 -1}
3 21
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Vypocet determinantu
@ Sarrusovo pravidlo pro vypocet determinantd matic typu (3, 3):

a b ¢
d e f|=uaei+ dhc+ gbf —ceg— fha — ibd.
g h i
a b c
Pomuicka: d e f| =+aeit+dhctgbf—ceg— fha—ibd
g h i
a \\\\b\\\\c
d e f
Priklad:
1 30
21 0=1-1342-2-0+3-3-0-0-1-3-0-2-1—-3-3-2
3 2 3

=34+0+0-0-0-18=-15
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Vypocet determinantu

@ Laplaceova véta pro vypocet determinantd vyssich fadu:

Necht je dana ¢tvercova matice A = (a;;) typu (n, n).
Potom plati vzorec pro tzv.

» rozvinuti determinantu podle prvku i-tého fadku
det A = a;1 A1 + aipAiz + -+ + ainAin,
» rozvinuti determinantu podle prvku j-tého sloupce

det A = alelj + a2jA2j + -+ anjAnj-
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Uloha
Pomoci rozvinuti podle prvkd druhého fadku vypoctéte

1 2 1
detA =12 1 0
1 -1 -1

det A = a9 Ao + asnAas + aszAsg

2 1
-1 -1

L1 243 |1
R R UGS

_ _1)2+1
= 21 1 -1

4 1(_1)2+2

= —-2(-1)+1(-2)+0=0.
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Uloha
Pomoci rozvinuti podle prvku tretiho sloupce vypoctéte

1 2 1
detA =12 1 0
1 -1 -1

det A = ai3A13 + as3Aos + azzAss

2 1
1 -1

1 2
1 -1

1 2

— 1(_1)1-1-3 +0(_1)2+3 _1(_1)3+3

= 1(=3)4+0—1(=3) =0.

O]

v

Jifi Figer (MVSO) XLA-04 23. fijna 2025 11/29



Vlastnosti determinantu

@ Jestlize k nékterému fadku (sloupci) matice pficteme linearni
kombinaci zbyvajicich fadku (sloupcl), potom se hodnota
determinantu nezméni.

Uloha
123 |1 2 3
3 2 0/=13 2 0.
21 6/ [0 =3 0

(Od tretiho fadku jsme odecetli dvojnasobek prvniho fadku.)
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Vlastnosti determinantu

@ Jestlize néktery fadek (sloupec) je linearni kombinaci zbyvajicich
radku (sloupct), potom je hodnota determinantu nula.
» Specialni pfipady: nulovy fadek (sloupec), dva stejné radky
(sloupce).

Uloha

— W
N O
w ©

(Prvni fadek je trojnasobkem druhého.)

S W =
S NN
(==
|
@)

(Treti fadek je nulovy.)
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Vlastnosti determinantu

@ Vynasobime-li néktery radek (sloupec) realnym cCislem «,
determinant vysledné matice bude a-nasobkem determinantu
puvodni matice.

Uloha
3 6 9 1 2 3
3 2 0/=3[3 2 0
21 6 21 6

(Prvni matice ma oproti druhé trojnasobny prvni fadek.)
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Vlastnosti determinantu

@ Vyménime-li v matici A dva fadky (sloupce) a oznacime novou
matici pismenem B, potom plati:

det B = —det A.
Uloha
1 2 3 3 2 0
3 2 0l=—-11 2 3.
2 1 6 2 1 6
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Postup pfi vypoctu determinantu

@ Pomoci vysSe uvedenych Uprav se snazime upravit determinant
matice typu (n,n) tak, aby mél v nékterém fadku (sloupci) co
nejvice nul.

@ Pokud jsme nedosli k samym nulam (nulovy determinant), tak
podle tohoto fadku (sloupce) provedeme rozvinuti determinantu,
¢imz se snizi o jedniCku jeho rozmeér.

@ Tento postup opakujeme tak dlouho, az dojdeme k determinantiim
matic typu (3, 3) (pfi pouziti Sarrusova pravidla), nebo (2, 2), kdyz
chceme pouzit az kiizové pravidlo.

@ (Ve vhodném pripadé mizeme pouzit i pfevod na horni A matici.)
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Vypocteme

1 0 1 -1 3 L1 1 3
ez so|-1 2 3 -1 2)
1 2 -2 1|=0+0+1(-12 " 7 " [|+0+0=
1 0 1 -1 -1 o0 3 1
-2 0 0 -3 1
R, -1 2 3
A - R T SR 1
11 -1 -1 o0 3
-2 0 -3 1
4 DR 5) -3 5 6)
4|1 —1 =4<0+1(—1)2+2 S _3‘+0>:4(9+10):76.
-2 0 -3

Popis Uprav: 1) Rozvinuti podle druhého sloupce. 2) 1.f.—3.F.
3) Rozvinuti podle prvniho fadku. 4) 1.f.—2-2.f. 5) Rozvinuti podle
druhého sloupce. 6) Kfizové pravidlo.
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Determinant horni trojuhelnikové matice

Horni A matice
Matice, ktera ma pod hlavni diagonalou samé nuly.

Determinant horni A matice A

det An = ay1ass -+ an, (soucin prvkd na hlavni diagonale).

O W N
o
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Determinant horni trojuhelnikové matice

Prevod determinantu na horni A tvar
@ Postup podobny pfevodu na horni stupnovitou matici.

@ Pozor! Nékteré upravy by nam mohly zménit hodnotu
determinantu (viz vlastnosti determinantu):

Pri¢teni nasobku fadku k jinému fadku (sloupce k jinému sloupci)
hodnotu neméni.
Napriklad zdvojnasobeni fadku zdvojnasobi i hodnotu
determinantu. Pro zachovani rovnosti je tfeba determinant nové
matice vydélit dvéma.
Ptehozeni dvou fadkd (sloupcll) zméni znaménko derminantu.
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Determinant horni trojuhelnikové matice
1) PFiklad pfevodu na horni A matici (hodnost = 3 = det # 0):

3 0
2 1
1

O N W

1 01
=32 1 2|=3
-1 1 0

S O =

0 1 1
1 0/=3/0 1 0/=31-1-1)=
-1 11 1

2) Priklad pfevodu na horni A matici (hodnost = 2 < 3 = det = 0):

1 0 1 1 01 1 01
2 1 2|=/01 0=01 0=1-1-0=0
-1 1 -1 010 0 00
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Cramerovo pravidlo

Necht je dana soustava (n rovnic o 'n neznamych

anxy + apre + -+ apx, = by,
a21x1 + agxe + - - + agpxn = bo,
Ap1T1 + Ap2xo + - + AppTy = bn

Jestlize pro matici (této) soustavy A = (a;;) plati det A # 0, pak dana
soustava ma prave jedno feseni (z1, xo, ..., x,), pficemz plati:

_ det A;
 detA’

Ty

pro kazdé i€ {1,2,...,n},

kde A; je matice, ktera vznikne z matice A tak, Ze i-ty sloupec v matici

A nahradime sloupcem pravych stran a ostatni sloupce ponechame

beze zmény.
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Uloha
Uzitim Cramerova pravidla vyfeste soustavu

1 +2x2 —23 = -3,
2ry +x3 = T,
T — 229 +2x3 = T.
12 -1 |3 2 -1 5
detA=12 0 1|=/0 0 1|=1(-1)*" 7 =450,
1 -2 1| |-1 =2 1
-3 2 -1 1 -3 -1
detAy=|7 0 1]=3, detAg =2 7 1 |=—4,
7T -2 1 17 1
12 -3
detAz=1[2 0 7 |=12
1 -2 7
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Ty — detA2 —4 1

7 detA 4 ’
detA3 12

Ir3 = =

Reseni soustavy je vektor (2, —1, 3)
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Uloha
Uzitim Cramerova pravidla vyreste soustavu
201 +xo +x3 =

r1+2x9+ 13 =
1+ 210 — 13 =
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Uloha
Uzitim Cramerova pravidla vyreste soustavu

x1+2x9 + 23+ 224 = 0, x1 +2x2 + 23+ 224 = 1,

) 3r1+x3—x4 = O, ) 3xr1+x3—2x4 = 2,
1+ 29+ 2x3+x4 = O, T+ 29+ 2x3+x4 = 1,
To+2x4 = 0, To+2x4 = 2.

v

Ulohy a) a b) se li&i pouze pravymi stranami, a tak maji shodnou matici
soustavy:

O = W

== O N

SN = =
[—
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Pro dalSi feSeni bude rozhoduijici, zda determinant matice A je
nenulovy.

121 2] |1 21 -2 L1 o
B o1 -1 30 1 -1 B
detA_1121_112—1_1(1):1)’;_1
010 2| 010 0
11 -2 [0 10 5 1
= 13 1 —1j=|2 1 I=1-(-D™* 7 |
12 -1 |-1 2 3

= —1-(6+1)=-T%0.

V obou pripadech tedy pujde pouzit Cramerovo pravidlo.
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ad a)

021 2
001 -1 . ,

det A1 = 012 11° 0, nebot A; obsahuje nulovy sloupec
010

(viz Vlastnosti determinantt).

Stejné to dopadne i pro matice Az, Az a Ay.

Tudiz mame
0
$1:x2:x3:x4:—7:0.

Jediné feseni je tedy  (0,0,0,0).
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ad b)
2

[98)

~1
=1(-1)*3|-3 1
2 1 2

[¥8)

1
det A1 = ?
2

o= O N
O N ==
H'
[
=)
w
== O N
O N ==
N W O W

1 3
1 2

-3 3
2 2

)

-3

_1\142
+2(-1) )

+ 3(_1)1+3

=1 (-1(—1)1+1

:_<_1

1 3
1 2

— =
~—

1 3
1 2

-3 3
2 2

-3 1

-2 2 1

+3

-3 3
2 2

-3 1

=1 2 1

R

—1(2-3)+2(—6—6) —3(—3—2) = —1 — 24 4+ 15 = —10.

det Ay =--- =16, detAs=---=1, detAy=---=—15.
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Slozky jediného feSeni (x1, z2, x3, x4) jsou tedy

I

T2

T3

Zq

Soustava ma jediné feseni (
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deiAr 1010
det A -7 7’
detAs 16 16
det A =7 7’
det Ay i B _1
detA -7 7
detAy —15 15
det A -7 7
10 1 1)
Tt T )
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