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Motivace – soustavy lineárńıch rovnic

Určete reálná č́ısla a, b, c tak, aby platila rovnost0 0 2
1 0 1
2 1 0

 ·
a
b
c

 =

2
3
4

 .

0 · a+ 0 · b + 2 · c
1 · a+ 0 · b + 1 · c
2 · a+ 1 · b + 0 · c

 =

2
3
4

 ,

0 · a+ 0 · b + 2 · c = 2
1 · a+ 0 · b + 1 · c = 3
2 · a+ 1 · b + 0 · c = 4

←→

 0 0 2 2
1 0 1 3
2 1 0 4


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0 · a+ 0 · b + 2 · c = 2
1 · a+ 0 · b + 1 · c = 3
2 · a+ 1 · b + 0 · c = 4

←→

 0 0 2 2
1 0 1 3
2 1 0 4



1 · a+ 0 · b + 1 · c = 3
2 · a+ 1 · b + 0 · c = 4
0 · a+ 0 · b + 2 · c = 2

←→

 1 0 1 3
2 1 0 4
0 0 2 2



1 · a+ 0 · b + 1 · c = 3
0 · a+ 1 · b − 2 · c = −2
0 · a+ 0 · b + 2 · c = 2

←→

 1 0 1 3
0 1 −2 −2
0 0 2 2



1 · a+ 0 · b + 1 · c = 3
0 · a+ 1 · b − 2 · c = −2
0 · a+ 0 · b + 1 · c = 1

←→

 1 0 1 3
0 1 −2 −2
0 0 1 1


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1 · a+ 0 · b + 1 · c = 3
0 · a+ 1 · b − 2 · c = −2
0 · a+ 0 · b + 1 · c = 1

←→

 1 0 1 3
0 1 −2 −2
0 0 1 1



a + c = 3
b − 2c = −2

c = 1
←→

 1 0 1 3
0 1 −2 −2
0 0 1 1


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2c = 2
a + c = 3
2a + b = 4

−→

 0 0 2 2
1 0 1 3
2 1 0 4



−→

 1 0 1 3
2 1 0 4
0 0 2 2

 −→

 1 0 1 3
0 1 −2 −2
0 0 2 2



−→

1 0 1 3
0 1 −2 −2
0 0 1 1

 −→
a + c = 3

b − 2c = −2
c = 1

Řešeńı:
(x , y , z) = (2; 0; 1)
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Motivace – soustavy lineárńıch rovnic

Určete reálná č́ısla x , y , z , aby platila rovnost1 1 1
2 2 2
1 0 1

 ·
x
y
z

 =

1
2
0

 .

1 · x + 1 · y + 1 · z
2 · x + 2 · y + 2 · z
1 · x + 0 · y + 1 · z

 =

1
2
0

 ,

1 · x + 1 · y + 1 · z = 1
2 · x + 2 · y + 2 · z = 2
1 · x + 0 · y + 1 · z = 0

←→

 1 1 1 1
2 2 2 2
1 0 1 0


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1 · x + 1 · y + 1 · z = 1
0 · x + 0 · y + 0 · z = 0
1 · x + 0 · y + 1 · z = 0

←→

 1 1 1 1
0 0 0 0
1 0 1 0



1 · x + 1 · y + 1 · z = 1
0 = 0

1 · x + 0 · y + 1 · z = 0
←→

 1 1 1 1
0 0 0 0
1 0 1 0



1 · x + 1 · y + 1 · z = 1
1 · x + 0 · y + 1 · z = 0

←→
(

1 1 1 1
0 0 1 −1

)
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1 · x + 1 · y + 1 · z = 1
0 · x + 0 · y + 1 · z = −1 ←→

(
1 1 1 1
0 0 1 −1

)

1 · x + 1 · y + 1 · z = 1
z = −1 ←→

(
1 1 1 1
0 0 1 −1

)

Řešeńı soustavy tedy dává:

z = −1, x + y − 1 = 1 → z = −1, y = 2− x .

Budeme zapisovat

(x , y , z) = (t, 2− t,−1), t ∈ R.
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Hodnost matice

Hodnost́ı matice A nazýváme maximálńı počet jej́ıch lineárně
nezávislých řádk̊u. Znač́ıme h(A).

Plat́ı tedy: h(A) ≤ m = počet řádk̊u.

Také plat́ı: h(AT ) = h(A), tedy h(A) ≤ n = počet sloupc̊u.

Dohromady: h(A) ≤ min(m, n).

Př́ıklad

Co byste řekli o této matici

1 0
0 1
2 0

 ?

Dokázali byste určit nebo alespoň shora odhadnout jej́ı hodnost?
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Jak určit hodnost matice?

Nejprve si řekneme, že hodnost každé horńı lichoběžńıkové matice
typu (m, n), m ≤ n, je m.

Nap̌ŕıklad

A =

1 2 1 4
0 6 4 4
0 0 3 0

 ,

je horńı lichoběžńıková, a tak by mělo platit h(A) = 3.

To znamená, že ji tvǒŕı m = 3 lineárně nezávislých řádk̊u.

Nebudeme to dokazovat obecně, jen si to ukážeme na tomto jednom
p̌ŕıkladu.
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Určete hodnost horńı lichoběžńıkové matice A =

1 2 1 4
0 6 4 4
0 0 3 0

.

Ukážeme, že tato matice je tvǒrena trojićı lineárně nezávislých řádk̊u.
Řeš́ıme vektorovou rovnici (z definice lineárńı nezávislosti vektor̊u)

α1(1, 2, 1, 4) + α2(0, 6, 4, 4) + α3(0, 0, 3, 0) = (0, 0, 0, 0).

Po složkách:

α1 · 1 + α2 · 0 + α3 · 0 = 0
α1 · 2 + α2 · 6 + α3 · 0 = 0
α1 · 1 + α2 · 4 + α3 · 3 = 0
α1 · 4 + α2 · 4 + α3 · 0 = 0

α1 = 0
2α1 + 6α2 = 0

α1 + 4α2 + 3α3 = 0
4α1 + 4α2 = 0

Vyšlo nám tedy jen triviálńı řešeńı α1 = α2 = α3 = 0, a tak jde o trojici
lineárně nezávislých řádk̊u (vektor̊u). Tedy skutečně h(A) = 3.
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Stejnou vlastnost maj́ı i tzv. horńı stupňovité matice :

Jestliže v matici má každý následuj́ıćı řádek v́ıce nul na začátku než
řádek p̌redchoźı a posledńı řádek je nenulový, pak tuto matici
nazveme horńı stupňovitou matićı.

Každá horńı lichoběžńıková matice je současně horńı stupňovitá
matice.

Hodnost horńı stupňovité matice je rovna počtu jej́ıch řádk̊u.

Matice B =

1 2 1 4
0 0 4 4
0 0 0 1

 je horńı stupňovitá matice. Tedy h(B) = 3.
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Ekvivalentńı úpravy

Hodnost matice se nezměńı, jestliže v ńı provedeme následuj́ıćı úpravy:

zaměńıme pǒrad́ı řádk̊u nebo sloupc̊u,

Př́ıklad:1 2 −1
0 0 1
0 1 3

 ∼
1 2 −1
0 1 3
0 0 1

 ,

1 2 −1
2 0 1
0 0 3

 ∼
2 1 −1
0 2 1
0 0 3


vynásob́ıme některý řádek nenulovým č́ıslem,

Př́ıklad: 1 2 −1
0 3 1
2 4 −2

 ∼
1 2 −1
0 3 1
1 2 −1

 (
1

2
· 3. řádek

)
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Ekvivalentńı úpravy

p̌ričteme k některému řádku lineárńı kombinaci zbývaj́ıćıch řádk̊u,
nejčastěji násobek jiného řádku

Př́ıklad:1 2 −1
0 3 1
2 1 3

 ∼
1 2 −1
0 3 1
0 −3 5

 (3. řádek− 2 · 1. řádek)

vynecháme řádek, který je lineárńı kombinaćı zbývaj́ıćıch řádk̊u
speciálně nulový řádek, nebo jeden ze dvou stejných řádk̊u

Př́ıklad:1 2 −1
0 3 1
0 0 0

 ∼ (
1 2 −1
0 3 1

)
,

1 2 −1
0 3 1
0 3 1

 ∼ (
1 2 −1
0 3 1

)

Předchoźı úpravy nazýváme ekvivalentńı (zachovávaj́ı hodnost matice).
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Gauss̊uv algoritmus pro určeńı hodnosti matice:

Danou matici p̌revedeme pomoćı ekvivalentńıch úprav na horńı
lichoběžńıkovou (stupňovitou) matici.

Ta má stejnou hodnost jako výchoźı matice.

Již v́ıme, že hodnost horńı lichoběžńıkové (stupňovité) matice je dána
počtem jej́ıch řádk̊u.
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Určete hodnost matice A =


1 3 −2 2 4
2 6 3 0 −1
−1 1 3 1 5
−2 2 13 −2 1

 .

Máme vynulovat oblast matice vlevo dole pod diagonálou.

A =


1 3 −2 2 4

2 6 3 0 −1
-1 1 3 1 5

-2 2 13 −2 1


Budeme postupovat po sloupćıch zleva doprava.

1 3 −2 2 4

2 6 3 0 −1
-1 1 3 1 5

-2 2 13 −2 1


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1 Prvńı řádek ponecháme. Je výhodné, že na prvńı pozici je jednička.
Od druhého řádku odečteme dvojnásobek prvńıho řádku (znač́ıme
2.̌r.−2·1.̌r), ke ťret́ımu řádku p̌ričteme prvńı řádek (3.̌r.+1.̌r) a ke
čtvrtému p̌ričteme dvojnásobek prvńıho (4.̌r.+2·1.̌r.). T́ım dostaneme
matici (se stejnou hodnost́ı):

A =


1 3 −2 2 4
2 6 3 0 −1
−1 1 3 1 5
−2 2 13 −2 1

 ∼


1 3 −2 2 4
0 0 7 −4 −9
0 4 1 3 9
0 8 9 2 9

 .

2 V daľśım kroku zaměńıme druhý a ťret́ı řádek:
1 3 −2 2 4
0 0 7 −4 −9
0 4 1 3 9
0 8 9 2 9

 ∼


1 3 −2 2 4
0 4 1 3 9
0 0 7 −4 −9
0 8 9 2 9

 .
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3 Od 4. řádku odečteme dvojnásobek druhého řádku (4.̌r.-2·2.̌r.):
1 3 −2 2 4
0 4 1 3 9
0 0 7 −4 −9
0 8 9 2 9

 ∼


1 3 −2 2 4
0 4 1 3 9
0 0 7 −4 −9
0 0 7 −4 −9

 .

4 Vynecháme čtvrtý řádek, nebot’ je stejný jako ťret́ı řádek (je tedy
lineárńı kombinaćı zbývaj́ıćıch řádk̊u):

1 3 −2 2 4
0 4 1 3 9
0 0 7 −4 −9
0 0 7 −4 −9

 ∼
 1 3 −2 2 4

0 4 1 3 9
0 0 7 −4 −9

 .

Výsledkem je horńı lichoběžńıková matice, která má ťri řádky, a tak i
hodnost 3, stejně jako původńı matice:

h(A) = 3.
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Určete hodnost matice B =


1 −4 5 0 2
2 1 −1 1 −2
5 −2 3 2 −2
−4 −11 13 −3 8

 .

B =


1 −4 5 0 2
2 1 −1 1 −2
5 −2 3 2 −2
−4 −11 13 −3 8

 1)∼


1 −4 5 0 2
0 9 −11 1 −6
0 18 −22 2 −12
0 −27 33 −3 16


1) 2.̌r.−2·1.̌r., 3.̌r.−5·1.̌r., 4.̌r.+4·1.̌r.;
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
1 −4 5 0 2
0 9 −11 1 −6
0 18 −22 2 −12
0 −27 33 −3 16

 2)∼


1 −4 5 0 2
0 9 −11 1 −6
0 9 −11 1 −6
0 −27 33 −3 16




1 −4 5 0 2
0 9 −11 1 −6
0 9 −11 1 −6
0 −27 33 −3 16

 3)∼

 1 −4 5 0 2
0 9 −11 1 −6
0 0 0 0 −2

 ,

2) 3.̌r.·12 ;
3) 3. řádek vynecháme (nebot’ je stejný jako druhý řádek), 4.̌r.+3·2.̌r.

h(B) = 3.
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