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Motivace — soustavy linedrnich rovnic

Urcete redlna &isla a, b, ¢ tak, aby platila rovnost

0 0 2 a 2

1 01 bl =13

210 c 4

0-a+0-b+2-c 2

1-a4+0-b+1-c| =131,

2-a+1-b+0-¢c 4
0-a+0-b+2-c = 2 0 0 22
1-a+0-b+1-c = 3 — 1 0 13
2-a+1-b+0-¢c = 4 21 0|4
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0-a+0-b+2-c = 2 00 2|2
1-a40:-b+1-¢c = 3 — 1 113
2-a4+1-b+0-c = 4 0

1-a+0-b+1-¢c = 3
2-a+1-b+0-c = 4 <+—
0-a+0-b+2-c = 2
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0-a+0-b+2-c = 2

l1-a+0-b+1-¢c = 3
a+1l-b—2-
0-a+0-b+1-c = 1
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1-a+0-b+1-¢c = 3 10 1 3
O-a+1-b—2.-¢c = =2 — 01 —-2|-2
0-a+0-b+1-c = 1 0 0 1 1
a + ¢ = 3 10 1 3
b — 2¢ = =2 — 01 —-2|-2

c = 1 00 1 1
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2c =2 0 0 2|2
a + ¢c=3 — 10 1|3
2a+ b 4 2 1 014
1 0 1|3 1 0 1 3
— 21 014 — 01 —-2]-2
00 212 0 0 2 2
10 1/ 3 a + c= 3
— 01-2(-2 — b—2c=-2
00 1/ 1 c= 1
Regen:
(x,y,2) =(2;0;1)
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Motivace — soustavy linedrnich rovnic

Urlete redlna &isla x, y, z, aby platila rovnost

111
2 2 2
1 01

N < X
Il
o N =

2:-x4+2-y+2-z| =

l1-x4+1-y+1-z 1
21,
1-x4+0-y+1-z 0

l-x+1-y+1.-z = 1 11 11

2. x4+2-y+2-z = 2 <+ 2 2 2|2

1. x+0-y+1.-z = 0 10 11]0
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1-x+1-y+1.z =1
0-x+0-y+0-z =0
1-x+0.-y+1-z = 0
l-x+1-y+1-z =1

0 =0
1-x4+0-y+1-z = 0
1-x4+1.-y+1-z =1
1-x+0-y+1-z = 0
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l-x+1-y4+1.-z =1 PN 11 1)1
0-x4+0-y+1-z = -1 00 1|-1
l-x+1-y4+1-z =1 PN 11 1)1

z = -1 0 1] -1

Redeni soustavy tedy dava:
z=-1, x4+y—-1=1 — z=-1 y=2-x.
Budeme zapisovat

(x,y,z)=(t,2—t,—1), teR.
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Hodnost matice
@ Hodnosti matice A nazyvame maximalni pocet jejich linedrné
nezdvislych ¥adkd.  Zna&ime h(A).

o Plati tedy: h(A) < otet ¥adki.

= po
o Také plati:  h(AT) = h(A), tedy h(A) < n = pocet sloupcii.
min(

e Dohromady: h(A) < m, n).

Priklad

10
Co byste fekli o této matici 0 117
2 0

Dokazali byste uréit nebo alespon shora odhadnout jeji hodnost?
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Jak ur¢it hodnost matice?

Nejprve si fekneme, Ze hodnost kaZzdé horni lichobéznikové matice
typu (m,n), m < n, je m.

Napfiklad

je horni lichob&Znikova, a tak by mélo platit

To znamen4, Ze ji tvofi m = 3 linedrné nezavislych ¥adka.

Nebudeme to dokazovat obecné, jen si to ukdZzeme na tomto jednom
ptikladu.
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1 21 4
Uréete hodnost horni lichob&znikové matice A= |0 6 4 4
0 0 30

UkdZeme, Ze tato matice je tvotena trojici linedrné nezdvislych vadkai.
Resime vektorovou rovnici (z definice linedrni nezdvislosti vektor()

a1(1,2,1,4) + (0,6, 4,4) + a3(0,0,3,0) = (0,0,0,0).

Po slozkach:

a1 1l+a-0+a3-0 =0 ar =0
a1 2+ay-6+a3-0 = 201 + 6an =
a1 l+ar-44+a3-3 = a1 +4ax +3a3 =
a1 44+ar-44+a3-0 =0 4a; +4a2 =0

Vyslo ndm tedy jen trividlni ¥eSeni a; = ap = a3 = 0, a tak jde o trojici
linedrn& nezdvislych ¥adka (vektord). Tedy skuten& h(A) = 3.
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Stejnou vlastnost maji i tzv. | horni stupiiovité matice |

@ Jestlize v matici ma kaZdy nasledujici ¥adek vice nul na za&atku nez
Fadek predchozi a posledni ¥adek je nenulovy, pak tuto matici
nazveme horni stupinovitou matici.

o Kazda horni lichob&Znikovd matice je soucasné horni stupiiovita
matice.

@ Hodnost horni stupiiovité matice je rovna poctu jejich ¥adka.

Matice B = je horni stupfiovitd matice. Tedy h(B) = 3.
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Ekvivalentni Gpravy

Hodnost matice se nezméni, jestlize v ni provedeme nasledujici Gpravy:

@ zaménime poradi ¥adki nebo sloupct,

Priklad:
1 2 -1 1 2 -1 12 -1 21 -1
00 1]~(01 3]/, 20 1]~102 1
01 3 0 0 1 0 0 3 0 0 3
@ vyndsobime néktery fddek nenulovym ¢&islem,
Priklad:
1 2 -1 1 2 -1 1
03 1]~(03 1 (53 Fédek)
2 4 -2 1 2 -1
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Ekvivalentni Gpravy

@ pri¢teme k nékterému ¥adku linedrni kombinaci zbyvajicich ¥adkd,
nej¢astéji ndsobek jiného ¥adku

Pyiklad:
1 2 -1 1 2 -1
03 1]|~10 3 1 (3. Yadek — 2 - 1. ¥adek)
2 1 3 0 -3 5

@ vynechame ¥adek, ktery je linedrni kombinaci zbyvajicich ¥adki
specialné nulovy ¥adek, nebo jeden ze dvou stejnych ¥adki
Pviklad:

1 2 -1 -1

12
03 1 ~<é§_11) 03 1 ~<(1)§_11)
00 0 03 1

PY¥edchozi Gpravy nazyvdme ekvivalentni (zachovavaji hodnost matice).
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Gausslv algoritmus pro uréeni hodnosti matice:

@ Danou matici pfevedeme pomoci ekvivalentnich dprav na horni
lichob&Znikovou (stupiovitou) matici.

@ Ta ma stejnou hodnost jako vychozi matice.

@ Jiz vime, Ze hodnost horni lichob&znikové (stupiiovité) matice je ddna
poétem jejich ¥adka.
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1 3
Ur&ete hodnost matice A = _i 613 3 0 -1
2

—2 13 -2 1

Mame vynulovat oblast matice vlevo dole pod diagonélou.

1 3 -2 2 4
2 6 3 0 -1
-1 01 3 1 5
-2 2 13 -2 1

A=

Budeme postupovat po sloupcich zleva doprava.

1 3 -2 2 4
2 6 3 0 -1
-11 3 1 5
-2 2 13 -2 1
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© Prvni ¥adek ponechdme. Je vyhodné, Ze na prvni pozici je jedni¢ka.
Od druhého ¥ddku odetteme dvojnasobek prvniho ¥adku (zna&ime
2.¥.—2-1.¥), ke tfetimu ¥adku p¥i¢teme prvni ¥adek (3.F.+1.F) a ke
Ctvrtému pri¢teme dvojndsobek prvniho (4.¥.4-2-1.F.). Tim dostaneme
matici (se stejnou hodnosti):

13 -2 2 4 13 -2 2 4
A 26 3 0 -1 o0 7 -4 -9
|l -t 1 3 1 5 o4 1 3 9
-2 2 13 -2 1 08 9 2 9
@ V dalsim kroku zaménime druhy a tfeti ¥adek:
13 -2 2 4 13 -2 2 4
o0 7 —4 -9 o4 1 3 9
04 1 3 9 00 7 -4 -9
08 9 2 9 08 9 2 9
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© Od 4. ¥adku odetteme dvojndsobek druhého ¥adku (4.F.-2:2.¥.):

13 2 2 4 13 -2 2 4
04 1 3 9 04 1 3 9
00 7 -4 9|7 |loo 7 -4 —9
08 9 2 9 00 7 —4 -9

@ Vynechdme &tvrty ¥adek, nebot je stejny jako t¥eti ¥adek (je tedy
linedrni kombinaci zbyvajicich ¥adki):

13 -2 2 4 13 -2 92 a
04 1 3 9

04 1 3 9
00 7 -4 -9 00 7 -4 —9
00 7 -4 -9

Vysledkem je horni lichob&Znikovd matice, kterd ma t¥i ¥adky, a tak i
hodnost 3, stejné jako piivodni matice:

h(A) = 3.
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1 -4 0 2
. . _ 2 1 -2
Urcete hodnost matice B = 5 _o 5 9
—4 11 -3 8
1 -4 5 0 2 1 -4 5 0 2
B_ 2 1 -1 1 -2 1) 0 9 -11 1 -6
o 5 =2 3 2 2 0 18 —-22 2 12
-4 —-11 13 -3 8 0 =27 33 -3 16
1) 2.¥.—2-1F, 3.¥—-5-1F, 4F¥+4.1F,
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1 -4 5 0 2 1 -4 5 0 2
0 9 -—-11 1 -6 |2 0 9 -—-11 1 -6
0 18 —-22 2 —12 0 9 -—-11 1 —6
0 -27 33 -3 16 0 —27 33 -3 16
1 -4 5 0 2 1 _a 50 2
0 9 -—11 1 -6 3)
Zlo 9 111 -6 |,
0 9 11 1 -6 o 0 00
0 —27 33 -3 16
2) 3x.-1
3) 3. ¥adek vynechdme (nebot je stejny jako druhy ¥adek), 4.¥.4+-3-2.F

h(B) = 3.
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