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Co je to linearni algebra?

Algebra = pocitani se symboly, nejen s &isly.
Linearni = p¥imkovy, jednoduchy, bez sloZitych k¥ivek.
Vektory = seznamy &isel (nap¥. Gdaje o firmé).

Matice = tabulky &isel (nap¥. G€etni vykazy, data v Excelu).

Soustavy rovnic = vice podminek najednou (rozpotet, kapacita,
poptdvka).

@ Pro ekonomy: zdkladni jazyk pro modelovani, analyzu dat,
rozhodovani.
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Historie pojmu ,,vektor "

Mlady pojem: objevuje se aZ v 19. stoleti v souvislosti s fyzikou a
novymi Ciselnymi systémy.

Na rozdil od geometrie: ta m3 tisiciletou tradici, vektory v dnesnfi
podobé existuji teprve dvé stoleti.

Etymologie:
» vector (lat.) =, nosi¢, pfenaget"
» od slovesa vehere = , nést, vézt"

Vyznam: vektor , pfendsi” bod z jednoho mista na jiné — uréuje smér
a velikost posunu.
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Vektory a operace s nimi

e n-rozmérny vektor (uspofddana n-tice redlnych &isel)

X=(x1,x,...,x,) ER", neN, x;eR, i=1,...

» x;, i =1,...,n— i-ta slozka vektoru &

@ soutet dvou vektord z R” (musi mit stejny rozmér):

U4y =(x1,x2,...,xn) + (1, Y2, ¥n)

=(x1+yi,x2+yo,...,Xn+ yn) € R".

> vysledkem je op&t n-rozmé&rny vektor,

> (2,3) 4 (1,-1) = (2+1,3—1) = (3,2).
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Ndsobeni vektoru &islem

Definice: Nésobeni vektoru a = (a1, ap, ..., a,) redlnym &slem (skaldrem)
k spocivd v tom, Ze kazdy prvek vektoru vyndsobime timto &islem:
k-3=(k-ai,k-az...,k-ap)

Vlastnosti:

o Vysledkem nasobeni vektoru &islem je novy vektor ve stejném sméru
jako pavodni vektor (pokud k > 0).

@ Pokud k < 0, vysledny vektor sméfuje opaénym smérem.

@ Pokud k = 0, vysledkem je nulovy vektor.
P¥iklad: M&jme vektor 3= (2,—3,5) a skaldar k = 4. Vynasobime vektor
¢islem:
4.3=4-(2,-3,5) =(8,-12,20)
Jifi Figer (MV30)
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Skaldrni soudin vektort

Definice: Skalarni sou&in dvou vektord &= (a1, az,...,an) a

—

b= (b1, bo,...,b,) je ddn vztahem:
F-b=aibi +arby+ -+ anbn

Vlastnosti:

e Vysledkem skaldrniho soutinu je &islo (skaldr).

@ Skaldrni soutin je komutativni: 3" b=b-3

@ Pokud je skaldrni sou&in nulovy, vektory jsou na sebe kolmé

(ortogondlni).
P¥iklad: M&jme dva vektory 3= (1,2,3) a b= (4,—1,2). Vypotitejme
jejich skalarni souéin:
Fb=1-4+4+2-(-1)43-2=4-2+6=2

Vysledek: Skalarni sou&in vektorl 3 a Eje 8.
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Vypoctéte

a) (5,-3,9) + (2,8, —13),
b) —1(4,8,-1),

) (2,-3,1)- (2,3,

~1).
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a) Soutet vektori:
(5,-3,9) + (2,8, —13) = (7,5, —4).

b) N&sobek vektoru:
—1(4,8,-1) = (-1,-2,1).
c) Skalarni sou&in vektori:
(2,-3,1)-(2,3,-1) =2-24(=3)-3+1-(-1)=4-9—1=—6.

v
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Geometricky vyznam — soulet vektort
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Vektory — nulovy a opaény

e 0=(0,0,...,0) € R" — n-rozmérny nulovy vektor:

040 = (x1,x2,...,%) +(0,0,...,0) = (x1,x2,...,%,) = 0.

» vR2: 0= (0,0).

e —u — opatny vektor k vektoru &' = (x1,x2,...,X,), tedy

—0=(—x1,—X2, ..., —Xn), U+ (—u) =o.

> _(173) = (_17_3)'
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Geometricky vyznam — opaény vektor

X,
u=(2,1)
-u=(-2,-1)
1
u
-2
-u 2 X,
-1
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Linedrni kombinace vektort

Definice: Linedrni kombinace k vektordl xi, 2, ..., Xk (kde k € N) s
redlnymi koeficienty aq, an, ...,y je vektor i, ktery miZeme vyjadFit
jako:

0= a1Xy +axXo + - 4 Xk
Pt¥iklad: M&jme t¥i vektory:
X=(2,3,4), y=(1,0,4), zZ=(1,1,1)
a koeficienty —1,2,5. Linedrni kombinace téchto vektor(i s uvedenymi

koeficienty je:

R4 2457 =-1(2,3,4) +2(1,0,4) + 5(1,1,1)
= (_2> _33 _4) + (27 07 8) + (5’ 55 5) = (57 27 9)

Vysledek: Vysledny vektor je &= (5,2,9).
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Geometricky vyznam — linedrni kombinace vektort

N
\
N
2
A I
00 ‘l\
1

0
1 2 3 X,
or 9 = T 9ae



Linedrni zavislost a nezdavislost vektoru

@ Rekneme, Ze mnoZina vektord {iy, i, . .., Uk} je linedrné& zavisla,
jestlize alespori jeden z nich je linedrni kombinaci ostatnich.
> V opaéném ptipadé fekneme, Ze je linedrné nezdvisla.

e Linedrni (ne)zavislost se da také vyjad¥it pomoci vektorové rovnice
o101 + apll + -+ - + il = 0,

kde nezndmymi jsou koeficienty s, ..., ak. Tato rovnice ma vzdy
tzv. trividlni Yeeni

» Pokud ma pouze toto trividlni ¥eSeni, potom je mnoZina vektor(
{ih, s, ..., 0} linedrn& nezdvisla,

» pokud existuje i netrividlni FeSeni (alespofi jedno a; # 0), potom je
linedrné zavisla.
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Linedrni zavislost a nezdavislost vektoru

Rozhodnéte, zda mnoZina vektord {(1,0,1),(—3,2,—1),(2,1,3)} linedrn&
zavisld nebo nezdvisla. J

Budeme zkoumat rovnici

al(l, 0, 1) + 042(—3, 2, —1) + 043(2, 1, 3) = (0, 0, 0),

(a17 O) al) + (_3a27 20[2, _a2) + (20[3, a3, Ct3) — (07 07 0)

Rozepi¥eme ji po slozkach (soustav t¥i rovnic o tfech neznamych):

ay — 3o +2a3 = 0,
2ap0 + a3 = 0,
a1 —az+3a3 = 0,

Tato soustava ma kromé trividlniho ¥eeni

ar=ar=a3=0
také netrividlni feeni a1 =7,

Qap = 1, a3 = -2,
a tak jde o linedrné zavislou mnoZzinu vektord.
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Linedrni zavislost a nezdavislost vektoru
pokralovani

Rozhodné&te, zda mnoZina vektord {(1,0,1),(—3,2,—-1),(2,1,3)} linedrn&
zavisld nebo nezdvisla.

Netrividlni feSeni a1 =7, ax=1, az3=-2:

e a1(1,0,1) + a(—3,2,-1) + a3(2,1,3) = (0,0, 0),
o 7(1,0,1) + 1(-3,2,~1) — 2(2,1,3) = (0,0,0),

o 1(~3,2,-1) = (0,0,0) — 7(1,0,1) + 2(2,1,3),

o (-3,2,-1) = —7(1,0,1) + 2(2,1,3)

(druhy vektor je linedrni kombinaci prvniho a ttetiho vektoru,

tedy tato trojice vektord je linedrn& zavisld)
Jiti Figer (MV30)
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Ptiklad: Firma proddva ¢tyfi druhy zbozi
Firma prodava &tyfi druhy zboZi na t¥ech pobotkidch. Cena za jeden kus
zboZi je nasledujici:
o 1. zboZi: 12 K&
@ 2. zboZi: 7 K¢
@ 3. zboZi: 18 K¢
@ 4. zbozi: 5 K&
B&hem jednoho dne se na poboc¢kach prodalo nésledujici mnoZstvi zbozi:
o 1. pobocka: 5, 2,7, 8
@ 2. pobotka: 6, 4, 2, 1
@ 3. pobotka: 3, 5, 0, 4
Ukoly:
@ Kolik se prodalo tento den celkem kusii jednotlivych druhid zboZzi?
@ Jaké byly trzby na jednotlivych poboc¢kach?
© Jaké byly firemni celkové trzby?
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Redeni: Kolik se prodalo celkem kusti jednotlivych druht
zbozi?

Postup: Setteme vektory prodaného zboZi na jednotlivych pobotkach po
slozkach.

Celkem prodané mnozstvi = (5,2,7,8) + (6,4,2,1) +(3,5,0,4)

=(54+6+3,2+4+57+2+0,8+1+4)=(14,11,9,13)

Vysledek: Celkem se prodalo 14 kusli 1. zbozi, 11 kusl 2. zbozi, 9 kusi 3.
zboZi a 13 kusi 4. zboZi.
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Redeni: Jaké byly trzby na jednotlivych pobotkéch?

Postup: Pro kaZzdou pobocku vynasobime vektory prodaného mnoZstvi
vektorem cen.
Trzby pro 1. pobocku:

(5,2,7,8)-(12,7,18,5) = 5-12+2-7+7-18+8-5 = 60+14+126+40 = 240 K&
Trzba 2. pobocky:
(6,4,2,1)-(12,7,18,5) = 6:12+4-7+2-18+1-5 = 72+28+36+5 = 141 K&
Trzba 3. pobocky:
(3,5,0,4)-(12,7,18,5) = 3-12+5-7+0-18+4-5 = 36+35+0+20 = 91 K&

Vysledek: Trzby na pobockdach jsou: 1. pobocka: 240 K&, 2. pobocka: 141
Kg&, 3. pobocka: 91 K&.
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Redeni: Jaké byly firemni celkové trzby?

Postup: Setteme trzby na viech pobo&kich:
240 + 141 + 91 = 472 K¢

Vysledek: Celkové trzby firmy byly 472 K¢.
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P¥iklad: Tomasdv nakup

Tom3as dostal od rodi¢i 300 K& a seznam na nadkup: 4 housky, 2 masla, 1
pomeran&ovy dZus, 15 dkg saldmu a 2 jablka.

Blizko jeho domu jsou dva obchody, Tesco a Penny, ve kterych tyto véci
(K€ za 1 kus nebo v tabulce uvedené mnoZstvi) stoji:

Tesco | Penny
Houska 3,00 2,80
Mislo 48 45
DZus 32 30
Saldm (10 dkg) 25 28
Jablko 12 10

Penize, které mu po nakupu zbudou, si miZe nechat. Do kterého obchodu
je pro n&j vyhodng&jsi jit? Kolik mu zbyde?
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Regeni: Tomasav nékup

Ceny v obchodech:
@ Tesco: Vektor cen: ¢ = (3,00;48; 32; 25; 12)
e Penny: Vektor cen: cp = (2,80; 45; 30; 28; 10)
o Vektor pottu polozek: ¢ = (4;2;1;1,5;2)

Naklady v Tescu:

Cr-G=300-4+48-2432-1+25-15+ 122 = 201,50 K&.

Naklady v Penny:

cp-G=280-4+45-2430-1+28-15+4+10-2=193,20Kze.
Zavér:
@ V Tescu Tomas zaplati 201,50 K&.
@ V Penny Tomas zaplati 193,20 K&.
@ Penny je pro Tomase vyhodnégjsi.
@ Zbyde mu 300 — 193,20 = 106,30 K¢.
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Matice

o =1 = = DA™
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Historie pojmu , matice”

Piavod slova: lat. matrix =, d&loha”, ,,matka*“, , zdroj" (od m?ter =
matka).
Obrazny vyznam: oznalovalo misto, kde se néco tvofi nebo vyviji.
Dalsi obory: v geologii ,,matrix" = zdkladni horninova hmota s
krystaly /fosiliemi.
V matematice:

» 1850 — James J. Sylvester pouZil , matrix" jako obdélnikové pole

termind,
» determinanty byly chapany jako , potomci“ matice.

Cayley (1858): prvni systematickd prace o maticich a jejich algebte.
Prot¢ ,,matice“? 7 vnimana jako ,, matka" nebo ,zdroj" dalsich
objektd (determinantt, operaci).
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Matice

Schéma m x n redlnych &isel

411 4d12 d13 ... din
a1 a2 a2 ... ap

A= ) . . . = (ajj)
dml a4m2 Adm3 ... Admn

e matice typu (m, n) (tvorena m ¥adky a n sloupci).

o Cisla ajj jsou prvky matice.

1 2 3
s-foss) o o-(1230)
0 0 6

) D je typu (2,4)

1 2
3 0
4 5
0 6
B je typu (3,3) C je typu (4,2
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Diagonalni prvky matice

d11 412 413 ... dln
ap1 a2 423 ... ap

L R B €
dml dm2 dm3 ... dmn

@ Prvky a;; se nazyvaji diagondlni a tvofi hlavni diagonilu.

12
12 3
30 1230
3‘832 C=14 5 D_<4506)
0 6

Ji¥i Figer (MVS0) P1MEP-02 2. ¥ijna 2025 25 /45



Pojmenované typy matic

Horni lichobé&znikova matice (m < n)
@ vdechny diagondlni prvky nenulové
@ a v8echny prvky pod hlavni diagondlou jsou nulové;

@ v pfipadé& (m = n) horni trojuhelnikova matice).

1 2 1 4

0 6 4 4 horni lichob&Znikova
0 0 3 0

1 2 1

0 6 4 horni A

0 0 3
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Pojmenované typy matic

Matici typu (m, n), kterd ma viechny prvky nulové nazyvame
nulova matice O,,,.

0 0O

o O O
o O O
o O O
o O O

Jestlize m = n, pak matici nazyvame €tvercova matice

JestliZe m # n, pak ji nazyvdme obdélnikova matice.
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Pojmenované typy matic

Ctvercovou matici typu (n, n), jejiz viechny diagonalni prvky jsou rovny
jedné a v8echny ostatni prvky rovny nule, nazyvame
jednotkova matice a znaéime E,

E; =

o O O
O O = O
o= O O
= O O O

m

N

Il
N\
O =
= O
~_
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Pojmenujte rizné typy matic

o O o1 N
O 00O W

© ©6 6 06 © o
mmoow>»
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Rizné typy matic

OO O
O O Ol N
O 00O W
[y
o © N M
= = =
o)
Il
O O =
o BN
S 01 W
@]
Il
N
w =
AN
~_

1 2 3 4
*~(5 ¢ 7 0)

: obdéInikova (4,5) + horni lichob&Znikova matice

1 00 0 0
D=0 10 E=(0 0
0 01 00

o O O

: tvercovd (3,3) + horni trojihelnikovd matice
: &tvercova matice (2,2)

: ¢tvercova (3,3) + jednotkova matice

: ¢tvercova (3,3) + nulovd matice

: obdélnikovd matice (2,4)

© ©6 6 © © ©
MmO >
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Matice

e Transponovana matice k matici A = (a;;) je matice

AT = (aj,-).

1. ¥adek se stane 1. sloupcem,

Priklad

Uréete transponovanou matici k matici A = (lll E 2)

a11  az1
(1 2 3\ (a1 a2 a3 T _ _
A= (4 5 6) - (221 a2 a3 ’ Al=la axn|=

d13 dz3

2. Fadek se stane 2. sloupcem, ...
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Zakladni operace s maticemi

@ Soudin &sla o a matice A:
aA = (aay)

(kazdy prvek matice A vynasobime &islem «, vysledkem je op&t
matice typu (m, n)).

Nasobeni matice &islem

1 -1 2.1 2-(-1) 2 -2
2{0 1 |=[20 21 |=[0 2],
3 2 2.3 2-(-2) 6 —4
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Zakladni operace s maticemi

@ Soutet matic A a B (obé& typu (m, n)):
A + B = (aj + bjj)
» stitdme podle pozic po prvcich (jako u souttu vektori),
» vysledkem je opét matice typu (m, n),

» matice A a B musi byt stejného typu.

S&itani matic

627+25—1
1 4 -2 3 -8 0

6+2 245 7-1
143 4-8 —-2+0

8 7 6
4 —4 -2
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Zakladni operace s maticemi

e Pro matice A, B, které jsou typu (m, n),
nulovou matici O,
aa,f € R plati:

» A+B=B+A,
> A+0mn:Ay
> a(BA) = (ap)A.
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Zakladni operace s maticemi — nasobeni matic
Necht

e A = (ajj) je matice typu (Jiil, n)
o B = (by) je typu ('n, JBl) (potet ¥adki B = pocet sloupci A)
o Potom existuje soutin matic C = A-B  (matice typu (Jifil, B))

@ Prvky matice C = (¢jj) vypotteme jako skalarni soutiny:
» c11 = (1. ¥adek A) - (1. sloupec B)
» c1p = (1. ¥adek A) - (2. sloupec B) ...
» cj = (i-ty ¥adek A) - (j-ty sloupec B) ...

@ Zapsano po slozkach

cij = ajrbij + aipboj + - + ajnbyj,
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Uloha (Nésobeni matic)

Vypoctéte A - B pro matice A = (i _31) 2 B= (1 0 —1>_

3 -1 2

Matice A (2,2 ) ma dva sloupce a matice B (2 ,3) dva ¥adky, souin

A - B tedy existuje. Vysledna matice bude mit dva ¥adky (=potet ¥adka
matice A) a t¥i sloupce (=pocet sloupcii matice B).

ae - (20)(:

_ ( 2-1+3

114+ (=1)-3 1:0+(=1)-(-1)

(11 -3
- -2 1

Jiti Figer (MV30)
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4
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0
-1
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Ndasobeni matic

@ V predchozim p¥ipad& nelze vypotitat B - A, nebot matice B ma3 jiny
pocet sloupcil (3) nez ma matice A ¥adka (2).

@ Necht A, B, C jsou matice a E je jednotkovd matice (vhodného
rozméru). Potom kaZda z rovnosti

» A-E=A,

E-A=A,
(A+B)-C=A-C+B-C,
AB+C)=A-B+A-C,
»A-(B-C)=(A-B)-C,

v

v

v

plati, pokud maji p¥islusné operace smysl.
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Index bidy: Definice

@ Index bidy je ekonomicky ukazatel, ktery se potitd jako souet miry
inflace a miry nezamé&stnanosti.

@ Vypodet:
Index bidy = Mira inflace + Mira nezaméstnanosti.

@ Vy&si hodnota indexu znadi horsi ekonomickou situaci pro obyvatele.
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Index bidy: P¥iklad s redlnymi daty

Még&jme ndsledujici redlnd data o inflaci a nezaméstnanosti:

Stat 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005
N&mecko 1,9% | 1,4% | 1,0% | 1,6% | 1,8%
Nizozemsko | 4,5% | 3,4% | 21% | 1.2% | 1,7%
Velka Britdnie | 1,2% | 1,3% | 1,4% | 1,3% | 1,9%
Spanélsko | 3,6% | 3,5% | 3,0% | 3,1% | 3,4%

Tabulka: Primé&rnd ro¢ni mira inflace (2001-2005)

Stat 2001 [ 2002 | 2003 | 2004 | 2005
Né&mecko 83% | 87% | 9,3% | 10,5% | 11,1%
Nizozemsko 25% | 28% | 3,7% | 46% | 47%
Velka Britanie | 5,1% | 50% | 49% | 47% | 47%
Spanglsko | 10,5% | 11,5% | 11,0% | 10,8% | 9,2%

Tabulka: Primé&rnd ro&ni mira nezaméstnanosti (2001-2005)

Jifi Figer (MV30)
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Index bidy: P¥iklad s redlnymi daty

Index bidy vypolteme jako soucet matic:

Index bidy = Inflace + Nezamé&stnanost

19 14 10 16 18 83 87 93 105 111
45 34 21 12 17 25 28 37 46 47
112 13 14 13 1,9 51 50 49 47 47

36 35 3,0 31 34 105 11,5 11,0 10,8 972

10,2 10,1 10,3 12,1 129
70 62 58 58 64
63 63 63 60 66
141 150 140 13,9 126
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Index bidy: P¥iklad s redlnymi daty

Stat 2001 [ 2002 | 2003 | 2004 | 2005
N&mecko 10.2% | 10,1% | 10,3% | 12,1% | 12,9%
Nizozemsko 7,0% | 6,2% | 58% | 58% | 6,4%
Velkd Britanie | 6,3% | 6,3% | 6,3% | 6,0% | 6,6%
Spanglsko | 14,1% | 15,0% | 14,0% | 13,9% | 12,6%

Zavér:

Tabulka: Index bidy (2001-2005)

@ Zemé s vy$sim indexem bidy &eli primé&rné hor§im ekonomickym
podminkdm pro obyvatelstvo.
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Prakticky p¥iklad — zadanfi

Firma vyrabi 2 druhy vyrobkl Vi a V;, pfitom:
°

vyrobek | doba vyroby (1 ks) | spotfebovany materil na 1 ks

Vi 4 hod 2 kg
Vo 3 hod 3 kg

@ 1 hodina vyroby stoji 3500 K& a materidl stoji 2000 K& za 1 kg.

@ 1 ks V se prodava za 26500 K& a 1 ks V5, za 21000 K&.

a) Kolik stoji vyroba 1 ks jednotlivych vyrobki?
b) Jaky zisk p¥inese prodej 1 ks jednotlivych vyrobki?
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Vypocet vyrobnich nakladi

Nejprve vypo&itdme vyrobni ndklady na 1 ks vyrobku pomoci matic.
Mé&jme matici A, ktera reprezentuje dobu vyroby a spotfebu materialu:

()

Déle mé&jme vektor b, ktery obsahuje ndklady na hodinu vyroby a cenu

materidlu za 1 kg:
- 3500
b= (2 OOO)

Nyni spocitdme vyrobni ndklady jako maticovy soudin:
, _ - (42 3500\ (19000 .
Nédklady = A x b= (3 3> X <2000> = (16500) K¢
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Vypocet zisku z prodeje

Zisk z prodeje 1 ks kaZdého vyrobku vypocitdme jako rozdil mezi prodejni
cenou a vyrobnimi naklady.
Prodejni ceny:

26500
c= (21 OOO)
Zisk spocitame jako rozdil mezi prodejni cenou a vyrobnimi ndklady:

. . (26500 19000\  (7500Y ..,
Zisk = € — Naklady = <21 000) - <16 5oo> - (4 5oo> ke
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a) Naklady na vyrobu 1 ks vyrobku jsou:

» V1: 19000 K¢,
» V,: 16500 K&.
b) Zisk z prodeje 1 ks vyrobku je:
» Vi: 7500 Kg,
> Vy: 4500 KE.
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