Matematika pro ekonomickou praxi
Jifi Fiser

13. listopadu 2025

Jifi Figer (MVSO)



Vyznam limit v praxi: Prognéza na "dlouhy horizont”

@ Limity umoznuji analyzovat chovani systému pfi extrémnich
hodnotach.
@ V ekonomii pro modelovani trendu a predikci.

» "Kam smeéfuje statni dluh, pokud poroste timto tempem?”

» "Mame novy produkt. Jaky je maximalni (limitnf) pocet uzivateld,
kterého mizeme na trhu dosahnout, nez se trh 'nasyti’?”

» "Kolik budu mit naspofeno za 40 let pfi slozeném droceni?”

@ Vinzenyrstvi pro analyzu stability systému.
@ Vinformatice pfi analyze algoritmu a jejich slozitosti.
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Motivacni priklady: Kam to sméruje?
Prozkoumejme, zatim Jaicky”, nasledujici posloupnosti:

1) Posloupnost 1,4,9,...,n% ...:
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Hodnoty rostou nade vSechny meze. Limita je +oo
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Motivacni priklady: Kam to sméruje?

2) Posloupnost —1,—2,-3,...,—n,...:
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Hodnoty klesaji pode vSechny meze. Limita je —
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Motivacni priklady: Kam to sméruje?

3) Posloupnost 1,1, 1,...,

08

0.8

0.4

0.2

1 .
FERERE

0

1

2

3

4

5

6

7

8

]

10

Hodnoty leZi v intervalu (0; 1] a s rostoucim n se bliZi nule. Limita je 0
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Motivaéni priklady: Kam to sméruje?
4) Posloupnost 1,—2,3,-4,5,....2n—1,—2n,...:

o
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Hodnoty stfidaji znaménko (osciluji) a rostou (v absolutni hodnoté)
nade vSechny meze. Limita neexistuje
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Motivacni priklady: Kam to sméruje?

5) Posloupnost 1, 4,1, 4,1...,1, 53, ...
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Hodnoty "skacou”, ale neustali se na jedné hodnoté. Limita neexistuje
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Klicové pojmy: Konvergence vs. Divergence
Definice

Rekneme, Ze posloupnost (an) je konvergentni, jestlize ma vlastni
limitu (tj. konkrétni realné &islo, napf. 0 nebo 1). Rekneme, Ze

posloupnost (an) je divergentni, jestlize ma nevlastni limitu (utece do
+00 nebo —oo) nebo limitu nema (skace, osciluje).
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Klicové pojmy: Konvergence vs. Divergence
Definice

Rekneme, Ze posloupnost (an) je konvergentni, jestlize ma vlastni
limitu (tj. konkrétni realné &islo, napf. 0 nebo 1). Rekneme, Ze

posloupnost (an) je divergentni, jestlize ma nevlastni limitu (utece do
+00 nebo —oo) nebo limitu nema (skace, osciluje).

v

° (nLH) je konvergentni, ma limitu 1,

@ stacionarni posloupnost (c) je konvergentni, ma limitu c,
° (%) je konvergentni, ma limitu 0,

° (%) je divergentni, ma nevlastni limitu +oo,

° (q") je pro ¢ < —1divergentni, nema limitu (osciluje).
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Rozsitena realna osa (pro pripomenuti)

Definice
RozSifenou realnou osou nazyvame mnozinu

R* =R U {—o00, +o0},
kde —co a +oo jsou nevlastni ¢isla, pficemz pro kazdé = € R plati

—o0 < < +00.

Nekonecno je koncept, ne Cislo. Berte ho jako "néco, co je vétsi /
mensSi nez cokoli, co si dokazete predstavit.”
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PocCetni operace s nevlastnimi Cisly:
@ Scitani a odcitani:  Vzx € R definujeme

cotxr=00, —0c0ExT=-—00, 004 00=00,
~(~00) = 00, —00 — 00 = —00.
— Nedefinujeme (NEURCITY VYRAZ) —
oo — oo (Nevime, kdo "vyhraje”)
@ Nasobeni: Vx € R,z > 0 definujeme
2+ (+00) = (+00) - (+00) = (=00) -

(—o0)
- (=00) = (+00) - (—00) = (=00) - (+00) = —o0.
Podobné pro z < 0: z-(4+00) =—00, w
— Nedefinujeme (NEURCITY VYRAZ) —

0-(4+00), 0-(—o00) (Pretahovana: nula vs. nekonecno)
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Pocetni operace s nevlastnimi Cisly (pokr.)
@ Deleni: Vx € R definujeme

S — (Klicové pravidlo! "Kolac¢ pro nekonecno lidi”)
(+o0)  (—00)
Proxz >0 je
+o00 —00
- = +007 — = —0Q,
T T
proz <0 je
+o00 —00
— = —00, —— = +00.
X Xz

— Nedefinujeme (NEURCITE VYRAZY) —

i%, g pro zadné x € R*, tj. ani 8
@ Mocniny: Vn € N definujeme
(+00)" = 400, (4+00) " =0, (—o00)" = (=1)""(+00).
— Nedefinujeme (NEURCITE VYRAZY) —
(+00),  (=o00)?, 0%, 17
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ProcviCeni pocitani s nekonecny:

Uloha
Vypoctéte

= 1200!
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ProcviCeni pocitani s nekonecny:

Uloha
Vypoctéte
— 1200!
a:+oo-5—%+(—oo)3-(100—oo)—E.
— 1200!
400 H—o/o_/ —o0 —o0 T

a=+00— (—00) + (—=00) + (—00) — 0 = +00 + 00 + 00 — 0 = oo.
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Véta o limitach souctu, rozdilu, soucinu a podilu:
Necht lim a,, = a, lim b, = b. Pak plati, pokud vyrazy na pravych
stranach maji v R* smysl (tj. nejsou neurcité!):
1) lim(ay, + by) = a + b, lim(a, — by,) = a — b,
2) lim(a, - by) = a-b,
3) prob, #0,b# 0 jelim(a,/b,) = a/b,
)

4) lim|a,| = |al.

Ukazka: lim n? = oo, lim% =0:

o limn?+ 1 =[co+0]=c0. (Totojde spocitat rovnou)
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Véta o limitach souctu, rozdilu, soucinu a podilu:

Necht lim a,, = a, lim b, = b. Pak plati, pokud vyrazy na pravych
stranach maji v R* smysl (ij. nejsou neurcité!):
1) lim(ay, + by) = a + b, lim(a, — by,) = a — b,
2) lim(a, - by) = a-b,
3) pro b, # 0, b # 0 je lim(ay, /by,) = a/b,
)

4) lim |a,| = |al.

Ukazka: lim n? = oo, lim% =0:

@ limn? + L — (004 0] =oc0. (Toto jde spoditat rovnou)
@ limn?. L = [cc- 0] neni deflnovano vétu nelze pouzit. Musime
vyraz nejdrlv upravit: limn? - 1 = limn = oo;

Pointa: Pokud dosazenim dostaneme neurcity vyraz, musime vyraz
algebraicky upravit ("pouzit trik”).
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Konkrétni vypocty limit: ,tabulkové® limity:

Zakladni “stavebni kameny”, které si pamatujeme:

+oo a>0; (napf. limn? = o)
1) lim n® = 1 ) o = O,
R , a<0. (napf. limn~!= lim% =0)
0 , g€ (—=1,1); (napt. lim(0.8)" = 0)
i n _— 1 ) q = 17
?) "ETOOQ a +00 , g¢>1; (napf. lim(1.05)" = o0)
neexistuje g < —1. (napf. lim(—1)")
3) Pro ¢ > 0 plati ngrfoo Vg =1.
4) lim /n=1.
n—r—+oo
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Kucharka: Trik €. 1 (pro oo — o)

® lim (n?+5n) = |+00+ (+00)| = +o0.

n—-+o00
o

i 2_ = _ i it!
ngrfoo(n 5n) {-FOO (‘i‘OO)ND} (Musime upravit!)

Trik: Vytkneme ,nejsilnéjSiho hrace”

= lim n(n—>5)
n—-+o0o

= [-|-oo . (—|-oo)] = +o0.
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Kucharka: Trik . 2 (pro )

3n2—4n+5 {
lim ——— = =
n—+oo 4n2 4+n —3

oo

] (Musime upravit!)
+0ooND

Trik: Vytkneme ,nejsilnéjSiho hrace" z Citatele i jmenovatele:

= lim —(3_ %):
n—too n2(4 4+ & — )
—0 —0
A~ =
4 )
3= o+ 5 [3-0+40] 3
= lim L o — ==
n—+oo 1 3 440-0 4
1+ - - =
n n
—~ O~
—0 —0
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Limity podilu dvou polynomd
("Pravidlo nejsilnéjsiho hrace”)

@ P¥i vypoctu limit podilu dvou polynomu pro n — oo porovnavame
stupné nejvyssich mocnin v Citateli a jmenovateli.

@ Intuitivné: Pro n = 1miliarda je n? (miliarda miliard)

tak obrovské, ze  5n (5 miliard)  jsou proti tomu "drobné”.
Divame se tedy jen na "velké séfy”(vedouci Cleny).
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Limity podilu dvou polynomd
("Pravidlo nejsilnéjsiho hrace”)
@ Pokud je stupen Citatele r < s (stupen jmenovatele), potom

lim @ = 0. (Jmenovatel vyhraje)

@ Pokud je r = s, potom

P(n) vedouci koeficient Citatele

i = ——— . (Remi
5L, Q(n)  vedouci koeficient jmenovatele (Remiza)
@ Pokud je r > s, potom
lim Pgni diverguje k +0o nebo —co  (Citatel vyhraje)
n—o00 n

podle znamének vedoucich koeficientd.
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Priklad 1 (Pravidlo nejsilnéjSiho hrace)

Priklad 1
Vypocditejte limitu:
oAt +2mZ—n+5
lim
n—co 2n3 —n2 4+ 3n—1

Reseni:
@ Stupen Citatele r = 3, stupen jmenovatele s = 3.
@ Stupné jsou stejné — "Remiza”.

@ Vedouci koeficient Citatele je 4, vedouci koeficient jmenovatele je
2.

@ Podle pravidla:

4n3+..._4_2
noeo2md 4. 2

@ Zaveér: Limita je 2.
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Priklad 2 (Pravidlo nejsilnéjSiho hrace)

Priklad 2
Vypocitejte limitu:
5n? —3n+7
m —
n—oo 2nt 4+ n —1

Reseni:
@ Stupen Citatele r = 2, stupen jmenovatele s = 4.

@ r < s = Jmenovatel je silnéjSi a vyhraje (stahne limitu k 0).
@ Podle pravidla:

5n% + ... 0
m ——— =
n—oo 2nt + ...
@ Zaveér: Limita je 0.
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Priklad 3 (Pravidlo nejsilnéjSiho hrace)

Priklad 3
Vypocitejte limitu:
3n® —n3+2
m ——--
n—00 n2 +4n

Reseni:
@ Stupen Citatele » = 5, stupen jmenovatele s = 2.
e r > s — Citatel je silngj$i a vyhraje (pretahne limitu k oc).

@ Vedouci koeficient Citatele je 3 (kladny), vedouci koeficient
jmenovatele je 1 (kladny).

@ Znaménka vedoucich koeficientl jsou +/+, takze limita jde k +cc.
@ Zaveér: Limita je +oc.
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Priklad 4 (Pravidlo nejsilnéjSiho hrace)

Priklad 4
Vypocitejte limitu:
I —2n* +5n2 -1
1m
n=oo  pt—n+3

Reseni:
@ Stupen Citatele r = 4, stupen jmenovatele s = 4.
@ Stupné jsou stejné — "Remiza”.

@ Vedouci koeficient Citatele je —2, vedouci koeficient jmenovatele je
1.

@ Podle pravidla:

@ Zaveér: Limita je —2.
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Priklad 5 (Pravidlo nejsilnéjSiho hrace)
Ptiklad 5

Vypocditejte limitu:
nd—4an?+n
00 —2n3 + n2 — 5

Reseni:
@ Stupen Citatele r = 3, stupen jmenovatele s = 3.
@ Stupné jsou stejné — "Remiza”.

@ Vedouci koeficient Citatele je 1, vedouci koeficient jmenovatele je
—2.

@ Podle pravidla:

i n3+... 1 1
m ——-
noo —2n3 4 ...  —2 2

e 1
@ Zaver: Limita je —3
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Shrnuti: Kucharka €. 1 (Polynomy)

@ P¥i vypoctu limit podllu P(n) je kliCové porovnani stupnd r a s.
Q(n)

@ r = s: Limita je Keelidentun’ (hodj] *$f0”").
@ r < s: Limita je 0 (jmenovatel je silngjsi).

@ r > s: Limita je +o0o nebo —oo (Citatel je silnéjsi).
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Limity podilu vyrazl s a”

@ Pravidlo: Exponencialni rust (napf. 2") je vzdy rychlejsi nez
polynomidlni rist (napf. n'9%0).

@ P¥i vypocCtu limit s a™ (napf. 27, 5") je kliCové porovnat zaklady a.

@ "NejsilnéjSi hrac’je ten s nejvétsim zakladem (v absolutni
hodnoté).

» Pokud a > 1, a™ — oo (roste).
» Pokud 0 < a < 1, a™ — 0 (klesa k nule).

@ P¥i limitach pro n — oo je kliCové identifikovat nejrychleji rostouci
Clen ("Séfa”).
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Priklady limit s a”

Priklad
Vypocitejte limitu:
5-2" 4+ 3.5
m —————
n—oo 4 .3" 1+ 6.5"
Reseni:
@ Zaklady jsou 2, 5, 3, 5. "Nejsilngjsi hrac”(nejvétsi zaklad) je 5".
@ Vsichni ostatni (2", 3™) jsou proti 5" zanedbatelni.
@ Divame se tedy jen na "séfy”:
oy k350 835" 3 1
nsoo .. +6-5" notoo6-50 6 2

@ Zavér: Limita je 3.
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Obecna pravidla pro limity s a”

@ Pokud a > b > 1, pak pro n — oo plati:

1 _— = 1 —_ = f 1 — =1 n _
nh_)rgo m nh—>nolo (b) oo (napf. lim o lim(1.5) 00)

@ Pokud 0 < a < b < 1, pak:

" n 1)
lim © = lim <9) — 0 (naph. im 0" _im(0.2)" = o)

@ Pokuda >1a0<b<1,pak:

limy, 00 @™ - 0™ = limy, 00 (a - b)"
» Pokud a - b > 1, limita je co.
» Pokud a - b = 1, limita je konstantni.
» Pokud a-b < 1, limita je 0.
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Priklady limit s a™

Priklad

Vypocitejte limitu:

2" + 3™

n—00 An

Reseni:
@ Porovname zéklady: 5 > 3 > 2.
@ "Séf"v gitateli je 3". "Séf’ve jmenovateli je 5.
@ Celkovy "séf”je 5™. Jmenovatel je silngjsi.

@ Formalné (Trik: Vytkneme nejsilnéjsSiho hrace citatele i
jmenovatele):

3" ((%)n—l-l) 3\ " 2\ ™
J = tm () | (5)
—_— | ——

—0 —0

1alads o ) 0 N
Jifi Figer (MV30)

13. listopadu 2025

28/39



Limity typu [,omezend® x 0] a [w}

e.¢]

@ Posloupnosti jako sinn, cosn, nebo (—1)" nemaji limitu.

@ Ale jsou omezené — jejich hodnoty nikdy "neute¢ou’do co. (Skoci
simezi-1aft).

@ Pravidlo: Pokud omezenou posloupnost nasobime nécim, co jde
k nule, vysledek je nula.

@ Pravidlo: Pokud omezenou posloupnost délime nécim, co jde k
nekonecnu, vysledek je nula.
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Pfiklad: [-omezend’]

Priklad
Vypocitejte limitu:

Reseni:
@ cos(n?) je omezena (skace mezi-1a1).
@ n jde do nekonecna.
o Mame tedy typ 0MeZeNa" co7 se blizi k nule.
@ Zaveér: Limita je 0.
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Piklad: [-°mezend’]

Priklad
Vypocitejte limitu:
lim (="
n—oo \/ﬁ

Reseni:
@ (—1)" je omezena (skaCe mezi 1 a-1).
@ /n jde do nekonecna.
o Mame tedy typ -omezend’,
@ Limita se blizi k nule:

@ Zaver: Limita je 0.
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Neexistence limity posloupnosti

@ Ne vSechny posloupnosti maji limitu pro n — co.

@ Kdyz posloupnost nema limitu, fikame, Ze diverguje.

@ Metoda dukazu: Najdeme dvé podposloupnosti, které maji
razné limity.

@ Pokud se posloupnost "roztrhne”a jeji asti mifi jinam, pak limita
celé posloupnosti neexistuje.
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Priklad: Neexistence limity

Priklad
Ukazte, ze limita posloupnosti {a, }, kde

anp = (—=1)"-n,

neexistuje.

Prabéh posloupnosti: —1,2,-3,4, 5,6, ...
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Reseni (Metoda podposloupnosti)
Krok 1: Najdeme dvé podposloupnosti.
@ Podposloupnost 1 (suda n):

n=2k (.n=24,6,...)

an = (=12 .2k = (1) - 2k = 2k.
@ Tato podposloupnost {2k} (tedy 2,4,6,...) jde k +oo.
@ Podposloupnost 2 (licha n):

n=2k+1 ({j.n=1,3,5,...)

an = (1) 2k +1) = (1) - (2k 4+ 1).
@ Tato podposloupnost {—(2k + 1)} (tedy —1,—3,—5,...) jde k —cc.
Krok 2: Porovnani limit.

@ Limita sudé podposloupnosti je +oc.
@ Limita liché podposloupnosti je —cc.
@ ProtoZe +o0o # —o0, limita celé posloupnosti {a,,} neexistuje.
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Limity typu [1°°]

@ Toto je specialni neurcCity vyraz.
@ Typicky se objevuje u posloupnosti ve tvaru:

k; n
an:<1+>
n

@ Motivace z financi: Spojité uroCeni. Kdyz uroCite 100% Urok
(k = 1) stale Castéji (n — o), vas vklad (1 + 1/n)™ nedoroste do
oo, ale doroste presné k Cislu e =~ 2.718.

@ Pro vypocet téchto limit vyuzijeme znamé vzorce.
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Klicové vzorce (Zapamatovat!)

@ Zakladni limita: \n
lim (1 + —) =e
n—o00 n
@ Obecnéjsi tvar (pro cviceni):
lim (1 + k) =e
n—00 n

kde k je realné Cislo.
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Piiklad 1 (Typ 1)

Priklad 1
Vypocditejte limitu:

2 n
lim (1 + —)
n—00 n

Reseni:
@ Pouzijeme vzorec:

k n
lim <1 + —) = eF
n—o0 n

@ V naSem pripadeé je k = 2, tedy:

2 n
lim (1 + —> = e?
n—o0 n

@ Zavér: Limita je ¢.
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P¥iklad 2 (Typ 1)
Priklad 2
Vypocitejte limitu:

Reseni:
@ Trik: Rozdélime exponent.

5 n+2 5\ " 5 2
(D) () )

n n n
—eb —(140)2=1

lim (1 + §> =ed
n—oo n
@ A také (dosadime oc):

. 5\2 52 9
lim (1+4—-) =(1+4—] =(14+0)"=1
n—00 n o0
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Piklad 3 (Typ 1)

Priklad 3
Vypocitejte limitu:

lim
n—oo n

Reseni:
@ Trik: Upravime zaklad na tvar (1 + ...).
n+6 n 6 6
n n n n

@ Nyni mame vyraz:

lim <1 + §>
n—oo n

@ Podle vzorce (k = 6) je limita e°.
@ Zavér: Limita je 5.
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