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@ V dnesni pfednasce se vratime k soustavam linearnich rovnic.
@ Jiz zname:
» obecnou (Gaussovu) metodu jejich feSeni

» a pro Ctvercové” soustavy Cramerovo pravidlo, kdy jsou jednotlivé
slozky feSeni vyjadieny jako podily dvou determinant,

@ Dnes u ,ttvercovych” zlstaneme: soustavy n rovnic o n
neznamych
a;1ry + -+ apTy, = by,

ap1Z1 + -+ apnTp = by

se (Ctvercovou) matici soustavy

ailr a2 ... Gip
a1 a2 ... a,
apl QAnp2 ... Gpp

o pIné hodnosti n.



@ Z Frobeniovy véty vime, Zze v tomto pfipadé, kdy
h(A) = h(AR) = n,
mame zajisténu existenci praveé jednoho reseni

(T1,...,zp).

@ Ukazeme si dva pristupy, jak toto feSeni ziskat:

1) pomoci Cramerova pravidla, kdy jsou jednotlivé slozky feSeni
vyjadreny jako podily dvou determinantd,

2) pomoci inverznich matic.
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Zakladni operace s maticemi

@ Soucin cisla oo a matice A:
aA = (o))

(kazdy prvek matice A vynasobime cCislem a, vysledkem je opét
matice typu (m, n)).

Nasobeni matice ¢islem

1 -1 2.1 2-(=1) 2 —2
210 1]|=]20 2.1 |=]0 2|,
3 -2 2.3 2.(-2) 6 —4
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@ Soucet matic A a B typu (m, n):
A+B-= (aij + bij)

(sCitame podle pozic po prvcich (jako u souctu vektora),
vysledkem je opét matice typu (m, n), matice A a B musi byt
stejného typu).

Scitani matic

6 2 7 2 5 -1\ (6+2 2+5 7-1 1\ (8 7 6
(1 4 —2>+<3 -8 0)_<1+3 4-8 —2+0>_<4 4 -2
@ Pro matice A, B, které jsou typu (m,n), nulovou matici O,,,,, a
a, B € R plati
1) A+B=B+A,
2) A+0,,=A,
3) a(BA) = (aB)A.
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o Nasobeni matic: Necht A = (a;;) je matice typu (m,n) a

B= (b’U) je typu (n,p).
Potom matici C = (c¢;5) typu (m, p), pro kterou plati

Cij = ainbij + aiobaj + - - + ainbny,

oznacCujeme A - B a nazyvame soucinem matice A a matice B (v
tomto poradi).
» Prvek ¢;; vznikd vynasobenim i-tého fadku matice A s j-tym
sloupcem matice B.
» Ktomu je potfeba, aby tento i-ty fadek a tento j-ty sloupec mély
stejny pocet prvkd.
» Proto musi platit, Ze matice B ma4 tolik radkd, kolik ma matice A
sloupcu.
» Vysledna matice ma pak tolik fadku, kolik jich ma matice A, a tolik
sloupcl, kolik jich ma matice B.
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Uloha (Nasobeni matic)

Vypoctéte A - B pro matice A = (f _31) a B— (1 0 —1>.

Reseni.

Matice A ma dva sloupce a matice B dva fadky, soucin A - B tedy
existuje. Vysledna matice bude mit dva fadky (=pocet radk matice A)
a tfi sloupce (=pocet sloupcu matice B).

s - (200

2-1+3-3 2-0+3-(-1) 2-(-1)+3-
1-14(=1)-3 1-:04+(=1)-(=1) 1-(-1)+(-1)-

(11 -3 4
- \—2 1 -3/
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@ V pfedchozim pfipadé nelze vypocitat B - A, nebot matice B méa
jiny pocCet sloupct (3) nez ma matice A fadku (2).

@ Necht A, B, C jsou matice a E je jednotkova matice (vhodného
rozméru). Potom kazda z rovnosti

1) A-E=A,
2) E-A=A,

3) (A+B)-C=A-C+B-C,
4) AB+C)=A-B+A-C,
5 A-(B-C)=(A -B)-C,

plati, pokud maiji prislusné operace smysl.
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Inverzni matice

@ Necht A a B jsou ¢tvercové matice typu (n, n). Jestlize plati
AB=BA=§E,,

potom B nazyvame inverzni matici k matici A a znac¢ime ji A='.
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Regularni a singularni matice

@ Necht A je ¢tvercova matice typu (n, n).

h(A)=n
» Jestlize , pak A nazyvame regularni matici.

h(A) <n

» Jestlize , pak A nazyvame singularni matici.

@ Necht je dana étvercova matice A typu (n,n).
Potom jsou nasledujici podminky ekvivalentni:

1) A jeregularni (h(A) = n),
2) det A # 0,
)
)

3) k matici A existuje inverzni matice A1,

4) matici A |ze pfevést pomoci kone¢né mnoha ekvivalentnich Gprav

na jednotkovou matici E,,.
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L 2 1\N[z O 3 100
A-A'=12 0 1]||[-F7 3 -3|l=--=]010
=2 1/ 4 00 1
3 0 3\ /1 9 g 100
At A=|-2 F “31l2 0 1]|=-=]010
11 -1\ 72 00 1

Je-li A=tinverzni k A, potom je i A inverzni k A~1, tj.

AA'=A"TA =E,.
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Vypocet inverzni matice pomoci ekvivalentnich Uprav
@ ZapiSeme danou (regularni) matici A ve dvoijici s E,,:

a1 a2 ... aip |1 0 ... 0

a1 a2 ... ap |0 1 0
(AE,) =

Apl Ap2 ... Gnp |0 0 ... 1

@ Nyni pomoci ekvivalentnich Uprav (kromé pfehazovani sloupct)
prevedeme A na jednotkovou matici E,,, pficemz stejné Upravy
budeme vzdy aplikovat i na pravou ¢ast matice (za svislou ¢arou).

@ V okamziku, kdy se vlevo objevi E,,, vpravo ziskdme A~!:

a1l a2 ... A1 1 0 ... 0
agr a2 ... a92n, 0 1 ... 0

(AE,) = : T T R (E"|A_1)
an1 Qpy ... Apn 0 0 ... 1
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Vypocet inverzni matice pomoci ekvivalentnich Uprav

1 2 -1
@ Urcete inverzni matici A~ kmatici A=[2 o0 1
1 -2 1

1 2 —-1{1 0 0
@ ZapiSemematici(A,Es) =] 2 0 1|0 1 0
1 -2 1 ]0 0 1

@ Pomoci ekvivalentnich Uprav (kromé prehazovani sloupct)

» prevedeme A na jednotkovou matici E,,,
» pficemz stejné Upravy budeme vzdy aplikovat i na pravou ¢ast

matice (za svislou Carou).
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Vypocet inverzni matice pomoci ekvivalentnich Uprav

1 2 —1|/1 00 1 2 —-1]1 00
(AEs)=2 0 1]/010]|~|0 -4 3[-210]~
1 -2 1/00 1 0 -4 2|-101
1 2 —-1l1 0 0 1 2 00 1 -1
~l0 -4 3 |-2 1 ~l0 -4 01 -2 3 |~
0 0 —-1]1 -11 0 0 —1]|1 -1 1
1200 1 -1 1 ool3 o %
—1
~lorol-1 3 =i ~lo o] —h b 3= (Bat)
00 1[-1 1 -1 00 1[-1 1 —
Tedy
L 9 1
2 2 [ 2 0 2
-1 1 1 _3 | _
1
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Provedeme zkousku:

12 -1\, (2 0 2
A-A1 = 2011—12—3
1 -2 1 —4 4 —4
(2 1 2 0 2
= 12 0 1 -1 2 -3
1 -2 1 —4 4 —4
L[4 00 100
:1040:010:E3
0 0 4 00 1
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Reseni soustav LR pomoci inverznich matic

Necht je dana soustava n rovnic o n neznamych

a1xy + apx2 + -+ apx, = by,
a2171 + agaTa + -+ + agp Ty = b,
Ap1%1 + ap2T2 + -+ appy, = by
a1 a2 ... QA1n I bl
a1 G2 ... Q2 x2 - bo
A= . . . . ) r = . ) b= .
apl Ap2 ... Gpp Tn bn

Soustavu Ize nyni zapsat pomoci maticové rovnice

AZ =b.
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Reseni soustav LR pomoci inverznich matic

Jestlize A je regularni matice, pak podle Frobeniovy véty existuje
prave jedno feseni soustavy.
Vynasobime-li rovnici A# = b matici A~! zleva, dostaneme

AT = b,
ATTAZ = A
E, 7 = A7l

A

r =

coz dava dalSi moznost urCovani feSeni soustavy.
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Uloha (Regeni soustavy lin. rovnic pomoci inverzni matice)
Pomoci inverzni matice vyreste soustavu rovnic

1 +2x2 —23 = -3,
2zy +x3 = T,
T — 229 +2x3 = T.
Mame
1 2 -1 T . -3
1 -2 1 T3 7

1 1

2 0 2 0 2
Al=| -1 L 3 H—-—| 12 -3

41 1 —4 4 —4
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Podle vzorce mame

1 1
2 0 3 _3
- -1 1 1 3
11 1) \T7
2 0 2 -3 2
= —-| -1 2 -3 7T 1=1-1
-4 4 —4 7 3
Tedy
I 2
= o | = -1
I3 3
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Teoreticky uvod

e Sifrovani pomoci matic spoéiva v prevodu zpravy na &iselné
hodnoty a v maticovém nasobeni.
@ Klicoveé pojmy:

» Sifrovaci matice — matice, kterou nasobime vektor zpravy.

» Inverzni matice — umoznuje deSifrovani zpravy, musi existovat, coz
znamena, ze Sifrovaci matice je regularni (ma nenulovy
determinant).

@ Historie:

» Hillova Sifra (1929) vyuzivala maticové nasobeni k Sifrovani textu,
coz umoznilo zakédovani zpravy jako vektorového fetézce.

» Dnes jsou podobné metody pouzivany v moderni kryptografii,
ackoliv zakladni maticové Sifry jsou jiz povazovany za
kryptograficky slabé.
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Uvod do Sifrovani zpravy

Zadani
Zasifrujte zpravu ,Matice jsou uziteCné“ pomoci matice

A=

N = DN
S W =
N DN

@ Pro Sifrovani je nutné, aby méla Sifrovaci matice nenulovy
determinant, tedy aby byla regularni.

@ Vzhledem k tomu, Ze jde o matici 3 x 3, pouzijeme Sarrusovo
pravidlo pro vypocet determinantu:

det(A) =2-3-244-0-1+2-1-2—(1:3-24+2-0-2+42-1-4) =2 £ 0.

Matice je tedy regularni a lIze ji pouzit k Sifrovani.
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Prirazeni Ciselnych hodnot pismenim

@ Kazdému pismenu abecedy pfifadime Ciselnou hodnotu.
Diakritiku ignorujeme a pismeno ch vynechame.

@ Znak , “ predstavuje mezeru v textu.
@ Pouzivame nasledujici schéma:

0=_ 5=F 10=1J 15=0 20="T
1=A 6=1"r 1=K 16="P 21=U
2=2B T=G 12=1 17=Q 2=V
3=C 8=H 13=M 18=R 23 =W
4=D 9=1 14=N 19=25 24 =X

Ciselné vyjadieni zpravy (bez diakritiky) je:

1312093501019 1521021269 2053145
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Vytvoreni matice pro Sifrovani

@ PrepiSeme Ciselnou reprezentaci zpravy do matice Z tak, aby
soucin s matici A existoval.

@ Protoze je A matice 3 x 3, musi mit matice Z tfi radky.
@ Zpravu prepiSeme po sloupcich a dopinime nulou:

13 9 0 15 21 20 14
Z={(1 3 10 21 26 5 5
20519 0 9 3 0
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Zasifrovani zpravy pomoci maticového nasobeni

@ Vynasobime Sifrovaci matici A s matici Z:

2 11 139 0 15 21 20 14
A-Z=14 3 2|-11 3 10 21 26 5 5
2 0 2 20519 0 9 3 0

@ Vysledkem je:

47 26 29 51 77 48 33
95 55 68 123 180 101 71
66 28 38 30 60 46 28

Pfepisem po sloupcich ziskame zasifrovanou zpravu jako fetézec
Cisel.
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Odsifrovani zpravy pomoci matice

Ukol
Odsifrujte zpravu

41 55 70 95 41 55 78 107 35 47 20 30 15 20 69 98 41 61 44 59

3 2
@ Matice A ma determinant 1 # 0, takZe je regularni a ma inverzni
matici A~L.

zaSifrovanou matici
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Vypocet inverzni matice a desifrovani

@ Inverzni matice je:

@ Nasobime tuto matici zleva na matici zaSifrované zpravy:

3 -2\ (41 70 41 78 35 20 15 69 41 44
-4 3 95 95 55 107 47 30 20 98 61 59

Vysledkem je matice s Ciselnymi hodnotami, které pak prevedeme na
pismena.
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Prevod Cisel zpét na text

@ Prepisem hodnot na pismena podle ptvodniho schématu ziskame
desifrovanou zpravu:

MATEMATIKA_JE_KRASNA
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