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Uvod

Vitejte ve svéte statistiky

Vitejte ve studijni opore pro predmét Statistické zpracovani dat, kterd je urcena pro studenty
navazujiciho studia. Tato skripta vas provedou nejen zakladnimi teoretickymi pojmy a koncepty
statistiky, ale také se zaméri na praktické aplikace, které jsou nezbytné pro analyzu a zpracovani
dat ve vasi budouci praxi, naptiklad v oblasti ekonomie, managementu a marketingu.

Struktura skript

Struktura téchto skript je navrzena tak, aby jednotlivé kapitoly na sebe logicky navazovaly a
umoznily vam postupné prohlubovat vase znalosti. Kazda kapitola rozviji dovednosti, které jsou

Vv

Zakladni pojmy statistiky — Zaciname s prehledem zakladnich statistickych pojm1,
jako je ndhodny jev, nahodna veli¢ina, pravdépodobnost a jejich rozdéleni, které pozdéji
budeme studovat podrobnéji.

Zpracovani dat z vybérovych Setreni — Zde se seznamite s postupy, jak spravné zpra-
covat a analyzovat data z redlného svéta, véetné pouziti popisné statistiky a tabulkovych
vypocti.

Metody matematické statistiky — Nasleduje ivod do pokrocilejsich metod, jako jsou
odhady parametri a intervalové odhady. Naucite se zde, jak se pracuje s vybérovymi
rozdélenimi a jak na zdkladé nich ¢init zavéry o celé populaci.

Testovani hypotéz — V této casti vas naucime, jak ovérovat hypotézy, a to jak parame-
trickymi, tak neparametrickymi testy, coz je zadkladni dovednost v kazdém vyzkumu.

Neparametrické testy — Pokud nejsou splnény predpoklady pro parametrické testy,
neparametrické testy prichazeji na fadu a jsou nedilnou soucasti analyzy statistickych
dat.

Regresni a korelaéni analyza — Pokrocilejsi techniky pro modelovani vztaht mezi
proménnymi a predikci budoucich hodnot. Tyto metody jsou hojné vyuzivany napriklad
v marketingovych analyzach.

Tato struktura vas provede od zaklada az po pokrocilé aplikace, pricemz kazda kapitola stavi
na znalostech z predchozich kapitol.



Co vas v kapitolach ¢ceka

Kazda kapitola zac¢ina ivodni ¢asti, ktera vas seznami s tim, co bude v dané kapitole probirano.
V tvodu jsou vzdy vytyceny cile, které byste méli po jejim prostudovani zvladnout. Kapitoly
dale obsahuji:

Teoreticky vyklad — Vysvétlime vam podstatu jednotlivych statistickych metod, po-
stupti a jejich aplikace.

Resené piiklady — Kazda kapitola obsahuje praktické piiklady, které vAm pomohou
pochopit a procvicit si danou latku.

Ramecky — Diilezité informace jsou zvyraznény v rameccich, které obsahuji klicové body,
jez byste si méli zapamatovat.

Shrnuti — Na konci kazdé kapitoly naleznete shrnuti hlavnich bodi, které vam pomtize
pripomenout si probiranou latku.

Kontrolni otazky a priklady — Otazky na zavér kapitoly jsou vhodné pro kontrolu
pochopeni latky, kterou jste se pravé naucili. Odpovédi na né najdete vdané kapitole. U
prikladt jsou uvedeny vysledky v hranatych zavorkach, coz vam umozni ovérit si spravnost
vypocti.

Prakticka aplikace a vyznam softwaru

Statistika je nastroj, ktery je v praxi neocenitelny, a to jak pri analyze ekonomickych dat,
tak pfi feseni manazerskych problému. Ve skriptech se budeme zamérovat nejen na teoretické
znalosti, ale 1 na jejich praktické vyuziti. Proto klademe diraz na teseni praktickych tloh a
jejich vypocty, které vam umozni 1épe pochopit jednotlivé metody.

V pribéhu studia zjistite, ze statisticky software jako Excel a dalsi nastroje budou vasimi
skvélymi pomocniky. Excel vam umozni jednoduse a efektivné resit vétsinu statistickych tloh,
coZ je neocenitelna dovednost v kazdodenni praxi.

Motivace a podpora

Chceme, aby pro vas byla statistika zajimava a prinosna. Neberte ji jako obtizny predmét, ale
jako vyzvu, ktera vam otevie dvere k lepsimu porozuméni svétu dat a informaci. Kazdy priklad
je tu proto, aby vas pripravil na redlné situace, které vas mohou cekat v profesnim zivoteé.
Nasim cilem je, abyste si osvojili statistiku natolik, Ze ji budete schopni aplikovat s jistotou a
bez obav.

Nebojte se chyb ani naro¢nych tkold, jsme tu proto, abychom vas podporili na vasi cesté.
Statistika neni nepfekonatelna prekazka, ale nastroj, ktery vam pomuze analyzovat svét kolem
vas. Vérime, ze tato skripta vam budou uzite¢nym privodcem a zZe se diky nim statistika stane
nejen srozumitelnou, ale i zabavnou.



Kapitola 1

Zakladni statistické pojmy

Po prostudovani této kapitoly budete umét:

« predstavit zakladni principy statistiky a jeji historii,

« rozliSovat mezi deskriptivni statistikou a statistickou indukci,
« definoval zdkladni statistické pojmy a jejich vyznam,

« rozpoznat rozdil mezi populaci a vybérem,

« popsat typy proménnych a rozliSovat mezi nimi,

« rozumét vyznamu méritek méreni proménnych,

« popsat miry centralni tendence a variability,

« popsat rozdil mezi korelaci a kauzalitou.

Klicova slova:

Statistika, deskriptivni statistika, statistickd indukce, statisticka jednotka, statisticky
znak, vybér, populace, méritka proménnych, miry centralni tendence a variability, rozdé-
leni pravdépodobnosti.
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Nahled kapitoly

Tato tvodni kapitola poskytuje zakladni prehled klicovych pojmi a metod statistiky, napriklad
pojmy jako populace, vybér, typy proménnych, méritka méreni, a distribuce dat. K ziskani
celkového prehledu kapitola rovnéz predstavuje fadu pojmu a postupt, které budou podrobnéji
rozpracovany az v nasledujicich kapitolach této studijni opory. Na zavér je uvedena i strucna
historie statistiky:.

Cile kapitoly

Tato kapitola ma za cil, aby student po jejim dokonceni ziskal zakladni prehled o statistice,
umél definovat zakladni statistické pojmy a jejich vyznam, a tim byl pripraven na studium
pokrocilejsich statistickych metod v nasledujicich kapitolach.

Odhad ¢asu potrebného ke studiu

Pro efektivni zvladnuti této kapitoly se doporucuje vyhradit si priblizné 2 az 3 hodiny. Tento
casovy odhad zahrnuje ¢teni a pochopeni textu, vypracovani kontrolnich otazek a samostatné
prohloubeni znalosti.

11 Uvod do statistiky

Statistika je véda, ktera se zabyva sbérem, zpracovanim, analyzou a interpretaci dat. Pomahé
nam rozpoznavat vzory a trendy v datech a poskytuje metody pro rozhodovani na zakladé
nejistych informaci. V ekonomii, managementu a marketingu je statistika klicovym nastrojem
pro ziskavani informaci z dat a podporu rozhodovacich procest.

Existuji dva hlavni typy statistiky:

Popisna statistika (deskriptivni) se zaméfuje na popis zakladnich charakteristik
dat. Jejim cilem je sumarizace a prezentace dat pomoci riznych grafii a vypoctu, jako
jsou primér, median nebo rozptyl.

Inferenéni statistika (induktivni) se zaméfuje na délani zavéra o celé populaci na
zakladé vybéru dat. Pouziva se pro odhady a testovani hypotéz.

Statistika ma Siroké uplatnéni v riznych oblastech, jako jsou prizkumy trhu, predikce prodeje,
kontrola kvality nebo finan¢ni analyza. V tomto kurzu se studenti seznami s technikami statis-
tické analyzy dat, které jim pomohou lépe porozumét slozitym datovym strukturam a podpoti
jejich schopnost ¢init informovana rozhodnuti.



11 Statistika a statistické zpracovani dat

1.2 Populace a vyber

V ramci statistiky se casto snazime délat zavéry o velké skupiné objekti, které oznacu-
jeme jako populace. Populace miize byt napriklad vSichni obyvatelé urcité zemé, vsechny
vyrobky z vyrobni linky nebo vSechny firmy v urcitém praimyslovém odvétvi.

Vybér (vzorek) je podmnozina populace, ktera je vybrana pro ucely analyzy. Vzhledem k
tomu, zZe casto neni mozné ziskat data o celé populaci, pouzivame vzorky, které nam umozni
délat zavéry o populaci na zakladé jeji casti.

Diilezité pojmy:

Nahodny vybér: Kazdy ¢len populace méa stejnou Sanci byt vybran do vzorku.

Vybérova chyba: Rozdil mezi vysledky ziskanymi z vybéru a skutecnymi vysledky
pro celou populaci.

V dalsich kapitolach budeme pouzivat riuzné techniky k odhadovani parametrii populace na
zékladé vzorku a zkoumat spolehlivost téchto odhadu.

1.3  Typy proméennych

Ve statistice pracujeme s proménnymi, které predstavuji rizné charakteristiky nebo atributy,
které mohou nabyvat riznych hodnot. Proménné mizeme rozdélit do dvou hlavnich kategorii:

Kvalitativni (kategorické) proménné: Tyto proménné popisuji kvalitativni cha-
rakteristiky, které nelze mérit ¢iselné, ale mohou byt rozdéleny do kategorii. Napriklad
pohlavi (muz/Zena), barva auta (¢ervend, modra, zelend).

Kvantitativni (numerické) proménné: Tyto proménné mohou byt méfeny ciselné
a maji skutecnou hodnotu. Napriklad vék, vyska, vaha.

Déale mtzeme kvantitativni proménné rozdélit na:
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Diskrétni proménné: Nabyvaji pouze urcitych hodnot, obvykle celych ¢isel (napft.
pocet déti, pocet vyrobki).

Spojité proménné: Mohou nabyvat libovolnych hodnot v ur¢itém intervalu (napft.
vyska clovéka, cas).

Dalsim dtlezitym aspektem je méritko méreni:

Nominalni skala: Kategorie bez ptirozeného poradi (napf. barvy).

Ordinalni skéla: Kategorie s pfirozenym poradim (napf. Groven spokojenosti: nizka,
stfedni, vysokd).

Intervalova skala: Hodnoty s poradim, ale bez absolutni nuly (napf. teplota v °C).

Pomérova skala: Hodnoty s absolutni nulou (napft. délka, vaha).

RozliSovani mezi témito typy proménnych je dilezité, protoze ovliviiuje, jaké statistické metody
lze pouzit pro jejich analyzu.

Priklad 1.1. Uvazujme nasledujici tabulku dat, kterd obsahuje iidaje o nékolika firmach:

Tab. 1: Data o firméach

Firma | Pocet zaméstnanct | Ro¢ni obrat (v milionech) | Obor ¢innosti
A 120 45,6 IT
B 300 120,8 Stavebnictvi
C 50 15,2 Obchod
D 450 220,5 IT
E 90 30,1 Zdravotnictvi

V této tabulce jsou ¢tyti proménné:
Firma: Jedna se o nominalni proménnou, protoze firmy jsou identifikovany podle nazvu
a nelze mezi nimi stanovit poradi.

Pocet zaméstnancti: Toto je kvantitativni diskrétni proménnd, protoze pocet zameést-
nancu je celé cislo.

Roc¢ni obrat: Toto je kvantitativni spojita proménna, protoze obrat muze nabyvat libo-
volnych ¢isel (véetné desetinnych hodnot).

Obor cinnosti: Toto je kvalitativni nominalni proménné, protoze jde o kategorie bez
prirozeného poradi.
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Tento priklad ilustruje, jak spravné identifikovat rizné typy proménnych v datech.

1.4

Popisna statistika

Popisna statistika se zaméruje na sumarizaci a popis zakladnich charakteristik dat. Pom&aha
nam porozumeét tomu, jaka data mame k dispozici, a nabizi jednoduché nastroje pro jejich
prezentaci.

Miry centralni tendence

Miry centralni tendence popisuji sttedni hodnotu datového souboru. Mezi zdkladni miry patii:

Pramér (aritmeticky pramér): Soucet vSech hodnot déleny poctem hodnot. Pri-
mer je nejcastéji pouzivanou mirou centralni tendence, ale je citlivy na extrémni hod-
noty (outliers).

Median: Prostredni hodnota v datovém souboru, kdyz jsou hodnoty serazeny vze-
stupné. Pokud je pocet hodnot sudy, median je primérem dvou prostirednich hodnot.

Modus: Hodnota, ktera se v datovém souboru vyskytuje nejcastéji. Na rozdil od
praméru a medianu muze byt modus pouzit pro kvalitativni i kvantitativni proménné.

Miry variability

patii:

vvvvvv

Rozptyl (variance): Primérnd ¢tvercova odchylka hodnot od praméru. Vyjadiuje,
jak jsou hodnoty v souboru rozptylené.

Smérodatni odchylka (standard deviation): Odmocnina z rozptylu. Méri pri-
mérnou odchylku jednotlivych hodnot od prameéru.

Variacni koeficient (coefficient of variation): Pomér smérodatné odchylky k pri-
meéru. Vyjadruje relativni rozptyl dat a umoznuje porovnani variability mezi riznymi
soubory dat.
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Tato zakladni deskriptivni statistika ndm umoznuje shrnout datovy soubor a ziskat ptehled o
jeho klicovych vlastnostech.

1.5 Distribuce dat

Distribuce dat popisuje, jak casto se jednotlivé hodnoty v datovém souboru vyskytuji. Grafické
a numerické popisy distribuce ndm pomahaji pochopit vlastnosti dat, jako jsou jejich tvar,
centralni tendence a rozptyl.

Grafické znazorneni distribuce

Pro znédzornéni distribuce dat se ¢asto pouzivaji nasledujici grafy (viz obrazek 1):

Histogram: Sloupcovy graf, ktery ukazuje, jak ¢asto se urcité intervaly hodnot vy-
skytuji v datovém souboru. Histogram je vhodny pro kvantitativni data a umoznuje
rychlou vizualizaci rozlozeni dat.

Krabicovy graf (boxplot): Graf, ktery ukazuje rozlozeni dat pomoci péti ¢isel:
minimum, prvni kvartil, median, treti kvartil a maximum. Boxplot ndm umoznuje
identifikovat mozné odlehlé hodnoty (outliers) a symetrii distribuce.

Bodovy diagram (scatter plot): Graf, ktery zobrazuje vztah mezi dvéma promén-
nymi. Kazdy bod v grafu reprezentuje jednu dvojici hodnot. Scatter plot je casto
pouzivan pri analyze korelace a regrese.

10 H S
_*_

5 -
L L o

0 ° | .-
A B

Obr. 1: Histogram, krabicovy diagram (boxplot) a bodovy graf (scatterplot)

Tvar distribuce

Distribuce miize mit rizné tvary, které mohou byt dilezité pro rozhodovani o vhodnych statis-
tickych metodach:
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Symetricka distribuce: D\ Data jsou symetricka kolem centralni hodnoty. Nej-
znaméjsim piikladem symetrické distribuce je norméalni rozdéleni (Gaussova kiivka).

Sikma (asymetrickd) distribuce: Data jsou ,posunutd“ na jednu stranu. Sikm4
distribuce muze byt:

Pravostranné sikma (positive skew): ,/\Dlouhy pravy ,ocas‘ — vétSina
dat je koncentrovana v levé casti.

Levostranné sikma (negative skew): _/\ Dlouhy levy ,ocas“ — vétsSina dat
je koncentrovana v pravé ¢asti.

Bimodalni distribuce: A\ Data maji dva vrcholy (modalni hodnoty). Tento typ
distribuce naznacuje, ze data mohou pochézet ze dvou riiznych skupin.

Spicatost (kurtosis): Spicatost urcuje, jak ostry nebo plochy je vrchol distribuce ve
srovnani s normalnim rozdélenim.

Leptokurticka distribuce (pozitivni kurtosis): Distribuce s vyssi Spicatosti
nez normalni rozdéleni, s vétsim podilem extrémnich hodnot.

Platokurticka distribuce (negativni kurtosis): Distribuce s plossim vrcho-
lem nez normalni rozdéleni, s mensim podilem extrémnich hodnot.

Normalni rozdeéeleni

vvvvvv

leni v celé statistice. Ma charakteristicky zvonovity tvar a jeho vlastnosti zahrnuji:

Symetrie kolem priméru.
Primér, medidn a modus jsou stejné.

Priblizné 68% hodnot se nachézi v intervalu do vzddlenosti jedné smérodatné od-
chylky od praméru, 95% v intervalu do vzdalenosti dvou smérodatnych odchylek od
pruméru a 99,7% v intervalu do vzdélenosti tii smérodatnych odchylek od pruméru
(viz obréazek 2).

Normaélni rozdéleni hraje dilezitou roli pti testovani hypotéz a je zakladnim predpokladem
mnoha statistickych metod, které budou podrobné probirdny v dalsich kapitolach.
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Obr. 2: Normalni rozdéleni s vyznacenymi procenty oblasti pod kfivkou.

1.6  Zaklady pravdéepodobnosti

Pravdépodobnost je nastroj, ktery nam pomaha kvantifikovat nejistotu. V ramci statistiky je
pravdépodobnost klicova pro odhadovani vysledki a rozhodovani na zakladé dostupnych dat.

Definice pravdépodobnosti

Pravdépodobnost urcité udélosti vyjadiuje, jak casto bychom ocekavali, Ze tato udalost nastane,
pokud by byl experiment proveden opakované za stejnych podminek. Pravdépodobnost P(A)
je ¢islo mezi 0 a 1, kde:

P(A) =1 znamena, ze udalost A nastane jiste.

P(A) = 0 znamen4, ze udalost A nenastane nikdy.

Zakladni pravidla pravdepodobnosti

Existuje nékolik klicovych pravidel pro préaci s pravdépodobnostmi:
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Pravdépodobnost komplementu: Pravdépodobnost, ze se udalost A nestane, je
P(—A)=1-P(A).

Pravdépodobnost sjednoceni dvou udalosti: Pravdépodobnost, ze nastane ale-
spon jedna z udélosti A nebo B, je P(AU B) = P(A)+ P(B) — P(AN B).

Podminéna pravdépodobnost: Pravdépodobnost udalosti A za predpokladu, ze

nastala udalost B, je P(A|B) = %.

Zakon velkych cisel

Zakon velkych cisel vysvétluje, ze kdyz provadime mnoho pokust (nebo ziskdvame mnoho
pozorovani), priumeér téchto vysledki se bude blizit o¢ekavané (skutecné) hodnoté. Cim vice
pokust udélame, tim blize bude priamér teoretickému ocekavani.

Priklad 1.2. Pokud hazime spravedlivou minci, pravdépodobnost, ze padne panna, je 0,5.
KdyZz minci hodime jen nékolikrat, tfeba desetkrat, muze byt podil pannen ruzny — napriklad
60 % nebo 40 %. Pokud ale budeme hdazet tisickrat, podil se bude blizit 50 %. Tento zdkon tedy
rikd, ze prumér vysledku se priblizuje skuteéné hodnoté (v tomto piipadé 50 %), jak se zvysuje
pocet pokusti.

V inferencni statistice tento zdkon umoznuje odhadovat parametry celé populace na zakladé
dostatecné velkého vzorku. Naptiklad kdyz vezmeme velky vzorek z populace, miizeme ocekavat,
ze prumérné vysledky tohoto vzorku budou blizké priméru celé populace.

Centralni limitni véta

Centralni limitni véta nam iika, ze kdyz z libovolné populace odebirame velké mnozstvi
vzorku a z kazdého vzorku vypocitame prumeér, rozdéleni téchto prameéra bude mit priblizné
normdlni rozdéleni (tzv. Gaussovu kiivku), a to i tehdy, kdyZ ptavodni populace nema
normalni rozdéleni.

Priklad 1.3. I kdyz napriklad zkoumame vékovou strukturu populace, kterd neni normalné
rozdélend (napiiklad vétsina lidi muze byt ve véku mezi 20 a 30 lety), pruméry vzorki z této
populace budou mit normélni rozdéleni, pokud vezmeme dostatecné velky pocet vzorku. Cent-
ralni limitni véta je tedy dilezita proto, ze umoznuje pouzivat normalni rozdéleni pro analyzu
dat, coz je zakladni predpoklad pro mnohé statistické metody, jako je testovdni hypotéz nebo
vypocet intervali spolehlivosti.
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Tento koncept je klicovy pro praktické pouziti statistiky, protoze Casto pracujeme s pruméry
z malych vzorki, ale diky centralni limitni vété mtzeme predpokladat, ze se chovaji podle
normalniho rozdéleni.

1.7 Testovani hypotéz (uvod)

Testovani hypotéz je jednou z klicovych metod inferenc¢ni statistiky, ktera umoznuje rozhodovat
na zakladé vzorku dat o tom, zda existuje dostatek diukazt k zamitnuti nebo prijeti urcitého
tvrzeni o populaci.

Zakladni pojmy v testovani hypotéz

Nulova hypotéza (Hp): Tvrdi, Ze mezi zkoumanymi proménnymi nebo skupinami
neexistuje zadny vztah nebo rozdil. Tuto hypotézu testujeme a snazime se ji zamitnout.

Alternativni hypotéza (Hp): Tvrdi opak nulové hypotézy, tedy Ze mezi promén-
nymi existuje vztah nebo ze existuje rozdil mezi skupinami.

Kroky pfi testovani hypotéz

Testovani hypotéz obvykle zahrnuje néasledujici kroky:

1. Stanoveni hypotéz: Formulace nulové a alternativni hypotézy.
2. Vybér testu: Volba vhodného statistického testu (napf. t-test, chi-kvadrat test).

3. Stanoveni hladiny vyznamnosti («): Typicky se voli hladina vyznamnosti 0,05,
coz znamena, ze existuje 5% Sance, Ze zamitneme nulovou hypotézu, i kdyz je pravdiva.

4. Vypocet testovaci statistiky: Na zakladé vzorku dat vypocitame hodnotu testovaci
statistiky:.

5. Rozhodnuti: Hodnotu testovaci statistiky porovname s tzv. kritickou hodnotou (hod-
notami) daného rozdéleni a rozhodneme o zamitnuti nebo prijeti nulové hypotézy. Po-
dobné to mizeme provést na zakladé vypoctené tzv. p-hodnoty a jejiho porovnani s
hladinou vyznamnosti.
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Chyby pri testovani hypotéz

P1i testovani hypotéz existuji dva druhy chyb:

Chyba I. druhu: Zamitnuti pravdivé nulové hypotézy (falesné pozitivni vysledek).

Chyba II. druhu: Nepfijeti nepravdivé nulové hypotézy (falesné negativni vysledek).

Rozhodnuti o prijeti nebo zamitnuti hypotézy je vzdy ucinéno na zakladé dostupnych dat a
pravdépodobnosti chyb.

Priklad 1.4. Predstavme si, Ze testujeme uc¢innost nového 1éku. Nulova hypotéza (Hy) tvrdi,
ze 1ék nema zadny ucinek. Alternativni hypotéza (H,) tvrdi, ze 1ék uc¢inek ma.

Chyba I. druhu nastane, pokud zamitneme nulovou hypotézu a budeme tvrdit, ze lék
ucinny je, prestoze ve skutecnosti neni. Napriklad pokud studie naznaci, ze 1ék je ui¢inny,
ale ve skutecnosti to byla nahoda.

Chyba II. druhu nastane, pokud nepfijmeme alternativni hypotézu a budeme tvrdit,
ze 1ék neni uc¢inny, prestoze ve skutecnosti ic¢inny je. Napriklad pokud testovani neodhali
ucinnost léku, i kdyz ve skutec¢nosti 1ék tcinny je.

Cilem testovani hypotéz je minimalizovat pravdépodobnost obou chyb, ale vzdy existuje urcité
riziko jejich vyskytu.

1.8 Intervaly spolehlivosti

Interval spolehlivosti (confidence interval) je interval, ktery s urcitou pravdépodobnosti obsa-
huje skutecnou hodnotu parametru populace. Poskytuje informace nejen o bodovém odhadu
parametru, ale také o tom, jak pfesny je tento odhad.

Definice intervalu spolehlivosti

Interval spolehlivosti je zalozen na bodovém odhadu parametru a je definovan dvéma hodno-
tami: A A

CI=[0-A,0+A]
kde:

0 je bodovy odhad (napf. primér),

A je polomér intervalu spolehlivosti pro zvolenou troven spolehlivosti (napf. pro 95%
spolehlivost).
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Uroverni spolehlivosti

Nejbéznéjsi trovné spolehlivosti jsou 90%, 95% a 99%. Pokud napriiklad zvolime 95% troven
spolehlivosti, znamena to, ze ve 95% pripadi tento interval zahrnuje skutecnou hodnotu para-
metru.

Interpretace intervalu spolehlivosti

Interval spolehlivosti ndm tika, jaky rozsah hodnot mtizeme povazovat za mozné odhady sku-
tecné hodnoty parametru. Pokud je naptiklad interval spolehlivosti pro prameér [45, 55], mtizeme
s 95% jistotou tvrdit, ze skutecny prumér lezi nékde mezi 45 a 55.

Je dulezité si uvédomit, ze vyssi spolehlivost vede k Sirsim intervaltim, zatimco nizsi spolehlivost
vede k uzsim intervaltim.

1.9 Korelace a kauzalita

Korelace a kauzalita jsou dva rizné koncepty, které se tykaji vztahu mezi dvéma proménnymi.

Korelace

Korelace méri silu a smér linearniho vztahu mezi dvéma proménnymi. Nejcastéji pouzivanou
mirou korelace je Pearsontiv korelac¢ni koeficient, ktery nabyva hodnot v rozmezi od -1 do
1:

Hodnota blizka 1 znamena silnou pozitivni korelaci (kdyz jedna proménna roste, druhda
roste také).

Hodnota blizké -1 znamena silnou negativni korelaci (kdyz jedna proménné roste, druha
klesd).

Hodnota blizkd 0 znamend, zZe mezi proménnymi neni zadny linedrni vztah.

Kauzalita

Kauzalita znamena pri¢inny vztah mezi dvéma proménnymi, tedy ze zména jedné proménné
zpusobuje zménu druhé. Na rozdil od korelace vsak kauzalita vyzaduje vice dliikazi a statistic-
kych metod, aby bylo mozné urcit, ze skuteéné existuje pri¢inny vztah.
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Je dilezité si uvédomit, ze korelace neznamena kauzalitu. I kdyz mezi dvéma pro-
ménnymi existuje silnd korelace, nemusi to nutné znamenat, ze jedna proménna zpusobuje
zménu druhé. Tento koncept bude dilezity pri praci s regresni analyzou a analyzou pric¢in-
nych vztaht.

1.10  Historie a vyznam statistiky

Statistika, jak ji zndme dnes, ma dlouhou a fascinujici historii, ktera se vyvijela po staleti.
Zde je prehled nékterych klicovych milnikt ve vyvoji statistiky a osobnosti, které vyznamné
prispély k jejimu rozvoji:

Starovék: Uz v davnych dobéach existovaly zaznamy, které lze povazovat za prvni formy
statistiky. Napifklad v Ciné a Egypté se jiz pred vice nez 4 000 lety provadély soupisy
obyvatelstva a majetku. Tyto zdznamy byly vyuzivany hlavné k efektivnéjsimu vybéru
dani a organizaci vojenskych sil. Také v antickém Recku a Rimé se statistické zdznamy
uplatnovaly pii spravé mést a 1isi.

Stredovek: Béhem stredovéku se statistika zamérovala na administrativni a fiskalni po-
treby. V Evropé se napriklad v 11. stoleti zavedl tzv. ,Domesday Book* v Anglii, coz
byl rozsahly katastralni soupis pro zdanéni. Tento dokument zahrnoval podrobné tdaje o
majetku, obyvatelstvu a zemédélstvi v celé zemi.

18. stoleti: V tomto obdobi zac¢ind statistika nabyvat podoby védeckého oboru. Slovo
ystatistika® pochazi z latinského ,status”, coz znamena ,,stav* nebo ,,politicka organizace®.
Tehdy byla statistika zamérena na popis politického a spolecenského stavu statu. Némecky
védec Gottfried Achenwall (1719-1772) je povazovan za zakladatele tohoto oboru, kdyz
zacal pouzivat pojem ,statistika®“ v modernim smyslu jako véda o statu.

19. stoleti: V 19. stoleti se statistika zacala rozvijet jako matematickd disciplina. Byly
polozeny zaklady teorie pravdépodobnosti, ktera umoznila kvantifikovat nejistoty a vy-
tvaret statistické modely. Zasadni postavou byl Pierre-Simon Laplace (1749-1827),
ktery rozvinul teorii pravdépodobnosti a aplikoval ji na socidlni védy a astronomii. Dalsi
vyznamnou osobnosti byl Carl Friedrich Gauss (1777-1855), ktery vyvinul metodu
nejmensich c¢tvercti, stale klicovou pri odhadech parametri. Gauss je také znamy pro
svou praci na normalnim rozdéleni, které se nékdy nazyva , Gaussovo rozdéleni®.

20. stoleti: Rozmach statistiky nastal v prvni poloviné 20. stoleti, kdy britsky statistik
Sir Ronald A. Fisher (1890-1962) pfinesl zasadni inovace v oblasti ndavrhu experimentii
a analyzy rozptylu. Fisher je ¢asto oznacovan za otce moderni statistiky, diky jeho praci
na hypotézach, odhadech a teorii rozptylu. Jeho metody jsou dodnes zdkladem statis-
tické praxe. Ve stejné dobé Jerzy Neyman (1894-1981) a Egon Pearson (1895-1980)
vyvinuli Neyman-Pearsonovu teorii testovani hypotéz, ktera je klicova pro rozhodovani
na zakladé statistickych dat. Rozvoj vypocetni techniky v 70. letech umoznil simulace a
slozité statistické analyzy, které byly drive nemyslitelné.

Soucasnost: Dnes je statistika vSudypritomné a nezbytna v mnoha oblastech zivota. Ve
védé, podnikani, vladni spravé, mediciné a dokonce i v kazdodennim zivoté jsou statistické
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metody pouzivany k analyze dat a ¢inéni informovanych rozhodnuti. S rostoucim mnoz-
nachazet vzorce a trendy v obrovském mnozstvi informaci. Vyznamnym piinosem k mo-
derni statistice prispéli také dalsi vyznamni statistici jako John Tukey (1915-2000),
ktery vyvinul metody pruzkumné analyzy dat, nebo William Feller (1906-1970), ktery
se zabyval teorii pravdépodobnosti a jejimi aplikacemi.

Tento historicky vyvoj ukazuje, jak se statistika proménila z nastroje pro spravu statu na ne-
zbytny védecky obor, ktery je zdkladem pro moderni rozhodovani a analyzu ve vSech oblastech
zivota. Diky praci téchto vyznamnych osobnosti a mnoha dalsich se statistika stala nepostra-
datelnym néastrojem ve védeé i praxi.

Tato kapitola poskytla tvod do zakladnich statistickych pojmi a metod. Vysvétlili jsme
rozdil mezi deskriptivni statistikou, kterd se zaméruje na popis a sumarizaci dat, a sta-
tistickou indukci, ktera umoznuje na zakladé vzorku vyvozovat zavéry o celé populaci.
Kapitola se také zabyvala pojmy jako populace, vybér, typy proménnych, méritka mé-
feni a zakladnimi mirami centralni tendence a variability. Tyto zaklady jsou dulezité
pro pochopeni pokrocilejsich statistickych metod, které budou podrobnéji rozpracovany
v nasledujicich kapitolach.

Jaky je rozdil mezi deskriptivni statistikou a statistickou indukei?

Co je to populace a jaky je rozdil mezi populaci a vybérem?

Jaké jsou typy proménnych a jak se lisi kvalitativni a kvantitativni proménné?
Jaké jsou méritka méreni proménnych a jaky je jejich vyznam?

Co jsou miry centralni tendence a jaké jsou jejich zédkladni typy?

Jaké miry variability znate a jaky je jejich vyznam pro popis dat?

Jaky je rozdil mezi korelaci a kauzalitou?

Jak se pouziva histogram a krabicovy graf k zobrazeni distribuce dat?

© X N o 0w

Jaké jsou zakladni vlastnosti normalniho rozdéleni?
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Kapitola 2

Zpracovani dat z vybéerovych

zjistovani

Po prostudovani této kapitoly budete umét:
+ definovat pojem nahodného vybéru a vybérového souboru,
« predstavit zakladni vybérové charakteristiky a jejich rozdélent,

« uvést zdkladni metody vybérovych Setfeni a jejich pouziti.

Klicova slova:
Vybérovy soubor, odhad, vybérové charakteristiky.
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Nahled kapitoly

Tato kapitola se zamétuje na klicové principy a metody vybérovych sSetteni, které jsou zékladem
pro sbér dat v moderni statistice. Kapitola poskytuje studentiim tvod do pojmu nahodného
vybéru a jeho vyznamu pro reprezentativnost statistickych vysledkt. Dale jsou podrobné dis-
kutovany ruzné metody vybéru, véetné prostého ndhodného vybéru, stratifikovaného vybéru a
vicestupnového shlukového vybéru. Zvlastni pozornost je vénovana vybérovym charakteristi-
kam a jejich roli pfi odhadu parametri zakladniho souboru. Tyto znalosti jsou nezbytné pro
pochopeni pokrocilejsich statistickych metod a aplikaci, které budou predstaveny v nésleduji-
cich kapitolach.

Cile kapitoly

Tato kapitola mé za cil, aby student po jejim dokonceni:

rozumél pojmu ndhodny vybér a jeho vyznamu pro reprezentativnost vybérovych settfent,
byl schopen popsat a vysvétlit tvorbu vybérového souboru,

znal a umél vypocitat zakladni vybérové charakteristiky, jako jsou vybérovy primer,
rozptyl, smérodatnd odchylka a kovariance,

pochopil rozdil mezi prostym ndhodnym vybérem a alternativnimi metodami vybéru, jako
jsou stratifikovany a systematicky vybér,

ziskal prehled o vybérovych charakteristikdch a jejich vztahu k parametrim zakladniho
souboru,

chéapal dilezitost presnosti a nevychylenosti odhadu pii odhadech parametria zakladniho
souboru.

Odhad ¢asu potifebného ke studiu

Pro zvladnuti této kapitoly se doporucuje vyhradit si priblizné 3 az 4 hodiny. Tento ¢as zahrnuje
¢teni textu, pochopeni jednotlivych metod vybérovych setfeni, vypocty zakladnich vybérovych
charakteristik a samostatné feseni kontrolnich otazek.

2.1 Uvodni pfiklad

Predstavte si, Ze jste analytikem ve velké maloobchodni spolecnosti, kterd prodava elektroniku.
Vedeni spolecnosti ma zajem zjistit primérnou spokojenost zakazniki s nakupy v jejich obcho-
dech po celé zemi. Namisto dotazovani vsech zakaznikl se rozhodnete provést vybérové setreni
— tedy vyberete jen ¢ast zakaznikt a na zdkladé jejich odpovédi budete odhadovat spokojenost
vsech zakazniki.

Vasim tkolem je navrhnout, jak by meélo toto Setfeni probéhnout, aby vysledky byly co nejspo-
lehlivéjsi. Nejdiive se rozhodnete pouzit prosty nahodny vybér, coz znamena, ze kazdy zakaznik
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ma stejnou Sanci byt zahrnut do Setfeni. Poté vypocitate prumérnou spokojenost téchto vybra-
nych zakaznikl a tuto hodnotu pouzijete jako odhad primérné spokojenosti vSech zakazniki.

Naptiklad pokud ndhodné vyberete 100 zdkaznikt, ktefi odpovi na otdzku o spokojenosti na
skale od 1 do 10, muzete ziskat nasledujici vysledky:

x=(8,7,9,6,7,8,9,6,7,8,...)

Na zékladé téchto odpovédi muzete spocitat primérnou spokojenost ve vybéru (necht je napri-
klad soucet vsech hodnoceni 750):

1 100 1
T= g = T50 =75
* 7 100 ;x 100

Tento primeér povazujete za odhad primérné spokojenosti vSech zdkaznikl vasi spolec¢nosti.

Kromé toho byste méli zjistit, jak moc se jednotlivé odpovédi odchyluji od tohoto primeéru, tedy
jak jsou odpovédi rozptylené kolem priuméru. To zjistite pomoci vypoctu smérodatné odchylky.
Reknéme, Ze ta vysla z dat nasledovné:

Co nam tato hodnota rika? Smérodatna odchylka nam 1ika, jak moc se jednotlivé odpovédi
zakazniku lisi od prameéru. V tomto pripadé hodnota 1,2 znamena, ze vétsina odpovédi se
pohybuje v rozmezi 7,5+ 1,2, tedy mezi 6,3 a 8,7. To nam napovida, ze spokojenost zakaznikii
je relativné konzistentni, vétSina zakaznikt je se svym ndkupem spokojena podobné. Kdyby
byla smérodatna odchylka vyssi, znamenalo by to, Ze jsou mezi odpovédmi vétsi rozdily —
nekteri zakaznici jsou velmi spokojeni, zatimco jini méné.

Déle miizete pomoci tohoto Setfeni odhadnout, jaky interval spokojenosti lze ocekavat u celé
populace zakaznikil, coz vam da predstavu o nejistoté vaseho odhadu. Takové vypocty jsou
zakladem pro rozhodovani vedeni spolecnosti o zlepseni zakaznického servisu nebo zaméreni
marketingovych kampani.

Tento priklad ilustruje, jak vybérové setfeni funguje v praxi a proc je dulezité spravné provést
vybér a analyzu dat. V této kapitole se podrobné naudite, jak spravné vybirat vzorky, jaké
vybérové charakteristiky pouzit a jak zajistit, aby vysledky byly co nejpresnéjsi.

2.2  Vybeérova setreni

Vv

postup zajistuje, ze kazdy prvek souboru mé urcitou (nejcastéji stejnou) pravdépodobnost, ze
bude zahrnut do vybérového souboru. Pti provadéni ndhodného vybéru se cely soubor rozdéli
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na vybérové jednotky, které mohou byt totozné se statistickymi jednotkami nebo tvotit jejich
vétsi ¢i mensi skupiny.

Tvorba vybérového souboru

Tvorba vybérového souboru zahrnuje dvé hlavni slozky:

Pravdépodobnost vybrani: Kazdé vybérové jednotce je prirazena urc¢ita pravdépo-
dobnost, ze bude zahrnuta do vybérového souboru. Tato pravdépodobnost muze byt
stejnd pro vsechny jednotky nebo se muze lisit.

Nahodnost vybéru: Vybér (selekce) jednotek je provadén ndhodné, coz znamena,
7e o zafazeni ¢i nezarazeni kazdé jednotky rozhoduje pouze nahoda.

Spojitost téchto dvou slozek je klicova pro zajisténi reprezentativnosti vybérového souboru.

Pravdépodobnostni a nahodny vybér

Pravdépodobnostni hledisko je natolik vyznamné, ze dnes termin ,pravdépodobnostni vy-
bér* prevazuje nad starsim nazvem ,nahodny vybér“. Pravdépodobnosti vybrani nemusi byt
u vsech jednotek stejné, ale mohou se lisit. Pokud jsou pravdépodobnosti vybrani stejné, ho-
vofime o prostém nadhodném vybéru. V nékteré literature byl termin ,,pravdépodobnostni
vybér® vyhrazen pouze pro vybéry s nestejnymi pravdépodobnostmi.

Pochybnosti o nahodném vybéru

Nékteri neodbornici mohou mit pochybnosti o tom, jak mize nahodny vybér zajistit repre-
zentativnost. Muze se zdat, ze pokud ponechame vybér nahodé, prestavame ovliviiovat tvorbu
vybérového souboru. Tyto pochybnosti jsou vSak neodivodnéné, protoze nahodny vybeér s pre-
dem znamymi pravdépodobnostmi umoznuje vyuzit vyhod ndhody a matematicky kontrolovat
jejl zakonitosti.

Vyhody pravdépodobnostniho vybéru

Pravdépodobnostni vybéry, coz znamena, ze kazda jednotka v populaci ma uréitou znamou
sanci byt vybrana, maji nékolik vyhod. Diky nim miizeme ziskat odhady, které maji tyto dilezité
vlastnosti:
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Konzistentni odhady: Kdyz zvétsime pocet jednotek, které vybirdme (tj. velikost
vybéru), nase odhady se stale vice ptiblizuji skuteéné hodnoté, kterou chceme zjistit.
Jinymi slovy, ¢im vice dat mame, tim presnéjsi nase odhady budou.

Nevychylené odhady: Tyto odhady v primeéru ani neprehanéji, ani nebagatelizuji
skute¢nou hodnotu. Predstavte si, ze opakované vybirate vzorky a pokazdé pocitate
prumér. Pokud byste vSechny tyto primeéry zprimérovali, dostali byste velmi blizkou
hodnotu ke skutecnému priaméru celé populace.

Diky témto vlastnostem jsou pravdépodobnostni vybéry velmi spolehlivé. Presnost nasich od-
hadi muzeme také zmérit — naptiklad pomoci stfedni vybérové chyby (standardni chyba
pruméru) s//n, kterd ndm fikd, jak moc se mohou odhady lisit od skutetné hodnoty. Dalsim
uziteCnym néastrojem jsou intervalové odhady, které nam davaji urcité rozmezi, ve kterém se
skutecna hodnota témér jisté nachézi.

Podrobnéji se témto tématiim budeme vénovat v dalsich kapitolach, kde se naucime, jak tyto
odhady spravné provadét a jak je interpretovat.

2.3  Prosty nahodny vyber

Prosty nahodny vybér je jednou z nejjednodussich forem pravdépodobnostniho vybéru.
Kazdy prvek zdkladniho souboru (ZS) ma stejnou pravdépodobnost, ze bude do vybéru zahrnut.

Definice a podminky prostého nahodného vyberu

Definice 2.1. Prosty nahodny vybér lze definovat jako vybér o rozsahu n, kdy kazda
mnozina n prvki ma stejnou pravdépodobnost, ze bude vybrana.

Podminka: Pro realizaci prostého nahodného vybéru je nutné mit k dispozici oc¢islovany
seznam vsech prvku zakladniho souboru, tzv. oporu vybéru, a generator nahodnych cisel,
pomoci néhoz jsou vybirany prvky z opory vybéru.

Postup pri prostém nahodném vybéru

Prosty ndhodny vybér probiha podle nasledujicich krok:
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1. Sestavte oporu vybéru a kazdému prvku priradte celé ¢islo od 1 do N.
2. Rozhodnéte o rozsahu vybéru n.
3. Vygenerujte n ndhodnych ¢isel mezi 1 a N.

4. Ziskejte data od prvkul identifikovanych témito ndhodnymi ¢isly.

Vybérovy pomeér

Definice 2.2. Pomér mezi rozsahem vybéru n a velikosti zdkladniho souboru N, tedy &,
nazyvame vybérovy pomeér.

Tento pomér vyjadiuje pravdépodobnost, ze prvek zakladniho souboru bude zahrnut do vybéru.
Vybér muze byt provadén s vracenim nebo bez vraceni. Pii vybéru s vracenim ma kazdy
prvek nenulovou pravdépodobnost, ze bude vybran vicekrat. Pro statistické odvozovani formuli
je vsak vyhodnégjsi vybér s vracenim, pokud je vybérovy pomér maly (< 5%).

Nahradni metody pri neproveditelnosti prostého nahodného
vybéru

V pripadech, kdy je prosty ndhodny vybér neproveditelny nebo prilis ndkladny, zejména u velmi
rozsahlych zakladnich souborti, mohou byt pouzity néasledujici nahradni metody:

Stratifikovany nadhodny vybér: Zikladni soubor je rozdélen do dil¢ich oblasti (strat),
pro kazdou stratu se provede ndhodny vybér. Tato metoda je vhodna, pokud lze populaci
stratifikovat podle ur¢itého znaku (napf. pohlavi, vék), aby byla zajisténa reprezentace kazdé
podskupiny.

Systematicky vybér: Ze serazeného zakladniho souboru je ndhodné vybran jeden prvek
z prvnich k prvki, poté se vybira, poc¢inaje od toho vybraniho, k-ty, 2k-ty prvek atd. Tento
postup je jednoduchy a snadno proveditelny. Priklad: Mame 100 prvkit a chceme vybrat
10. Z prvni desitky (kK = 10) ndhodné vybereme, treba 5. Potom jiz automaticky také
5+k=54+10=155+2-10=25, ..., 85, 95.
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Vicestupnovy shlukovy vybér: Tato metoda je ¢asto pouzivana pro ziskavani informaci
o verejném minéni. Vybér probihd ve vice stupnich, naptiklad:
1. Ndhodné vybereme vzorek okresti.

2. 7 kazdého vybraného okresu ndhodné vybereme urcité mnozstvi mést pozadované
velikosti.

3. Z vybranych mést nadhodné vybereme vzorek sidlist.
4. 7 vybranych sidlist vybereme domécnosti, kde se provede dotazovani.

Tento postup, i kdyz vypada komplikované, je velmi efektivni a méné nakladny nez prosty
ndhodny vybér.

2.4  Vybérové charakteristiky a jejich roz-
déleni

Pri statistické analyze se ¢asto zamérujeme na charakteristiky vybérového souboru, které nam
poskytuji informace o zdkladnim souboru. Tyto charakteristiky se nazyvaji vybérové charak-
teristiky a jsou funkcemi nahodnych veli¢in ziskanych z vybérového souboru (protoze zavisi
na konkrétnim vybéru vzorku, ktery muze byt rizny).

Zakladni pojmy

Zakladni soubor: Sklada se z N jednotek, pfricemz néds zajima znak X (napf. objem
piva v lahvi).

Vybérovy soubor: Je tvoren n jednotkami ndhodné vybranymi ze zakladniho sou-
boru. Hodnoty znaku X; jsou povazovany za realizace ndhodné velic¢iny X.

Statisticky model: Rozdéleni pravdépodobnosti nahodné velic¢iny X, kterou pozo-
rujeme, se nazyva statisticky model.
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Vybeérové charakteristiky

Vybérové charakteristiky jsou funkce ndhodnych velicin X7, X», ..., X,, a jsou definovany jako
statistiky:

T =T(X1, Xs,...,X,)

Nésleduji zakladni vybérové charakteristiky:

Definice 2.3. Vybérovy obecny moment: k-ty vybérovy obecny (pocateéni) moment je

dan vztahem
1 n
2
my = — E xy,
n;3

kde z; je hodnota znaku X pro i-tou jednotku vybérového souboru.

Definice 2.4. Vybérovy prameér: Vybérovy prumér je definovan jako

n
Z Z;.
i=1

r=mj =

U prostého ndhodného vybéru plati, Ze primér vybérovych primért se rovné stredni hod-

noté u zakladniho souboru, zapisujeme E(X) = p. Vybérovy pramér je tedy vhodny pro
odhad stfedni hodnoty.

Definice 2.5. Vybérovy centralni moment: k-ty vybérovy centrdlni moment je dan
vztahem

Vybérovy rozptyl je vhodny pro odhad rozptylu zédkladniho souboru.
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Definice 2.7. Vybérova smérodatna odchylka: Smérodatna odchylka je definovana

jako
s =52

Definice 2.8. Vybérova kovariance: Pokud sledujeme dva znaky X a Y ve vybérovém
souboru, mizeme vypocitat vybérovou kovarianci jako

1
n—1

Cov(X,Y) = z:(ﬂ?z —-7)(yi — 7)),

kde x; a y; jsou hodnoty znaki X a Y pro i-tou jednotku.

Definice 2.9. Vybérovy linearni korelacni koeficient: Linearni korelacni koeficient je
dan vztahem

SxSy
kde sx a sy jsou vybérové smérodatné odchylky znakia X a Y.

Uloha vybérového Setieni

Ukolem vybérového Setfeni je odhadnout nezndmé parametry zakladniho souboru nebo charak-
teristiky rozdéleni zdkladniho souboru na zédkladé ndhodného vybéru.

Parametry zakladniho souboru: Charakteristiky zakladniho souboru se nazyvaji
parametry (nebo teoretické charakteristiky) a znaci se feckymi pismeny (napt. u, o2,

0).

Vybérové charakteristiky: Charakteristiky vybérového souboru se nazyvaji vybé-
rové charakteristiky nebo statistiky a znaéi se latinskymi pismeny (napr. X, Sxy,

Txy).

Vybérové setreni poskytuje odhady parametri zakladniho souboru, které jsou zakladem pro
statistickou analyzu a rozhodovani. Cilem je ziskat odhady, které jsou presné a nevychylené.
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2.5 ResSené priklady

Priklady jsou voleny tak, aby ilustrovaly probranou latku, ale aby nebyly pfiliS narocné na
vypocty. V praxi by byly vybéry rozsahlejsi.

Stratifikovany vybér a vybérové charakteristiky:

Priklad 2.10. Predstavte si, ze pracujete pro obchodni fetézec, ktery provozuje supermarkety
po celé zemi. Retézec chce analyzovat primérné nakupy svych zakazniki ve dvou riiznych
regionech — regionu A a regionu B. Cilem je zjistit, jak se lisi pramérné tutraty zakazniku
v téchto regionech. Misto toho, aby se zjistovaly idaje od vSech zakazniki, provede se vybérové
Setfeni, které bude stratifikované podle regiont.

Retézec mé celkem 20 000 zékaznikil, z toho 12 000 zakaznikil v regionu A a 8 000 zdkaz-
nikd v regionu B. Rozhodnete se provést stratifikovany nahodny vybér, kde z kazdého regionu

vyberete 5 zakazniki. Zde jsou udaje pro 5 ndhodné vybranych zédkaznikt z kazdého regionu
(v Ké):

Region A:
x4 = (800, 1500, 700, 1200, 900)

Region B:
xp = (1000, 1100, 950, 1300, 750)

Vasim tkolem je vypocitat nasledujici:

1. Primérnou utratu zakaznika ve vybéru v regionu A a regionu B.
2. Smérodatnou odchylku utrat zakaznika v regionu A a regionu B.

3. Vybérovy rozptyl ttrat zékaznikl v regionu A a regionu B.

Reseni: 1. Vypocet prumérné tutraty zakaznikd ve vybéru v regionu A a regionu B

Nejprve spocitame pramérné utraty zakaznikt v kazdém regionu:

Region A:
12 800 + 1500 + 700 + 1200 + 900
Ta=—-) Ta; = T Al 0 020 K.
5 5
Region B:
13 1000 4 1100 + 950 + 1300 + 750
TB:gZxBJ: i +5 + i = 1020 Ke.
i=1

V obou regionech je prameérna tutrata zakazniki ve vybéru 1020 K¢.

2. Vypocet smérodatné odchylky tutrat zidkaznikt v regionu A a regionu B
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Spocitame smérodatné odchylky v kazdém regionu:

Region A:

1 5
SA = ZZ $Az—$A
kde n = 5.

Vypocitame odchylky jednotlivych hodnot od primeéru pro region A:

(800 — 1020)? = 48400,
(1500 — 1020)? = 230400,
(700 — 1020) = 102400,

) 32
=14

(1200 — 1020)? 400,
(900 — 1020)* 400.

Soucet téchto odchylek je:

48400 + 230400 + 102400 + 32400 + 14400 = 423000.

Smérodatna odchylka v regionu A je:

423000
4

S4 = ~ 324,04 K&.

Region B:

Vypocitame odchylky jednotlivych hodnot od priméru pro region B:

(1000 — 1020)* = 400
(1100 — 1020)* = 640
(950 — 1020)? = 490
)° =18
)" =72

(1300 — 1020)?
(750 — 1020)*

400
900.

Soucet téchto odchylek je:

400 + 6400 + 4900 + 78400 + 72900 = 163000.

Smérodatné odchylka v regionu B je:
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1
sp =1/ 634000 ~ 201,56 K&.

3. Vypocet vybérového rozptylu ttrat ziakaznikt v regionu A a regionu B

Vybérovy rozptyl je ¢tverec smérodatné odchylky:

Region A:
423000
§% = = 105750 K¢&2.
Region B:
163000
sh = 1 = 40750 K&2.

Interpretace vysledkii:

Na zakladé stratifikovaného ndhodného vybéru jsme zjistili, ze primérna utrata zakazniki
ve vybéru je v obou regionech stejnd, tedy 1020 K¢ (coz je evidentné jen ndhoda, pri jiném
vybéru by to vyslo jinak). Smérodatnd odchylka je vSak vyssi v regionu A (324,04 K¢) nez v
regionu B (201,56 K¢), coz znamen4, ze v regionu A jsou ttraty zakazniki vice rozptylené kolem
priaméru. Vybérovy rozptyl je také prirozend vyssi v regionu A (105750 K¢&?) oproti regionu B
(40 750 K¢&?), coz potvrzuje vétsl variabilitu v regionu A. Tyto informace mohou byt pouZity k
optimalizaci marketingovych strategii a planovani zasob v jednotlivych regionech. O

Kovariance a korelacni koeficient

Priklad 2.11. Predstavte si, ze pracujete jako analytik pro investi¢ni spolecnost. Vasim tikolem
je analyzovat vztah mezi roénimi vynosy dvou raznych akcii (akcie X a akcie Y) za poslednich
5 let. Chcete zjistit, zda existuje vztah mezi vynosy téchto dvou akeii, coz vam pomiize rozhod-
nout, zda je vhodné do téchto akcii investovat spolecné.

Roéni vynosy (v %) pro akcie X a Y v jednotlivych letech jsou nasledujici:
Vynosy akcie X:
X = (5,10,12,6,8)

Vynosy akcie Y:
Y =(3,8,9,5,6)

Vasim tkolem je:

1. Vypocitat praumérny vynos pro akcie X a Y.
2. Vypocitat kovarianci mezi vynosy akcie X a Y.
3. Vypocitat korelacni koeficient mezi vynosy akcie X a Y.

4. Interpretovat, co kovariance a korelacni koeficient znamenaji.
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Reseni: 1. Vypodet primérného vynosu pro akcie X a Y

Nejprve spoc¢itame prumeérny vynos pro kazdou akcii:

Akcie X:
_ 1 5+10+12+6+8
X = *ZXZ T OF 140+ =8,2 %.
5 5
Akcie Y: .
— 1 3+8+9+54+6
Y — gz + +5+ 0 629

Prumérny rocni vynos pro akcii X je 8,2 %, zatimco pro akcii Y je 6,2 %.
2. Vypocet kovariance mezi vynosy akcie X a Y

Kovarianci mezi vynosy X a Y vypocitame podle vzorce:

Cov(X,Y)

i Y- V),

kde n = 5.

Nejdrive vypocitame odchylky jednotlivych hodnot od priméru a jejich souc¢in pro kazdou
dvojici:

(5—82)(3—6.2) = (—3,2)(—3,2)

(10 — 8,2)(8 — 6,2) = (1,8)(1,8) =

(12— 8,2)(9 — 6,2) = (3,8)(2,8) = 10,64,
(6 —82)(5—62) = (—2,2)(—1,2)
(8 —8,2)(6 —6,2) = (—0,2)(—0,2)

Soucet téchto soucini je:

10,24 + 3,24 + 10,64 4 2,64 + 0,04 = 26,83

Kovariance mezi vynosy akcii X a Y je:

26,8

Cov(X,Y) = 1

= 6,7.

3. Vypocet korelacniho koeficientu mezi vynosy akcie X a Y

Korela¢ni koeficient r mezi vynosy X a Y vypocitame podle vzorce:
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kde sx a sy jsou smérodatné odchylky vynost X a Y.
Nejprve vypocitame smérodatné odchylky pro obé akcie:

Smérodatna odchylka pro akcii X:

i=1

12 -
Vypocitame odchylky jednotlivych hodnot od priméru pro akeii X:
(5 —8,2)?

)

(10 — 8,2)* = 3,24,
(12 — 8,2)? = 14,44,
)

)

10,24,

(6 —8,2)% = 4,84,
(8 —8,2)? = 0,04.

Soucet téchto odchylek je:

10,24 + 3,24 + 14,44 + 4,84 + 0,04 = 32.8.

Smérodatna odchylka pro akcii X je:

32,8

~ 2,86 %.

Sx =

Smeérodatna odchylka pro akcii Y:

13 S
SY:$4Z<Y1'_Y)7

i=1

Vypocitame odchylky jednotlivych hodnot od primeéru pro akeii Y:

(3—6,2)* = 10,24,
(8 —6,2)? = 3,24,
(9 —6,2)* = 7,84,
(5 —6,2)* = 1,44,
(6 —6,2)% = 0,04.

Soucet téchto odchylek je:

10,24 + 3,24 + 7,84 + 1,44 + 0,04 = 22.8.

Smérodatné odchylka pro akcii Y je:
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22.8

Sy = ~ 2,38 %.

Nyni miizeme vypocitat korelacni koeficient:

6,7

= m ~ (0,988.

rxy

4. Interpretace kovariance a korelacniho koeficientu

Kovariance Cov(X,Y) = 6,7 je kladnd, coz znamend, Ze mezi vynosy akcii X a Y existuje
pozitivni vztah. Kdyz vynos jedné akcie roste, ma tendenci rist i vynos druhé akcie.

Korelacni koeficient ryy =~ 0,988 je velmi blizky hodnoté 1, coz naznacuje silnou pozitivni
korelaci mezi vynosy téchto dvou akcii. Tento vysledek znamena, Ze vynosy téchto akcii maji
tendenci se pohybovat velmi podobné, a proto by mohly byt méné vhodné pro diverzifikaci
portfolia, pokud je cilem snizit riziko investic. O

V této kapitole jsme se podrobné zabyvali principy vybérovych setfeni a metodami jejich
realizace. Zamérili jsme se na pravdépodobnostni vybéry, zejména na prosty ndhodny vy-
bér, a diskutovali jsme i alternativni metody, jako jsou stratifikovany vybér, systematicky
vybér a vicestupnovy shlukovy vybér.

Déle jsme prozkoumali vybérové charakteristiky, které predstavuji statistiky ziskané z
vybérového souboru. Vysvétlili jsme vyznam téchto charakteristik, jako jsou vybérovy
prumér, rozptyl, smérodatna odchylka a korelac¢ni koeficient, a jejich roli pti odhadu
parametri zakladniho souboru.

Tato kapitola poskytla zaklady potfebné pro pochopeni statistické analyzy zalozené na
nahodném vybéru a pripravila nas na aplikaci téchto metod v dalsich ¢astech studia.

1. Co je pravdépodobnostni vybér a proc¢ je dulezity pro statistickou analyzu?

2. Jaky je rozdil mezi prostym ndhodnym vybérem a stratifikovanym vybérem? Uvedte
priklady jejich pouziti.

3. Popiste postup pii prostém nahodném vybéru. Jaké kroky musime dodrzet?

4. Co je vybérovy pomér a jaky je jeho vyznam pfi ndahodném vybéru?

5. Jak se vypocita vybérovy priameér? Jaké jsou jeho vlastnosti a kdy je vhodny pro
odhad?

6. Vysvétlete, co je vybérovy rozptyl a jaky je jeho vztah k vybérové smérodatné od-
chylce.

7. Co je vybérova kovariance a jak se lisi od vybérového linearniho korela¢niho koefici-
entu?
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8. Jaké jsou hlavni tkoly vybérového Setfeni a jak muzeme odhadnout parametry za-
kladniho souboru?

9. Vysvétlete rozdil mezi odhady konzistentnimi a nevychylenymi. Pro¢ jsou tyto vlast-
nosti dulezité?

10. Jaké alternativni metody vybéru mohou byt pouzity, pokud neni prosty nadhodny
vybér proveditelny nebo je prilis nakladny?

Literatura k tématu:

[1] HINDLS, R. Statistika pro ekonomy. 8. vyd. Praha: Professional Publishing, 2007.
ISBN 978-80-86946-43-6.

[2] JANACEK, J. Statistika jednoduse. Grada, 2022. ISBN 978-80-271-1738-3.

[3] MAREK, L. Statistika v ptikladech. 2. vyd. Praha: Kamil Maiik — Professional
Publishing, 2015. ISBN 978-80-743-1153-6.

[4] OTIPKA, P., SMAJSTRLA, V. Pravdépodobnost a statistika [online]. 1. vydani.
Ostrava: VSB-TU Ostrava, 2007 [cit. 2024-09-09]. ISBN 80-248-1194-4.



Kapitola 3

Pravdepodobnost

Po prostudovani této kapitoly budete umét:
« definovat zakladni pojmy z pravdépodobnosti, jako je ndhodny jev, ndhodna veli¢ina,
a pravdépodobnost,
« vysvétlit a Tesit tlohy z klasické pravdépodobnosti,

« predstavit princip geometrické pravdépodobnosti a aplikovat ho na feseni praktic-
kych tloh,

« popsat a aplikovat statistickou pravdépodobnost a jeji vztah k relativni ¢etnosti,
« aplikovat vypocty s podminénou pravdépodobnosti a vysvétlit princip uplné prav-
dépodobnosti a Bayesovy véty,

« vysvétlit rozdil mezi nezavislymi a zavislymi pokusy a pouzit tyto znalosti pri reseni
uloh.

Klicova slova:

Pravdépodobnost, ndhodny jev, nahodné velicina, klasickd pravdépodobnost, geomet-
ricka pravdépodobnost, statisticka pravdépodobnost, podminénd pravdépodobnost, iplna
pravdépodobnost, Bayesova véta, nezavislé jevy, zavislé jevy.
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Nahled kapitoly

Tato kapitola se vénuje podrobnému vysvétleni zakladnich pojmi z pravdépodobnosti, jako je
ndhodny jev a nahodna veli¢ina, a jejich aplikaci na rizné typy tloh. Studenti se nauci rozlisovat
mezi klasickou, geometrickou a statistickou pravdépodobnosti a pouzit tyto koncepty k reseni
praktickych tloh. Kapitola zahrnuje i pokrocilejsi metody, jako je podminénd pravdépodobnost,
uplna pravdépodobnost a Bayesova véta, které se ¢asto pouzivaji pri analyze realnych problémii.
Dtraz je kladen na pochopeni nezavislych a zavislych pokust a jejich rozdilného vlivu na
vypocty pravdépodobnosti.

Cile kapitoly

Cilem kapitoly je dukladné seznamit studenty se zaklady teorie pravdépodobnosti a naucit je
aplikovat tyto poznatky v praxi. Kapitola zahrnuje jak jednoduché tlohy z klasické pravdeé-
podobnost a pouziti Bayesovy véty. Studenti se také nauci pracovat s nezavislymi i zavislymi
jevy a pochopi rozdily mezi nimi. Tyto dovednosti jsou klicové pro dalsi studium statistickych
metod.

Odhad ¢asu potrebného ke studiu

Pro zvladnuti této kapitoly je doporuceno vénovat studiu ptiblizné 3 az 4 hodiny. Tento cas
zahrnuje ¢teni textu, pochopeni zédkladnich pojmu a principt pravdépodobnosti, feseni prikladu
a procvicovani pokrocilejsich metod, jako je podminéna pravdépodobnost a Bayesova véta.

Uvod a motivace

Pravdépodobnost je nedilnou soucasti mnoha védnich disciplin, at uz jde o ekonomii, inzenyr-
stvi, biologii nebo marketing. Umoznuje nam modelovat a predvidat vysledky procestu, které
jsou ovlivnény ndhodnymi faktory. Napriklad v podnikani se pravdépodobnost pouziva k hod-
noceni rizik, odhadu pravdépodobnosti tspéchu projekti ¢i analyze dat. V této kapitole se
zameérime na rizné metody, jak pravdépodobnost vypocitat a jak ji pouzit k feSeni praktickych
uloh.

Jednim z klicovych pojmi, které se v této kapitole seznamite, je pojem nezavislych a zavislych

vvvvvv

Pravdépodobnost ndhodného jevu A je definovana jako ¢islo mezi 0 a 1, které vyjadruje, jak
moc je pravdépodobné, Ze tento jev nastane. Muze byt definovana riznym zpusobem.
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3.1  Klasicka pravdéepodobnost

Definice 3.1. P1i splnéni nize uvedenych predpokladi definujeme klasickou pravdépo-

dobnost jako
Pocet priznivych vysledki

P(A) = .
(4) Celkovy pocet moznych vysledki

Predpoklady klasické pravdépodobnosti:

1. Konecny pocet moznych vysledki: Predpokldada se, Ze jev ma konecny pocet
moznych vysledku (elementarnich jevii), které jsou vSechny jasné definovany a lze je
spocitat.

2. Stejna pravdépodobnost vsech vysledki: Kazdy z moznych vysledki je stejné
pravdépodobny. To znamend, ze zadny vysledek neni preferovan nebo diskriminovan,
coz je klicovy predpoklad této definice. Naptiklad pti hodu férovou kostkou méa kazda
strana stejnou Sanci padnout.

3. Urcitelnost jevi: Vsechny mozné vysledky (elementarni jevy) jsou dopfedu znamy a
lze je spocitat. V praxi to znamend, ze prostor elementarnich jevi je jasné definovany
a kazdy vysledek je predem urcitelny.

4. Nezavislost pokusti: Pokud klasickou pravdépodobnost aplikujeme na opakované
pokusy (napf. hody kostkou), predpokladd se, Ze jednotlivé pokusy jsou na sobé ne-
zavislé — vysledek jednoho pokusu neovliviiuje vysledky dalsich pokust.

Tyto predpoklady omezuji klasickou pravdépodobnost na situace, kde je mozné zarucit stejné
sance vsech vysledki a kde je pocet moznych vysledki koneény a jasné definovany.

Priklad 3.2. V (losovaci) urné je 5 ¢ervenych a 3 modré kulicky. Jaka je pravdépodobnost, ze

pri ndhodném vybéru vytahnete ¢ervenou kulicku?

Reseni: Pocet pifznivych vysledki (¢ervenych kulicek) je 5, celkovy pocet kulicek je 8. Prav-
dépodobnost, Ze vytahnete ¢ervenou kulic¢ku, je tedy:

)
P(Cervena kulicka) = 3= 0,625
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Sjednoceni a prunik jevu

Definice 3.3. Sjednoceni jeva (A nebo B): Pravdépodobnost, Ze nastane alespori jeden
z jevi A nebo B. Oznacuje se AU B a je dana vztahem:

P(AUB)=P(A)+P(B)— P(ANB).

Prunik udalosti (A a B): Pravdépodobnost, Ze nastanou oba jevy soucasné. Oznacuje se
ANB.

Priklad 3.4. Vezmeme v tvahu dvé udélosti: A - pravdépodobnost, ze padne liché ¢islo pri
hodu kostkou, a B - pravdépodobnost, Ze padne ¢islo vétsi nez 4. Vypocitejte pravdépodobnost
sjednoceni a priniku téchto udalosti.

Reseni: Pravdépodobnost uddlosti A (liché &islo):

3
P(A) =2 =0p5.
6
Pravdépodobnost udélosti B (¢islo vétsi nez 4):
2
P(B) = % = 0333,

Pravdépodobnost, ze padne ¢islo, které je liché a vétsi nez 4 (prunik):
1
P(ANB) = 6= 0,167.

Pravdépodobnost sjednoceni:

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B) = 0,5 + 0,333 — 0,167 = 0,666.

Priklad 3.5. S jakou pravdépodobnosti padne na dvou kostkach soucet:

a) Sest,

b) mensi nez 77

Reseni: ad a) Sestka padne v nasledujicich p¥ipadech:

1. kostka|2. kostka
1 5
5 1
2 4
4 2
3 3

Tedy existuje 5 moznosti. Pocet vSech moznosti je n = 6 x 6 = 36.
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Pravdépodobnost:

P(soucet 6) = i

36
ad b) Soucet mensi nez 7 mize byt:
Soucet Moznosti
5 [(1,4),(4,1),(2,3),(3,2)
4 (1,3),(3,1),(2,2)
3 (1,2),(2,1)
2 (1,1)
Celkovy pocet moznosti je 15.
Pravdépodobnost:
15 5
P(soucet mensi nez 7) = — = —.
36 12

]

Piiklad 3.6 (Narozeninovy problém (R. von Mises, 1939)). Kolik minimélné osob musi byt ve
skupiné, aby, ignorujeme-li 29. inor, alespon dva z nich méli narozeniny ve stejny den roku s
pravdépodobnosti alespon 50 %7

Reseni: Nejprve uvazujeme pravdépodobnost opac¢ného jevu, tedy ze zadni dva lidé ve sku-
piné nemaji narozeniny ve stejny den. Pokud ve skupiné bude n osob, mlizeme tento problém
formulovat nasledovneé:

Predpokladame, ze kazdy den v roce je stejné pravdépodobny pro narozeniny a ze rok ma 365
dni (ignorujeme-li 29. inor). Pravdépodobnost, Ze prvni osoba mé narozeniny v libovolny den,
je 1, protoze jeji narozeniny mohou byt jakykoli den.

Pro druhou osobu, aby méla narozeniny v jiny den nez prvni osoba, je pravdépodobnost:

364
365

protoze zbyva 364 dni.

Pro treti osobu, aby méla narozeniny v jiny den nez prvni dvé osoby, je pravdépodobnost:

363
365

Pokracujeme timto zptisobem pro vSechny osoby ve skupiné az do n-té osoby. Pravdépodobnost,
ze vSechny osoby maji rizné narozeniny, tedy zadné dva lidé nemaji narozeniny ve stejny den,
je dana souc¢inem:
. . 364 363 360 —n+1
P(rtuzné narozeniny) = 1 X — X _.

- X .- X
365 365 365
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Aby byla pravdépodobnost, ze alespon dvé osoby maji narozeniny ve stejny den, alespon 50

P(alespon dva maji stejné narozeniny) = 1 — P(rtizné narozeniny).

Hledame tedy nejmensi pocet osob n, pro ktery je pravdépodobnost alespon 50

Vypocitame:
364 363 346
P(ruzné i Al X — X — XX — & 0,4927.
(rtizné narozeniny) X 265 X355 X X 368 ,
Proto nejmensi pocet osob, aby pravdépodobnost byla alespon 50 O

3.2 Podminéena pravdepodobnost

Definice 3.7. Podminéna pravdépodobnost je pravdépodobnost jevu A za predpokladu, ze
nastal jev B. Oznacuje se P(A|B) a je definovana jako:

P(AN B)

P(AIB) = =L

pokud P(B) > 0.

Tento koncept je uzite¢ny v mnoha praktickych situacich, napriklad pri odhadu pravdépodob-
nosti uspéchu produktu na trhu, pokud vime, ze byl tspésny v podobném segmentu.

Priklad 3.8. Predpokladejme, ze 60 % lidi v populaci je pravaki a 40 % je levaku. Pokud
vime, ze osoba je levak, jaka je pravdépodobnost, ze preferuje levou ruku pri psani, kdyz je
znamo, ze 80 % levaku preferuje levou ruku?

Reseni: Pravdépodobnost, ze osoba je levak a preferuje levou ruku, je P(AN B) = 0,4 x 0,8 =

0,32.

Podminéna pravdépodobnost, ze osoba preferuje levou ruku, pokud je levak, je:

P(AmB)_o,32_08
P(B) 04

P(A|B) =

]

Priklad 3.9. V automobilovém servisu bylo zjisténo, ze 70 % automobili potfebuje opravu
motoru (jev M), 50 % automobilti mé problém s prevodovkou (jev P), a 30 % automobili ma
problém s obojim (jev M N P). Jaka je pravdépodobnost, ze automobil, ktery mé problém s
prevodovkou, mé také problém s motorem?

Reseni: Zadani uvadi nasledujici pravdépodobnosti:

P(M)=0,7, P(P)=05, PMNP)=03.
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Podminéna pravdépodobnost, Zze automobil ma problém s motorem za predpokladu, ze ma
problém s prevodovkou, je dana vztahem:

P(MNP)
PIMP) = ——— 2
Dosazenim hodnot: 0.3
P(M|P)= - =0.6.
( | ) 0’5 Y

Zavér: Existuje 60% pravdépodobnost, Ze automobil, ktery mé problém s prevodovkou, mé
také problém s motorem. O

Uplna pravdépodobnost

Definice 3.10. Zakon tuplné pravdépodobnosti umoznuje vypocitat pravdépodobnost jevu
na zakladé rozkladu prostoru jevii na nékolik disjunktnich (vzdjemné neslucitelnych) uda-
losti. Tento zakon vyuzivame zejména tehdy, kdyz pravdépodobnost jevu zavisi na nékolika
ruznych scénafich (podminkach), které tvoii aplny prostor moznych vysledku.

Formalné 1ze iplnou pravdépodobnost jevu A vyjadrit jako:
P(A)=P(ANBy) + P(AN By) + -+ + P(AN By),

kde By, Ba, ..., B, jsou vzajemné neslucitelné udélosti, které tvoii aplny prostor (tedy By U
ByU---UB, =9Q).

Pouzijeme-li pravidlo pro podminénou pravdépodobnost, miizeme tento vztah upravit:
P(A) = P(B1)- P(A| B1) + P(By) - P(A| By) + -+ + P(By) - P(A| Bn),
kde P(A | B;) je podminéna pravdépodobnost jevu A za podminky, Ze nastal jev B;.

Zakon uplné pravdépodobnosti nam tedy umoznuje vypocitat pravdépodobnost slozitych
jevl tim, Ze je rozdélime na dil¢i podminéné pravdépodobnosti.

Priklad 3.11 (Pouziti tplné pravdépodobnosti). V obchodé jsou 3 pokladny, na nichz dojde k
chybé v tctovani s pravdépodobnosti 0,1; 0,05 a 0,2. Z hlediska jejich umisténi v obchodé jsou
pravdépodobnosti odbaveni pokladnami 0,3; 0,25 a 0,45. Jaka je pravdépodobnost, ze osoba
vychazejici z obchodu ma chybny tcet?

Reseni: Oznacéme:

A: jev, ze doslo k chybé v uctovani,

H;: jev, ze zdkaznik byl obslouzen u prvni pokladny,
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Hy: jev, ze zakaznik byl obslouzen u druhé pokladny;,
Hj: jev, ze zédkaznik byl obslouzen u tfeti pokladny.
Hleddme pravdépodobnost P(A), ze osoba vychézejici z obchodu mé chybny ucet. To muzeme
vyjadrit jako:
P(A)=P(ANH,)+ P(AN Hy) + P(AN Hy).
Protoze jevy Hy, Hy a Hj jsou vzajemné neslucitelné, mizeme pouzit vztah:

P(A) = P(Hy) - P(A| Hy)+ P(H,) - P(A| Hy) + P(H3) - P(A | H;).

Dosadime hodnoty:
P(A) =0,3x 0,14 0,25 x 0,05+ 0,45 x 0,2.

Spocitame jednotlivé éleny:

P(A) = 0,03 + 0,0125 + 0,09 = 0,1325.

Pravdépodobnost, ze osoba vychazejici z obchodu mé chybny ucet, je tedy P(A) = 0,1325. [

Bayesova veta

Definice 3.12. Bayesova véta je uzitecny nastroj v pravdépodobnostni teorii, ktery umoz-
nuje prepocitat podminénou pravdépodobnost jevu za predpokladu, ze mame dodate¢nou
informaci. Vychéazi z pravidla pro vypocet podminéné pravdépodobnosti a umoznuje nam
prepocitat pravdépodobnost pri¢iny za predpokladu, ze zname disledek. Matematicky je
Bayesova véta vyjadiena nasledovneé:

P(A| By) - P(By)

P(Bi| A) = " P(A] B))- P(B;)’

kde P(B; | A) je pravdépodobnost jevu B; za predpokladu, Ze nastal jev A, P(A | B;) je
podminénd pravdépodobnost jevu A, pokud nastal jev B;, a P(B;) je pravdépodobnost jevu
B;. Jmenovatel predstavuje celkovou pravdépodobnost vyskytu jevu A.

Bayesova véta se casto pouziva v situacich, kde potfebujeme zpétné upravit pravdépodobnost
urc¢ité pri¢iny na zakladé novych pozorovani.

Priklad 3.13 (Bayesova véta). V obchodé jsou tfi pokladny, pricemz pravdépodobnost chyby
v uctovani na pokladnach je nasledujici: na prvni pokladné 0,1, na druhé 0,05 a na tieti 0,2.
Pravdépodobnosti odbaveni zdkaznikt jednotlivymi pokladnami jsou 0,3, 0,25 a 0,45. Pokud
dojde k chybé v uctovani, jaka je pravdépodobnost, ze k ni doslo na treti pokladné?

Reseni: Pouzijeme Bayesovu vétu. Oznacme:

A — jev, ze doslo k chybé,
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B3 — jev, ze zdkaznik byl obslouzen na treti pokladné.
Chceme vypocitat P(Bs | A), tedy pravdépodobnost, ze chyba nastala na tiet{ pokladné za
predpokladu, ze chyba nastala.
Podle Bayesovy véty:

P(A| Bs) - P(B3)
(A| B1)- P(B1) + P(A| By) - P(By) + P(A| Bs) - P(Bs)’

P(By | A) = -

Dosadime znamé hodnoty:

0,2 x 0,45

P(Bs | A) = .
(Bs | 4) 0,1 x 0,3+ 0,05 x 0,25 + 0,2 x 0,45

Vypocitame:
0,09 0,09
P(Bs | A) = ’ — T~ 0.6792.
(Bs | ) 0,034 0,0125+ 0,09  0,1325 ~

Vysledek: Pravdépodobnost, ze chyba v tc¢tovani nastala na tieti pokladné, pokud vime, ze
chyba nastala, je priblizné 67,92%. ]

Poznamka 3.14. Tento priklad ukazuje, jak Bayesova véta umoznuje prepocitat pravdépo-
dobnost priciny (pokladna, kde doslo k chybé) na zakladé nového dikazu (chyba v t¢tovani).
Pomoci znamych pravdépodobnosti chyby na jednotlivych pokladnach a pravdépodobnosti od-
baveni zakazniki lze zpétné vypocitat pravdépodobnost, Ze chyba nastala pravé na treti po-
kladneé.

Piiklad 3.15 (Pozitivni lékarsky test). Prevalence vyskytu AIDS v populaci je 0,6 %. Pro
odhaleni nemoci se pouziva test, ktery s pravdépodobnosti 99,9 % je pozitivni, je-li dotycna
osoba nakazend (tzv. senzitivita testu), a s pravdépodobnosti 99 % je negativni, je-li dand osoba

zdrava (tzv. specificita testu). Jaka je pravdépodobnost, Ze osoba, ktera méla pozitivni test,
ma skutecné AIDS?

Reseni: Tento priklad fesime pomoci Bayesovy véty, kterd ndm umoznuje spocitat zpétnou
pravdépodobnost, Ze osoba, ktera méla pozitivni test, je skutecné nakazena.

Oznacme:

P(A) - pravdépodobnost, ze osoba ma AIDS (prevalence v populaci): P(A) = 0,006,

P(A) - pravdépodobnost, ze osoba nema AIDS: P(A) =1 — P(A) = 0,994,

P(T*]A) - pravdépodobnost pozitivniho testu, pokud mé osoba AIDS (senzitivita): P(T"|A) =

0,999,

P(T*|A) - pravdépodobnost pozitivniho testu, pokud osoba nemé AIDS (chybovost, tedy
1— specificita): P(TT|A) =1 — 0,99 = 0,01.
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Bayesova véta nam umoznuje vypocitat pravdépodobnost, ze osoba ma AIDS za predpokladu,
ze méla pozitivni test, tedy P(A|TT). Tento vztah je dan vzorcem:

P(T"]A) - P(A)
(T*|A) - P(A) + P(T*|A) - P(A)

PAT) =

Dosadime hodnoty:
0,999 x 0,006

~ 0,999 x 0,006 + 0,01 x 0,094

P(A|TT)

Vypocitame jednotlivé ¢leny:

0,005994 0,005994
P(A|TT) = : =

= = ~ 0,376.
0,005994 + 0,00994  0,015934 ’

Odpovéd: Pravdépodobnost, ze osoba, kterd meéla pozitivni test, skutecné ma AIDS, je pri-
blizné 37,6 %. O

3.3 Geometricka pravdepodobnost

Definice 3.16. Geometricka pravdépodobnost se pouziva v situacich, kdy jev nema
konec¢ny pocet vysledki, ale je mozné jej popsat pomoci pojmi, jako jsou délka, obsah nebo
objem. Pravdépodobnost urcitého jevu je pak pomér odpovidajici geometrické miry jevu k
mite celkového prostoru.

Definujeme ji jako:

Mira priznivého geometrického jevu

P(A)

Celkovd mira mozného geometrického prostoru

Predpoklady geometrické pravdépodobnosti:

1. Nepretrzity prostor vysledkii: Na rozdil od klasické pravdépodobnosti, kde je
pocet moznych vysledkii konecny, geometrickd pravdépodobnost predpoklada, ze vy-
sledek miize spadat do nekone¢ného nebo kontinudlniho prostoru.

2. Stejna pravdépodobnost na jednotku plochy (objemu): Pravdépodobnost jed-
notlivych vysledku je imérna mitre (napt. délce, plose nebo objemu) v daném geomet-
rickém prostoru. Zadna ¢ast prostoru neni preferovana, coz znamena, ze viechny body
v tomto prostoru maji stejnou pravdépodobnost.

3. Geometricka definice prostoru: Prostor, ve kterém se pocita pravdépodobnost,
musi byt geometricky definovan (napf. urcitd oblast, interval na ¢iselné ose, plochy
nebo objemy v prostoru).
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Priklad 3.17. Mame c¢tverec o strané 20 cm, uvniti kterého je umistén kruh o poloméru 5 cm.
Jakd je pravdépodobnost, ze ndhodné vybrany bod uvniti ¢tverce spadne do kruhu?

20 cm

20 cm

Reseni: Nejprve vypocitame plochu ¢tverce a kruhu. Plocha ¢tverce je
Sstverec = 20 X 20 = 400 cm?,
zatimco plocha kruhu je
Skeuh = T X 5% = 257 cm? ~ 78,54 cm?.

Pravdépodobnost, ze nahodné vybrany bod spadne do kruhu, je dana jako pomér plochy kruhu
k plose ctverce:

Skruh 25T 78,54
P(kruh) = = ~ ~ 0,196.
( o ) Sétverec 400 400 ’

3.4  Statisticka pravdepodobnost

Definice 3.18. Statistickou pravdépodobnost definujeme jako relativni cetnost, s ja-
kou urcity jev nastdva v dlouhodobém opakovani experimentu. Jeji vypocet se odvozuje z
pozorovanych dat a lze ji vyjadrit vztahem

Pocet vyskytu jevu A

P(A) = 1i )
(4) nheo Celkovy pocet pokust




Pravdépodobnost 50

Predpoklady statistické pravdépodobnosti:

1. Opakovatelnost experimentu: Pokus, pti kterém je zkouman jev, lze opakovat za
stejnych podminek mnohokrat.

2. Stabilni vysledky pri velkém poc¢tu pokusti: S nartistajicim poc¢tem pokusti se re-
lativni ¢etnost vyskytu daného jevu stabilizuje a blizi se urcité hodnoté. Tato hodnota
je povazovana za pravdépodobnost jevu.

3. Nezavislost pokusii: Jednotlivé pokusy jsou na sobé nezavislé, coz znamend, ze
vysledek jednoho pokusu nema vliv na vysledky dalsich pokusii.

4. Dostatecné velky pocet pokust: Statisticka pravdépodobnost ma smysl pouze v
situacich, kdy je k dispozici velky pocet pokusti nebo méteni. Relativni ¢etnost se totiz
stabilizuje az po dostatecné velkém poctu opakovani.

Statistickd pravdépodobnost je vhodné pro situace, kdy mame k dispozici data z opakovanych
pokust a mizeme na zakladé téchto dat odhadovat pravdépodobnost vyskytu rtznych jevi.

Aplikace v ruznych situacich

Statistickou pravdépodobnost lze aplikovat jak v diskrétnich, tak spojitych situacich, a to s
uréitymi rozdily:

Diskrétni konecna situace: V pripadé kone¢ného poétu moznych vysledki (napr. hod
kostkou) lze statistickou pravdépodobnost odhadnout z relativnich ¢etnosti jednotlivych
vysledkti v fadé pokust. Napriklad pokud hazime kostkou 100krat, pocet, kolikrat padne
¢islo 6, se muze stabilizovat kolem hodnoty é.

Diskrétni nekonec¢na situace: Pokud méa nahodna veli¢ina nekonec¢né mnoho moznych
hodnot, ale tyto hodnoty jsou diskrétni (napt. pocet zakaznika ptichézejicich do obchodu
za den), pak se pravdépodobnostni model zaméruje na odhad pravdépodobnosti jednotli-
vych hodnot nebo jejich intervalti pomoci ¢etnosti. Zde miize byt naptiklad dilezité urcit,
jak casto béhem jednoho dne prijde do obchodu presné 10 zdkaznikii, nebo tieba vic jak
50.

Spojita situace: U spojitych ndhodnych veli¢in (napf. vyska ndhodné vybraného ¢lo-
véka) nelze primo uréit pravdépodobnost, ze nahodné veli¢ina nabude konkrétni hodnoty
(napt. presné 170 cm), protoze tato pravdépodobnost je prakticky nulovi. Namisto toho
se pracuje s pravdépodobnosti, ze ndhodnéa veli¢ina spadne do urcitého intervalu, napt. ze
vyska c¢lovéka bude mezi 170 a 175 cm. Pravdépodobnost se odhaduje na zakladé relativ-
nich ¢etnosti hodnot spadajicich do téchto intervalii a k modelovani se pouzivaji hustoty
pravdépodobnosti.

V zavislosti na povaze nadhodné veliciny a situace, ve které pracujeme, se zpisob aplikace
statistické pravdépodobnosti méni. Zatimco u diskrétnich situaci lze snadno spocitat cetnosti
jednotlivych hodnot, u spojitych situaci musime pracovat s intervaly hodnot a hustotami prav-
dépodobnosti.
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Piiklad 3.19 (spojity pifpad). Sledujme dobu, po kterou se zdkaznici zdrzuji v obchodé. Cas
pobytu byl zaznamenan a rozdélen do intervali o délce 5 minut. Data o ¢etnostech pro jednotlivé
intervaly jsou shrnuta v nasledujici tabulce:

Tab. 2: Cetnosti zdrzeni se zdkaznikit v obchodé (intervaly 5 minut)

Interval (min) | Cetnost
0-5 77
o-10 83
10-15 25
15-20 15
Celkem 200

Urcete jednotlivé statistické pravdépodobnosti.

Reseni: 7 tabulky je zfejmé, ze celkem bylo sledovano 200 zékaznikt. Nyni spocitame statistické
pravdépodobnosti pro jednotlivé intervaly na zakladé relativnich ¢etnosti.

7
P(0-5 minut) = — = 0,385,

200
83
P(5-10 minut) = — = 0,415
( minut) 500 ,A15,
P(10-15 minut) = —- — 0,125
—15 minut) = — =
200 T

1
P(15-20 minut) = 15

= 0,075.
200 ’

Rozdéleni statistické pravdépodobnosti pro intervaly casu zdrzeni se zdkazniki v obchodé je
tedy nasledujici:

Pravdépodobnost, ze se zdkaznik zdrzi v obchodé mezi 0 a 5 minutami, je 0,385.
Pravdépodobnost, ze se zdkaznik zdrzi mezi 5 a 10 minutami, je 0,415.
Pravdépodobnost, ze se zdkaznik zdrzi mezi 10 a 15 minutami, je 0,125.

Pravdépodobnost, ze se zadkaznik zdrzi mezi 15 a 20 minutami, je 0,075.

Celkové rozdéleni pravdépodobnosti je vytvoreno (odhadnuto) z relativnich Cetnosti, které vy-
jadiuji pravdépodobnosti pro jednotlivé intervaly. Toto rozdéleni miizeme pouzit k modelovani
délky pobytu zakaznikii v obchodé. O
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3.5 Nezavislé jevy

Definice 3.20. Nezavislé jevy jsou takové jevy, jejichz vyskyt jeden druhého neovliviiuje. To
znamena, ze pravdépodobnost vyskytu jednoho jevu neovliviiuje pravdépodobnost vyskytu
druhého jevu. Pokud jsou dva jevy A a B nezavislé, pak plati nasledujici rovnost:

P(ANB) = P(A) - P(B).

Tato rovnost tika, ze pravdépodobnost soucasného vyskytu jevi A a B (jejich pruniku) je
soucinem pravdépodobnosti jednotlivych jevi. Nezavislost je dilezity koncept, ktery se casto
vyskytuje v realnych situacich, napriklad pri opakovanych nahodnych pokusech, jako je hézeni
kostkou nebo minci. V téchto pripadech vysledek jednoho hodu neovliviuje vysledek nasledu-
jicich hodti, a proto jsou tyto pokusy nezavislé.

Priklad 3.21 (Nezdvislé jevy). Predpokladejme, Ze hazime dvéma kostkami. Jaka je pravdé-
podobnost, Ze na prvni kostce padne ¢islo 3 a na druhé kostce ¢islo 57

Reseni: Uvazujme jevy A a B:

Jev A: Na prvni kostce padne ¢islo 3.

Jev B: Na druhé kostce padne cislo 5.

Pravdépodobnost jevu A je P(A) = %, protoze kazdé ¢islo ma stejnou pravdépodobnost padnout

na kostce (jedna strana z Sesti). Stejné tak plati, ze pravdépodobnost jevu B je P(B) = é.

Protoze hazeni dvéma kostkami jsou nezavislé pokusy, pravdépodobnost soucasného vyskytu
obou jevu (prunik jevi AN B) je ddna vztahem:

P(AnB)=P(A)- P(B) =

Vysledek: Pravdépodobnost, ze na prvni kostce padne ¢islo 3 a na druhé kostce cislo 5, je

1
T [



53 Statistika a statistické zpracovani dat

Skupinové nezavislé jevy

Definice 3.22. Jevy A, B a C jsou skupinové nezavislé, jestlize plati néasledujici pod-
minky:

Nezavislost po dvou: Kazda dvojice jevii musi byt nezavisla, coz znamena, ze pro
vsechny dvojice jeviu plati:

P(ANB) = P(A)- P(B),
P(ANC) = P(A)- P(C),
P(BNC) = P(B)- P(C).

Nezavislost po trech: Pro tii jevy zaroven musi platit, ze prunik vsSech tii jevi
odpovida soucinu jejich pravdépodobnosti:

P(ANBNC) = P(A)- P(B) - P(C).

Pokud jsou splnény vsechny tyto podminky, fikame, ze jevy A, B a C jsou skupinové
nezavislé. Tato vlastnost je klicova v situacich, kde analyzujeme soubéh vice nezavislych
jevi, a je vyuzivana v pravdépodobnostnich modelech, jako je naptiklad rozklad nezavislych
nahodnych veli¢in.

Priklad 3.23 (Mince). Dvakrat hodime férovou minci. Uvazujme jevy:

A ... v 1. hodu padne lic,
B ... ve 2. hodu padne lic,

C ... v obou hodech padne totéz.
Jsou jevy A, B, C skupinové nezavislé? Jsou jevy A, B, C po dvou nezavislé?

Reseni: Pro zacatek si uré¢ime zakladni prostor vysledki dvou hodi férovou minci. Zakladni
prostor je

Q= {LL,LR, RL, RR},

kde L oznacuje lic a R rub.

Nyni si uréime jednotlivé jevy:

A={LL,LR} ... v prvnim hodu padne lic,
B ={LL,RL} ... ve druhém hodu padne lic,

C ={LL,RR} ... v obou hodech padne totéz.



Pravdépodobnost 54

Nezavislost po dvou:

P(ANB) = P({LL}) = 3, zatimco P(A) - P(B) = 5 -1 = 1, takie jevy A a B jsou
nezavislé.
P(ANC) = P({LL}) = 3, zatimco P(A) - P(C) = 3 -1 = 1, takie jevy A a C jsou
nezavislé.
P(BNC) = P({LL}) = 1, zatimco P(B) - P(C) = 1 -1 =1 takze jevy B a C jsou

nezavislé.

Skupinova nezavislost:
Pro skupinovou nezavislost musi platit:
P(ANnBNC)=P(A)-P(B)-P(C).
Méme P(ANBNC)=P({LL})=;a P(A)-P(B)-P(C)=3-% 3=+t
Protoze P(ANBNC) # P(A)- P(B) - P(C), jevy A, B, C nejsou skupinové nezavislé. O

Priklad 3.24 (Strelba na terc). Petr, Tomas a Cyril stfili na terc¢. Petr zasahne ter¢ s pravdeé-
podobnosti 0,2; Tomas s pravdépodobnosti 0,4 a Cyril s pravdépodobnosti 0,5. Jaka je pravde-
podobnost, zZe ter¢ zasahnou:

a) vSichni strelci,
b) nejvyse jeden z nich?

Reseni: Ozna¢me jednotlivé pravdépodobnosti zasahu jako:

P(P)=02, P(T)=04, P(C)=05.

Naproti tomu pravdépodobnosti, ze stfelec ter¢ nezasahne, jsou:

P(P)=1-P(P)=08, P(T)=1-P(T)=06, PC)=1-P(C)=05.

a) Pravdépodobnost, Ze vSichni stfelci zasdhnou:

Pro tuto ¢ast musime spocitat pravdépodobnost, Ze ter¢ zasahnou Petr, Tomas i Cyril soucasné.
To znamena, ze musime vypocitat prinik vSech tii nezavislych udalosti, coz je jejich soucin:

P(PNTNC)=P(P)-P(T)-P(C)=02-04-05 = 0,04.

b) Pravdépodobnost, Ze nejvyse jeden stielec zasdhne:

Pravdépodobnost, Ze nejvyse jeden strelec zasahne, mizeme vypocitat pomoci doplinku k prav-
dépodobnosti, ze zasahne presné jeden, nebo nikdo.
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Pravdépodobnost, ze zadny stielec nezasahne terc:

P(PNTNC)=P(P)-P(T)-P(C)=08-0,6-0,5 = 0,24.

Pravdépodobnost, ze pTesné jeden stielec zasdhne:
P(PNTNC)=02-0,6-0,5=0,06,
P(PNTNC)=0,.8-04-0,5=0,16,
P(PNTNC)=08-0,6-0,5=0,24.

Celkova pravdépodobnost, ze zasahne nejvyse jeden strelec, je sou¢tem pravdépodobnosti, Ze
nezasahne zadny nebo ze zasdhne praveé jeden:

P(nejvyse jeden) = P(PNTNC)+ P(PNTNC)+P(PNTNC)+P(PNTNCO)
P(nejvise jeden) = 0,24 + 0,06 + 0,16 + 0,24 = 0,7.

3.6 Opakovane pokusy

Definice 3.25. Opakované pokusy predstavuji situace, kdy se experiment, pti kterém
sledujeme urcity jev, opakuje vicekrat za stejnych podminek. Pti takovych pokusech nas
zajima, jak se chovaji pravdépodobnosti jednotlivych jevi v zavislosti na poc¢tu pokust.

Definice 3.26. Nezavislé opakované pokusy jsou takové, kde vysledek jednoho pokusu
nema zadny vliv na vysledky dalsich pokusi. To znamena, ze pravdépodobnost dané¢ho jevu
zustava ve vsech pokusech stejna.

Klasickym prikladem je opakovany hod minci, kde pravdépodobnost lice ¢i rubu zistava kon-
stantni. Nezavislé pokusy se ¢asto vyskytuji v hazardnich hrach (napt. opakované hody kostkou,
losovani v loterii) nebo v testech spolehlivosti vyrobki, kde zkousime nezavislé vzorky na stejné
podminky. Pokud mame naptiklad n nezavislych pokust s pravdépodobnosti tispéchu p, celkova
pravdépodobnost, Ze jev nastane presné k-krat, je dana binomickym rozdélenim.

Definice 3.27. Zavislé opakované pokusy jsou takové, kde vysledek jednoho pokusu
ovliviiuje pravdépodobnost vysledku dalsich pokusii. To znamenad, ze pravdépodobnosti se
mohou ménit v zavislosti na predchozich vysledcich.

Prikladem muze byt vybér kulicek z urny bez vraceni, kde po kazdém vybéru se méni pocet
kulicek a tim i pravdépodobnosti jednotlivych vysledkii. Takové situace casto nastéavaji v situa-
cich, kde dochazi k postupnému vybéru bez nahrazovani, napriklad pri losovani cen, kontrolach
kvality, ¢i simulacich, kde jsou vysledky zavislé na predchozich vybérech. V téchto situacich je
dilezité brat v ivahu zmény v prostoru moznych vysledkt pti kazdém dalsim pokusu.
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Dichotomické pokusy a vybér s vracenim

Priklad 3.28 (Kostky — Chevalier de Méré). Je vyhodné vsadit na to, ze:

1. pri ¢tyfech hodech kostkou padne alespon jedna Sestka?
2. pri dvaceti ¢tyfech hodech dvéma kostkami padnou alespon jednou dvé Sestky?

Reseni: 1. Pravdépodobnost, ze pfi jednom hodu kostkou nepadne Sestka, je %. Pravdépo-
dobnost, Ze pri ¢tyfech hodech nepadne Sestka ani jednou, je tedy:

4
2
5) 029 ~ 0,482.

P(74dné Sestka) = (6 -

Pravdépodobnost, zZe padne alespon jedna Sestka, je komplementarni jev, tedy:
P(alespon jedna Sestka) = 1 — P(zadné Sestka) = 1 — 0,482 = 0,518.

Odpovéd: Ano, je vyhodné vsadit, protoze pravdépodobnost, ze padne alespon jedna
Sestka, je vyssi nez 50

2. Pravdépodobnost, Ze pri jednom hodu dvéma kostkami nepadnou dvé sestky, je g—g. Prav-
dépodobnost, ze pti 24 hodech nepadnou dvé Sestky ani jednou, je:

35 24
P(zadné dvé sestky) = (36> ~ 0,5086.

Pravdépodobnost, Ze alespon jednou padnou dvé sSestky, je komplementarni jev, tedy:
P(alespon jednou dvé sestky) = 1 — P(zadné dvé Sestky) = 1 — 0,5086 = 0,4914.

Odpovéd: Ne, neni vyhodné vsadit, protoze pravdépodobnost, ze padnou alespon jednou
dvé Sestky, je mensi nez 50

]

Definice 3.29 (Bernoulliho schéma). Méjme posloupnost n nezavislych dichotomickych
pokusi. V kazdém dil¢im pokuse muze nastat jev A (tispéch) s pravdépodobnosti p. Prav-
dépodobnost, ze nastalo pravé k tspécht, je rovna:

n

P(Ay) = <k>p’“fJ"’“, k=0,1,2,...,n,

kde ¢ = 1 — p je pravdépodobnost netispéchu.
Nejpravdépodobnéjsi pocet tspéchu
Nejpravdépodobnéjsi pocet tispécht k je takovy, ze splnuje nerovnici:

p-(n+1)—1<k<p-(n+1).
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Piiklad 3.30 (Test). Ucitel pripravil test s 10 otdzkami. V kazdé otdzce je tfeba vybrat 1
spravnou odpovéd ze 4. Student se na pisemku vibec nepripravil a pouze ndhodné vybira
odpovedi. Jaka je pravdépodobnost, Ze:

1. uhodne vSechny odpovédi spravné?
2. neuhodne ani jednu odpovéd spravné?

3. uhodne Sest odpovédi spravné?

Reseni: 1. Pravdépodobnost, Ze student spravné uhodne odpovéd na jednu otazku, je
P(spravna) = i, a pravdépodobnost, Ze na jednu otazku odpovi Spatné, je P(Spatnd) = %.
Protoze otazky jsou nezavislé, pravdépodobnost, ze uhodne vsech 10 odpovédi spravne,
jer

1310 |
P(viechny spréavng) — (4) = e % 0,00000095,

2. Pravdépodobnost, ze neuhodne ani jednu odpoveéd spravneé, je:
3 10
P(zadna spravné) = (4) ~ 0,0563.

3. Pravdépodobnost, ze uhodne presné Sest odpovédi spravné, lze spocitat pomoci binomic-
kého rozdéleni:

1 1\ 6 4 1 1 1 1 1
P(X=6)=<O>><<> ><<3> SO 8 20X g 0.

6 4 4 16 41 T 1048576

Dichotomické pokusy a vybér bez vraceni

Priklad 3.31 (Osudi). V osudi jsou 2 bilé a 3 ¢erné kulicky. Jaka je pravdépodobnost, ze bez
vraceni vytdhneme 3 koule,

1. z nichz 2 budou ¢erné a 1 bila,

2. které budou postupné barvy cerné, bilé a ¢erné?

Reseni: 1. Pravdépodobnost, Ze z osudi vytahneme 3 kulicky, z nichz 2 budou ¢erné a 1 bil4,
muzeme spocitat pomoci kombinaci:

D) x(5) 3x2 6

P(2 ¢erné a 1 bila) = ( (5) =0 — 10" 0,6.

3

2. Pravdépodobnost, ze vytahneme postupné ¢ernou, bilou a ¢ernou kulicku, mtzeme spo-
citat tak, ze ur¢ime pravdépodobnost kazdého tahu zvlast:
3 2 2 12

P(¢erna, bild, ¢ernd) = £ X 1 X 3=80" 0,2.
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Definice 3.32 (Vybér bez vraceni). Mé&me soubor N prvki, z nichz M mé sledovanou
vlastnost. Postupné vybereme bez vraceni n prvki. Pravdépodobnost, ze vybereme k prvki,
které maji sledovanou vlastnost, je rovna:

pag= WG)

G)

Cy M.

Priklad 3.33. V osudi je 10 kulicek, z toho 4 jsou ¢ervené a 6 modrych. Ndhodné vybereme 3
kulicky bez vraceni. Jaka je pravdépodobnost, zZe vybereme presné 2 ¢ervené kulicky?

Reseni: Podle vzorce pro vybér bez vraceni mame:

Bl

P(Ag) =

Vypocitame jednotlivé kombinace:
4 4 1 1
_AxS g (O) 26, (M) 2 MXIXS gy
2 2x1 1 3 3x2x1

Dosadime do vzorce:

6x6 36
P(Ay) = =—=0,3.
(A2) =55 =120 = 0°
Pravdépodobnost, ze vybereme presné 2 cervené kulicky, je tedy 0,3. O

Priklad 3.34. V loterii je tfeba vybrat 6 ¢isel z celkem 15 ¢isel. Jaka je pravdépodobnost, Ze
pii jednom losovani uhadneme alespon 4 ¢isla spravné?

Reseni: Pro vypocet pravdépodobnosti, ze pti jednom losovani uhadneme alespon 4 ¢isla spravné,
pouzijeme kombinatoriku a princip hypergeometrického rozdéleni.

Nejprve vypocitame pravdépodobnost uhadnuti presné 4, 5 a 6 cisel spravné. Celkovy pocet
moznych kombinaci 6 ¢isel ze 15 je:

= 5005.

15 _15><14><13><12><11><10
6/ 6xbx4x3x2x1

Nyni vypocitame pravdépodobnost uhadnuti alespon 4 ¢isel, coz zahrnuje situace, kdy jsou
uhadnuty presné 4, 5 a 6 ¢isel.

1. Pravdépodobnost uhadnuti presné 4 c¢isel:

P(uhad 4) — (i)(g) _ (i) X (Z) _15x 36 540
(u adneme )— (165> - 5005 =~ 75005 5005

~ 0,1079.
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2. Pravdépodobnost uhadnuti presné 5 cisel:

/ 90 ()x(@) 6x9 54
P(uhddneme 5) = (5(265()1> - (5>5005< ) 5(;)5 5005

~ 0,0108.

3. Pravdépodobnost uhadnuti vsech 6 ¢isel:

6 (9 6 9
P(uhddneme 6) = <6(>165()0) = <6>5(;;5(0) = 15(;)51 = 50105 ~ 0,0002.

Celkova pravdépodobnost, ze uhadneme alespon 4 ¢isla spravné, je souctem jednotlivych prav-
dépodobnosti:

P(alespon 4 spravné) = P(uhadneme 4) + P(uhddneme 5) + P(uhddneme 6)
= 00,1079 + 0,0108 40,0002 = 0,1189.

Tedy pravdépodobnost, ze pti jednom losovani uhadneme alespon 4 cisla spravné, je priblizné
0,119, coz odpovida priblizné 11,89 %. O

V této kapitole jsme se seznamili se zakladnimi pojmy pravdépodobnosti, jako jsou na-
hodny jev, nahodna velic¢ina a klasicka, geometrickd i statistickd pravdépodobnost. Po-
chopili jsme rtizné metody vypoctu pravdépodobnosti, at uz v pripadech, kdy je mozné
predem spocitat vSechny mozné vysledky (klasickda pravdépodobnost), nebo v situacich,
kdy pravdépodobnost zavisi na poméru geometrickych veli¢in, jako je délka, plocha nebo
objem (geometricka pravdépodobnost).

Déle jsme se naucili, jak pouzivat podminénou pravdépodobnost pro vypocty v situacich,
kde vyskyt jednoho jevu ovliviiuje pravdépodobnost vyskytu druhého jevu. Zabyvali jsme
se principem tuplné pravdépodobnosti a Bayesovy véty, které nam umoznuji revidovat
pravdépodobnost na zakladé novych informaci.

Vénovali jsme se také vyznamu a aplikacim statistické pravdépodobnosti v pripadech,
kdy data vychazi z dlouhodobych experimentii nebo pozorovani. Kromé toho jsme po-
chopili rozdily mezi nezavislymi a zavislymi pokusy a jak tento rozdil ovliviiuje vypocty
pravdépodobnosti v riznych situacich.

1. Co je to nahodny jev a jak se lisi od nahodné velic¢iny?

r

Jak definujeme pravdépodobnost nahodného jevu v ramci klasické pravdépodob-
nosti?

Jaké jsou predpoklady klasické pravdépodobnosti?
Vysvétlete rozdil mezi diskrétni a spojitou nadhodnou veli¢inou.
Co je to geometricka pravdépodobnost a v jakych situacich ji mtzeme pouzit?

Jak definujeme podminénou pravdépodobnost a jak ji 1ze vypocitat?

No o W

Co je to statisticka pravdépodobnost a jaky je jeji vztah k relativni ¢etnosti?
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10.
11.

12.
13.
14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Jaké jsou rozdily mezi klasickou a statistickou pravdépodobnosti?
Vysvétlete vztah mezi pravdépodobnosti a dlouhodobym experimentem.
Jaky je vyznam principu uplné pravdépodobnosti? Vysvétlete s prikladem.

Co je to Bayesova véta a jak ji 1ze vyuzit pri aktualizaci pravdépodobnosti na zakladé
novych informaci?

Jaké jsou zakladni rozdily mezi nezdvislymi a zavislymi pokusy?
Jaky je rozdil mezi Bernoulliho schématem a vybérem bez vraceni?

V krabici je 5 ¢ervenych a 7 modrych kulicek. Z krabice ndhodné vytahneme jednu
kulicku a bez vraceni poté druhou. Jaka je pravdépodobnost, Ze druha vytazena

kulicka bude modra za podminky, Ze prvni vytazend kulicka byla cervend?  [17]

V balicku 52 karet je 13 karet kazdé barvy (piky, krize, srdce, kiry). Jaké je prav-
dépodobnost, Ze ndhodné vybrana karta bude srdcova nebo pikova?  [0,5]

V loterii je treba vybrat 6 ¢isel z 49. Jaka je pravdépodobnost, Ze pti jednom losovani

vyhrajete hlavn{ cenu (uhddnuti viech 6 ¢isel)?  [Fo5a7c)

Mame obdélnik o rozmérech 8 cm x 6 cm a uvnitt tohoto obdélniku je kruh o

prumeéru 4 cm. Jaka je pravdépodobnost, ze ndhodné vybrany bod spadne do kruhu?
[0,2618]

Dva lidé se maji setkat mezi 15. a 16. hodinou. Kazdy z nich prijde ndhodné v libo-
volném ¢ase mezi témito casy a ¢ekd maximalné 10 minut. Jaka je pravdépodobnost,
ze se setkaj{?  [2]

V dlouhodobém testovani bylo zjisténo, ze 30 % zékazniki nakoupi produkt pri
prvnim kontaktu s reklamou. Jaké je pravdépodobnost, ze ze 100 ndhodné vybranych
zékazniku nakoupi presné 357  [0,102]

Ve vyrobnim procesu je znamo, ze 2 % vyrobki jsou vadné. Jaka je pravdépodobnost,
ze mezi 50 ndhodné vybranymi vyrobky budou presné 3 vadné?  [0,188]

V obchodé jsou 3 pokladny s pravdépodobnosti chyby v uc¢tovani 0,1; 0,05 a 0,2.
Pravdépodobnosti odbaveni pokladnami jsou 0,3; 0,25 a 0,45. Jaka je pravdépodob-
nost, ze osoba vychézejici z obchodu ma chybny tcet?  [0,1255]

Petr, Tomas a Cyril stiili na terc¢. Petr zasahne ter¢ s pravdépodobnosti 0,2, Tom&s
s pravdépodobnosti 0,4 a Cyril s pravdépodobnosti 0,5. Jaka je pravdépodobnost,
ze terc¢ zasdhnou:

a) vsichni strelei  [0,04],
b) nejvyse jeden z nich?  [0,504].
V osudi je 5 bilych a 4 ¢erné kulicky. Jaka je pravdépodobnost, Ze pri tfech nahodnych

vybérech bez vraceni budou postupné vytazeny cernd, bild a cernd kulicka? — [2]
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Kapitola 4

Nahodna velicina

Po prostudovani této kapitoly budete umét:
« definovat zdkladni pojmy z ndhodnych veli¢in,
« rozliSovat mezi diskrétnimi a spojitymi ndhodnymi veli¢cinami a jejich pravdépodob-
nostnimi funkcemi,
« vypocitat stfedni hodnotu, rozptyl a smérodatnou odchylku pro rtzna rozdéleni
nahodnych velicin,

« chapat vyznam distribuc¢ni funkce a umét ji interpretovat pro rizné typy ndhodnych
veliéin.

Klicova slova:

Pravdépodobnost, ndhodnéa veli¢ina, diskrétni rozdéleni, spojité rozdéleni, pravdépodob-
nostni funkce, hustota pravdépodobnosti, distribu¢ni funkce, stfedni hodnota, rozptyl,
smérodatna odchylka.
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Nahled kapitoly

Tato kapitola poskytuje studentiim tvod do zakladt pravdépodobnosti, které jsou nezbytné
pro pochopeni nahodnosti a nejistoty v riznych aplikacich. Navazuje na predchozi vyklad o
zakladnich statistickych pojmech a slouzi jako priprava na hlubsi studium statistickych metod.
Kapitola se zaméruje na klicové koncepty, jako jsou pravdépodobnostni rozdéleni, diskrétni a
spojité nahodné veli¢iny, a zptusoby vypoctu stfedni hodnoty, rozptylu a smérodatné odchylky:.

Cile kapitoly

Cilem této kapitoly je zopakovani (srovnani znalosti) zéklad teorie pravdépodobnosti a téch
poznatkl o ndhodnych veli¢inach a jejich rozdélenich pravdépodobnosti, které budou potreba
v nasledujicich kapitolach.

Odhad ¢asu potirebného ke studiu

Pro zvladnuti této kapitoly je doporuceno vénovat studiu priblizné 4 az 5 hodin. Tento cas
zahrnuje ¢teni textu, pochopeni zdkladnich pojmt a principt pravdépodobnosti, feseni prikladii
a procviceni vypocti zakladnich pravdépodobnostnich charakteristik.

41 Uvod a motivace

Pro lepsi pochopeni toho, jak pravdépodobnost funguje, je dilezité se seznamit s pojmy nahod-
ného jevu a nadhodné veli¢iny, které slouzi k popisu nahodnych procesii. Dale se podivame, jak
je mozné pomoci rozdéleni pravdépodobnosti urcit pravdépodobnost vyskytu raznych hodnot
nahodné veli¢iny v ramci urcitého systému.

Nahodny jev a nahodna veli¢ina

Nahodny jev je udalost, kterd miize, ale nemusi nastat v rdmci néjakého pokusu nebo procesu.
Mizeme si ho predstavit jako vysledek experimentu, ktery zavisi na ndhodé. Pravdépodobnost
je mira, kterda kvantifikuje moznost, ze k danému nahodnému jevu dojde, a pohybuje se v
rozmezi od 0 (jevu nelze doséhnout) do 1 (jev nastane s jistotou). Napriklad pravdépodobnost,
ze pti hodu kostkou padne ¢islo 6, je %, protoze existuje 6 moznych vysledki a kazdy ma stejnou
Sanci nastat.

Nahodné velic¢ina je proménnd, kterd muze nabyvat riuznych (redlnych) hodnot v zévislosti
na vysledku ndhodného pokusu. Napiiklad pti hodu kostkou miize ndhodna velicina X pred-
stavujici vysledek hodu nabyvat hodnot 1,2, 3, 4,5 nebo 6. Kazdy z téchto vysledku je vysledek
nahodného procesu.

Nahodné veli¢iny, které mohou nabyvat rtuznych hodnot v zavislosti na vysledku nahodného

jevu, se pouzivaji k popisu vysledkii nahodnych procesii. Priklady nahodnych veli¢cin mohou
byt:

Pocet 1va pri deseti hodech minci.
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Pocet zakaznikt, kteri navstivi obchod v urcitém dni.
Vyska nahodné vybraného ¢loveka z populace.

Doba, za kterou prijede autobus na zastavku.
Vysledek hodu dvéma kostkami (soucet bodi).

Pocet vadnych kusii ve vyrobni sérii 100 produkti.

Tyto priklady ukazuji rizné typy ndhodnych veli¢in — nékteré jsou diskrétni (pocet hlav, pocet
zéakaznikl), jiné spojité (vyska ¢lovéka, ¢as cekani).

Rozdéleni pravdépodobnosti

Rozdéleni pravdépodobnosti popisuje, jak jsou pravdépodobnosti jednotlivych moznych vy-
sledktt ndhodné veli¢iny rozlozeny. Naptiklad u hodu (férovou) kostkou maji vsechny vysledky
(hodnoty 1 az 6) stejnou pravdépodobnost, tedy %. V praxi vsak ne vzdy vSechny vysledky maji
stejnou pravdépodobnost. Rozdéleni pravdépodobnosti tedy udava, s jakou pravdépodobnosti
rizné hodnoty ndhodné veli¢iny nastanou.

Rozdéleni pravdépodobnosti nam tedy poskytuje obraz o tom, jak casto mtzeme ocCekévat
jednotlivé vysledky ndhodného pokusu.

V zavislosti na typu ndhodné veli¢iny rozliSujeme dvé hlavni kategorie: diskrétni a spojité
nahodné veliciny.

42 Rozdeéleni pravdepodobnosti diskrétni
nahodné veliciny

Diskrétni ndhodné velicina nabyva pouze koneéného nebo spocetné nekoneé¢ného mnozstvi moz-
nych hodnot. Prikladem diskrétni ndhodné veliciny je pocet vadnych vyrobki v sérii nebo pocet
zakaznikl prichazejicich do obchodu za jeden den. Diskrétni nahodna veli¢ina je jednoznacné
urcena posloupnosti redlnych ¢isel {x,} a posloupnosti pravdépodobnosti {p, = P(X = z,,)}.

Piiklad 4.1. Diskrétni ndhodna veli¢ina X nabyva hodnot M = {1,2,4,5} s pravdépo-
dobnostmi  p(k) = P[X = k], kde
1

p(1) = 3 p(2) = 7 p(4) =

1
., p(d) =7 a p(z) = 0 jinak.
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Zapisujeme také pomoci tabulky ¢i obrazku: x

I R
R R .
‘ LR T B I ——————————

Definice 4.2. Diskrétni ndhodné veli¢iny maji svou pravdépodobnostni funkci, ktera
prifazuje kazdé hodnoté ndhodné velic¢iny uréitou pravdépodobnost P(X = ;) =p;, =
1,...,m, kde x; je mozna hodnota diskrétni nahodné veli¢iny X, a p; je pravdépodobnost,
ze X nabude hodnoty x;.

Al DN
ol
= Ot

e
B
Il
N
S~—
SV

Vlastnosti pravdépodobnostni funkce:

p(zr) >0 VzeR,

> plx) =1,

zeM

Vypocet pravdépodobnosti (jevu B)

P(XeB)= > PX==z)= Y plz)

n:xy, € BOAM n:xy € BOAM

(soucet pravdépodobnosti vSech ¢isel/vysledki, kterd patii do B; jelikoz nenulové
pravdépodobnosti jsou jen v M, tak proto B N M.)

Definice 4.3 (Distribu¢ni funkce). Distribuéni funkce ndhodné veli¢iny X je redlnd
funkce F': R — (0; 1) definovand vztahem

F(z)=P(X <z), zeR.

Priklad 4.4 (distribu¢ni funkce diskrétni nahodné veli¢iny). Diskrétni ndhodnd veli¢ina X
nabyva hodnot M = {1,2,4,5} s pravdépodobnostmi  p(k) = P(X = k), kde p(1) = %,
p(2) =1, p(d) =5, p(5) =1 a p(z) =0 jinak.

Urcete prislusnou distribu¢ni funkei.

Reseni: Vychézime z toho, 7e distribu¢ni funkce je ,zajimava“ jen v bodech, kde je pravdé-
podobnostni funkce kladna. V téchto bodech dochazi u distribuc¢ni funkce ke skokovému ristu
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pravé o hodnotu pravdépodobnostni funkce v tomto bodé. Mezi témito body je konstantni.

Praktické je tedy vypocitat hodnoty F' v téchto bodech a pripsat je do jiz zndmé tabulky pro
pravdépodobnostni funkci:

k 1 2 4 5
PX=H 5] | % i
Fh)=TrhaPX=k)|5|5+i=1% |mte=1|st+ti=1
Déle F' muzeme zapsat na jednotlivych intervalech, které nam pokryji celé R:
v | (=00 1) [ (1,2) | (2,4) | (4,5) | (5,00)
Fo f o [ 5[ %] 1] 1
A nakonec i takto:
0 z<1,
% 1<z <2,
Flz)={45 2<z<4,
% 4 <x<b,
1 x>5.
Nejnazornéjsi stejné budou grafy na obrazku 3.
1- 1= *——

14

116

14

T R S 15 =

L R s ot
16 =g T ””””””””” I ”””” { ]

Obr. 3: Pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce k prikladu 4.4

7 prikladu 4.4 sice miizeme odpozorovat nékteré vlasnosti distribuc¢ni funkce, ale radéji si je
zde vypiSeme:
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Vlastnosti distribu¢ni funkce:

F(a) € (0,1),
F' je neklesajici,

F' je zprava spojita,

F' je definovand na R,

Jm Fz) =0 lim F(z)=1,

P(X =x9) = F(x9) — lim F(x) (vyska skoku v bodé x).

Z—}IO

4.3 Rozdeéleni pravdepodobnosti spojité na-
hodné veliciny

Spojitd ndhodna velicina nabyva hodnot z néjakého intervalu realnych ¢isel. Prikladem miize
byt vyska ndhodné vybraného clovéka nebo doba, kterou zakaznik stravi v obchodé. Spojité na-
hodné veli¢iny nemaji konkrétni pravdépodobnosti pro jednotlivé hodnoty (pravdépodobnostni
funkci), ale misto toho pracuji s tzv. hustotou pravdépodobnosti, kterd uréuje pravdépo-
dobnost, ze ndhodna veli¢ina nabyde hodnoty z urc¢itého intervalu.

Definice 4.5. Nahodna velicina X s distribu¢ni funkci F' se nazyva spojita, jestlize
existuje nezaporna funkce f: R — R takova, ze

Fz) = /_ ; ft)dt, VzeR.

Funkce f(x) se nazyva hustota (rozdéleni pravdépodobnosti) nahodné veli¢iny X.
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Vlastnosti hustoty:

f(z) >0,

/_ O:o f(t)dt =1 = plocha pod kiivkou hustoty vyjadiuje pravdépodobnost,
f(z) = F'(z) v kazdém bodé x, kde F’ existuje,

Pla< X <b)=F(b) — F(a) = /abf(t) dt,
Pla<X<b=Pla<X<b=Pla<X<b=Pla<X<b),

P(X € B) = /Bf(t) dt.

Vypocet pravdépodobnosti pomoci F(z) a f(r) na nekone¢ném intervalu:

P(¢ < 0) = F(0) = /_OOO £(t)dt.

Toto je znazornéno na obrazku 4.

4 3 =2 4 0 1 2 3 4
Obr. 4: Vypocet pravdépodobnosti na nekoneéném intervalu

Vypocet pravdépodobnosti pomoci F(z) a f(z) na kone¢ném intervalu:
0
P(—2 < € <0) = F(0) — F(—2) = / £(t)dt.
—2

Toto je znazornéno na obrazku 5.
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Obr. 5: Vypocet pravdépodobnosti na koneéném intervalu

Priklad 4.6 (Spojitd ndhodna veli¢ina). Predpokldadejme, ze ndhodnd veli¢ina X m4 hustotu
pravdépodobnosti definovanou na intervalu (1;2) jako:

8 Y

322, pro 0<z<2,
f(z) =

0, jinak.
Vypoctéte pravdépodobnost, ze X nabude hodnoty mezi 1 a 2.

Reseni: Nejprve ovéiime, ze funkce f(x) spliiuje vlastnost hustoty, tedy Ze integral na intervalu
(—00,00), resp. [0,2] (nebot jen tam je nenulovd), je roven 1:

003 23 3 2 3 372 3 8
ot dr = foda::f/ 2dr =2 |2 =2.2 21,
—o0 8 0o 8 8 Jo 8 13, 8 3

Nyni spoéitame pravdépodobnost, Ze X nabude hodnoty v intervalu (1;2):

23 32,
P(1§X§2):/fxdx:f/xdx.
1 8 8 J1

Vypocteme neurcity integral:

3
/azzdaz =3 TE€ (—00,00).

Nyni dosadime mezni hodnoty:

3 [+ 3 /8 1y 3 7 7
P“fxﬁng'[s} =5 Gs)=53=%
1

Pravdépodobnost, ze X nabude hodnoty mezi 1 a 2, je tedy P(1 < X <2) =0,875.

Uloha je ilustrovdna na obrazku 6. [
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1 0 1 9 3
X

Obr. 6: Graf hustoty pravdépodobnosti f spojité ndhodné veli¢iny X z prikladu 4.6 s vyznacenou
oblasti odpovidajici pravdépodobnosti na intervalu (1;2)

1.4  Zakladni ciselné charakteristiky

Stredni hodnota, rozptyl a smérodatna odchylka jsou klicové charakteristiky, které popisuji
rozdéleni nahodné veli¢iny.

Stredni hodnota

Definice 4.7. Stfedni hodnota (ocekavand hodnota) diskrétni ndhodné veli¢iny X se
pocita jako vazeny prumeér vsech moznych hodnot ndhodné veliciny:

Definice 4.8. Stredni hodnota spojité ndhodné veliciny X je definovana jako integral z
hodnot ndhodné veli¢iny vazenych hustotou pravdépodobnosti:

E(X) = /Zx . f(a) dz.

Rozptyl

Definice 4.9. Rozptyl diskrétni nahodné veli¢iny meéri, jak jsou jednotlivé hodnoty rozlo-
zeny kolem stredni hodnoty:

D(X) = Var(X) =) (z;— E(X))* - P(X = ;) =Y (v; — BE(X))* - ps.

7 i
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Definice 4.10. Rozptyl spojité ndhodné velic¢iny je definovan jako:

D(X) = Var(X) = [~ (2= BO))? - f(w) do = B(X?) - [B(X)P

—0o0

Smeérodatna odchylka

Definice 4.11. Smérodatnd odchylka je druhou odmocninou rozptylu: o(X) = /D(X).

Smeérodatna odchylka nam poskytuje méritko, jak daleko jsou hodnoty nahodné veliciny od jeji
stfedni hodnoty.

Priklad 4.12 (Diskrétni ndhodné veli¢ina). Predpoklddejme, ze mame diskrétni ndhodnou
veli¢inu X, ktera nabyva hodnot 1,2, 3,4 s nasledujicimi pravdépodobnostmi:

P(X=1)=02 P(X=2)=03, P(X=3)=04, PX=4)=01.

Vypoctéte stredni hodnotu, rozptyl a smérodatnou odchylku této nahodné veliciny.

Resend: Stiedni hodnota E(X) je ddna jako véZzeny priimér hodnot:
B(X)=1-02+2-03+3-04+4-0,1=24.

Rozptyl D(X) vypocitdme nasledovné:

=(1-24)%02+(2-24)%-03+(3-24)-04+ (4—24)?-0,1
=19-0,240,16- 0,3+ 0,36 - 0,4 + 2,56 - 0,1 = 0,392 + 0,048 4 0,144 + 0,256 = 0,84.
Smérodatnd odchylka o(X) je druhou odmocninou rozptylu:  o(X) = /0,84 ~ 0,916. O

Piiklad 4.13 (Spojitd ndhodn4 velicina). Predpokladejme, Ze mame spojitou ndhodnou veli-
¢inu X s hustotou pravdépodobnosti definovanou na intervalu (0,4) jako:

3 o

— ro x € |0,4],
flay = it PO Tl

0 jinak.

Vypoctéte stredni hodnotu, rozptyl a smérodatnou odchylku této nahodné velic¢iny.

Resend: St¥edni hodnota E(X) je ddna vztahem:

E(X):/O:O:E-f(:v)dx:/O4x-f(x)dx:/04x — d:v—64/ 2% dx

474 4 4
4
64 [ 4], 64 \ 4 4 64



Néhodné veli¢ina 72
Rozptyl D(X) je definovan jako:
D(X) = E(X?) - [BE(X)]?
Nejprve vypocitdme E(X?)
4 4
E(X2):/m2-f(x)dx:/x2 61% dr = — /xdw
0 0 64
_3 [ _3 £ 3 104 3072
S 64|5|, 64 5 64 5 320
Nyni miizeme vypocitat rozptyl:
D(X)=96—-3"=9,6—-9=0,0.
Smérodatnd odchylka o(X) je druhou odmocninou rozptylu:
7(X) = /0,6 ~ 0,775.
O

V této kapitole jsme se seznamili se zékladnimi pojmy pravdépodobnosti a ndhodnych
veli¢in, které jsou klicovymi prvky pro pochopeni ndhodnych procesii v praxi. Prozkou-
mali jsme, jak se pravdépodobnosti jednotlivych hodnot ndhodnych veli¢in rozkladaji
pomoci jejich pravdépodobnostnich rozdéleni, a vysvétlili jsme si rozdily mezi diskrétnimi
a spojitymi nahodnymi veli¢inami.

Déle jsme se vénovali zakladnim charakteristikdm nahodnych veli¢in, jako jsou stredni
hodnota, rozptyl a smérodatna odchylka. Tyto charakteristiky slouzi k jednoduchému
popisu hlavnich vlastnosti rozdéleni pravdépodobnosti a umoznuji efektivné analyzovat
a interpretovat data. V nésledujici kapitole se budeme vénovat konkrétnim standardné
uzivanym rozdélenim pravdépodobnosti.

Ll

ot

Vysvétlete rozdil mezi diskrétni a spojitou nahodnou veli¢inou.
Co je to distribuéni funkce a jaké jsou jeji zakladni vlastnosti?

Jak se pocita sttedni hodnota diskrétni ndhodné velic¢iny?

Jaky je vztah mezi hustotou pravdépodobnosti a distribuéni funkeci u spojité ndhodné

velic¢iny?

Jak definujeme rozptyl a smérodatnou odchylku ndhodné veli¢iny?

6. Jaky je vyznam rozdéleni pravdépodobnosti pro ndhodnou veli¢inu?

7. Diskrétni nahodna veli¢ina X nabyva hodnot 0, 1,2, 3 s pravdépodobnostmi:

P(X=0)=01, P(X=1)=02 P(X=2)=04, P(X=3)=03.

Vypoctéte stredni hodnotu, rozptyl a smérodatnou odchylku nahodné veli¢iny X.

[Stfedni hodnota: 2,1, rozptyl: 0,69, smérodatna odchylka: 0,83]
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8.

10.

Néhodnéa veli¢ina X méa hustotu pravdépodobnosti:

e ™ x>0,
f(x)_{o, z <0,

kde A = 2. Vypoctéte pravdépodobnost, ze X nabude hodnoty mezi 0,5 a 1,5.
[0,398]

Néhodna veli¢ina X nabyva hodnot 1,2,3,4,5 s pravdépodobnostmi: P(X =1) =
0,1, P(X=2)=015 P(X=3)=02 P(X=4)=025 P(X=5) =03
Vypoctéte pravdépodobnost, ze X nabude hodnoty vétsi nez 3. [0,55]

Néhodna velicina Y ma exponencialni rozdéleni s parametrem A = 1. Jaka je prav-
dépodobnost, ze Y nabude hodnoty mezi 1 a 37  [0,233]
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Kapitola 5

Zakladni rozdéleni
pravdepodobnosti

| AV AN |

nahodnych veliCin

Po prostudovani této kapitoly budete umét:
« vyjmenovat zakladni diskrétni a spojita rozdéleni pravdépodobnosti i s jejich diile-
zitymi vlastnostmi,

« pomoci excelovskych funkci vypocist hodnoty pravdépodobnostnich a distribusnich
funkci diskrétnich rozdéleni,

« pomoci excelovskych funkci vypocist hodnoty hustot a distribusnich funkei spojitych
rozdélent,

« pomoci excelovskych funkci vypocist kvantily spojitych rozdéleni.

Klicova slova:

Diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti (binomické, hypergeometrické, Poissonovo), kvan-
tily spojitych rozdéleni, spojitd rozdéleni pravdépodobnosti (normdlni, Studentovo, F-
rozdéleni, chi-kvadrat), excelovské funkce.



75 Statistika a statistické zpracovani dat

Nahled kapitoly

V této kapitole se seznamime s klicovymi rozdélenimi pravdépodobnosti, ktera budou dilezita
pro pochopeni dalsich témat. Kazdé rozdéleni bude predstaveno z historického hlediska, na-
sledné se zaméfime na jeho definici, zdkladni charakteristiky a vypocet hodnot prostiednictvim

vvvvv

Zvlastni diraz bude kladen na koncept kvantili spojitych rozdéleni, coz usnadni pochopeni
kritickych hodnot.

Cile kapitoly

Cilem této kapitoly je:

porozumét zakladnim vlastnostem vybranych diskrétnich a spojitych rozdéleni pravdépo-
dobnosti,

osvojit si pojem kvantil spojitych rozdéleni a jeho interpretaci (priprava na testovani
hypotéz),

zvladnout pouzivani excelovskych funkei pro vypocet hodnot funkei a kvantili vybranych
rozdéleni pravdépodobnosti (pfiprava na testovani hypotéz).

Odhad ¢asu potirebného ke studiu

Na studium této kapitoly doporucujeme vyhradit priblizné 3—4 hodiny. Tento ¢as zahrnuje ¢teni
textu, pochopeni klicovych pojmi a feseni praktickych prikladi, zejména v Excelu.

5.1  Diskrétni rozdeleni pravdepodobnosti

Binomické rozdéleni Bi(n,p)

Historie

Binomické rozdéleni je jednim z nejstarsich a nejpouzivanéjsich rozdéleni pravdépodobnosti.
Jeho zaklady polozil Jakob Bernoulli v 17. stoleti pti studiu ndhodnych pokust. Vyraz ,,binomické
vychdazi z binomické véty, ktera je tizce spojena s vypoctem pravdépodobnosti v tomto rozdéleni.

Vyznamné k rozvoji binomického rozdéleni prispél také Abraham de Moivre. Pi zkouméani
problémiu souvisejicich s hazardnimi hrami objevil zvonovitou kiivku, kterda pozdéji vedla k
formulaci norméalniho rozdéleni jako aproximace binomického rozdéleni pro velké n.
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Definice

Definice 5.1. Binomické rozdéleni modeluje pocet tspéchi v pevné daném poctu nezavis-
Iych pokust, kde kazdy pokus mé dva mozné vysledky (tispéch nebo neuspéch) a pravdé-
podobnost tspéchu je konstantni.

Pravdépodobnost k tispéchii z n pokusii je dana vzorcem:

P(X =k = (Z)pk(l -p)" ",

kde n je pocet pokust, k je pocet uspéchu, p je pravdépodobnost tspéchu v kazdém pokusu
a (1) je kombinaénf &slo.

Zakladni ¢iselné charakteristiky

Stiedni hodnota: F(X) = np,

Rozptyl: D(X) = np(1 — p).

Grafy pravdépodobnostni a distribuéni funkce

Grafy pravdépodobnostni funkce (PDF) a distribuéni funkce (CDF) pro binomické rozdéleni s
n =10 a p = 0,5 jsou na obrazku 7.

0.3 ‘ ‘ 1 T T T
l'1Bi(100,5) j
0.8 ' |
3 02 [ | —~ ’J‘
=2
b!: V| 0.6 [ | n
) <
| | | = 04 | .
0.1 =
0.2 .
L H | ] — Bi(10;0,5)
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
k k

Obr. 7: Pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce binomického rozdéleni pron =10 a p = 0,5

Excelovské funkce

Pro praci s binomickym rozdélenim lze v Excelu pouzit nasledujici funkce:
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Pravdépodobnostni funkce (PDF): Funkce BINOM.DIST(k; n; p; FALSE) vraci prav-
dépodobnost presné k tspéchii.

Distribu¢ni funkce (CDF'): Funkce BINOM.DIST(k; n; p; TRUE) vraci pravdépodob-

nost nejvyse k tspéchii.

Procviceni

Pouzijte vhodné excelovské funkce k procviceni prace s binomickym rozdélenim:

1. Vypocitejte hodnoty pravdépodobnostni funkce pro binomické rozdélenisn = 10ap = 0,3
pro k=0,1,...,10.

2. Vypocitejte hodnoty distribucni funkce pro stejné hodnoty k.

3. Vytvorte grafy pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce pro binomické rozdéleni v Excelu.
Mizete pouzit uz vypocitané hodnoty.

Hypergeometrické rozdéeleni Hg(N, M, n)

Historie

Hypergeometrické rozdéleni bylo pojmenovano po hypergeometrické radé, jejiz vlastnosti zkou-
mali matematici jako Carl Friedrich Gauss. Jeho pouziti je predevsim ve statistickych testech
a pri modelovani vybért bez vraceni. Jedna se o dulezity nastroj v oblasti kombinatoriky a
aplikaci statistiky.

Definice

Definice 5.2. Hypergeometrické rozdéleni modeluje pravdépodobnost k tispéchti pti ndhod-
ném vybéru n objektl z populace N, kde M objektii z této populace jsou uspéchy. Vybér
probihd bez vraceni.

Pravdépodobnost k£ tspéchti je dana vzorcem:

M\ (N—M
= W0
kde N je velikost populace, M je pocet tspésnych objekt v populaci, n je pocet vybranych
objektl a k je pocet tspéchi.
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Zakladni ¢iselné charakteristiky

Stfedni hodnota: E(X) = 2/,

n% (1— )%:1.

3

Rozptyl: D(X)

=S

Grafy pravdépodobnostni a distribuéni funkce

Grafy pravdépodobnostni funkce (PDF) a distribu¢ni funkce (CDF') pro hypergeometrické roz-
déleni s parametry N = 50, M = 20, n = 10 jsou na obrazku 8.

0.3 ‘ ‘
1
| 1Hg(50; 20; 10) ] I_]y—'
0.8 |
3 O 2 [ B — J
= 0.6] |
L Vi
= || = 04| .
01} . 5
0.2 |
| | — Hg(50; 20; 10)
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Obr. 8: Pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce hypergeometrického rozdéleni pro N = 50,
M =20an=10

Excelovské funkce

Pro préci s hypergeometrickym rozdélenim lze v Excelu pouzit nasledujici funkce:

Pravdépodobnostni funkce (PDF): Funkce HYPGEOM.DIST(k; n; M; N; FALSE) vraci
pravdépodobnost presné k tspéchii.

Distribuéni funkce (CDF): Funkce HYPGEOM.DIST(k; n; M; N; TRUE) vraci pravdé-
podobnost nejvyse k tspéchu.
Procviceni

Pouzijte vhodné excelovské funkce k procviceni prace s hypergeometrickym rozdélenim:

1. Vypocitejte hodnoty pravdépodobnostni funkce pro hypergeometrické rozdéleni s N = 50,
M =20,n=10 pro k=0,1,...,10.

2. Vypocitejte hodnoty distribu¢ni funkce pro stejné hodnoty k.
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3. Vytvorte grafy pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce pro hypergeometrické rozdéleni v
Excelu. Mizete pouzit uz vypocitané hodnoty.

Poissonovo rozdeleni

Historie

Poissonovo rozdéleni je pojmenovano po francouzském matematikovi Simeonu Denisu Poisso-
novi, ktery ho popsal v roce 1838. Ptivodné bylo zkouméno v kontextu poc¢tu vzacnych udalosti,
jako jsou nehody nebo telefonni hovory. Poissonovo rozdéleni je dnes Siroce pouzivano v teorii
pravdépodobnosti, statistice a rtiznych aplikacich zahrnujicich modelovani vzacnych udalosti.

Definice

Definice 5.3. Poissonovo rozdéleni modeluje pocet udalosti, které nastanou v pevné daném
case nebo prostoru, za predpokladu, ze tyto udalosti nastavaji nezavisle na sobé s konstantni
stfedni intenzitou .

Pravdépodobnost, ze v daném intervalu nastane pravé k udalosti, je dana vzorcem:

Aee=A
P(X =k)= T

kde A je oc¢ekavany pocet udalosti v daném intervalu a k je pocet udalosti.

Zakladni ¢iselné charakteristiky

Stifedni hodnota: F(X) = A,
Rozptyl: D(X) = A

Grafy pravdépodobnostni a distribuéni funkce

Grafy pravdépodobnostni funkce (PDF) a distribu¢ni funkce (CDF) pro Poissonovo rozdéleni
s parametrem A = 3 jsou na obrazku 9.

Excelovské funkce

Pro praci s Poissonovym rozdélenim lze v Excelu pouzit nésledujici funkce:

Pravdépodobnostni funkce (PDF): Funkce POISSON.DIST(k; A; FALSE) vraci prav-
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Obr. 9: Pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce Poissonova rozdéleni pro A\ = 3

dépodobnost presné k udalosti.

Distribuéni funkce (CDF): Funkce POISSON.DIST(k; A; TRUE) vraci pravdépodob-
nost nejvyse k udalosti.

Procviceni

Pouzijte vhodné excelovské funkce k procviceni prace s Poissonovym rozdélenim:

1. Vypocitejte hodnoty pravdépodobnostni funkce pro Poissonovo rozdéleni s A = 3 pro
k=0,1,...,10.

2. Vypocitejte hodnoty distribu¢ni funkce pro stejné hodnoty k.

3. Vytvorte grafy pravdépodobnostni a distribuéni funkce pro Poissonovo rozdéleni v Excelu.

5.2  Spojita rozdéleni pravdepodobnosti

Vyklad zahéjime nécim, co by spis pattilo do predchozi kapitoly. Pojem kvantil (spolecné s tzv.
kritickou hodnotou) spojitého rozdéleni pravdépodonosti pro nas ale bude v dalsich kapitolach
natolik dilezity, ze jsme si ho sem vydélili, abychom mu mohli vénovat patticnou pozornost.
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Kvantily spojitych rozdéleni

Definice

Definice 5.4. Kvantil spojitého rozdéleni je hodnota (viz obrazek 10), kterd rozdéluje
oblast pod hustotou pravdépodobnosti na dveé ¢asti. Pro p-kvantil x, plati, Ze plocha pod
kiivkou hustoty vlevo od z, je rovna p, tj.

P(X <) = Fla,) = [ fla)de =p,

kde p € (0,1).

Plocha p

|
Lp

Obr. 10: Znazornéni hustoty a p-kvantilu x, pro spojité rozdéleni pravdépodobnosti (viz defi-
nici 5.4)

Specialnim pripadem kvantilu je kritickd hodnota, pouzivana pri statistickych testech.
Ta oznacuje mezni hodnotu, kterd oddéluje zamitnuti a nezamitnuti nulové hypotézy (viz
kapitolu 7 Testovani statistickych hypotéz).

Urcovani kvantilu

Kvantily se urcuji z tabulek nebo se pohodlné pocitaji pomoci softwaru. My budeme vétsinou
pouzivat excelovské funkce, jako jsou:

pro normalni rozdéleni funkce NORM. INV(p; wu; o),
pro Studentovo rozdéleni funkce T.INV(p; v) a
pro F-rozdéleni funkce F.INV(p; vi; 1vs).
Vsechny maji v ndzvu INV. Tim se poukazuje na to, Ze jde vlastné o inverzni funkeci k distribuéni

funkei daného rozdélent:
Flz,)=p <= F'(p)=u,
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tedy zatimco F' k zadané hodnoté x, na ose x vypocte pravdépodobnost p, tak F~! (tedy
inverze k F') vypocte k zadané pravdépodobnosti p hodnotu kvantilu z, na ose .

Nasleduje potehled zédkladnich spojitych rozdéleni. Jejich vybér byl veden jejich uziteénosti v
dalsich kapitolach.

Normalni rozdeéeleni

Historie

Normalni rozdéleni, znamé také jako Gaussovo rozdéleni, mé zajimavou historii. Abraham de
Moivre, francouzsky matematik, ¢asto pomahal hazardnim hractm, kteri ho zadali o vypocty
pravdépodobnosti, napriklad kolik hlav padne pti mnoha hodech minci. Pri feseni téchto pro-
blémt si vsiml, ze jak pocet hodi roste, binomické rozdéleni se blizi hladké kiivce. Tak popsal
normalni rozdéleni, které vyrazné zjednodusilo vypocty.

Pozdéji, v 19. stoleti, Carl Friedrich Gauss formuloval rovnice pro normalni rozdéleni a aplikoval
je na chyby méreni v astronomii. Gauss zjistil, Ze chyby méfeni maji symetrické rozdéleni, kde
malé chyby jsou castéjsi nez velké. Pierre-Simon Laplace prispél objevem centralniho limitniho
teorému, ktery prokazal, ze pruméry velkych vzorkia dat se blizi normalnimu rozdéleni.

Definice

Definice 5.5. Normalni rozdéleni N(u,c?) je rozdéleni pravdépodobnosti, které je sy-
metrické kolem stfedni hodnoty p a jeho tvar je zvonovity. Je urcéeno dvéma parametry:
stfedni hodnotou p a smérodatnou odchylkou o.

Hustota normalniho rozdéleni je dana vzorcem:

f (w5, 0%) = —— exp<—(x_u)2>,

2o 202

kde p je stiedni hodnota a o2 je rozptyl.

Rozdéleni N(0;1) se nazyva normované (nebo standardizované) normadalni rozdéleni
a je ve statistice velmi dulezité.

Definice 5.6. Z-skére (neboli standardizovani hodnota) udavé, jak daleko je konkrétni
hodnota X od stfedni hodnoty p, méreno ve smérodatnych odchylkach o. Vypocitava se tedy

podle vzorce:
g XTH
s
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Z-skore predstavuje orientovanou vzdalenost. Vyjadiuje, jak daleko je konkrétni
hodnota X od stfedni hodnoty u, ale také zohlednuje, zda je tato hodnota nad pru-
mérem (kladné Z-skére) nebo pod priumérem (zdporné Z-skore).

Z-skére prevadi hodnoty z jakéhokoli normédlniho rozdéleni N(u,o?) na normované
normalni rozdéleni N(0;1). Diky tomu lze snadno porovnévat hodnoty z riznych nor-

malnich rozdéleni, a pripadné pouzivat pro vypocty tabulky a funkce normovaného
normalniho rozdéleni.

Zakladni ¢iselné charakteristiky

Stredni hodnota: p

Rozptyl: o2

Symetrie: Normalni rozdéleni je symetrické kolem stredni hodnoty pu.

Grafy hustot a distribuc¢ni funkce

Grafy znazornujici hustoty a distribu¢ni funkce norméalniho rozdéleni pro rtizné hodnoty p a o
jsou uvedeny na obrazcich 11 a 12.
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Obr. 11: Grafy hustot a distribu¢nich funkci normélniho rozdéleni s riznymi rozptyly

Excelovskeé funkce

Pro préaci s normalnim rozdélenim Ize v Excelu pouzit nasledujici funkce:

Hustota pravdépodobnosti (PDF): Funkce NORM.DIST(x; pu; o; FALSE) vraci hod-
notu hustoty pravdépodobnosti.
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Obr. 12: Grafy hustot a distribuc¢nich funkci norméalniho rozdéleni s riiznymi strednimi hodno-
tami

Distribu¢ni funkce (CDF): Funkce NORM.DIST(x; p; o; TRUE) vraci hodnotu dis-
tribuéni funkce.

Kvantilova funkce: Funkce NORM.INV(p; p; o) vraci kvantil pro danou pravdépodob-
nost p, stredni hodnotu p a smérodatnou odchylku o.

Pro praci s normovanym normaélnim rozdélenim (u = 0, 0 = 1) lze pouzit specializované
funkce:

Hustota pravdépodobnosti (PDF): Funkce NORM.S.DIST(x; FALSE) vraci hodnotu
hustoty pravdépodobnosti.

Distribuéni funkce (CDF'): Funkce NORM.S.DIST(x; TRUE) vraci hodnotu distribu¢ni
funkce.

Kvantilova funkce: Funkce NORM.S.INV(p) vraci kvantil pro danou pravdépodobnost
.

Procviceni

Priklad 5.7. Pokud jsou vysky dospélych muzii normélné rozdéleny se stredni hodnotou p =
175 cm a rozptylem o2 = 100 cm?, jakd je pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrany muZ bude
mit vysku mezi 170 cm a 180 cm?

Reseni: Vyzkousime si dva zplisoby feseni. Nejprve pujdeme ptrimo k cili, potom se po cesté
,stavime na navstévé“ u Z-skori.

Reseni bez Z-skért: Pro vipodet této pravdépodobnosti pouZijeme funkei distribuéni
funkce normalniho rozdéleni. V Excelu pouzijeme funkci NORM.DIST, a to s parametry
z =170 a 2 = 180, stiedni hodnotou p = 175, smérodatnou odchylkou o = /100 = 10 a
hodnotou TRUE pro pouziti distribu¢ni funkce:

P(170 < X < 180) = NORM.DIST(180;175;10;TRUE) — NORM.DIST(170;175;10; TRUE)

~ 0,3829.
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ReSeni pies Z-skéry: Nejprve standardizujeme hodnoty:
170 — 175 =5 180 — 175 5
Z:7:7:—0,5, 227:7
V100 10 *TJ100 10
Nyni vypoc¢itame hodnoty distribuéni funkce pro tyto Z-skoéry pomoci funkce NORM.S.DIST
v Excelu:
P(170 < X <180) = P(—0,5 < Z <0,5)
= NORM.S.DIST(0,5; TRUE) — NORM.S.DIST(-0,5; TRUE) = 0,3829.

=0,5.

]

Priklad 5.8. Pouzijte vhodné excelovské funkce k procvic¢eni prace s normalnim rozdélenim:
1. Vypocitejte hodnoty hustoty pravdépodobnosti pro normalni rozdéleni s =2 a o =3 a
nasledujici hodnoty z = -2, —1,0,1, 2.

2. Vypocitejte hodnoty distribu¢ni funkce pro normované normalni rozdéleni a stejné hod-
noty r = —-2,—-1,0,1, 2.

3. Pomoci funkce NORM.S.INV() najdéte kvantily pro pravdépodobnosti p = 0,05;0,5;0,95.
O jaké rozdéleni se jedna? Co nam ty vysledky fikaji?

4. Vytvorte priblizné grafy hustoty a distribu¢ni funkce pro normélni rozdéleni v Excelu,
naptiklad s parametry = 2 a ¢ = 3 pomoci vypoctu jejich hodnot v dostateéné husté
siti bodu na ose x, napriklad x = —4; —3,5; —3;...;7,5;8.

Studentovo rozdéleni

Historie

Studentovo rozdéleni je pojmenovano po Williamu Sealy Gossetovi, statistikovi pracujicim pro
pivovar Guinness. Aby se vyhnul problémtm s publikovanim, pouzival pseudonym ,Student®.
V roce 1908 zverejnil praci, kterd popisovala rozdéleni nyni zndmé jako Studentovo rozdéleni.
Jeho cilem bylo vyfesit problémy s malymi vzorky v primyslu.

Definice

Definice 5.9. Studentovo rozdéleni s v (fecké pismenu ,ny*“) stupni volnosti je uzite¢né pii
odhadu stfedni hodnoty normalni populace na zakladé malého vzorku, pokud smérodatna
odchylka populace neni znama.

Hustota Studentova rozdéleni je ddna vzorcem:
F LH 9 _u;l
f(x;V)=(22<1+x> 7
NiZish (5)

kde v je pocet stupna volnosti a I' je gama funkce.
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Zakladni ¢iselné charakteristiky

Stiedni hodnota: 0 (pro v > 1)
Rozptyl: -5 (pro v > 2)

Asymptotické chovani: Pro velké v se Studentovo rozdéleni blizi normalnimu roz-
déleni.

Grafy hustot a distribuc¢ni funkce

Grafy znazornuji hustotu a distribuéni funkei Studentova rozdéleni pro v = 2 a v = 5 stupni
volnosti jsou na obrazku 13.

0.4 T T T T T 1 , ‘ ‘ —
—T(2) ,"‘ 12 //\/—
0.3~ TO) ,.’I/\‘._ 0.8 f---T(5) / .

= /o 5 0or / |
~— 02 [~ ,’ ‘\ 1 ~
= [ \ LL< O 4 / |

0.1¢ / \ 1 0.2} //
0 —— | 1\\‘- - 0—/—1__/—*1/ |
-6 -4 -2 0 2 4 6 -6 —4 =2 0 2 4 6

Obr. 13: Grafy hustot a distribu¢nich funkci Studentova rozdéleni pro 2 a 5 stupnu volnosti

Excelovskeé funkce

Pro praci se Studentovym rozdélenim lze v Excelu pouzit nasledujici funkce:
Hustota pravdépodobnosti (PDF): Funkce T.DIST(x; v; FALSE) vraci hodnotu
hustoty pravdépodobnosti.

Distribué¢ni funkce (CDF): Funkce T.DIST(x; v; TRUE) vraci hodnotu distribu¢ni
funkce.

Kvantilova funkce: Funkce T.INV(p; v) vraci kvantil pro danou pravdépodobnost p a
v stupni volnosti.

Procviceni
Pouzijte vhodné excelovské funkce k procviceni prace s rozdélenim:

1. Vypocitejte hodnoty hustoty pravdépodobnosti pro Studentovo rozdéleni s v = 8 a nasle-
dujici hodnoty z = -2, —-1,0,1, 2.
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2. Vypocitejte hodnoty distribu¢ni funkce pro Studentovo rozdéleni s v = 8 a stejné hodnoty
r=-2,-1,0,1,2.

3. Pomoci funkce T.INV() najdéte kvantily pro pravdépodobnosti p = 0,05;0,5;0,95 pti
v = 8. Co nam ty vysledky rikaji?

4. Vytvorte priblizné grafy hustoty a distribu¢ni funkce pro Studentovo rozdéleni v Excelu,
pomoci vypoctu jejich hodnot v dostatecné husté siti bodl na ose . Muzete opét pouzit
v=8ax=—6;—955;—5;...;55;6.

F-rozdeéeleni

Historie

F-rozdéleni, nékdy nazyvané Fisherovo-Snedecorovo rozdéleni, je pojmenovano po statistikovi
Siru Ronaldu Fisherovi a Georgu W. Snedecorovi. Ronald Fisher popsal toto rozdéleni v ramci
analyzy rozptylu (ANOVA), kde slouzi k testovani hypotéz o shodé rozptyli dvou vzorki.
Snedecor prispél jeho rozsitenim v aplikacich. F-rozdéleni ma dva stupné volnosti, jeden pro
kazdy porovnavany vzorek.

Definice

Definice 5.10. F-rozdéleni se pouziva pri testovani hypotéz o rozptylech dvou populaci,
a je tedy zdkladem pro analyzu rozptylu. Je definovino dvéma stupni volnosti v a vy pro
kazdy vzorek.

Hustota F-rozdéleni je dana vzorcem:
Y1
vy 2 ﬂ_l
)72,y
J

o) =y (1+2

272

kde B je beta funkce a 14, v5 jsou stupné volnosti.

Zakladni ¢iselné charakteristiky

Stfedni hodnota: ;25 (pro v, > 2)

2y§ (vi+v2—2)

(D) (PIO V2 > 4)

Rozptyl:
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Grafy hustot a distribuc¢ni funkce
Grafy znazornuji hustotu a distribuc¢ni funkeci F-rozdéleni pro 14 = 5 a 15 = 10 jsou na ob-

razku 14.

08 T I I I 1 T T T
/.\ —— Hustota F(5, 10) //J/_

0.8
0.6 |- s
= / \\ Okl / |
= 041 \ 1wl / |
0.2 AN N 02 / .
N — CDF F(5, 10)

0 | | e 0 | | T

0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

X T

Obr. 14: Grafy hustoty a distribuc¢ni funkce F-rozdéleni pro vy =5 a v, = 10

Excelovské funkce

Pro praci s F-rozdélenim lze v Excelu pouzit néasledujici funkce:

Hustota pravdépodobnosti (PDF): Funkce F.DIST(x; v; vo; FALSE) vraci hod-

notu hustoty pravdépodobnosti.

Distribu¢ni funkce (CDF): Funkce F.DIST(x; v4; vp; TRUE) vraci hodnotu distri-

buéni funkce.

Kvantilova funkce: Funkce F.INV(p; 14; 1) vraci kvantil pro danou pravdépodobnost

p a stupné volnosti 14 a vs.

Procviceni

Pouzijte vhodné excelovské funkce k procviceni prace s F-rozdélenim:

1. Vypocitejte hodnoty hustoty pravdépodobnosti pro F-rozdéleni s vy = 5, v, = 10 a

nasledujici hodnoty = = 1,2, 3,4, 5.

2. Vypocitejte hodnoty distribucni funkce pro stejné hodnoty x.

3. Pomoci funkce F.INV() najdéte kvantily pro pravdépodobnosti p = 0,05;0,5;0,95 pti

vy =9, vy = 10.

4. Vytvorte grafy hustoty a distribu¢ni funkce pro F-rozdéleni v Excelu.
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Chi-kvadrat rozdeéleni

Historie

Chi-kvadrat rozdéleni vzniklo z vyzkumi Karla Pearsona na pocatku 20. stoleti a je jednim
ze zakladnich rozdéleni pouzivanych ve statistickych testech, zejména v testech dobré shody
a nezavislosti. Pearson zkoumal vztahy mezi biologickymi charakteristikami, pfitom vyrazné
prispél k vyvoji statistickych metod.

Definice

Definice 5.11. Chi-kvadrat rozdéleni s v stupni volnosti je definovano jako rozdéleni souctu
druhych mocnin v nezavislych normovanych norméalnich nahodnych veli¢in. Pouziva se pre-
devsim pri testovani hypotéz, napriklad v testu dobré shody nebo v testu nezavislosti.

Hustota pravdépodobnosti chi-kvadrat rozdéleni je dana vzorcem:

¥_1

2 -

71/6_5, pro x > 0,
25T (%)

0, jinak.

8

[SIN

flzv) =

kde I' je gama funkce a v je pocet stupni volnosti.

Zakladni ¢iselné charakteristiky

Stredni hodnota: v
Rozptyl: 2v

Asymptotické chovani: Pro velké v (tzn. pro v > 30) se chi-kvadrat rozdéleni blizi
normalnimu rozdéleni s parametry y = v, o = 2v).

Grafy hustot a distribuc¢ni funkce

Grafy znazornujici hustoty a distribu¢ni funkce chi-kvadrat rozdéleni pro v = 3 a v = 10 jsou
znazornény na obrazku 15.

Excelovské funkce

Pro préci s chi-kvadrat rozdélenim lze v Excelu pouzit nasledujici funkce:

Hustota pravdépodobnosti (PDF): Funkce CHISQ.DIST(x; v; FALSE) vraci hod-
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Obr. 15: Grafy hustot a distribuc¢nich funkei chi-kvadrat rozdéleni pro v =3 a v = 10

notu hustoty pravdépodobnosti.

Distribu¢ni funkce (CDF): Funkce CHISQ.DIST(x; v; TRUE) vraci hodnotu distri-
buéni funkce.

Kvantilova funkce: Funkce CHISQ.INV(p; v) vraci kvantil pro danou pravdépodobnost
p a stupné volnosti v.

Procviceni

Priklad 5.12. Pouzijte vhodné excelovské funkce k procviceni prace s chi-kvadrat rozdélenim:

1. Vypocitejte hodnoty hustoty pravdépodobnosti pro chi-kvadrat rozdéleni s v = 3 a nasle-
dujici hodnoty = = 1,2, 3,4, 5.

. Vypocitejte hodnoty distribu¢ni funkce pro stejné hodnoty .

. Pomoci funkce CHISQ.INV() najdéte kvantily pro pravdépodobnosti p = 0,05;0,5;0,95
pri v = 3.

. Vytvorte grafy hustoty a distribuc¢ni funkce pro chi-kvadrat rozdéleni v Excelu.

. Demonstrujte, ze ,pro velkd v (tzn. pro v > 30) se chi-kvadrét rozdéleni blizi normalnimu
rozdéleni s parametry p = v, 02 = 2v“. Prov = 30 a z = 0,1,2,...,60. Staci ukizat
zvonovity tvar hodnot hustoty v téchto bodech (na tomto intervalu).

Tato kapitola se zamétuje na zakladni diskrétni a spojita rozdéleni pravdépodobnosti. Jsou
zde popsana binomické, hypergeometrické a Poissonovo rozdéleni jako hlavni priklady
diskrétnich rozdéleni, a dale normélni, Studentovo, F-rozdéleni a chi-kvadrat rozdéleni
jako priklady rozdéleni spojitych. U kazdého rozdéleni je uvedena jeho historie, definice,
zakladni charakteristiky a postup vypoctu hodnot pomoci excelovskych funkci. Diiraz je
kladen na praci s kvantily spojitych rozdéleni a jejich aplikace v budoucich kapitolach.
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Jaké jsou zakladni charakteristiky binomického rozdéleni?

Jaka excelovska funkce se pouziva pro vypocet distribuc¢ni funkce binomického roz-
déleni?

Jaky je rozdil mezi binomickym a hypergeometrickym rozdélenim?
Jakym zptsobem se v Excelu vypocita kvantil normalniho rozdéleni?
Co je to Studentovo rozdéleni a jaké jsou jeho zakladni vlastnosti?

K jakému rozdéleni se priblizuje chi-kvadrat rozdéleni pro velké v?
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Kapitola 6

Bodovy a intervalovy odhad

Po prostudovani této kapitoly budete umét:
« Aplikovat moznosti odhadovani parametri zakladniho souboru.

« Rozhodnout o volbé statistiky (metoda momentti, metoda maximalni vérohodnosti).

Klicova slova:

Statistika, bodovy odhad, intervalovy odhad, metoda momenti, metoda maximalni veé-
rohodnosti.
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Nahled kapitoly

V této kapitole se zamérime na zdkladni metody odhadu nezndmych parametri zidkladniho
souboru, konkrétné na bodové a intervalové odhady. Kapitola navazuje na predchozi témata
(kapitoly) a rozsituje znalosti o presnéjsi kvantitativni charakteristiky populaci. Podrobné se
budeme vénovat metodam odhadu stfedni hodnoty a rozptylu, které jsou klicové pro analyzu
dat v ekonomii a dalsich oblastech.

Cile kapitoly

Po prostudovani této kapitoly by mél student byt schopen:

Vysvétlit rozdil mezi bodovym a intervalovym odhadem.

Aplikovat metody momenti a maximélni vérohodnosti pro odhad parametri.
Vypocitat interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu a rozptyl.

Interpretovat vysledky bodovych a intervalovych odhadt v kontextu ekonomickych dat.

Pouzivat Excel nebo jiny statisticky software k vypoctu kritickych hodnot a intervali
spolehlivosti.

Odhad ¢asu potrebného ke studiu

Odhaduje se, ze studium této kapitoly zabere priblizné 4-6 hodin. Tento ¢as zahrnuje cteni
textu, pochopeni teoretickych koncepti, reseni prikladii a praktické cviceni s pouzitim statis-
tického softwaru.

Uvodni pfiklad

Predstavte si, Ze jste manazerem firmy, kterda vyrabi zarovky. Vasim tkolem je zjistit, jaka je
primérna zivotnost téchto zarovek, tedy jak dlouho budou svitit, nez se rozbiji. Samoziejmé
neni mozné otestovat kazdou zarovku. Proto vyberete nékolik zarovek nahodné a zmérite, jak
dlouho sviti, nez prestanou fungovat.

Napriklad si vyberete 10 zarovek a zmérite jejich zivotnost v hodindch. Ziskate nasledujici
hodnoty:

x = (850, 870, 890, 900, 920, 940, 960, 980, 1000, 1020).

Na zakladé téchto méreni budete chtit odhadnout, jaka je primérna zivotnost vsech zarovek,
které vase firma vyrabi. Tento odhad vam miize pomoci lépe planovat vyrobu a zajistovat, ze
vase produkty budou splinovat ocekavani zakazniki.
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Vypocet pruméru

Nejprve spoc¢itame priamérnou zivotnost téchto 10 zarovek, coz bude tzv. bodovy odhad primérné
zivotnosti vSech zarovek:

n 850 + 870 + 890 + 900 + 920 + 940 + 960 + 980 + 1000 + 1020 ,
dowi= o — 933 hodin.

=1

1
T=—
n

Intervalovy odhad primeéru

Déle bychom chtéli zjistit, jak presny je tento odhad. Pro tento tcel spocitame tzv. intervalovy
odhad, coZ je rozmezi hodnot, ve kterém se s uréitou pravdépodobnosti (napf. 95 %) nachazi
skutecna primérnd zivotnost vsech zarovek.

Pro vypocet intervalového odhadu potrebujeme znat smérodatnou odchylku vybéru, kterou
spocitame z nameérenych dat:

n

1
5= J > (#; — T)? ~ 55,08 hodin.

n—1i5

Pro 95% interval spolehlivosti pouzijeme kritickou hodnotu ¢ z t-rozdéleni pro 9 stupnu volnosti
(n—1=10—1 =9), kterd je priblizné 2,262 (urc¢ime z tabulek nebo spise pomoci funkce v
Excelu).

Intervalovy odhad priméru pak vypocitame jako:

Tt 933499262 220
V10

NG

~ 933 £+ 39,39 hodin.

To znamena, ze s 95% jistotou muzeme Fici, Ze prumérna zivotnost vsech zarovek se nachézi v
intervalu

(893,61;972,39) hodin.

Tento interval nam dava rozmezi, ve kterém se pravdépodobné nachazi skutecna prumeérna
zivotnost zarovek, coz je dilezita informace pro rozhodovani ve vyrobeé.

6.1  Statistické odhady

Uvod do odhadu parametrd

Kdyz mame k dispozici vybér dat, casto nas zajima, jaka je skutecna hodnota urc¢itého parame-
tru, ktery charakterizuje cely zékladni soubor (populaci). Napriklad vime, ze Zivotnost zarovek
v nasem prikladu méa obvykle exponencialni rozdéleni, ale nezndme presné jeho parametr A,
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respektive priumérnou Zivotnost nebo rozptyl (variabilitu) této Zivotnosti v celé populaci zaro-
vek. Na zékladé idaji z vybéru se snazime tyto neznamé parametry odhadnout. Predpis nebo
postup, jakym z vybérovych dat vypocitame odhad parametru, se v matematické statistice
nazyva statisticky odhad.

Statistické odhady a jejich viastnosti

Parametry zakladniho souboru, jako je naptiklad pramér nebo rozptyl, jsou obvykle konstanty, i
kdyz je presné nezname. Odhady téchto parametrii, které ziskdvame z vybérovych dat, se mohou
lisit pri riznych vybérech. Naptiklad pokud bychom vybrali jinou sadu zarovek, pravdépodobné
bychom dostali trochu jiné vysledky. Tyto odhady jsou tedy nahodné veli¢iny a v matematické
statistice se pro né pouziva termin statistika (v uzsim smyslu tohoto slova).

Definice statistického odhadu

Definice 6.1. Statisticky odhad 7" = T(X) je funkce vybérovych dat X. Statisticky
odhad urceny k odhadovani parametrii se nazyva odhadova statistika, zatimco ta, ktera
slouzi k testovani hypotéz (to budeme probirat pozdéji), se nazyva testova statistika.

Poznamka k volbé odhadu

Tato definice nam zatim nerika nic o tom, jak vybrat spravny statisticky odhad pro konkrétni
situaci, af uz jde o odhad nebo testovani. To, jak vhodny je ur¢ity odhad pro dany ucel, budeme
zkoumat v dalsich c¢astech kapitoly.

6.2 Bodovy odhad

Uvod do bodového odhadu

Sledujeme rozdéleni s hustotou pravdépodobnosti f(x; 1), kde p je nezndmy parametr. Provedli
jsme realizaci ndhodného vybéru x = (x1, s, ..., x,) z tohoto rozdéleni a definovali statistiku
T(X). Bodovy odhad parametru p pro realizaci ndhodného vybéru x je hodnota statistiky
T'(X) s dosazenou realizaci ndhodného vybéru x.

Definice bodového odhadu

Definice 6.2. Bodovy odhad (estimator) parametru p je statistika 7'(X), ktera aproxi-
muje parametr u. Pro kazdou novou realizaci vybéru obdrzime jiny bodovy odhad. Odtud
je ztejmé, ze bodovy odhad nemtiize dat iplné presnou hodnotu parametru.
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Volba statistiky

Vlastni volbu statistiky jsme zatim nechali stranou. Lze pro ni pouzit metodu momentii nebo
metodu maximalni vérohodnosti. Obé nyni probereme.

6.2.1 Metoda momentu

Metoda momentii je jednou z technik, jak odhadnout neznamé parametry rozdéleni dat, napti-
klad primér nebo rozptyl. Tato metoda porovnava urcité charakteristiky, nazyvané momenty;,
zékladniho souboru a vybéru.

Teoretické momenty

Moment urcitého fadu je zakladni charakteristika rozdéleni pravdépodobnosti. Délime je na
tzv. pocatecni a centralni.

Definice 6.3. Pocateéni momenty: ;. =E [Xk}, k=1,2,....

Pro nés bude nejdulezitéjsi hned ten prvni, py = p = E[X], tedy stiedni hodnota, kterd se
bézné oznacuje u, kde (pro pripomenuti)

p =E[X] = / x - f(x)dxr pro spojitou ndhodnou veli¢inu,

pi =E[X] =) z;-p(z;) pro diskrétni ndhodnou veli¢inu.
i=1

Definice 6.4. Centralni momenty: u; =E [(X — ,u)k}, E=1,2,....

vvvvvv

Zde pro nas bude nejdilezit&jsi ten druhy, uf = 0® = E [(X — p)ﬂ, tedy rozptyl, ktery se bézné
oznacuje o2, kde (pro pfipomenuti)
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py=0>=E {(X - ,u)ﬂ = /OO (x — p)?- f(z)dr, pro spojitou ndhodnou veli¢inu,

ty=0>=E {(X — ,u)Q] = (z; — p)* p(z;), pro diskrétni ndhodnou velic¢inu.
i=1

Vyss$i momenty, jako tfeba tieti centralni moment (ktery je zdkladem pro vypocet Sikmosti)
a ¢tvrty centralni moment (ktery je zédkladem pro vypocet Spicatosti), jsou rovnéz dulezité
pro charakterizaci tvaru rozdéleni'. My vSak budeme nejéastéji pracovat se dvéma uvedenymi
momenty.

Vybérové momenty

Vybérové momenty jsou obdobou (protéjskem) teoretickych momentt, ale jsou poéitany z dat
ve vybéru. Slouzi k odhadu momentt zakladniho souboru.

Opét je délime na pocatecni a centralni:

1 n
Definice 6.5. Pocatec¢ni vybérové momenty: m;, = — E o k=1,2,...,
n =1

kde n je velikost vybéru a z; jsou jednotlivé hodnoty ve vybéru.

Pro k = 1 dostavame vybérovy pramér

Definice 6.6. Centralni momenty: mj =E {X — ,u)k}, k=1,2,....

I T¥et{ centralni moment je dan vztahem pj = E[(X —pu)3], kde u je stiedni hodnota rozdéleni. Sikmost se pak
!

definuje jako v; = M—g, kde o je smérodatné odchylka. Ctvrty centralni moment je dén vztahem p), = E[(X — ,u)4],
o

/!
a Spicatost jako vo = u—i - 3.
o
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Pro k = 2 dostavame vybérovy rozptyl

Metoda momentt funguje tak, Ze porovname teoretické momenty rozdéleni (které zavisi na
neznamych parametrech) s vybérovymi momenty, které ziskdme z dat. Odhad parametru pak
ziskame feSenim rovnice, kde je teoreticky moment roven odpovidajicimu vybérovému momentu,
pro nas nejcastéji pu1 = my (resp. u = T) nebo uh = m} (resp. 0% = s2).

Vlastnosti odhadu

P1i hledani odhadt parametrii, jako je primeér nebo rozptyl, chceme, aby tyto odhady byly co
nejpresnéjsi.

Vzorce

1
n—1

n
in a ot~ s? =

Z( o

jsou navrzeny tak, aby poskytovaly tzv.

nevychyleny odhad, coz znamend, ze kdyz odhadujeme parametr, jako je primeér
nebo rozptyl, tak v priuméru (pfi mnoha vybérech) se nas odhad blizi skutecné hodnoté
parametru;

konzistentni odhad, coz znamend, ze ¢im vice dat mame k dispozici (¢im rozsahlejsi
je vybér), tim presnéjsi nas odhad bude.

Resené priklady

Priklad 6.7. Metodou momentii urcete neznamy parametr Poissonova rozdéleni.

Reseni: Poissonovo rozdéleni méa pravdépodobnostni funkei:

Ae=A
p(z;N) = T k=0,1,2,...,
kde A > 0 je parametr rozdéleni. Vybereme (vygenerujeme) n prvku zy,...,x, z tohoto rozdé-

leni.
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Metoda momentt funguje tak, Zze porovname teoretické momenty rozdéleni (které zavisi na
parametru \) s empirickymi momenty vypocitanymi z vybérovych dat.

Prvni teoreticky moment p; (stfedni hodnota) Poissonova rozdéleni je dan (z teorie) jako:

Prvni empiricky moment my (vybérovy prumér) je dan jako:

1
my = *Zﬁz
iz

Porovnanim teoretického a empirického momentu ziskame odhad parametru A:

Priklad 6.8. Metodou momenti urcete neznamy parametr exponencialniho rozdéleni.

Reseni: Exponencialni rozdéleni ma hustotu pravdépodobnosti:

0 pro x < 0,
Ae ™ pro x > 0,

f(x;A)—{

kde A > 0 je parametr rozdéleni. Vytvorime vybér n prvka xq,...,x, z tohoto rozdéleni.

Prvni moment vybéru je:

1 n
my = *Zl’l
n;3

Prvni (teoreticky) moment zédkladntho souboru je:

oo 1
W = /0 T - Ae Mdr = %

Porovnanim obou momenti ziskame odhad parametru A:

Q
|

1 n
pRmy, R =Y r = A
A i=1
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6.2.2  Metoda maximalni verohodnosti
Predpokladejme, Ze mame nadhodny vybér (zq,xs, ..., z,) z populace, jejiz rozdéleni je popséno
pravdépodobnostni funkei p(z; ).

Zde @ = (01,05, ... ,0k) oznacuje vektor neznamych parametri tohoto rozdéleni (nejcastéji bude
neznamy parametr jenom jeden).

Pravdépodobnost, ze vybér (x1, s, ..., z,) vznikne konkrétni realizaci ndhodné veli¢iny
(&1,&a, ..., &n), je dana soucinem pravdépodobnosti jednotlivych hodnot:

P(§1 =11,{% =T,..., & = Tp) = Hp(xi;e).

Ukolem metody maximélni vérohodnosti je nalézt odhad parametrt 6, ktery maximalizuje
tuto funkci vérohodnosti, tj. najit takovou hodnotu @, pro kterou je pravdépodobnost po-
zorovanych dat co nejvyssi. Jinymi slovy, hleddme hodnotu 0, ktera maximalizuje funkci L.

Resené priklady
Piiklad 6.10 (obecny). Metodou maximdlni vérohodnosti odhadnéte neznamy parametr Po-
issonova rozdéleni.

A
eMEk=12,....

Resenid: Poissonovo rozdéleni mé pravdépodobnostni funkci p(z, \) = '
x!

Funkce maximalni vérohodnosti:

L\, x1,29,...,2,) = H —A

|
i=1 T

Hledame takovou hodnotu parametru A > 0, pti které je L maximalni.

Nejprve vyuzijeme toho, Ze prirozena logaritmicka funkce In je rostouci, a tak tam, kde je L
maximalni je i In L maximdlni. Logaritmovani rovnice ndm vypocty zjednodusi (na pravé strané
vyuzijeme toho, Ze logaritmus soucinu je souc¢tem logaritm):

In L\, @1, 29, ..., 2) = Y (2;In X — In(z;!) — A) .

=1
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Nyni budeme derivovat podle A:

Pti blizsim zkoumani zjistime, ze pro 0 < A < A je tato derivace kladné, zatimco pro A< A
zaporna. To znamena, ze funkce In L nabyva v A svého maxima. To samé plati pro samotnou
funkci L

Tedy, podle metody maximalni vérohodnosti, je odhad parametru A aritmeticky primér hodnot

Priklad 6.11 (s konkrétnimi daty). Metodou maximéalni vérohodnosti odhadnéte nezndmy
parametr A Poissonova rozdéleni na zakladé nasledujiciho vybéru: x = (2,3,4,3,5).

Resend: S vyuzitim piikladu 6.10 bychom mohli rovnou napsat, ze odhadem bude aritmeticky
prumér uvedenych ¢isel. My si ale chceme vyzkouset stejny postup (jako v piikladu 6.10) s
konkrétnim vybérem, abychom mohli porovnat obtiznost vypoc¢t u téchto dvou variant.

x

A
Poissonovo rozdéleni mé pravdépodobnostni funkei: p(z, A) = —'e”\, k=1,2,....
x!

Funkce maximalni vérohodnosti:

Nejprve sestavime funkci maximélni vérohodnosti pro dany vybér x = (2,3,4,3,5):

L(\) = -
W =117
)\2 )\3 )\4 )\3 /\5
jeﬂ\ ye AL Je A 567)\ 567)\
_ )\2+3+4+3+5 675)\ _ )\17 675)\
21.31.41.3!.5! 207 360

Nyni rovnici logaritmujeme:

)\17
InL(\) =1 ) =17In A — 5) — In(2 :
n L(\) H<2073606 > 71n 5 n(207360)
Derivujeme:
dinL(\) 17

d\ 3
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Derivaci polozime rovnu 0:

Resenim této rovnice ziskdme odhad parametru A:

17 A
y = 5

Odhad parametru A pomoci metody maximélni vérohodnosti na zakladé daného vybéru je
A=34.

< 24+3+4+34+5 17
(Pro kontrolu A =7 = i +5+ i :323,4.) O

6.3 Intervalové odhady parametru

Definice 6.12. Intervalovy odhad parametru 3 zékladniho souboru je interval (By; By),
ve kterém se nachéazi skutecna hodnota parametru s urcitou pravdépodobnosti. Tato prav-
dépodobnost je 1 — «, coz znamena, ze

P<B1§5§32>:1—Oé

Tento interval (By; Bs) se nazyva interval spolehlivosti (konfiden¢ni interval) pro para-
metr § na hladiné vyznamnosti @ (nebo se stupném spolehlivosti 1 — «). Hodnoty B; a B,
se oznacuji jako hranice tohoto intervalu.

Definice 6.13. Hladina vyznamnosti « je pravdépodobnost, ze skutecnd hodnota od-

hadovaného parametru nelezi uvnitf tohoto intervalu spolehlivosti. Casto se voli hodnoty
a=0,1, « = 0,05 nebo a = 0,01.

Definice 6.14. Stupen spolehlivosti 1 — o udava pravdépodobnost, ze skute¢nd hodnota
parametru lezi v intervalu spolehlivosti.

Cim vyssi je stupen spolehlivosti, tim vice si mtizeme byt jisti, Ze nas interval obsahuje skutecnou
hodnotu parametru, ale zase se nam interval zvétsuje.

Interval spolehlivosti 1ze urcit vice zpusoby. Nejcastéji se pouziva symetricky oboustranny in-
terval spolehlivosti.

vvvvvv

hodnota a rozptyl. Tyto odhady lze odvodit pomoci tzv. centralni limitni véty:
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Véta 6.15. Necht X = X1 + Xy + --- + X, je ndhodnd wvelicina, kterd vznikla souctem

nezdvislijch ndhodniyjch velicin s konecnou stredni hodnotou p a koneénym rozptylem o>.

Pak nahodnd proménnd

_X1+X2+---—|—Xn—nu

Yo =
=

md pro n — oo normdlni rozdéleni N(0,1).

To znamend, ze i kdyz nevime, jaké rozdéleni ma zakladni soubor (odkud data pochazeji),
miuzeme stale predpokladat, ze primér z velkého poctu téchto dat ma priblizné normalni
rozdéleni. Tento priamér ma stejnou sttedni hodnotu jako zakladni soubor (coz odpovida bo-
dovému odhadu stfedni hodnoty), a rozptyl tohoto pruméru je n-tinou rozptylu zdkladniho
souboru.

6.3.1 Intervalovy odhad stredni hodnoty

Intervalovy odhad stfedni hodnoty je zptisob, jak urcit rozsah hodnot, ve kterém se s urcitou
pravdépodobnosti nachazi skuteéna stredni hodnota zakladniho souboru.

Zakladni mysSlenka

X —
Vime, ze statistika fﬂ mé normované norméalni rozdéleni pravdépodobnosti N (0, 1). To

/n
znamena, ze pokud bychom znali skuteény rozptyl o, mtizeme vypocitat, jak daleko od primeéru
vybéru X se nachazi skute¢nd stiedni hodnota p.

Kritické hodnoty a interval spolehlivosti

Kritické hodnoty, oznacené jako u;_g, predstavuji mezni hodnoty, které urcuji rozsah, ve kterém
se s pravdépodobnosti 1 —a nachazi skutecna hodnota p. Tento interval mizeme vyjadrit takto:
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Prakticky vypocet intervalového odhadu

V praxi vSak obvykle nezname skutecny rozptyl o, a proto jej musime odhadnout na zakladé
nasich dat jako vzorkovy rozptyl s. Intervalovy odhad stfedni hodnoty pak vypadéa néasledovné:

vl
IN
=
INA

>
+
S
&
|
w[Q
N——
I
—
|
L

= S
]P(X_\/E.UI_

coz lze explicitné vyjadrit jako interval spolehlivosti:

Definice 6.16. Prakticky vzorec pro vypocet intervalu spolehlivosti pro stfedni hodnotu
nahodné veli¢iny X pri velkém poc¢tu pozorovani (n > 30):

[N]])

— S - S
<X—\/ﬁ~u1_g,X—i—\/ﬁ~u1_ >,
kde:

X je vybérovy primér,
s je vybérova smérodatna odchylka,
n je pocet pozorovani (velikost vybéru),

ui—g je kvantil normovaného normalniho rozdélent odpovidajic zvolené hladiné spo-
lehlivosti 1 — «,

a je hladina vyznamnosti (obvykle o = 0,05, coz odpovidd 95% intervalu spolehli-
vosti).

Tento vztah tedy plati pro dostatecné velké vzorky, feknéme pii n > 30. Pokud mame mensi
vzorek, pouzivime misto norméalniho rozdéleni Studentovo t-rozdéleni, a misto uj—g pouzijeme
kvantil ¢;_a(n —1):

tedy interval spolehlivosti je v tomto pripadé:
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Definice 6.17. Prakticky vzorec pro vypocet intervalu spolehlivosti pro stfedni hodnotu
nahodné veli¢iny X pfi malém poctu pozorovani (n < 30):
(n - 1>> )

- S
(n—l) n.tli

7X+7
\/—

[N]])
[N]])

— s

X — ot

< NO
kde:

X je vybérovy primeér,
s je vybérova smérodatna odchylka,
n je pocet pozorovani (velikost vybéru),

t1—a(n—1) je kvantil Studentova t-rozdéleni s n—1 stupni volnosti odpovidajici zvolené
hladiné spolehlivosti 1 — a,

a je hladina vyznamnosti (obvykle o« = 0,05, coz odpovidad 95% intervalu spolehli-
vosti).

Urceni presnosti odhadu

Velikost intervalu spolehlivosti, oznacovand jako A, nam tika, jak presny je nas odhad
stfedni hodnoty u. Vyjadiuje se nasledovneé:
s s

A:ﬁ-ul_%, nebo A:\/ﬁ

tl_%(’fl — 1)

Tento interval mizeme zapsat jako pu € <Y A X+ A>, coz znamena, ze skutecna hodnota
p se nachézi nékde uvnitt tohoto intervalu (pfi zvolené hladiné spolehlivosti 1 — «).

Prakticky priklad

Priklad 6.18. Meérili jsme primér vackového hridele na 250 soucastkach. Predpoklddame,
ze data maji normalni rozdéleni. Z vysledkii méreni jsme urc¢ili vybérovy pramér T = 995,6
a vybérovy rozptyl s> = 134,7. Uréete interval spolehlivosti pro stiedni hodnotu zakladniho
souboru pii hladiné vyznamnosti 5 %.

Resent: Ulohu vyfesime pomoci Excelu, kde kritickou hodnotu norméalniho rozdéleni ziskdme
pomoci funkce NORM.S.INV:

s /1347
A= — U_a= ~ - NORM.S.INV(0,975) ~ 1,441558.
v TR T B9 (0,975)

Intervalovy odhad stifedni hodnoty je tedy:
(T— AT+ A) = (994,1584; 997,0416).
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6.3.2 Intervalovy odhad rozptylu

Nyni se podivame na to, jak urcit intervalovy odhad rozptylu. K tomu vyuzijeme fakt, Ze
nahodna veli¢ina, kterda vznikne souctem kvadrati odchylek od stfedni hodnoty, méa rozdéleni
X2 (¢teme ,chi-kvadrat®). Tento vztah miZeme zapsat takto:

n—1)s?
o= =02

Tato veli¢ina mé rozdéleni x? s n — 1 stupni volnosti.

Intervalovy odhad pro rozptyl mizeme zapsat takto:

—1)s?
IP’(ﬁ;(n—l)gWgX%(n—l)) =1-a,

o
nebo po uprave:
2

-1 =7 S -1

2

P(W<U2<(n_1)82)>:1_a.

Odtud explicitné:

Definice 6.19. Prakticky vzorec pro vypocet intervalu spolehlivosti pro rozptyl o2:

< (n—1)s* (n—1)s? >
¥ -1 G-/

kde:

s? je vybérovy rozptyl,

n je pocet pozorovani (velikost vybéru),

XQ% (n—1)a Xi%(n — 1) jsou kvantily chi-kvadréat rozdéleni s n — 1 stupni volnosti

a

odpovidajici hladindm vyznamnosti § a 1 — 7,

a je hladina vyznamnosti (obvykle o = 0,05, coz odpovidd 95% intervalu spolehli-

vosti).

Tento interval spolehlivosti pro rozptyl o? vyjadiuje, Ze skuteéna hodnota rozptylu se s
pravdépodobnosti 1 — o nachézi v daném intervalu.
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Kritické hodnoty x? najdeme v tabulkidch nebo je mtZeme vypoditat pomoci statistického
softwaru.

Prakticky priklad

Priklad 6.20. Urcete oboustranny interval spolehlivosti pro rozptyl normalné rozlozeného
zakladniho souboru pti hladinach spolehlivosti 0,90, 0,95 a 0,99. Méreni byla provedena na
vzorku s velikosti n = 12 a bylo zjisténo, Ze vzorkovy rozptyl je s* = 0,64. Posudte ziskané
vysledky.

Resend: Zname obecny tvar intervalu spolehlivosti pro rozptyl:

< (n—1)s* (n—1)s? >
A -1 G-/

Dosadime konkrétni hodnoty:

n=12, s*=064, n—1=11.
Reseni pro hladinu spolehlivosti 0,90:

11-0.,64 9 11-0.64
S <og° < S
X0,95(11) X0,05(11)

Pouziti Excelu: Pro vypocet kritickych hodnot pouzijeme funkci CHISQ.INV. Tato funkce
vraci kvantil rozdéleni x?. Syntaxe je CHISQ.INV(pravdépodobnost, stupné volnosti).

Kritické hodnoty jsou:

Xg.95(11) = CHISQ.INV(0,95;11) = CHISQ.INV.RT(0,05;11) = 19,675,

Xg.05(11) = CHISQ.INV(0,05;11) = 4,575.

Interval spolehlivosti pro rozptyl je tedy:

11-0,64 9 11-0.64
< g7 <

19,675 — — 4575 °

Vysledkem je interval: (0,358, 1,539).

Stejny postup pouzijeme pro zbyvajici dva pripady. O
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V této kapitole jsme se vénovali problematice bodovych a intervalovych odhadt. Zacali
jsme s pripadem, kdy mame k dispozici data pochéazejici z rozdéleni, jehoz parametry —
jako je stfedni hodnota a rozptyl — nejsou znamé. Nasim cilem bylo na zakladé téchto dat
tyto parametry odhadnout a zjistit, jak tento odhad konstruovat.

V priabéhu kapitoly jsme diskutovali, ze tato situace nemusi byt omezena pouze na nor-
malni rozdéleni; data mohou pochéazet z libovolného rozdéleni zavislého na konkrétnim
parametru. Seznamili jsme se se dvéma hlavnimi pristupy k odhadu parametri: bodovym
odhadem, ktery poskytuje jednu konkrétni hodnotu jako odhad parametru, a intervalo-
vym odhadem, ktery urcuje interval, ve kterém se parametr s uréitou pravdépodobnosti
nachézi.

Ziskali jsme prehled o metodach bodového odhadu, jako je metoda momentti a metoda
maximalni vérohodnosti, a aplikovali jsme tyto metody na konkrétni priklady. Nasledné
jsme se zamérili na intervalové odhady, které poskytuji dulezitou informaci o spolehlivosti
odhadu parametru, véetné vypoctu intervalii spolehlivosti pro stfedni hodnotu a rozptyl.

Co je to bodovy odhad a jaké jsou jeho hlavni vlastnosti?
Jakym zpusobem se stanovuje intervalovy odhad a co je to hladina spolehlivosti?

Jaky je vztah mezi velikosti vybéru a presnosti intervalového odhadu?

Ll

Jak se lisi metoda momentit od metody maximéalni vérohodnosti pti odhadu para-
metri?

1

Uvedte praktické priklady aplikace bodovych a intervalovych odhadt v ekonomii.
6. Proc je dilezité, aby byl odhad nevychyleny a konzistentni?

7. Jaké jsou vyhody a nevyhody pouziti bodového odhadu oproti intervalovému od-
hadu?

8. Co vyjadruje centralni limitni véta a jaky mé vyznam pro intervalové odhady?
9. Jak interpretujete kritické hodnoty v kontextu intervalového odhadu?
10. Jak byste postupovali pii odhadu rozptylu pomoci x? rozdéleni?

11. Ve vybéru 50 zaméstnanci byl zjistén primérny meésic¢ni plat 30 000 K¢ a sméro-
datnd odchylka 5 000 K¢. Urcete 95% interval spolehlivosti pro primérny plat vSech
zaméstnancu.  [29000 K¢ < p < 31000 K¢

12. Vzorkem 100 zarovek byla zjisténa primeérnd zivotnost 800 hodin s rozptylem 1600
hodin. Odhadnéte 99% interval spolehlivosti pro prumérnou zivotnost zarovek.
[787h < pu < 8131h)]

13. Uvazujte ndhodny vybér z norméalniho rozdéleni s nezndmym rozptylem. Jaky je po-
stup pro odhad tohoto rozptylu a jak byste stanovili intervalovy odhad pro rozptyl?

14. Vysvétlete a aplikujte metodu maximalni vérohodnosti na odhad parametru A v

~

Poissonové rozdéleni, pokud mate k dispozici vybér: x = (2,3,3,4,5). [\ = 3,4]

15. Pomoci metody momentti odhadnéte parametr A exponencialniho rozdéleni, mate-li

k dispozici nésledujici vybér: x = (1,2,1,3,4,2,1). [5\ =0,5]

16. Popiste, jak byste stanovili intervalovy odhad pro stfedni hodnotu, pokud by vzorek
pochéazel z rozdéleni, o kterém nevite, zda je normalni, a pocet pozorovani je mensi
nez 30.
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17.

Z namérenych dat mate nasledujici hodnoty: = = (50, 55, 60, 65, 70, 75). Odhadnéte
pomoci metody momentt primér a rozptyl dat. [ = 62,5, 6% = 62,5]
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Kapitola 7

Testovani statistickych
hypotéz

Po prostudovani této kapitoly budete umét:

« formulovat nulovou a alternativni hypotézu,
« v jednoduchych situacich vybrat a pouzit vhodny test,

« pouzit excelovské funkce T.INV, NORM.S.INV a T.TEST k vypoctu kritickych hod-
not a p-hodnoty,

+ interpretovat p-hodnotu a rozhodnout o vysledku testu,

« spravné vyhodnotit vysledek testu na zédkladé kritickych hodnot nebo p-hodnoty.

Klicova slova:

Hypotéza, nulova hypotéza, alternativni hypotéza, statisticky test, kriticky obor, obor
akceptace, p-hodnota, hladina vyznamnosti, chyba prvniho a druhého druhu.
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Nahled kapitoly

V této kapitole se zamérime na zakladni koncepty a postupy testovani statistickych hypotéz.
Testovani hypotéz je klicovou metodou statistické analyzy, ktera umoznuje rozhodovat o plat-
nosti urcitych tvrzeni na zakladé vybéru dat. Navazuje na principy bodovych a intervalovych
odhadu, které jsme si predstavili v predchozi kapitole. Budeme se zabyvat tim, jak formulovat
a testovat nulovou a alternativni hypotézu, jak stanovit hladinu vyznamnosti a jak interpre-
tovat vysledky testi v kontextu chyby prvniho a druhého druhu. Déle si vysvétlime koncept
p-hodnoty a ukazeme jeji vyuziti pii rozhodovani o zamitnuti ¢i nezamitnuti hypotézy. Na
ukazkovych prikladech si ukazeme, jak se testovani hypotéz provadi prakticky:.

Tato kapitola tvori zédklad pro pochopeni statistickych metod, které budou probirany v dalsich
kapitolach.

Cile kapitoly

Zakladnim cilem je, aby studenti pochopili zakladni principy testovani statistickych hypotéz,
véetné spravné terminologie. Dostatecné procviceni testovani prijde v dalsich kapitolach.

Casova naroénost

Pro studium této kapitoly doporuc¢ujeme vénovat priblizné 3-4 hodiny, véetné ¢asu na procviceni
resenych prikladl a kontrolnich otazek.

Testovani hypotéz je jednim ze zdkladnich nastroju statistické analyzy, které nadm umoznuje
overit urcita tvrzeni o parametrech populace na zakladé vybérovych dat. Typicky se tato tvrzeni
tykaji stfedni hodnoty, rozptylu nebo jiného parametru zakladniho souboru.

7.1 Statistické hypotezy

Definice 7.1 (Statistickd hypotéza). Statistickd hypotéza je tvrzeni o parametru zaklad-
niho souboru, které lze ovérit pomoci vybérovych dat. Hypotézy jsou formulovany dvéma
zpusoby:

Nulova hypotéza (Hy): Jedna se o vychozi tvrzeni, které se snazime testem vyvratit.
Naptiklad tvrzeni, ze primérnd hodnota ndhodné veliciny u = 0, nebo Ze neexistuje
rozdil mezi dvéma skupinami.

Alternativni hypotéza (H,): Predstavuje tvrzeni opaéné k nulové hypotéze. Jeji
prijeti znamenad, ze nulovou hypotézu povazujeme za nepravdivou. Naptiklad tvrzeni,
ze i # 0, nebo zZe existuje rozdil mezi dvéma skupinami.




Testovani statistickych hypotéz 112

Priklad 7.2. Testovani priblizime pomoci analogie se soudnim procesem. M4 padnout rozhod-
nuti, zda obzalovany spachal ¢i nespachal zlocin.

Reseni: Soudni systém se Tidi zasadou, ze obzalovany je nevinen, dokud se nepodaii prokazat
opak. Formulace hypotéz v tomto pripadé je nasledujici:

Nulova hypotéza Hy: Obzalovany je nevinen.

Alternativni hypotéza H;: Obzalovany je vinen.

Muzeme zde pékné ilustrovat, jak se spravné formuluje vysledek testu.

Zavedené formulace vysledku testu:

Zamitame nulovou hypotézu ve prospéch alternativni hypotézy = Bylo pro-
kazano, zZe je vinen.

Nulovou hypotézu nemtzeme zamitnout = Vina nebyla prokizana (je zde moz-
nost, ze je nevinen).

Mozné vztahy mezi skute¢nosti a rozhodnutim soudu jsou znazornény v tabulce :

Tab. 3: Vztah mezi pravdou a rozhodnutim soudu

Zavér soudu
Skutecnost Obzalovany je nevinen ‘ Obzalovany je vinen
Obzalovany je nevinen spravny chyba I. druhu
Obzalovany je vinen chyba II. druhu spravny

Uvédomme si, ze chyba I. druhu (nevinny prohldsen za vinného) mé pro obzalovaného fatalni
nasledky. Proto je kladen diraz na minimalizaci této chyby, a soudy musi peclivé prokazat vinu
obzalovaného.

To odpovidé volbé velmi malé hladiny vyznamnosti («) ve statistickych testech, kterd zajistuje,
ze pravdépodobnost zamitnuti pravdivé nulové hypotézy (chyba I. druhu) je nizka. V jinych
ptipadech, napfiklad v oblasti prumyslu, nemusi byt vzdy jasné, ktera chyba (prvniho ¢i druhého
druhu) je kriti¢téjsi. O

7.1.1 Jednostranné a oboustranné testy

Hypotézy mohou byt jednostranné nebo oboustranné, coz zavisi na tom, jak je formulovana
alternativni hypotéza.
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Jednostranna hypotéza: Uvadi, ze parametr zdkladniho souboru je bud vétsi, nebo
mensi nez uréitd hodnota, ale ne oboji. Napriklad Hy : u < 100 proti Hy : p > 100.

Oboustranna hypotéza: Predpoklada, ze parametr zakladniho souboru se mitize lisit
na obé strany. Naptiklad Hy : p = 100 proti Hy : p # 100.

Volba mezi jednostrannym a oboustrannym testem zavisi na vyzkumné otazce. Pokud nés
zajima pouze to, zda je parametr vétsi (nebo mensi), pouzijeme jednostranny test. Pokud nés
zajima jakykoli rozdil, pouzijeme test oboustranny.

7.1.2 Testovaci statistika

Definice 7.3. Testova statistika je ¢iselnd hodnota vypocitana z dat vybéru, ktera se
pouziva k rozhodnuti, zda zamitnout nebo nezamitnout nulovou hypotézu. Testova statis-
tika vyjadruje, jak daleko se odchyluje vysledek vybéru od hodnoty predpokladané nulovou
hypotézou.

Vypocet testové statistiky zavisi na typu testu, ktery je aplikovan (napt. t-test, z-test, F-test)
a na tom, jaké parametry populace testujeme (napft. sttedni hodnotu, rozptyl nebo proporci).
Testova statistika se porovnava s tzv. kritickou hodnotou, aby bylo mozné rozhodnout o
vysledku testu.

Nejcastéji pouzivanymi testovacimi statistikami jsou:
t-statistika: Pouziva se pri testovani hypotéz o priméru populace, pokud je vzorek
maly a nezname rozptyl zékladniho souboru. Tato statistika ma t-rozdéleni.

z-statistika: Pouziva se, kdyz je vzorek velky nebo pokud znédme rozptyl zakladniho
souboru. M4 normované normalni rozdéleni.

F-statistika: Pouziva se pri testovani rozdilit mezi vice rozptyly. M& F-rozdéleni.
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7.1.3  Hladina vyznamnosti, kriticky a akcepracni obor a
kritické hodnota

Definice 7.4. Hladina vyznamnosti () predstavuje pravdépodobnost, Ze zamitneme
nulovou hypotézu, ackoli ve skutecnosti plati (tzv. chyba prvniho druhu). Typicky se voli
hladiny vyznamnosti 0,05 nebo 0,01.

Definice 7.5. Kriticky obor je interval (nebo dvé oddélené oblasti), do kterého kdyz
padne hodnota testovaci statistiky, zamitneme nulovou hypotézu. Tvar kritického oboru
zavisi na povaze testu.

Definice 7.6. Akceptacni obor je interval hodnot, do kterého kdyz padne hodnota tes-
tovaci statistiky, nezamitame nulovou hypotézu.

Definice 7.7. Kriticka hodnota je hodnota, ktera oddéluje kriticky obor od akceptac-
niho oboru.

Kritické a akceptacni obory pro jednostranné a oboustranné testy

Jednostranny test:

Pro Hy: p > po, Hy @ o < po se kriticky obor nachazi na levé strané rozdéleni testovaci
statistiky (obrazek 16).

Kriticka hodnota se vypocita pro a.

Pokud je hodnota testovaci statistiky mensi nez tato kritickd hodnota, zamitame nu-
lovou hypotézu.

Pro Hy: p < po, Hy @ o > po se kriticky obor nachazi na pravé strané rozdéleni
testovaci statistiky (obrazek 17).

Kriticka hodnota se vypocita pro 1 — a.

Pokud je hodnota testovaci statistiky vétsi nez tato kritickd hodnota, zamitdame nulo-
vou hypotézu.
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Oboustranny test (obrazek 18):

Pro Hy: i = po, Hi: o # po je kriticky obor rozdélen na dvé ¢ésti lezici na levé a
pravé strané rozdéleni (obrazek 17).

Kritické hodnoty se vlevo vypoéitaji pro /2 a vpravo pro 1 — «/2.

Pokud je hodnota testovaci statistiky mensi nez prvni kritickd hodnota (vlevo) nebo
vetsi nez ta druhd (vpravo), tak zamitame nulovou hypotézu.

Kriticky obor Akceptacni obor

Obr. 16: Jednostranny test s kritickym oborem (vlevo): (—oo, —2) a akceptacnim oborem:
(=25 00)

Akceptacni obor Kriticky obor

Obr. 17: Jednostranny test s kritickym oborem (vpravo): (2; 00) a akcepta¢nim oborem: (—o0; 2)

Chyby testovani

Pr1i testovani hypotéz mohou nastat dvé zékladni chyby (viz také tabulka 4):
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Kritiicky obor Akceptacni obor

Kriticky obor

Obr. 18: Oboustranny test s kritickym oborem (vlevo a vpravo): (—oo; —2,2) U (2,2; 00) a ak-
ceptac¢nim oborem: (—2,2;2,2)

Chyba prvniho druhu («): K této chybé dochézi, kdyz zamitneme nulovou hypo-
tézu, ackoli je pravdiva. Pravdépodobnost této chyby odpovida zvolené hladiné vy-
znamnosti ().

Chyba druhého druhu (3): K této chybé dochézi, kdyz nezamitneme nulovou hypo-
tézu, i kdyz je nepravdiva. Pravdépodobnost této chyby oznacujeme 3, ale neni ptimo
kontrolovana hladinou vyznamnosti.

Tab. 4: Zaveéry testovani hypotéz

Zavér testu

Skutecnost H, plati ‘ Hjy neplati

Hy plati spravny chyba I. druhu

Hjy neplati | chyba II. druhu spravny

Sila testu (1 — ) predstavuje pravdépodobnost, Ze spravné zamitneme nulovou hypotézu, po-
kud je nepravdiva. Navrh testu je snaha minimalizovat chyby prvniho i druhého druhu (jde o
kompromis, nelze minimalizovat obé soucasné).

Priklad z mediciny:

P1i diagnostickych testech v mediciné miizeme chyby testovani vztahnout na nasledujici situace
(vSimnéte si, ze zde je voleno Hy: pacient nema danou nemoc, H;: pacient ma danou nemoc):

Chyba prvniho druhu (falesné pozitivni vysledek): K této chybé dochézi, kdyz test
indikuje, Ze pacient ma urcitou nemoc, prestoze je ve skutec¢nosti zdravy. Tento typ chyby
muze vést k nespravnému lékarskému zasahu nebo nadbytecnym vysetfenim a stresu
pacienta.
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Chyba druhého druhu (falesné negativni vysledek): K této chybé dochazi, kdyz
test neodhali nemoc, i kdyz pacient nemoc méa. V tomto pripadé muze byt nedostatecné
léceni kritické, protoze pacient neobdrzi potiebnou péci.

Tyto chyby jsou tizce spojené s koncepty citlivosti a specificnosti diagnostického testu:

Citlivost (senzitivita) testu je pravdépodobnost, Ze test spravné identifikuje nemocné
jedince (spravné pozitivni vysledky). Vysokd citlivost znamend, Ze test ma nizkou prav-
dépodobnost chyby druhého druhu (5), tedy falesné negativnich vysledku. Citlivost se
vypocita jako:

Pocet spravné pozitivnich

Citlivost = 1-p.

Pocet skutecné nemocnych

Specifi¢nost testu je pravdépodobnost, Ze test spravné identifikuje zdravé jedince (spravné
negativni vysledky). Vysokd specificnost znamend, ze test ma nizkou pravdépodobnost
chyby prvniho druhu («), tedy falesné pozitivnich vysledku. Specificnost se vypocité jako:

Pocet spravné negativnich

Specificnost = -«

Pocet skutecné zdravych

V praxi se testy v mediciné navrhuji tak, aby bylo dosazeno kompromisu mezi citlivosti a speci-
ficnosti. Naptiklad pri screeningu zavaznych nemoci, kde je lepsi ,,prehnat® pozitivni vysledky
a provést dodatecnd vySetieni (vysoka citlivost), i za cenu nizsi specificnosti a vice falesné po-
zitivnich ptripadi. Na druhou stranu, u testi, kde je dilezité minimalizovat zbytecné lécby a
intervence, muze byt preferovana vyssi specificnost.

7.1.4  Kroky pri testovani hypotézy

Testovani statistickych hypotéz probiha v nékolika krocich:

1. Formulace nulové a alternativni hypotézy: Nejprve si stanovime hypotézy, které
budeme testovat. Nulova hypotéza predstavuje vychozi predpoklad, zatimco alterna-
tivni hypotéza formuluje opacny stav.

2. Vybér vhodného statistického testu: Na zakladé povahy dat a hypotézy volime
vhodny test, naptiklad t-test pro primeéry, z-test nebo F-test pro porovnani rozptyla.

3. Stanoveni hladiny vyznamnosti: Ur¢ime hladinu vyznamnosti («), nejéastéji 0,05
nebo 0,01. Tato hodnota reprezentuje pravdépodobnost chyby prvniho druhu.

4. Vypocet testovaci statistiky: Z dat vypocitame hodnotu prislusné testovaci statis-
tiky (t, z, F apod.).

5. Urceni kritické hodnoty a rozhodnuti: Porovname vypocitanou testovaci statis-
tiku s kritickou hodnotou odpovidajici zvolené hladiné vyznamnosti a rozhodneme,
zda nulovou hypotézu zamitneme nebo ne.
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Pouziti konkrétnich testii si podrobnéji popiseme az v dalsich kapitolach. Zde si uvedeme ale-
spon to zakladni:

Pravidla pro pouziti t-testu, z-testu a F-testu

t-test se pouziva, kdyz:

Velikost vzorku je mala (obvykle n < 30) a nezname rozptyl populace.

Testujeme hypotézu o stfedni hodnoté nebo o rozdilu strednich hodnot dvou
soubori (jednovybérovy, dvouvybérovy nebo parovy t-test).

Data pochazi z normalniho rozdéleni, nebo lze predpokladat jejich normalni roz-

déleni.

Pouziva rozdéleni: Studentovo t-rozdéleni o (n-1) stupnich volnosti.

Typické pouziti:
Kdyz chceme ovérit, zda je primérnad hodnota vybéru statisticky vyznamné odlisna od
hypotetické hodnoty (napt. pramérnd vykonnost stroju).

z-test se pouziva kdyz:

Velikost vzorku je velka (obvykle n > 30) nebo zndme rozptyl populace.

Testujeme hypotézu o stfedni hodnoté nebo o proporci (napi. procento zakazniki,
kteri jsou spokojeni).

Data mohou pochazet z jakéhokoli rozdéleni, protoze pri velkych vzorcich vyuzivame
ptiblizeni normalnimu rozdéleni (centrdlni limitni véta).

Pouziva rozdéleni: Normované normalni rozdéleni.

Typické pouziti:

Kdyz mame velky vzorek a chceme ovérit primérnou dobu trvani néjakého procesu (napf.
dobu ¢ekéni zdkaznika v bance).
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F-test se pouziva kdyz:

Testujeme hypotézu o shodé rozptylt dvou populaci.

Oba vybéry pochazeji z normalniho rozdéleni.

Pouziva rozdéleni: F-rozdéleni o (n-1) stupnich volnosti.

Typické pouziti:
Kdyz chceme ovérit, zda se lisi rozptyl vykonnosti dvou stroji nebo riznych skupin.

Resené priklady

Priklad 7.8 (Testovani prumérné doby ¢ekani v bance). Vedeni banky, vzhledem k optimalizaci
nakladi, predpoklada, ze prumérna doba ¢ekani na obslouzeni v jejich pobocce by méla byt 10
minut. Aby zjistila skutecény stav, tak provede nahodny vybér 35 zakaznikt a zjisti, ze jejich
primérna doba ¢ekani byla T = 9,5 minut a vybérova smérodatnd odchylka s = 2 minuty. Co
nam tikaji tyto idaje o primérné dobé ¢ekani vsech zakaznika?

Reseni: Kdyby nam slo jen o odhad priimérné doby ¢ekéani, tak bychom mohli pouzit intervalovy
odhad pruméru (stfedni hodnoty). Je tu ale jesté piini vedeni banky, aby prumér byl roven 10
minutam. Neni tedy vhodné, aby byl statisticky vyznamné vyssi, ale ani nizsi. Pouzijeme tedy
oboustranny test. Testovani je ilustrovano na obrazku 19).

—~

N

~—

S—
Krit. hodnpta z = —1,96

Krit. hodnota z = 1,96

Test. stat. z = —1,48

a/2 = 0,025 a/2 = 0,025

Obr. 19: Hustota normdlniho rozdéleni, kritickd hodnota a kritickd oblast (a = 0,05) pro
oboustranny test a hodnota testové statistiky (priklad 7.8)

1. Formulace hypotéz:
Hy:p=10 (pramérnd doba odpovidd pozadavkim vedeni),

Hy:p#10 (prumérnd doba neodpovidd pozadavkum vedeni).
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2. Volba testu: Pouzijeme z-test. Sice nezname rozptyl populace, ale vzorek je dosatecné
velky (n = 35 > 30).

3. Hladina vyznamnosti: Zvolime hladinu vyznamnosti a = 0,05.

4. Vypocet testovaci statistiky:

T-pu  95-10
p= BT N 148,

vn V35

5. Rozhodnuti: Kritické hodnoty pro oboustranny test na hladiné vyznamnosti 0,05 zis-
kame pomoci excelovské funkce NORM. S. INV. Jelikoz jde o oboustranny test, tak pocitame
kritické hodnoty pro pravdépodobnosti /2 = 0,025 a 1 — «/2 = 0,975:

20,025)=NORM.S.INV (0,025 == —1,96, 20975 = NORM.S.INV(0,975) ~= 1,96. Tyto
kritické hodnoty nam (pfiblizné) vymezuji dvé kritické oblasti: (—oo, —1,96) a (1,96, +00)
a tzv. akcepta¢ni obor (obor nezamitnuti testu) (—1,96; 1,96).

Vidime, ze z = —1,48 spada do akceptacni oblasti, a tak nemizeme zamitnout nulovou

hypotézu.

6. Zaver: Na hladiné vyznamnosti 5 % nemame dikaz, Ze by se prumérna doba ¢ekani v
bance vyznamné lisila od 10 minut. Vedeni banky mitze byt spokojené.

]

Priklad 7.9 (Testovani prameérné zivotnosti soucastky). Predpokladejme, Ze jste manazerem
firmy, kterd vyrabi elektronické soucastky. Chcete zjistit, zda novy vyrobni proces zvysil pri-
mérnou zivotnost soucastky, ktera byla drive 1000 hodin. Z méfeni na vzorku 30 soucastek
vyrobenych novym procesem mate primeérnou zivotnost T = 1020 hodin a vybérovou sméro-
datnou odchylku s = 50 hodin.

Testujte hypotézu na hladiné vyznamnosti 0,05, Zze novy proces zvysil primérnou zivotnost.

Resend: Vybérovy primér naznacuje, ze se primérna, zivotnost zvysila. Je ale dost dobfe mozné,
ze jde jen o ndhodu v tom smyslu, ze jsme ndhodné vybrali soucastky spis s vyssi zivotnosti
nez je skuteny prumér (stfedni hodnota) nového celku po zméné vyrobniho procesu. Klidné
mohla zustat (priblizné) stejnd nebo mse dokonce zmensit. Jsme v nejistoté, mame k dispozici
jen jeden vzorek. Pomoci testovani hypotéz jsme schopni tuto situaci uchopit.

Mame za kol statisticky oveérit zvysSeni prumeérné zivotnosti, v takovém pripadé se toto vklada

do alternativni hypotézy, zatimco v té nulové ponechame zbytek moznosti.

1. Formulace hypotéz:
Hy: <1000 (pramérnd zivotnost se nezmeénila),

Hy:p> 1000 (prumérnd zivotnost se zvysila).
2. Volba testu: Protoze nezname rozptyl populace a mame maly vzorek, pouzijeme t-test.

3. Hladina vyznamnosti: Zvolime hladinu vyznamnosti a = 0,05.
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4. Vypocet testovaci statistiky:
_ T—p 1020 —1000 _ 20

t= " T~ —— ~ 219
NG 5 9,13
5. Rozhodnuti: Kritickou hodnotu t-rozdéleni muzeme v Excelu ziskat pomoci funkce
T.INVZ:

T.INV(0,95,29) = 1,699.
Protoze t = 2,19 je vétsi nez kritickd hodnota 1,699, zamitame nulovou hypotézu.

(Situace je zndzornéna na obrazku 20.)

6. Zavér: Novy vyrobni proces statisticky vyznamné zvysil priamérnou zivotnost soucastek.

]

f(t,29)

Kritickd hodnota t = 1,699

. Test. stat. t = 2,19

a=0,05

Obr. 20: Hustota t-rozdéleni, kritickd hodnota a kriticka oblast (a = 0,05) pro jednostranny
test a hodnota testové statistiky lezici v kritické oblasti (piiklad 7.9)

Priklad 7.10 (Testovani hmotnosti baleni). Firma tvrdi, Ze nové baleni jejtho vyrobku obsahuje
500 gramti. Abychom to ovérili, ndhodné vybereme 16 baleni a zjistime, Ze primérna hmotnost
je 495 gramu s vybérovou smérodatnou odchylkou 10 gramii. Chceme zjistit, zda baleni skutecné
obsahuji méné nez deklarovanych 500 grami.

Reseni: Opét do alternativni hypotézy vlozime to co chceme ovéfit.

1. Formulace hypotéz:
Hy: > 500 (pramérnd hmotnost odpovida 500 g),
Hi : ;<500 (prumérnd hmotnost je mensi nez 500 g).

2. Volba testu: Pouzijeme t-test, protoze nezname rozptyl populace a vzorek je maly.

2T.INV je inverzni funkci k distribuéni funkci Studentova t-rozdéleni. Funkce T.INV m4 dva argumenty. Do
prvniho dosazujeme podle potieby pravdépodobnost §, o, 1 —a nebo 1 — &, druhym argumentem jsou stupné
volnosti t-rozdéleni.
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3. Hladina vyznamnosti: Zvolime hladinu vyznamnosti a = 0,05.

4. Vypocet testovaci statistiky:

T—p  495-500 -5
G 716 )

5. Rozhodnuti: Jelikoz jde o jednostranny test a jde o vriantu ,mensi nez“, tak kritickou
hodnotu ziskdme pro pravdépodobnost 0,05 a kriticka oblast bude nalevo od ni. Kritickou
hodnotu t-rozdéleni miizeme v Excelu ziskat pomoci funkce T.INV:

T.INV(0,05,15) = —1,753.
Protoze t = —2 je mensi nez kritickd hodnota —1,753, zamitame nulovou hypotézu ve

prospéch té alternativni (obrazek 21).

6. Zaver: Na hladiné vyznamnosti 5 % méame diikaz, Ze prumérnd hmotnost baleni je nizsi
nez 500 gramu (propad hmotnosti je statisticky vyznamny, muzeme zalovat).

f(t,15)

riticka hodnota ¢t =

Test]. stat. t = —2

Obr. 21: Hustota t-rozdéleni, kritickd hodnota a kritickd oblast (o = 0,05) pro jednostranny
levostranny test a hodnota testové statistiky (priklad Pr3-3)

7.2  P-hodnota pri statistickém testovani

V predchozim textu jsme se sezndmili s koncepty kritickych hodnot, kritického oboru a ak-
ceptacniho oboru, které pouzivame pri rozhodovani, zda zamitnout nebo nezamitnout nulovou
hypotézu. Dalsi uziteény pristup k vyhodnoceni statistickych test predstavuje tzv. p-hodnota.
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Co je p-hodnota?

Definice 7.11. P-hodnota (pravdépodobnostni hodnota) je pravdépodobnost, ze pii plat-
nosti nulové hypotézy (Hy) ziskdme tak extrémni nebo jesté extrémnéjsi vysledek, nez je
ten, ktery jsme pozorovali.

Cim nizsi je p-hodnota, tim vice je testovy vysledek v rozporu s nulovou hypotézou, coz nés
vede k jejimu zamitnuti.

Nizka p-hodnota (typicky mensi nez hladina vyznamnosti «, napiiklad 0,05) na-
znacuje, ze pozorovana data jsou nepravdépodobna za predpokladu platnosti nulové
hypotézy, a proto ji zamitame.

Vysoka p-hodnota (vétsi nez «) znamend, ze pozorovand data jsou v souladu s
nulovou hypotézou, a proto ji nezamitame.

Jak p-hodnotu vypocitat?

P-hodnota zavisi na typu testu, ktery provadime, a konkrétnim testovém statistickém krité-
riu (napr. t-statistice, F-statistice, z-statistice apod.). Obecné se p-hodnota urc¢uje na zakladé
vybérové hodnoty testového kritéria a jeji pozice na prislusném rozdéleni pravdépodobnosti.

Pokud provadime jednostranny test (pravostranny), p-hodnota je plocha pod krivkou hus-
toty pravdépodobnosti od pozorované hodnoty testové statistiky smérem k pravé strané:
p-hodnota = P(testova statistika > pozorovand hodnota testové statistiky | Hp).

Pokud provadime oboustranny test, p-hodnota se vypocita jako dvojnasobek pravdépo-
dobnosti pro tu ,blizsi“ extrémni stranu rozdéleni, protoze nas zajimaji extrémy na obou
koncich rozdéleni.

Pouziti p-hodnoty pfi rozhodovani

Kdyz mame p-hodnotu, porovnavame ji s hladinou vyznamnosti o (napt. 0,05):

Pokud je p-hodnota mensi nez «, zamitdme nulovou hypotézu Hy ve prospéch
alternativni hypotézy H;.

Pokud je p-hodnota vétsi nebo rovna «, nulovou hypotézu Hy nemiizeme zamit-
nout.
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Shrnuti:

P-hodnota ndm poskytuje miru dikazu proti nulové hypotéze.

Na rozdil od pristupu s kritickymi hodnotami ndm p-hodnota umoznuje zohlednit
presnou miru extrémnosti pozorovanych dat.

Mensi p-hodnoty znamenaji vétsi diikaz proti nulové hypotéze.

Vyhody pouziti p-hodnoty

Pouziti p-hodnoty v praxi ma nékolik vyhod oproti testovani pomoci kritickych hodnot:

P-hodnota poskytuje presnou miru sily dikazt proti nulové hypotéze, zatimco kriticka
hodnota pouze stanovi, zda pozorovany vysledek spada do zamitaci oblasti.

P-hodnota umoznuje porovnat vysledky vice testl s riznymi hladinami vyznamnosti.

Vétsina statistického softwaru, véetné Excelu, poskytuje p-hodnoty automaticky, coz
velmi usnadnuje rozhodovani.

Vypocet p-hodnoty v Excelu

Excel nabizi nékolik funkei pro vypocet p-hodnoty pri rtznych typech testi. Naptiklad pro
t-test mtizeme pouzit



125

Statistika a statistické zpracovani dat

funkei T.TEST, kterd ndm primo poskytne p-hodnotu pro dany test (nic jiného):
T.TEST(maticel,matice2,chvosty,typ),

kde

maticel a matice2 jsou datové rozsahy,

chvosty urcuje, zda se jednd o jednostranny (1) nebo oboustranny (2) test,
typ uréuje typ testu (napr. 1 pro parovy t-test, 2 pro dvouvybérovy t-test s
rovnosti rozptyli a 3 pro dvouvybérovy t-test s riznymi rozptyly).

Nebo také doplnék Analjza dat, kde jso stejné tti typy t-test s nazvy

Dvouvyjbérovy t-test s rovnosti rozptyld,
Dvouvyjbérovy t-test s nerovnosti rozptyldy,

Dvouvybérovy parovy t-test na stfedni hodnotu.

P-hodnoty jsou standardni soucasti vystupu vSech t¥i variant.

V této kapitole jsme se vénovali testovani statistickych hypotéz, coz je klicovd metoda
statistické analyzy. Nejprve jsme probrali zakladni pojmy, jako jsou nulova a alternativni
hypotéza, hladina vyznamnosti a kritické obory. Dale jsme vysvétlili rozdil mezi chybou
prvniho a druhého druhu a zduraznili vyznam hladiny vyznamnosti («) pfi minimalizaci
téchto chyb.

Kapitola se zamérila na kroky testovani hypotéz, véetné formulace hypotéz, volby vhod-
ného statistického testu (t-test, z-test, F-test), vypoctu testovaci statistiky a rozhodnuti
na zakladé porovnani s kritickou hodnotou. Podrobné jsme také rozebrali rozdily mezi
jednostrannymi a oboustrannymi testy a uvedli ptriklady, kde jsme demonstrovali spravné
pouziti téchto testu a interpretaci vysledki.

Kapitola obsahuje také sekci o p-hodnotach, kde jsme vysvétlili, jak p-hodnota posky-
tuje alternativni pristup k rozhodovani pri testovani hypotéz. P-hodnota nam umoznuje
kvantifikovat miru ditkazu proti nulové hypotéze, coz nabizi vétsi flexibilitu nez pouhé
porovnavani testovaci statistiky s kritickou hodnotou. V zavéru jsme zminili moznosti
vypoctu p-hodnoty v Excelu a vyhody tohoto pristupu.

1. Co je to nulova a alternativni hypotéza a jaky je mezi nimi rozdil?

2. Jaky je vyznam hladiny vyznamnosti pfi testovani hypotéz a jak ovliviiuje pravdeé-
podobnost chyby prvniho druhu?

3. Co jsou kriticky obor a akceptac¢ni obor a jaky je jejich vyznam pri rozhodovani o
zamitnuti nebo nezamitnuti hypotézy?

4. Jaké jsou rozdily mezi jednostrannym a oboustrannym testem? Kdy pouzit ktery
test?
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© N o o

10.

11.
12.
13.
14.

Co jsou chyby prvniho a druhého druhu a jak ovliviuji vysledky testovani hypotéz?
Jaké kroky zahrnuje postup testovani statistickych hypotéz?
Kdy pouzijeme t-test, z-test a F-test? Jaké jsou hlavni rozdily mezi témito testy?

Jakym zptusobem muzeme v Excelu vypocitat kritické hodnoty pro t-test a z-test?
Uvedte konkrétni funkce.

Jakd rozdéleni pravdépodobnosti pouzivaji t-test, z-test a F-test?

Jaky je rozdil mezi chybnym pfijetim nulové hypotézy a chybnym zamitnutim nulové
hypotézy?

Jak interpretujeme vysledek, kdyz testovaci statistika spadne do akceptacniho oboru?
Co je to p-hodnota a jaky je jeji vyznam pri testovani statistickych hypotéz?
Jaky je rozdil mezi rozhodovanim na zékladé p-hodnoty a kritickych hodnot?

Jak mtzeme v Excelu vypocitat p-hodnotu? Uvedte konkrétni funkce.
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Kapitola 8

Parametrické testy

Po prostudovani této kapitoly budete umét:
« vysvetlit postup pri testovani konkrétnich statistickych hypotéz,

« pouzit parametrické testy v typovych tlohach.

Klicova slova:
Parametricky test, hypotézy o rozptylu, hypotézy o stiedni hodnoté, Studenttiv test.
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Nahled kapitoly

V této kapitole se zamérime na parametrické testy, které jsou klicovym néastrojem pri testo-
vani hypotéz o parametrech zakladniho souboru. Kapitola navazuje na predchozi témata, kde
jsme se zabyvali odhady parametri a zaklady testovani hypotéz. Nyni se hloubéji ponorime
do konkrétnich metod, jako jsou jednovybérovy t-test, dvouvybérovy t-test, parovy t-test a
F-test, které se bézné pouzivaji v riznych védnich disciplinach. Zvlastni pozornost budeme vé-
novat podminkam, za kterych je vhodné tyto testy pouzit, a dialezitym predpokladim, jako je
normalita dat a shoda rozptylt.

Cile kapitoly

Po prostudovani této kapitoly by studenti méli byt schopni:

Porozumét principtim parametrickych testi a jejich vyuziti v praxi.
Rozlisit mezi riznymi typy t-testti a F-testem a aplikovat je na redlna data.
Ovérit predpoklady normality a shody rozptyla pred aplikaci testii.

Interpretovat vysledky testii a ucinit zaveéry o statistické vyznamnosti.

Odhad ¢asu potfebného ke studiu

Pro zvladnuti této kapitoly doporucujeme vénovat studiu priblizné 6 az 8 hodin. Tento casovy
odhad zahrnuje ¢teni teoretickych ¢asti, feseni prikladt a procvicovani aplikace parametrickych
testil na rizna data. Studenti by méli vénovat dostatek ¢asu nejen pochopeni teorie, ale také
procvicovani na prikladech, aby byli schopni spravné aplikovat naucené metody v praxi.

8.1 Motivacni priklad

Predstavte si, ze pracujete v oddéleni kontroly kvality v jedné z velkych pivovarskych spolec-
nosti. Vasim tkolem je zajistit, aby kazdy sud piva mél spravny objem. Po modernizaci vyrobni
linky se objevily pochybnosti, zda nové vybaveni skute¢né funguje tak, jak ma. Byly odebrany
vzorky z nékolika sudii, a vasim tkolem je nyni statisticky ovérit, zda modernizace pfinesla
pozadované vysledky, tedy zda se napriklad nezménila stfedni hodnota objemu v jednotlivych
sudech.

V prvni fazi zkontrolujete, zda primérny objem piva ve vzorcich odpovida deklarovanému
objemu 50 1. To provedete pomoci tzv. jednovybérového t-testu, ktery porovna primeérny
objem ve vzorcich s o¢ekdvanou hodnotou. Dale se budete zabyvat otazkou, zda je variabilita
objemu mezi srovhavanymi vzorky podobnd, nebo zda se po modernizaci zménila, coz bude
vyzadovat pouziti tzv. F-testu na rozptyly.

Po seznameni se s potfebnou teorii v této kapitole budete moci tyto testy aplikovat na data,
kterd jste ziskali, a rozhodnout, zda modernizace vyrobni linky byla tispésna, nebo zda je nutné
provést dalsi upravy.
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K tomuto prikladu se vratime na konci kapitoly, az budeme mit k dispozici zminéné metody.

8.2 Uvod

Jiz vime, Ze pomoci statistické indukce miizeme ucinit zavéry o populaci na zakladé vybérového
souboru z této populace. V predchazejicich kapitolach jsme se zabyvali problémem, jak odhad-
nout prostrednictvim bodového, popr. intervalového odhadu neznamy parametr populace. V
této kapitole se zamétrime na testovani hypotéz o téchto parametrech.

Parametrické hypotézy jsou tvrzeni o parametrech rozdéleni v populaci (napt. stfedni
hodnota, rozptyl). Tyto hypotézy mizeme formulovat riznymi zptisoby, naptiklad jako rov-
nost urc¢itého parametru s konkrétni hodnotou (napf. ,,prumérny objem piva ve vsech sudech
je 50 1) nebo jako rovnost mezi parametry dvou ruznych populaci (napf. ,rozptyly objemu
piva ve dvou ruznych vyrobnich Sarzich jsou stejné“).

Parametrické testy jsou statistické testy, které se pouzivaji k ovéreni téchto parame-
trickych hypotéz. Abychom mohli pouzit parametricky test, musime predpokladat urcité
vlastnosti rozdéleni dat, napriklad ze data pochazeji z normalniho rozdéleni. Parametrické
testy jsou tedy tizce spojeny s parametrickymi hypotézami, protoze slouzi k jejich testovani
na zakladé vzorku dat.

V této kapitole se nauc¢ime pouzivat rizné parametrické testy, napriklad Studenttav t-test
pro testovani hypotéz o stfedni hodnoté a F-test pro testovani hypotéz o rozptylu. Kazdy z
téchto testi ndm pomtize rozhodnout, zda muzeme prijmout nebo zamitnout danou hypotézu
o populaci na zakladé analyzy vzorku.

Druhy parametrickych hypotéz

Muzeme se setkat se tfemi zdkladnimi typy parametrickych hypotéz:

1. Hypotézy o parametru jedné populace (napf. stfedni hodnota, median, rozptyl,
relativni ¢etnost, ... ).

2. Hypotézy o parametrech dvou populaci (napf. srovnavani stfednich hodnot nebo
rozptyli mezi dvéma skupinami).

3. Hypotézy o parametrech vice nez dvou populaci (napf. analyza rozptylu —
ANOVA, ...).
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Kapitola vas provede nejen zékladnimi teoriemi, ale také ukazkami aplikace parametrickych
testil na praktickych prikladech.

8.3 Hypotézy o rozptylu

8.3.1 Test vyznamnosti rozdilu dvou rozptylu (F-test)

Uvod

Pri testovani statistickych hypotéz casto potrebujeme zjistit, zda existuje rozdil mezi rozptylem
dvou riuznych skupin. F-test je nastroj, ktery ndm umoznuje tento rozdil posoudit. V této ¢asti
se zamérime na F-test pro porovnani rozptyli dvou souboru dat, napiiklad vysledki béhu
chlapct a divek na 50 metrt.

Predpoklady

Jsou dany dva vybéry o rozsazich n; a ny s vybérovymi rozptyly s? a s3, vybrané ze dvou
zékladnich souborii s rozdélenimi N (u1,07) a N(u2,03), jejichZ parametry nezname.

Nulova hypotéza: Hy:0? =03,

Alternativni hypotéza:  H, : 0% # 03

Testovaci statistika

Testovaci statistika

kde

s? a s2 jsou vybérové rozptyly pro tyto soubory,

mé Fisherovo-Snedecorovo rozdéleni F(n; — 1,no — 1), kde ny a ns jsou velikosti dvou
vybérovych souborti.
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Zaveér pro oboustranny test

o2 22 .2 2

Jestlize
F<Fa(n—1,ny—1) nebo F>Fi_a(n—1,ny—1),

potom zamitame hypotézu Hy (ve prospéch Hi).

Zaver pro jednostranné testy

Hy: 0? <03, Hy:o0?> 03

Jestlize
F > Fl_a(nl — 1,n2 — 1),

potom zamitame hypotézu Hy (ve prospéch Hy).
Hy: 0% > 03, Hy:o0? <o}

Jestlize
F < Fa(nl - 1,712 - 1),

potom zamitame hypotézu Hy (ve prospéch H).

Priklad 8.1. Byly sledovany vysledky béhu na 50 m (ve vtefindch) u skupiny desetiletych
chlapcu (tabulka 6) a divek (tabulka 5). Posudte ziskané vysledky z hlediska vyrovnanosti
vykont v jednotlivych skupinach.

Tab. 5: Vysledky béhu na 50 m (ve vtefindch) u skupiny divek

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12 13 14
10,70{10,80{10,00 | 10,60 {9,20|10,20|9,90 | 10,00 | 9,30 | 10,20 | 9,80 | 10,00 | 10,00 | 11,00

15 16 17 | 18 [ 19| 20 | 21| 22 | 23 | 24 | 25| 26 | 27 | 28
12,00 10,00 | 10,00 11,20 {9,40|10,70|9,30|10,10{9,10 10,20 | 9,30 | 10,00 | 9,40 | 10,90

Reseni: Hladinu vyznamnosti zvolime o = 0,05.

Urcéime potfebné charakteristiky u obou skupin:

ny =28, s =0,4689 (divky), ny =33, s2=0,3405 (chlapci).
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Tab. 6: Vysledky béhu na 50 m (ve vtefindch) u skupiny chlapcu

1 23| 4 5 6 | 7| 8 9 |[10] 11 |12 |13 |14 | 15 |16 | 17
10,801{9,3019,40(9,90/10,20(9,30/9,40|8,90| 9,60 {9,70|10,60{9,40(9,50(9,6010,00(9,30 9,40

18 |19 120 |21 | 22 |23 |24 25| 26 |27 | 28 |29 30|31 | 32 |33
9,40 8,40(9,80/8,80| 9,20 |19,50|9,80{9,00{10,50{9,40| 9,30 {9,90|9,10|9,60| 8,70 |8,10

20,4689
Uréime hodnotu test { statistiky: F=21-2
rcime nodnotu testovacl statistl y 8% 073405

~ 1,3771.

Kritické hodnoty (mtiZeme je vypocitat i v Excelu pomoci preddefinované funkce F.INV):

Hodnota testovaci statistiky lezi mezi kritickymi hodnotami, tudiz lezi v oboru akceptace nulové
hypotézy. Takto tedy nemtizeme zamitnout nulovou hypotézu H,. To znamen4, Zze mezi rozptyly
neni statisticky vyznamny rozdil. O]

8.4  Hypotézy o stredni hodnote

8.4.1  Jednovybérovy t-test

Uvod

Jednovybérovy t-test se pouziva k ovéreni, zda prumérna hodnota v zakladnim souboru (popu-
laci) p se rovnd konkrétni hypotetické hodnoté p, a to na zékladé idaji ziskanych z vybérového
souboru.

Predpoklady

Predpokldddme, Ze mame vybér ze zakladniho souboru, ktery mé normalni rozdéleni N (u, 02).
Vybér mé rozsah n, vybérovy primér T a vybérovy rozptyl s2.
Je tfeba odlisit, Ze p a 02 jsou nezndmé parametry zdkladniho souboru, zatimco T a s? jsou
vybérové charakteristiky.

Nulova hypotéza: Hy: pn = py,

Alternativni hypotéza: Hyi: oy # .
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Testovaci statistika

Testovaci statistika T

kde

T je vybérovy prumeér,
o je hypoteticka hodnota priméru podle nulové hypotézy,
s je vybérova smérodatna odchylka,

n je velikost vybérového souboru,

ma Studentovo t-rozdéleni s n — 1 stupni volnosti.

Zaveér pro oboustranny test

Ho: = po, Hi:p# o
Jestlize
T <ta(n—1) nebo T >t a(n—1),

potom zamitame hypotézu Hy (ve prospéch Hy).

Zaver pro jednostranné testy

Ho: p < po, Hi:p>po

Jestlize
T > tl_a(n — ].),

potom zamitame hypotézu Hy (ve prospéch Hy).

Ho:po > po,  Hy:op < po

Jestlize
T <ty(n—1),

potom zamitame hypotézu Hy (ve prospéch Hy).

Poznamka 8.2. Vzhledem k tomu, ze Studentovo rozdéleni je symetrické kolem nuly, tak
ta(n—1) = —t;_a(n—1). Vyse uvedené nerovnosti se dajf formulovat pro |T'|, pficemz pouzivaj
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uz jen ta(n — 1), resp. to(n —1).
Priklad 8.3. V pivovaru doslo k opravé plnici linky. Na hladiné vyznamnosti a = 0,05 ovérte,

zda se oprava zdafila, tj., zda linka plni do lahvi pivo o objemu 500 ml. Vysledky u vybranych
vzorki (v mililitrech) jsou uvedeny v tabulce 7.

Tab. 7: Vysledky u vybranych vzorki objemu piva (v mililitrech)

495.2496,8 | 502,1]498,5| 501 | 503 |500,7
501,5|501,8|499,1 | 500,9 | 502,2 | 501,7 | 500,4
500,2| 501 |499,9|500,2|501,1500,8 |499,3

Reseni: Formulace hypotéz:

Na zékladé hypotetické hodnoty gy = 500 ml formulujeme nésledujici hypotézy:

Hy: p =500,

Hy: % 500.

Vypocet zakladnich charakteristik:

Z poskytnutych dat vypocteme nasledujici vybérové charakteristiky:

n =21, T =>500,3571 ml, s=1,77806 ml.
Testovaci statistika:

500,3571 — 500
T = 77506 ~ 0,898.

V21

Kritickd hodnota (vypoc¢teme napf. v Excelu pomoci funkce T.INV):

to.025(20) = T.INV(0,025; 20) &~ —2,08596,  to.75(20) = T.INV(0,975;20) ~ 2,08596.

ZAavér:

Protoze hodnota testovaciho kritéria je mezi kritickymi hodnotami, tak nemtzeme zamitnout
nulovou hypotézu. Mizeme tedy konstatovat, Ze mozna odchylka neni statisticky vyznamna.
Séfovi oznamime, ze oprava plnici linky byla tspésnd a linka plni lahve spravné. ]
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8.4.2 Dvouvybeérovy t-test

Uvod

Dvouvybérovy t-test se pouziva k porovnani stfednich hodnot dvou zékladnich souborti, na
zakladé dvou nezavislych vybért z téchto soubort. Budeme rozlisovat dva pripady, pri rovnosti
rozptylit (02 = 032) klasicky dvouvybérovy t-test a p¥i nerovnosti rozptylt (o # o3) tzv.
Welchtv t-test.

Predpoklady:

Predpokldddme, Ze oba zdkladni soubory maji normélni rozdéleni N(u1,0?) a N(ug,03).
Mame k dispozici dva nezavislé vybéry o rozsazich ny a ns, jejichz vybérové primeéry ozna-
¢ime T a Ty, a vibérové rozptyly s? a s3.

Nulova hypotéza: Hy: py = po,

Alternativni hypotéza: Hy: py # po.

Testova statistika (07 = o3

Testovd statistika pro piipad stejnych rozptyli (07 = 03) (coz lze provéfit pomoci F-

testu):
T — Ty

T - )

(n1—1)5%+(”2—1)33 . ni-n2
ni+ng—2 ni+ng

kde

T1 a Tp jsou vybérové prumeéry,
s? a s2 jsou vybérové rozptyly,

ny a ng jsou velikosti vybérovych soubort,

méa Studentovo t-rozdéleni s ny + ny — 2 stupni volnosti.
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Zaver (o7 = 03)

Pokud absolutni hodnota testovactho kritéria |7 pfekro¢f kritickou hodnotu ¢« (ny +ng —
2), zamitdme nulovou hypotézu Hy.

Testova statistika (07 # 03)

Testova statistika pro pripad, Ze rozptyly obou zékladnich soubori jsou rozdilné (coz
lze provérit pomoci F-testu),
T — To

)
2 2
i+‘i2
ni n2

T =
kde

T1 a Ty jsou vybérové prumeéry,
s? a s2 jsou vybérové rozptyly,

ny1 a no jsou velikosti vybérovych soubort,

ma priblizné Studentovo t-rozdéleni, jehoz pocet stupnu volnosti se odhaduje pomoci

df ~ ni n2
2\ 2 2\ 2
(=) , &)
ni n2
ny—1 + no—1

K urceni kritickych hodnot se pak pouziva toto priblizné t-rozdéleni s timto poctem stupni
volnosti.

Zavér (o] # o3)

Jestlize |T'| piekroci kritickou hodnotu ¢« (df ), zamitdme nulovou hypotézu H.

Pouziti dvouvybérového t-testu

Dvouvybérovy t-test pouzivame naptiklad k ovérovani nasledujicich hypotéz:

Pochézeji dva vzorky z téhoz zakladniho souboru?

Nedopustili jsme se pfi dvou métenich, jejichz vysledkem bylo urc¢eni dvou stfednich
hodnot 7, Zo, systematickych chyb?
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M4 urcity faktor vliv na zkoumany argument? Zde zkouméame dva vzorky - jeden pri
pusobeni daného faktoru, druhy bez jeho piisobeni.

Priklad 8.4. Odbératel dostava zarivky od dvou dodavatelti. PTi hodnoceni kvality zarivek
se sleduje také pocet zapojeni, ktery snesou zarivky bez poskozeni. Zkousky vyrobkl vedly k
témto vysledkim:

Dodavatel A: 2139, 2041, 1968, 1903, 1952, 1980, 2089, 1915, 2389, 2163, 2072, 1712, 2018,
1792, 1849

Dodavatel B: 1947, 1602, 1906, 2031, 2072, 1812, 1942, 2074, 2132

Ovérte hypotézu, ze kvalita obou dodavek je stejnd. Hladinu vyznamnosti volte o = 0,05.

Reseni: V Excelu vypoéteme charakteristiky obou souborit:

ny =15, T =1998,8, s?=27262,17,

ne =9, Tp=1046,4, s2=26498,52.

Nejdrive provedeme F-test. Testovaci statistika: F = Z—g = ggiggzg ~ 1,0288.

Kritické hodnoty:

Fo025(14; 8) = F.INV(0,025; 14; 8) &~ 0,304,  Fp o75(14;8) = F.INV/(0,975; 14; 8) ~ 4,1297

Hypotézu o shodé rozptyli o7 = 02 nemiZeme zamitnout. PouZijeme tedy dvouvib&rovy

t-test pro rovnost rozptylu:

Testovaci statistikas:

T — To . 1998,8 —1946,4

(m—1)s3+(n2—1)s3  [Trmg \/ 15‘25444115218-23554,25
ni+ng—2 ni+na

T —

~ 0,7559.

Kritickd hodnota:

Zavér:

Testovaci kritérium neptekrocilo kritickou hodnotu, Hy : 13 = ps nemiizeme zamitnout. Kvalita
obou dodavek nevykazuje vyznamné statistické rozdily. O
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8.4.3 Parovy t-test

Uvod

Parovy t-test se pouziva k porovnani dvou strednich hodnot ze zavislych vybéri, které jsou
sparovany. To znamena, ze kazdy prvek v prvnim vybéru xi; ma odpovidajici prvek v druhém
vybéru zy;. Tyto pary (x1;, z2;) jsou Casto vysledkem opakovanych méfeni na stejném subjektu
nebo meéreni za riznych podminek.

Predpoklady

Predpokldddme, Ze oba zdkladni soubory maji normalni rozdéleni s parametry py, 03 a g, 0.

Rozsah obou vybéri je stejny, oznacime ho n.

Kdyz prejdeme z part hodnot na jejich rozdil d; = x1; — x9;, kde d oznac¢ime stiedni hod-
notu této nové veli¢iny, tak mizeme nulovou hypotézu o rovnosti sttednich hodnot p; a o
preformulovat na d = 0:

Nulova hypotéza: Hy: d=0,

Alternativni hypotéza: Hy:d#0.

doidi D (wri—was)
n n )

Vybérovy primér rozdiltt d se vypocita jako: d =

Testovaci statistika

Testovaci statistika se vypocte jako B
dv/n

)
Sd

T =
kde s4 je vybérova smérodatna odchylka rozdili d;, vypoctena jako

o (d; —d)?

Sd — .
n—1

Statistika 7" ma pri platnosti nulové hypotézy Studentovo t-rozdéleni s n — 1 stupni volnosti.

Zaver

Jestlize absolutn{ hodnota testovacfho kritéria |T'| prekro¢i kritickou hodnotu ¢;_a(n — 1),
zamitame nulovou hypotézu Hy ve prospéch alternativni hypotézy H.
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Priklad 8.5. Stanoveni thiokyanového iontu (SCN™) bylo paralelné provedeno dvéma meto-
dami (Aldridge a Barker) na 12 vzorcich (tabulka 8). Srovnejte obé metodiky otestovinim
vysledk. Hladina vyznamnosti a = 0,05.

Tab. 8: Vysledky stanoveni thiokyanového iontu

\1\2\3\4\5\6\7\8\9\10\11\12
0,3810,560,450,49(0,38]0,41 0,6 [0,36|0,26]0,41]0,43] 0,4
0,3910,58|0,44 0,52 | 0,41|0,45(0,59|0,37|0,28 0,42 0,42 | 0,38

Aldridge
Barker

Reseni: Nejprve vypocteme rozdily d; = x1; — xy; pro kazdy par méfeni (tabulka 9):

Tab. 9: Rozdily d; hodnoty thiokyanového iontu

1 2 | 3| 4 5 | 6 | 7| 8 9 | 10 | 11| 12
Aldridge| 0,38 | 0,56 | 0,45 ] 0,49 | 0,38 | 0,41] 0,6 | 0,36 | 0,26 | 0,41 [ 0,43 | 0.4
Barker | 0,39 | 0,58 | 0,44 | 0,52 | 0,41 | 0,45 0,59 | 0,37 | 0,28 | 0,42 | 0,42 | 0,38

d; |-0,01/-0,02|0,01/-0,03]-0,03]0,04|0,01-0,01/-0,02]-0,01]0,01 0,02

7 téchto rozdili vypoéitame vybérovy primér d a smérodatnou odchylku sg:

_osdi —0,12
d= = = —0,01.
n 12 ’

Smérodatnéd odchylka: s4; = 0,018257.

Testovaci statistika: B
v _ —001. V12
© sg 0,018257

~ 1,8166.

Kritickd hodnota:
to.o75(11) = T.INV(0,975;: 11) ~ 2,201.

Zavér:

Testovaci kritérium neprekrocilo kritickou hodnotu, tudiz nemiizeme zamitnout nulovou hypo-
tézu Hy. Obé metodiky davaji priblizné stejné vysledky, bez statisticky vyznamnych rozdili. [
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V této kapitole jsme se podrobné zabyvali parametrickymi testy, které se pouzivaji k
testovani hypotéz o parametrech zakladniho souboru. Zamérili jsme se na zakladni typy
parametrickych testi, jako jsou testy hypotéz o sttedni hodnoté, rozptylu a na srovnavani
stfednich hodnot mezi dvéma zavislymi i nezavislymi vybeéry.

Predstavili jsme nejcastéji pouzivané testy, jako je jednovybérovy t-test, dvouvybérovy
t-test, parovy t-test a F-test, a diskutovali jsme predpoklady, které musi byt splnény pro
spravné pouziti téchto test. Tyto predpoklady zahrnuji normalitu rozdéleni dat, shodu
rozptyli a specifické pozadavky na zavislost dat ve vybérech.

Kapitola také obsahuje praktické priklady aplikace parametrickych testi v rtznych ob-
lastech, jako je ekonomie, medicina a dalsi védni discipliny. Tim jsme poskytli uceleny
prehled o tom, jak vyuzivat parametrické testy pro statistické analyzy v rtiznych kontex-
tech.

1. Co jsou parametrické testy a jaky je jejich ucel?

2. Jaké jsou zakladni predpoklady pro pouziti parametrickych testi? Proc je dilezité
overit normalitu dat a shodu rozptyla?

3. Vysvétlete rozdil mezi jednovybérovym t-testem a dvouvybérovym t-testem. Uvedte
priklady, kdy byste kazdy z téchto testt pouzili.

4. Co je parovy t-test a v jakych situacich je vhodné jej pouzit? Jaky je rozdil oproti
dvouvybérovému t-testu?

5. Jaky je ucel F-testu a kdy se pouziva? Jaké predpoklady musi byt splnény pro
spravné pouziti F-testu?

6. Jak interpretujeme vysledky parametrickych testii? Co znamend zamitnuti nebo pri-
jeti nulové hypotézy?

7. Uvedte priklady praktickych aplikaci parametrickych test v riznych oblastech, jako

je ekonomie, medicina nebo primysl.

8. V tabulce jsou uvedeny vysledky méreni tlaku v pneumatikach pred a po opravé.
Pouzijte parovy t-test k ovéteni, zda doslo ke statisticky vyznamné zméné tlaku po
opraveé na hladiné vyznamnosti o = 0,05.

Pied opravou | 32,5 [ 31,8 [ 33,2 [ 32,0 [ 31,5 | 33,0 | 32,3 | 31,7
Po opravé | 32,2 31,9 | 33,0 31,8 ]31,6]329]324]318

[p-hodnota = 0,029, zména je statisticky vyznamn4]

9. Ovétte pomoci dvouvybérového t-testu, zda existuje statisticky vyznamny rozdil
mezi prumérnymi platy dvou skupin zaméstnanct ve firmé. Data pro obé skupiny
jsou uvedena v tabulce. Hladinu vyznamnosti zvolte o = 0,05.

Skupina A | 45,000 | 48,000 | 46,500 | 47,200 | 44,800 | 45,900
Skupina B | 50,200 | 49,500 | 51,000 | 48,800 | 50,100 | 49,900

[p-hodnota = 0,014, statisticky vyznamny rozdil existuje]

10. Pouzijte F-test k porovnani rozptyli vysledki dvou testovacich metod, které byly
pouzity na stejném souboru vzorki. Data jsou uvedena v tabulce. Ovérte hypotézu
o shodé rozptyli na hladiné vyznamnosti a = 0,05.
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Metoda 1 | 85|83 [8,6 |84 87|85
Metoda 2 | 8,1 [ 8,4 |83 [82|85]8,3

[p-hodnota = 0,065, hypotéza o shodé rozptyli nezamitnutal
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Kapitola 9

Neparametrické testy

Po prostudovani této kapitoly budete umét:
« vysvetlit principy neparametrickych testi,
« aplikovat neparametrické testy na rtzné tlohy,

« porovnat vyhody a nevyhody parametrickych a neparametrickych testi.

Klicova slova:

Neparametricky test, Kolmogoroviiv-Smirnoviiv test pro jeden vybér, Kolmogoroviv-
Smirnoviv test pro dva vybéry, Chi-kvadrat test dobré shody, Dixoniv test extrémnich
hodnot.
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Nahled kapitoly

Tato kapitola se zaméruje na neparametrické testy, které jsou vhodné pro analyzu dat bez pred-
pokladu specifického tvaru rozdéleni. Navaznost na predchozi kapitoly o parametrickych testech
a statistické analyze poskytuje studentiim hlubsi vhled do rozdili mezi obéma pristupy. Kapi-
tola obsahuje ukazku jen vybranych neparametrickych testi, jako je napriklad Kolmogoroviv-
Smirnovuv a chi-kvadrat test dobré shody.

Cile kapitoly

Studenti by po prostudovani kapitoly méli byt schopni:

Rozlisit mezi parametrickymi a neparametrickymi testy,
Vybrat vhodny test v zavislosti na povaze dat a predpokladech,

Spravné aplikovat a interpretovat vysledky neparametrickych testi.

Odhad ¢asu potiebného ke studiu

Pro zvladnuti této kapitoly je doporuceno vénovat studiu priblizné 3 hodiny. Tento ¢as zahr-
nuje c¢teni textu, pochopeni zakladnich principi neparametrickych testi, analyzu prikladi a
samostatné feseni kontrolnich otazek a priklad.

Uvod

Neparametrické testy jsou nedilnou soucasti statistickych metod, které jsou vyuzivany pii ana-
Iyze dat, kdy neni mozné nebo vhodné predpokladat urcité rozdéleni dat. Zatimco parametrické
testy vyzaduji specifické predpoklady o rozlozeni dat, neparametrické testy jsou univerzalnéjsi
a méné omezené témito predpoklady. Jsou obzvlasté uzitecné v pripadech, kdy data vykazuji
asymetrie, odlehlé hodnoty nebo kdyz nelze predpokladat normélni rozdéleni.

Tyto typy testi maji nizsi silu (tedy schopnost spravné zamitnout ve skutecnosti neplatnou
nulovou hypotézu) nez testy parametrické, maji vyssi tendenci ,nezamitnout“ nulovou hypotézu
(v hrani¢nich pripadech — kdy je testové kritérium velmi blizké kritické hodnoté — mohou vést
k nezamitnuti nulové hypotézy, zatimco parametricky test pro stejna data nulovou hypotézu
zamitne). Pro stejnou silu testu je nutné vétsi velikost vybéru nez u parametrickych test. Tyto
testy maji Sirsi pouziti nez parametrické (lze testovat vétsinou i ZS hodnot slovnich znaki,
predevsim ordindlnich, tj. rozliSujicich dle relace (napt. poradové testy), nékteré dokonce i pro
hodnoty nominalnich znaki, tj. zarazujicich jen do skupin. Neparametrické testy jsou nezavislé
na rozdéleni a na pritomnosti extrémnich hodnot a vhodné pro malé vybéry. Rovnéz vsechny
obvyklé parametrické testy maji své neparametrické ,,obdoby*“.
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9.1 Kolmogorovuv-Smirnovuv test dobré
shody pro jeden vyber

Predpoklady

Pozorovani: Vysledky pozorovani jsou roztiidény do k skupin. V kazdé skupiné je
zjisténa empiricka cetnost f.;.

Modelové rozdéleni: Predpokladame urcité teoretické rozdéleni, které budeme po-
vazovat za model pro nas vybér.

Teoretické cetnosti: Pro kazdou ttidu urcime teoretické, ocekavané cetnosti f,; pro
1=1,... k.

Kumulativni ¢etnosti: Stanovime kumulativni ¢etnosti pro empirické rozdéleni N;
a teoretické ocekavané rozdéleni N,; proi =1,..., k.

Nulova hypotéza

Hy : Zékladni soubor méa ocekavané rozlozeni.

Jinymi slovy, nulova hypotéza predpoklada, Ze rozdil mezi empirickym rozdélenim vzorku a
teoretickym (ocekdvanym) rozdélenim je pouze ndhodny a nevelky. Test tedy zjistuje, zda exis-
tuje statisticky vyznamny rozdil mezi témito dvéma rozdélenimi, ktery by vedl k zamitnuti této
nulové hypotézy.

Testovaci statistika

1 .
Dlzﬁm?X|Nei—Noi|, i=1,...,k.
Specialni rozlozeni: Tato velicina D; ma specialni rozlozeni, jehoz kritické hodnoty

jsou tabelovany pro N < 40.

Priblizné vzorce pro N > 40: Kritické hodnoty se pro vétsi vybéry pocitaji pomoci
pribliznych vzorct.
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Kritické hodnoty

1,36

Pro hladinu vyznamnosti o = 0,05 je kritickd hodnota: Dy, 05(N) =

2

1,63
Pro hladinu vyznamnosti o = 0,01 je kritickd hodnota: ~ Dy,001(N) = —

2

Zaver

Zamitnuti hypotézy: Pokud plati D, > D, zamitneme nulovou hypotézu Hy.

Priklad 9.1. Je dan statisticky soubor:

i \1\2\3\4\5\6\7\8\9\10\11\12
obsah Al,0;3(89(9-10({10-11|11-12|12-13|13-14|14-15|15-16|16-17|17-18[18-19|19-20
Jei 2|5 7 19 | 52 | 57 | 72 | 61 | 19 | 14 4 1

Na hladiné vyznamnosti 5 % otestujte hypotézu, Ze soubor ma normélni rozdéleni.

Resent: Ulohu vyfesime pomoci Kolmogorovova-Smirnovova testu pro jeden vybér. Nejdifve
vypocteme prislusné charakteristiky, tj. parametry norméalniho rozdéleni - stfedni hodnotu a
rozptyl.

Stredni hodnota:
1 44175
m= 2 wifi = g 3

Rozptyl:

h? 1050224 1

S=fy=ng— — = — (:ci—m)zfi—ﬁf 313 — 5 = 3.272014.

V tomto vzorci pro rozptyl je ny = % S (x; —m)? f; zakladni vypocet rozptylu a 7y je upraveny
odhad rozptylu, ktery zohlednuje sitku tridy (h), coz je sitka intervalu (ze zadani je vidét, ze
sitka intervald je vzdy 1, tedy h = 1). Korekce % kompenzuje nepresnosti zptisobené predpo-
kladem, ze vSechny hodnoty v tiidé jsou soustiedény kolem stiedu tridy.

Smérodatna odchylka: s=./3,272014 = 1,808871.

Pomoci parametrii normélniho rozdéleni 1ze vypocitat ocekavané cetnosti f;.
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Na ukazku uvedeme vypocet f,i:

foo=N-PB8<X <9)=313-(F(9) — F(8)) = (v Excelu)
— 313 (NORMDIST(9; 14,11342; 1,808871; 1) — NORMDIST(S; 14,11342; 1,808871; 1))

= 0,6220961.

Zbylé ocekavané cetnosti vypocteme analogicky, viz nasledujici tabulku:

i | obsah Al,O4 foi fei
1 89 0,6220961 | 2
2 9-10 2,8580712

3 10-11 9,7422953

4 11-12 24,64009 | 19
) 12-13 46,25248 | 52
6 13-14 64,446882 | 57
7 14-15 66,661732 | 72
8 15-16 51,187338 | 61
9 16-17 29,176478 | 19
10 17-18 12,343305 | 14
11 18-19 3,8750334 | 4
12 1920 0,9025231

Dale staci dopocitat kumulativni ¢etnosti a testovaci kritérium:

i | obsah Al,O3 | f; Joi Ne; Noi Nei — Ny
1 89 2 | 0,6220961 | 2 0,6220961 1,3779039
2 9-10 2,8580712 3,4801673 3,5198327
3 10-11 9,7422953 | 14 | 13,2224626 | 0,7775374
4 11-12 19 | 24,64009 | 33 | 37,8625526 | -4,8625526
5) 12-13 52 | 46,25248 | 85 | 84,1150326 | 0,8849674
6 13-14 57 | 64,446882 | 142 | 148,5619146 | -6,5619146
7 14-15 72 | 66,661732 | 214 | 215,2236466 | -1,2236466
8 15-16 61 | 51,187338 | 275 | 266,4109846 | 8,5890154
9 16-17 19 | 29,176478 | 294 | 295,5874626 | -1,5874626
10 17-18 14 | 12,343305 | 308 | 307,9307676 | 0,0692324
11 18-19 4 | 3,8750334 | 312 | 311,805801 0,194199
12 1920 0,9025231 | 313 | 312,7083241 | 0,2916759
Testovaci kritérium:
1 8,5890154
D, = Wy max |Nei — Noi| = 33 - 0,02744.
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Kritickd hodnota (a = 0,05):
1,36
VN

Dipo5(N) = = 0,076872.

Testovaci kritérium neprekrocilo kritickou hodnotu,

D, = 0,02744<0,076872 = D .4,

a tak hypotézu o normalité souboru dat nezamitame. O]

9.2 Kolmogorovuv-Smirnovuv test dobré
shody pro dva vybery

Predpoklady

U dvou vybérovych souborii s rozsahy n; a ny bylo provedeno roztridéni do k skupin a
zjistény kumulativni t¥idni cetnosti pro kazdou tiidu: Ny ; a Na ;.

Nulova hypotéza

Hy : Oba vybérové soubory maji totéz rozlozeni (pochazeji tedy z téhoz zakladniho sou-
boru).

Testovaci statistika

DgzmaX|N1,j—N2’j‘, jzl,...,k,
J

ma specialni rozlozeni, jehoz kritické hodnoty se urcuji podle velikosti n; a ns:

1. Pro pfipad ny = ny < 40 se kritické hodnoty vyctou z prislusnych tabulek (zde v
tabulce 10).

2. Pro pripad ny > 40 a ny > 40 (i rizné velké) se kritické hodnoty pocitaji podle vzorc.

N1+ na

ny - no

PI‘O P = O, 05 D2;0705(n1, ng) = 1,36 .

N1 + No
ny - nNo '

Pro P = O, 01 D2;0701 (nl, ’I'LQ) = 1,63 :
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Tab. 10: Kritické hodnoty Dy pro Kolmogoroviiv-Smirnoviv test dobré shody pro dva vybéry

n |[p=005|p=001l| n |p=005|p=001f n |[p=0,05|p=0,01
5 3 6 15 8 25 10 12
6 ) 6 16 8 10 26 10 12
7 6 6 17 8 10 27 10 12
8 6 7 18 9 10 28 11 13
9 6 7 19 9 10 29 11 13
10 7 8 20 9 11 30 11 13
11 7 8 21 9 11 35 12 14
12 7 8 22 9 11 40 13 16
13 7 9 23 10 11

14 8 9 24 10 12

Zaver

Jestlize Dy > Ds.,(n1, n2), zamitneme nulovou hypotézu H,.

Priklad 9.2. Ve dvaceti vybranych zavodech byly zkouseny dva typy filtri odpadnich vod.
Bylo zjistovano, jaké procento necistot filtr zadrzi, a to tak, ze nejprve byly instalovany filtry
1. typu a po urcité dobé filtry 2. typu. Vysledky jsou v tabulce:

Mnozstvi zadrzenych | 4 | 5 | 30| 40 | 50 | 60 | 70
necistot (v %)

nLj 1 2 3 8 ]. 0
N 0213/ 2 7|3

Zjistéte, jestli se porovnavané filtry kvalitativné lisi.

Reseni: Hy: Dva zékladni soubory maji totéz rozdéleni (porovnavané filtry se kvalitativné ne-
1is). Volime hladinu vyznamnosti p = 0,05.

nMegi()siSottvzvz‘;grzenyCh niy | oy | Nij | Naj | [Nij— Nl
10 1] 0 0 1
p 2 | 3 2 1
30 3 | 3 5 1
40 8 2 | 14 | 7 7
50 5 | 3119 | 10 9
60 1 | 7|2 | 17 3
70 0| 3 ]2 | 20 0
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Z tabulky vidime, ze n; = ny < 40, tudiz testovaci kritérium:
D2 = max |N17j — NQ’J" = 9
J
Kriticka hodnota:

D2;0’05(20) == 9

Zaveér: Dy = Dy 05(20) = 9, zamitneme H,. Filtry se kvalitativné lisi. H

9.3 Chi-kvadrat test dobre shody

Predpoklady

Chi-kvadrat test dobré shody se pouziva ke zjisténi, zda empirické rozdéleni dat odpovida
ocekavanému teoretickému rozdéleni. Predpokladdme, Ze mame data rozdélena do k kate-
gorii s pozorovanymi Cetnostmi O; a teoretickymi (ofekdvanymi) cetnostmi E;.

Nulova hypotéza

Hy : Empirické rozdéleni dat se nelisi od ocekavaného teoretického rozdéleni (dobra shoda).

Testovaci statistika

Testovaci statistika se vypocita podle vzorce:

kde O; jsou pozorované cetnosti a F; jsou o¢ekavané Cetnosti.

Testovaci statistika sleduje rozdéleni 2 s k — 1 stupni volnosti. Kritické hodnoty pro rtizné
hladiny vyznamnosti lze nalézt v tabulkdch y2-rozdéleni.
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Zaver

Pokud testovaci statistika x? piekro¢i kritickou hodnotu pro zvolenou hladinu vyznamnosti,
zamitame nulovou hypotézu, coz znamenad, ze mezi empirickym a teoretickym rozdélenim je
statisticky vyznamny rozdil.

Priklad 9.3. V tabulce jsou uvedeny pozorované a ocekavané cetnosti pro urcité rozdéleni.
Pouzijte chi-kvadrat test dobré shody ke zjisténi, zda existuje statisticky vyznamny rozdil mezi
pozorovanymi a oc¢ekavanymi hodnotami na hladiné vyznamnosti a = 0,05.

Kategorie ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3
gézorovane cetnosti 925 | 30 | 45

Ocekavané cetnosti F; | 20 | 35 | 45

Zjistéte, zda existuje dobra shoda mezi pozorovanymi a ocekdvanymi ¢etnostmi.

Reseni: Hy: Empirické rozdéleni odpovidd teoretickému rozdéleni (dobré shoda). Volime hla-
dinu vyznamnosti a = 0,05.

. (25202 (30 —35)2 (45 — 45)?
- —1.25+0.71 40 = 1,96.
X 0 3 T 1 2o+ 0L+ ’

Kritickd hodnota pro k — 1 = 2 stupné volnosti a a = 0,05 je Xaog,ﬂ =5,99.

Zavér: Protoze x? = 1,96 < 5,99, nezamitdme H,. Neexistuje statisticky vyznamny rozdil mezi
pozorovanymi a oc¢ekavanymi hodnotami. O]

Existuji i neparametrické testy, které neovéruji rozlozeni vybérového souboru. Uvedme test,
ktery se snazi zjistit, zda vybérovy soubor neobsahuje udaj zatizeny hrubou chybou méreni,
popr. chybou v zapise. Jde o jeden z testti extrémnich odchylek.

9.4 Dixonuv test extrémnich odchylek

Predpoklady

Ve vybérovém souboru o rozsahu n je x; = min(x;), resp. x, = max(z;) (napf. hodnoty
jsou sefazeny podle velikosti od x; do x,).
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Nulova hypotéza

Hy : Hodnota z; (nejmensi hodnota), resp. x, (nejvétsi hodnota) se nelisi vyznamné od
ostatnich hodnot souboru.

Testovaci statistika

Ql = L2721 nebo Qn — M’

Tn—x1’ Tn—T1

podle toho, testujeme-li minimalni nebo maximalni hodnotu ve vybéru. Kritické hodnoty
Q1.a, TeSP. Qn.q se vyCtou z prislusnych tabulek (ukazka v tabulce 11.

Tab. 11: Ukézka kritickych hodnot pro Dixoniiv test

n |a=00|a=001|| n |a=005| a=0,01
3 0,941 0,988 17 0,320 0,416
4 0,765 0,889 18 0,313 0,407
5 0,642 0,780 19 0,306 0,398
6 0,560 0,698 20 0,300 0,391
7 0,507 0,637 21 0,295 0,384
8 0,468 0,590 22 0,290 0,378
9 0,437 0,555 23 0,285 0,372
10 0,412 0,527 24 0,281 0,367
11 0,392 0,502 25 0,277 0,362
12 0,376 0,482 26 0,273 0,357
13 0,361 0,465 27 0,269 0,353
14 0,349 0,450 28 0,266 0,349
15 0,338 0,438 29 0,263 0,345
16 0,329 0,426 30 0,260 0,341

Zaver

Jestlize Q1 > Q1.q, TeSp. @ > Qn.a, zamitneme nulovou hypotézu Hy.

Priklad 9.4. Pri kalibraci titracni metody k stanoveni krevniho cukru bylo provedeno 12 pa-
ralelnich analyz z jednoho vzorku s témito vysledky:

83 88 84 78 82 82 86 81 98 83 85 &0
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Otestujte, zda hodnota 98 neni chybna.

Reseni: Dixonovym testem:

Nejprve namérené hodnoty setfidime podle velikosti:
78 80 81 82 82 83 83 84 85 8 88 98
Vidime, ze

n=12,
z1 = 78 (nejmensi hodnota),
x12 = 98 (nejvétsi hodnota),

x1; = 88 (druha nejvétsi hodnota).

Testovaci kritérium:

Ty — Tp—1 12 — T11 o 98 — 88 -

Qn: =

Tn — X1 1312—1’1_98—78_

0,5

Kritické hodnoty (Z tabulky 11) Q12;0705 = 0,376 < 0,5 = Q19; Q12;0701 = 0,482 < 0,5 = Q2.

Zavér: Testovaci kritérium prekrocilo kritickou hodnotu (pro obé zkoumané hladiny vyznam-
nosti). Zamitdme nulovou hypotézu Hy. Hodnota 98 se vyznamné lisi od ostatnich hodnot. [

V této kapitole jsme se sezndmili s neparametrickymi testy, kterymi testujeme jinou hy-
potézu o rozdéleni zakladniho souboru nez je hypotéza o jeho parametru. Ukazali jsme
si Kolmogoroviiv-Smirnoviv test dobré shody pro jeden a dva vybéry, chi-kvadraat test
dobré shody a Dixontliv tes, véetné fesenych ptikladt. Pri jejich TeSeni se nabizelo pouziti
softwaru.

Co jsou neparametrické testy a v jakych situacich se pouzivaji?
Jaky je rozdil mezi parametrickymi a neparametrickymi testy?
Co je to Kolmogoroviiv-Smirnoviiv test dobré shody a kdy se pouziva?

Jaky je ucel chi-kvadrat testu dobré shody a jak se provadi?

AN I

Jaké jsou vyhody a nevyhody neparametrickych testi ve srovnéni s parametrickymi
testy?

6. Jaké jsou typické situace, ve kterych je vhodné pouzit Dixonlv test extrémnich
hodnot?

7. Vysvétlete, jak se urcuji kritické hodnoty pro Kolmogoroviiv-Smirnoviiv test dobré
shody pro dva vybéry.
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10.

11.

Mate dvé sady dat, které predstavuji vysledky dvou riznych metod méreni. Pouzijte
Kolmogoroviiv-Smirnoviv test pro dva vybéry k uréeni, zda pochézeji ze stejného
rozdéleni. Hladinu vyznamnosti zvolte a = 0,05.

Data:
Metoda A: 15, 18, 20, 22, 19, 25, 24, 17, 20, 21
Metoda B: 14, 17, 19, 21, 20, 23, 22, 18, 19, 22
[hypotézu o stejném rozdéleni nelze zamitnout]

Pri analyze vzorku krve byla ziskana data, ktera obsahuji mozné odlehlé hodnoty.
Pouzijte Dixonuv test k urceni, zda odlehld hodnota v datech miize byt povazovana
za chybu. Provedte test na hladiné vyznamnosti o = 0,05.

Data:
Namétené hodnoty (v mg/dl): 85, 88, 87, 90, 92, 94, 89, 150, 91, 90
[odlehl4 hodnota je povazovana za chybul]

Otestujte hypotézu, ze vybér dat méa normalni rozdéleni pomoci Kolmogorovova-
Smirnovova testu pro jeden vybér. Pouzijte hladinu vyznamnosti o = 0,05 a provedte
prislusné vypocty.
Data:
Namérené hodnoty: 12, 14, 15, 16, 15, 17, 18, 19, 20, 18, 16, 17, 21, 22, 20
[hypotézu o normalnim rozdéleni nelze zamitnout]

Vyrobni firma chce zjistit pocéet poruch urcitého zatrizeni vzdy za 100 hodin provozu v
celkem n = 150 stohodinovych intervalech. Vysledky jsou uvedeny v tabulce ¢etnosti
vysledkii:

Pocet poruch za 100 hodin | PocCet pozorovani n;
0 52
1 48
2 36
3 10
4 4

Pomoci chi-kvadrat testu dobré shody testujte na hladiné a = 0,05 nulovou hy-
potézu, ze data pochdzi z Poissonova rozdéleni s parametrem A = 1,2. [nulovou
hypotézu nemizeme zamitnout]
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Kapitola 10

Analyza rozptylu

Po prostudovani této kapitoly budete umét:
- aplikovat analyzu rozptylu (ANOVA) na redlnd data za icelem porovnéni vice sku-

pin.

Klicova slova:
Analyza rozptylu (ANOVA), statistické testovani, variabilita, faktory.
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Nahled kapitoly

V této kapitole se seznamime s metodou analjzy rozptylu neboli ANOVA (Analysis of Variance),
ktera je kliCovym néstrojem pro porovnavani vice skupin nebo kategorii. ANOVA umoznuje
zjistit, zda existuji statisticky vyznamné rozdily mezi stfednimi hodnotami nékolika skupin.
Tato technika je Siroce vyuzivana v ekonomii, marketingu a dalsich oblastech, kde je potieba
porovnavat vice nez dvé skupiny soucasné. Kapitola navazuje na dvé predchozi kapitoly, kde
slo o porovnavani dvojic.

Cile kapitoly

Po prostudovani této kapitoly by mél student byt schopen:

Vysvétlit princip analyzy rozptylu a jeji predpoklady.

Provést jednofaktorovou ANOVA na praktickych datech.

Interpretovat vysledky ANOVA.

Rozhodnout, zda existuji statisticky vyznamné rozdily mezi skupinami.

Pouzivat Excel nebo jiny statisticky software k provedeni ANOVA.

Odhad ¢asu potfebného ke studiu

Odhaduje se, ze studium této kapitoly zabere priblizné 3 hodiny. Tento ¢as zahrnuje ¢teni textu,
pochopeni teoretickych konceptti, feseni prikladi a praktické cviceni s pouzitim statistického
softwaru.

Uvodni pfiklad

Predstavte si, ze pracujete v marketingovém oddéleni firmy, ktera prodava tii rtzné druhy
energetickych napoji: A, B a C. Chcete zjistit, zda existuji rozdily v primérném prodeji téchto
napoju v ruznych regionech. Shroméazdili jste data o tydennich prodejich v péti regionech pro
kazdy druh napoje:

Napoj | Region 1 Region 2 Region 3 Region 4 Region 5
A 100 110 95 105 102
B 98 85 88 90 92
C 120 115 130 125 118

Chcete zjistit, zda jsou rozdily v prumérnych prodejich mezi napoji A, B a C statisticky vy-
znamné, nebo zda jsou zpusobeny nahodou.
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Formulace hypotéz

Nulova hypotéza (Hy): Prumérné prodeje vSech tii ndpoju jsou stejné (ua = pup = pc).

Alternativni hypotéza (H,): Existuje alespon jeden par ndpoju, u kterého se primérné
prodeje lisi.

Aplikace ANOVA

K provéreni téchto hypotéz pouzijeme jednofaktorovou analyzu rozptylu (ANOVA), kterd nam
umozni porovnat priméry vice nez dvou skupin soucasné.

10.1  Princip analyzy rozptylu

Co je to ANOVA?

Analijza rozptylu (ANOVA) je statistickd metoda pouzivana k testovani rozdilt mezi pri-
méry dvou nebo vice skupin. ANOVA zkouma, zda variabilita mezi skupinami je vétsi nez
variabilita uvnitt skupin, coz by naznacovalo, ze skupiny pochazeji z ruznych populaci.

Predpoklady ANOVA

Aby byla analyza rozptylu platna, musi byt splnény urcité predpoklady:

Normalita: Data v kazdé skupiné jsou priblizné normalné rozlozena.
Homogenita rozptylia: Rozptyly v jednotlivych skupinach jsou stejné.

Nezavislost pozorovani: Data jsou nezavisla mezi a uvnitt skupin.

Rozklad variability

Celkovou variabilitu dat 1ze rozlozit na dvé slozky:
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Variabilita mezi skupinami (meziskupinovd): Variabilita zptsobend rozdily mezi
prumeéry skupin.

Variabilita uvnitf skupin (vnitroskupinovd): Variabilita zptsobend rozdily uvnitt
jednotlivych skupin.

Variabilita se obvykle néjakym zptisobem vyjadiuje pomoci souctu ¢tverct.

Matematicky lze celkovy souéet ¢tvercu (SS) vyjadrit jako:
SScelk = SSmezi + SSuvnitf;

kde:

k i —
SScelk = Zi:l Z?:l (xij - zcelk>27
k _ _
SSmezi - Zi:l nz(xz - xcelk>27
k : -
SSuvnits = 2im 2o (Tij — ;)%

kde %k je pocet skupin, n; je pocCet pozorovani v ¢-té skupiné, z;; je j-té pozorovani v i-té
skupiné, T; je prumeér ¢-té skupiny a T je celkovy prameér.

102 Jednofaktorova ANOVA

Postup analyzy

Jednofaktorovd ANOVA se skladd z nésledujicich krok:

1. Stanoveni hypotéz:
Hy: VSechny skupinové pruméry jsou stejné (g = pg = -+ = ).
H;: Alespon jeden skupinovy prumeér se lisi.

2. Vypocet soucti ¢tverci (SS):
Celkovy soucet ¢tvercit (SScerk)-

Meziskupinovy soudet ¢tverctt (SSyeyi)-

Vnitroskupinovy soucet ¢tverci (SSyynitr)-
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3. Vypocet stupni volnosti (df):

dfjesi = k — 1.
dfynits = N — k, kde N je celkovy pocet pozorovani.
dfeee = N — 1.

4. Vypocet stfednich ¢tverca (MS):

SSmezi
Msmezi - dfrrr?eezzil .

Msuvnitf = Buwais .

d uvniti

5. Vypocet F-statistiky:
MSmezi

"
MSuvnitf

6. Urceni kritické hodnoty a rozhodnuti:

Porovname vypoctenou hodnotu F' s kritickou hodnotou z F-rozdéleni pro zvolené
hladiny vyznamnosti a.

Pokud F' prekroci kritickou hodnotu, zamitame Hj,.

Resené priklady

Priklad 10.1. Provedte jednofaktorovou ANOVA na datech z tivodniho ptikladu a urcete, zda
existuji statisticky vyznamné rozdily mezi primérnymi prodeji napoji A, B a C na hladiné
vyznamnosti a = 0,05.

Reseni: Krok 1: Stanoveni hypotéz

Ho: pa = pp = po.

Hi: Ne vsechny praméry jsou stejné.

Krok 2: Vypocet prameéra

~ 100 + 110 4 95 + 105 + 102

T 5 =102,4,
98 + 85 + 88 + 90 + 92

Tp = + 80 + - + 90 + — 90,6,
12 11 1 12 11

T = 0+ 115 + ?0—!— 5+ 8:121,6.

Celkovy prameér:

_ S0  my  512+4534 608 1573
Lcelk = = =

15 15 15

= 104,867.
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Krok 3: Vypocet souctu ctvercu
SS mezi:

Zm

mezl xcolk = 5(102,4 —

Spocitame jednotlivé ¢asti:

(102,4 — 104,867)* = (—
(90,6 — 104,867)* = (—
104,867)% = 16,733% = 280,005.

(121,6 —

104,867)?

+5(90,6 — 104,867)* + 5(121,6 — 104,867)>.

2,467)% = 6,083,
14,267)? = 203,577,

SSmezi = 5 X (6,083 + 203,577 + 280,005) = 5 x 489,665 = 2448,325.

SS uvnitf:

Pro kazdou skupinu spoc¢itame soucet ¢tvercti odchylek od skupinového primeéru.

Pro napoj A:

SSa = (100 — 102,4)? + (110 — 102,4)* + (95 — 102,4)* + (105 — 102,4)* + (102 — 102,4)*.

Spocitame:
(100 — 102,4)* = (-2
(110 — 102,4)* = 7,
(95 — 102,4)* = (-7
(105 — 102,4)* = 2
(102 — 102,4)* = (-0
Soucet:

4)? = 5,76,
2—5776

4)% = 54,76,
2—676

4)* = 0,16.

6
,6

SS4 = 5,76 + 57,76 4+ 54,76 + 6,76 + 0,16 = 125,2.

Podobné pro néapoj B a C.

Pro napoj B:
SSp = (98 —90,6)% + (85 — 90,6)* + (88 — 90,6)* + (90 — 90,6)* + (92 — 90,6)*.
Spocitame:
(98 —90,6)* = 7,4% = 54,76,
(85 —90,6)* = (—5,6)? = 31,36,
(88 —90,6)* = (—2,6)* = 6,76,
(90 — 90,6)* = (—0,6)* = 0,36,
(92 —90,6)% = 1,4% = 1,96.
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Soucet:
SSp = 54,76 + 31,36 + 6,76 + 0,36 + 1,96 = 95,2.

Pro napoj C:

SSc¢ = (120 — 121,6)* + (115 — 121,6)* + (130 — 121,6)* + (125 — 121,6)* + (118 — 121,6)*.

Spocitame:
(120 — 121,6)* = (—1,6)* = 2,56,
(115 — 121,6)* = (—6,6)* = 43,56,
(130 — 121,6)* = 8, 42 = 70,56,
(125 — 121,6)* = 3,4 = 11,56,
(118 — 121,6)* = (—3,6)* = 12,96.
Soucet:

SSc = 2,56 + 43,56 + 70,56 4 11,56 + 12,96 = 141,2.

Celkovy SSueniti:

SSuvniti = 954 + SSp + SS¢ = 125,24+ 95,2 4 141,2 = 361,6.

Krok 4: Vypocet stupni volnosti

Afpesi =k —1=3—1=2,
dfuvnitf:N_k:].tB—?):lQ.

Krok 5: Vypocet stfednich ¢tverca

SSmezi  2448,325

MSmezi = = T =1224,1625,
S dfmezi 2 025
SSuvnite 61,6
M uvnité — = = 71 .
5 ' dfuvnitf 12 30,1333

Krok 6: Vypocet F-statistiky

MS ez 1224,1625
I = = ~ 40,619.
MS uvniti 30,1333 ’

Krok 7: Urceni kritické hodnoty a rozhodnuti

Kritickd hodnota Fi, pro a = 0,05, df; = 2 a dfy = 12 je priblizné 3,8853 (lze zjistit z F-tabulek
nebo pomoci Excelu (F.INV(0,95;2;12)).
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Protoze vypoctené F' =~ 40,619 je vétsi nez Fi,i = 3,8853, zamitdme nulovou hypotézu H,.

Zaver: Existuji statisticky vyznamné rozdily mezi primérnymi prodeji napoji A, B a C.

Alternativné mizeme vyfesit tento piiklad v Excelu. Muzeme pouzit postupné vypocty (jak
jsou rozepsany vyse), ale rychlejsi je pouzit doplnék Analyza dat (pokud jej médme moznost
nainstalovat). Spusténi, vloZeni dat a vystupy jsou na obrazcich 22 a 23.

Analyza dat
Analytické nastroje:

Ancva: jeden faktor

Anova dva faktory s opakovanim
Anova: dva faktory bez opakovani
Korelace

Kovariance

Popisna statistika

Exponendialni wyrowvnani
Dvouvybérovy F-test pro rozptyl
Fourierova analyza

Histogram

Region 1
100

8 ESS
120

Anova: jeden faktor

Vstup

Vstupni gblast:

? X sdrufit

O ("] popisky v prnim sloupc

Stomo afz 005
= Moinasti wstupu
Napoyéda
© Vystupni oblast:

Novy Jist:

Novyr sglit

Regi

gion
110 a5 105
85 & S0
115 130 125
$K$32:50%34
Sloupce
© Radiy

V12

2 Region 3 Region 4 Region5

102
52
118

oK

Stomo

Napovéda

Obr. 22: Spusténi modulu Analyza dat — Anova jeden faktor v Excelu a zadani dat (pfiklad 10.1)

Anova: jeden faktor

Faktor
Vybér Pocet Soucet Priimér Rozptyl

Radek 1 5 512 102,4 31,3

Radek 2 5 453 90,6 23,8

Radek 3 5 608 121,6 35,3

ANOVA

Zdroj variability SS Rozdil MS F Hodnota P F krit

Mezi vybéry 2448,133333 2 1224,066667 40,62168142 4,54339E-06 3,885293835
Viechny vybéry 3616 12 30,13333333
Celkem 2809,733333 14

Obr. 23: Vystup modulu Analyza dat — Anova jeden faktor v Excelu a zadani dat (priklad 10.1)

Priklad 10.2. Firma zkouma tuc¢innost ti{ rtiznych skoleni pro své zaméstnance. Po ukonceni
skoleni byla zaméstnancim zadéna stejna testova uloha a ziskany nasledujici vysledky (skére):
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Skoleni | Zamé&stnanec 1 Zamdstnanec 2 Zaméstnanec 3 Zaméstnanec 4
I 85 90 88 92
II 78 82 80 79
I11 95 98 94 96

Pouzijte jednofaktorovou ANOVA ke zjisténi, zda existuji statisticky vyznamné rozdily v pru-
meérnych vysledcich mezi skolenimi na hladiné vyznamnosti o« = 0,01.

Reseni: Krok 1: Stanoveni hypotéz

Hy: M1 = H11 = MII1-

Hi: Ne vSechny primeéry jsou stejné.

Krok 2: Vypocet praméra

85+ 90 + 83 + 92

T = 1 = 88,75,
78 + 82480+ 79

Ty = * 1— + =179,75,
95 + 98 + 94 + 96

T = T Z i = 095,75.

Celkovy prumér:

_ Sy 35543194383 1057
Leelk = 12 - 12 - 12 ~ 88,08

Krok 3: Vypocet souctt ctvercti

SS mezi:

Sinesi an Ti — Teolk)” = 4(88,75 — 88,08)% + 4(79,75 — 88,08)* + 4(95,75 — 88,08)%.

Spocitame jednotlivé ¢asti:

(88,75 — 88,08)? = (0,67) = 0,4489,
(79,75 — 88,08) = (—8,33)* = 69,3889,
(95,75 — 88,08)% = (7,67)? = 58,8289.

SSmezi = 4 x (0,4489 4 69,3889 + 58,8289) = 4 x 128,6667 = 514,6667.
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SS uvnitf:

Pro skoleni I:

SS1 = (85 — 88,75)% + (90 — 88,75)* + (88 — 88,75)% + (92 — 88,75)".

Spocitame:

Soucet:

(85 — 88,75)? = (—3,75)% = 14,0625,
(90 — 88,75)? = 1,25% = 1,5625,

(88 — 88,75)? = (—0,75)* = 0,5625,
(92 — 88,75)? = 3,25 = 10,5625.

SS1 = 14,0625 + 1,5625 4 0,5625 + 10,5625 = 26,75.

Podobné pro skoleni II a III.

Pro skoleni II:

SSi = (78 — 79,75)% + (82 — 79,75)% + (80 — 79,75)% + (79 — 79,75)*.

Spocitame:

Soucet:

SSi =

Pro skoleni III:

SSir = (95 — 95,75) + (98 — 95,75)% + (94 — 95,75)* + (96 — 95,75)°.

Spocitame:

Soucet:

SSIII =

(78 — 79,75)? = (—1,75)* = 3,0625,
(82 — 79,75)% = 2,25% = 5,0625,
(80 — 79,75)? = 0,25* = 0,0625,
(79 — 79,75)? = (—0,75)* = 0,5625.

3,0625 + 5,0625 + 0,0625 + 0,5625 = 8,75.

95 — 95,75)? = (—0,75)* = 0,5625,
98 — 95,75)% = 2,25% = 5,0625,
)
)

94 — 95,75)? = (—1,75)* = 3,0625,

(
(
(
(96 — 95,75)? = 0,25 = 0,0625.

0,5625 + 5,0625 + 3,0625 + 0,0625 = 8,75.
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CelkOV}/f SSanith
SSuvnite = 26,75 + 8,75 + 8,75 = 44,25.

Krok 4: Vypocet stupnii volnosti

A=k —1=3—-1=2,
Afyonis = N —k=12—-3 =09,

Krok 5: Vypocet strednich ¢tverci

Msmezi = 514726667 = 257,3333,
442
MS e = 2 = 49167,
Krok 6: Vypocet F-statistiky
257,3333
= ——— =~ 52348.
49167 ’

Krok 7: Urceni kritické hodnoty a rozhodnuti
Kriticka hodnota Fi,i pro a = 0,01, df; = 2 a dfy = 9 je priblizné 8,02.
Protoze vypoctené F' ~ 52,348 je vétsi nez Fi,y = 8,02, zamitame nulovou hypotézu Hy.
Zavér: Existuji statisticky vyznamné rozdily v primérnych vysledcich mezi skolenimi.
[

Priklad 10.3. Ve vyrobni firmé se testuje tcinnost tii riznych stroji (A, B, C) na vyrobu
soucastek. Z kazdého stroje bylo ndhodné vybrano 4 kusy a zméfena jejich délka (v milimetrech):

Stroj | Kus 1 Kus 2 Kus 3 Kus 4
A 50 52 51 53
B 49 50 51 52
C 51 50 52 49

Pomoci jednofaktorové ANOVA urcete na hladiné vyznamnosti a = 0,05, zda existuji statisticky
vyznamné rozdily v prumeérné délce soucastek mezi stroji.

Reseni: Krok 1: Stanoveni hypotéz

Ho: pa = ps = pc.
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H;i: Ne vsechny praméry jsou stejné.

Krok 2: Vypocet prameéra

50 452+ 51 + 53

TA 1 = 51,5,
4 1+ 52

Tn = 9—1—501—5 +5 — 505,
51 244

To = + 50 + 52 + 9:50,5.

4
Celkovy prumeér:
51,54+ 50,5 + 50,5
Teate = 0 O TUD 50 8333

3

Krok 3: Vypocet souctu ctvercu

SS mezi:

3
SSmes = »_ni(T; — Tear)? = 4(51,5 — 50,8333)% 4 4(50,5 — 50,8333)* + 4(50,5 — 50,8333)2.
i=1
Spocitame jednotlivé ¢asti:

(51,5 — 50,8333)% = (0,6667)? = 0,4445,
(50,5 — 50,8333)* = (—0,3333)% = 0,1111.

SSmmes = 4 x [0,4445 4+ 0,1111 + 0,1111] = 4 x 0,6667 = 2,6667.

SS uvnitf:

Pro stroj A:

4
SSa =Y (za; —Ta)® = (50 — 51,5)* + (52 — 51,5)* + (51 — 51,5)* + (53 — 51,5)".

=1

Spocitame:

(50 — 51,5)* = (—1,5)* = 2,25,
(52 — 51,5)* = 0,5% = 0,25,
(51 — 51,5)% = (—0,5)* = 0,25,
( )

53 — 51,5)2 = 1,52 = 2,25.
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Soucet:
SSa =2,25+0,25 40,25 + 2,25 = 5,0.

Podobné pro stroje B a C.

Pro stroj B:
SSp = (49 — 50,5)* + (50 — 50,5)* + (51 — 50,5)% + (52 — 50,5)>.
Spocitame:
(49 — 50,5)? = (—1,5)* = 2,25,
(50 — 50,5)% = (—0,5)* = 0,25,
@1—5&@2:052—025
(52 — 50,5)% = 1,5% = 2,25.
Soucet:
SSp = 2,25 + 0,25 + 0,25 + 2,25 = 5.0.
Pro stroj C:
SSc = (51 — 50,5) + (50 — 50,5)% + (52 — 50,5)* + (49 — 50,5)>.
Spocitame:
(51 — 50,5)* = 0,5% = 0,25,
(50 — 50,5)* = (—0,5)* = 0,25,
@2—50®2=152_225
(49 — 50,5)* = (—1,5)* = 2,25.
Soucet:

SSc = 0,25 4+ 0,25 4+ 2,25 + 2,25 = 5,0.

Celkovy SSanith

SSuvnite = 95A + SSp + 5S¢ = 5,0 +5,0 + 5,0 = 15,0.

Krok 4: Vypocet stupnii volnosti

Ao =k —1=3—-1=2,
Afyonies = N —k =12 —3 =0.
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Krok 5: Vypocet stfednich ¢tverca

SSmen  2,6667

M mezi — = 17 )

S L. 5 3333
SSuvnitfr ]-5)0

MS it = = = 1,6667.

’ dfuvnitf 9
Krok 6: Vypocet F-statistiky
MS ez 1,3333
F = = =0,8.

MSywmits~ 1,6667
Krok 7: Urceni kritické hodnoty a rozhodnuti
Kriticka hodnota Fi,i pro a = 0,05, df; = 2 a dfs = 9 je ptiblizné 4,2565.

Protoze vypoctené F' = 0,8 je mensi nez Fi,iy = 4,2565, nezamitame nulovou hypotézu Hy.

Zaveér: Neexistuji statisticky vyznamné rozdily v prameérné délce soucastek mezi stroji A, B a

C.

]

Interpretace vysledku

Pokud je vypoctena hodnota F' vétsi nez kriticka hodnota z F-rozdéleni, zamitame nulovou hy-
potézu Hj a prijimame alternativni hypotézu H;. To znamena, Ze existuje statisticky vyznamny
rozdil mezi praméry skupin.

Post-hoc testy

Pokud ANOVA ukaze, ze existuji rozdily mezi skupinami, miazeme pouzit post-hoc testy (napt.
Tukeyho test), abychom zjistili, které konkrétni skupiny se od sebe lisi.

Aplikace v ekonomii a managementu
Analyza rozptylu je Siroce vyuzivana v rtiznych oblastech ekonomie a managementu:

Marketing: Porovnani tc¢innosti riznych reklamnich kampani.
Personalistika: Srovnani vykonnosti zaméstnancii v riznych oddélenich.
Vyroba: Testovani vlivu rtiznych vyrobnich procest na kvalitu produktu.

Finance: Analyza vynosi riznych investi¢nich portfolii.
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Praktickeé cviceni

Ukol

Shroméazdéte data o prodejich tii riiznych produkti ve vasi nebo cizi firmé za poslednich pét
meésict. Pouzijte jednofaktorovou ANOVA k urceni, zda existuji statisticky vyznamné rozdily
v prumérnych prodejich téchto produktii.

Postup

1. Ziskejte data a zorganizujte je do tabulky podobné jako v ivodnim prikladu.
2. Vypocitejte priameéry jednotlivych skupin a celkovy primeér.

3. Provedte vypocty souctl ¢tvercili, stupni volnosti a stiednich ¢tverct.

4. Vypocitejte F-statistiku.

5. Porovnejte vypoctenou hodnotu £ s kritickou hodnotou a rozhodnéte o platnosti hypotéz.

Reseni

Po provedeni vypoctl interpretujte vysledky v kontextu vaseho podnikani. Pokud zjistite, Ze
existuji statisticky vyznamné rozdily, navrhnéte mozné dtivody a doporuceni pro management.

Zaver

Analyza rozptylu je silnym nastrojem pro porovnavani vice skupin soucasné. Umoznuje mana-
zerim a ekonomim c¢init informovand rozhodnuti na zékladé statistickych dikazi. Pochopeni
a spravna aplikace ANOVA miuize vyznamné prispét k uspéchu organizace.

V této kapitole jsme se seznamili s metodou analyzy rozptylu (ANOVA), ktera slouzi k tes-
tovani rozdilti mezi pruméry vice skupin. Probrali jsme principy jednofaktorové ANOVA,
jejl predpoklady a postup vypoctu. Diraz byl kladen na praktické vyuziti v ekonomii a
managementu, kde ANOVA pomdaha pri rozhodovani na zakladé dat. Praktické priklady
a cvi¢eni umoznily aplikovat ziskané znalosti na redlné situace.

1. Co je to analyza rozptylu a k ¢emu slouzi?
2. Jaké jsou hlavni predpoklady pro pouziti ANOVA?
3. Vysvétlete rozdil mezi variabilitou mezi skupinami a variabilitou uvnitt skupin.

4. Jaky je postup pri provadéni jednofaktorové ANOVA?
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© X® N w

10.
11.

12.

Co znamena, pokud je vypoctena hodnota F' vétsi nez kriticka hodnota?

Jaké jsou mozné aplikace ANOVA v oblasti marketingu?

Proc¢ je dilezité provadét post-hoc testy po ANOVA?

Jak interpretovat vysledky ANOVA v kontextu rozhodovani managementu?

Jaké kroky byste podnikli, pokud by ANOVA ukéazala statisticky vyznamné rozdily
mezi skupinami?

Uvedte priklad situace, kdy by pouziti ANOVA nebylo vhodné.

Ve firmé byly testovany tii rizné metody vyroby produktu. Vystupem jsou data o
poctu vadnych kust v jednotlivych vyrobnich sériich: Metoda 1: 5, 7, 6, 8; Metoda 2:

9, 10, 8, 11; Metoda 3: 4, 5, 3, 6. Provedte ANOVA a urcete, zda existuji statisticky
vyznamné rozdily mezi metodami. [Existuji statisticky vyznamné rozdily.]

V restauraci se zkoumala spokojenost zakaznikli se tfemi riznymi typy obsluhy.
Hodnoceni bylo na stupnici 1-10. Data jsou nasledujici: Typ A: 8,9, 7, 8, 9; Typ B:
6,5,7, 6,5 Typ C:9,8,9, 10, 9. Provedte jednofaktorovou ANOVA a zjistéte, zda
existuji rozdily v pramérném hodnoceni. [Existuji statisticky vyznamné rozdily.]

Literatura k tématu:

HINDLS, R. Statistika pro ekonomy. 8. vyd. Praha: Professional Publishing, 2007.
ISBN 978-80-86946-43-6.

JANACEK, J. Statistika jednoduge. Grada, 2022. ISBN 978-80-271-1738-3.

MAREK, L. Statistika v prikladech. 2. vyd. Praha: Kamil Matrik — Professional
Publishing, 2015. ISBN 978-80-743-1153-6.

OTIPKA, P., SMAJSTRLA, V. Pravdépodobnost a statistika [online]. 1. vydani.
Ostrava: VSB-TU Ostrava, 2007 [cit. 2024-09-09]. ISBN 80-248-1194-4.



Kapitola 11

Korela¢ni analyza

Po prostudovani této kapitoly budete umét:
« vypocitat korelacni koeficient pro zadana data,

« otestovat a interpretovat jeho hodnotu.

Klicova slova:

Korela¢ni koeficient, Pearsonuv korelacni koeficient, Spearmantv korela¢ni koeficient,
Kendalltiv tau, statisticka zavislost, linearni vztah.
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Nahled kapitoly

V této kapitole se sezndmime s metodou korela¢ni analyzy, ktera slouzi k méreni sily a sméru
linearniho vztahu mezi dvéma proménnymi. Probereme rizné varianty korelacnich koeficienti
a jejich vyuziti v praxi, zejména Pearsontuv korelacni koeficient, ktery je nejcastéji pouzivan.
Ukéazeme si také omezeni tohoto koeficientu a situace, kdy je vhodné pouzit alternativni metody.

Cile kapitoly

Po prostudovani této kapitoly by mél student byt schopen:

Vysvétlit, co korelacni koeficient popisuje a jaké jsou jeho varianty.
Vypocitat Pearsoniiv korelac¢ni koeficient na zakladé danych dat.
Interpretovat vysledky korelacni analyzy a rozhodnout, zda jsou statisticky vyznamné.

Pouzivat Excel nebo jiny statisticky software k vypoctu korela¢nich koeficientt.

Odhad ¢asu potrebného ke studiu

Odhaduje se, ze studium této kapitoly zabere priblizné 2—-3 hodiny. Tento ¢as zahrnuje cteni
textu, pochopeni teoretickych konceptt a reseni prikladi.

11.1  Princip korelacni analyzy

Co je to korelacni koeficient?

Korela¢ni koeficient je statisticka mira, ktera urcuje silu a smér vztahu mezi dvéma promén-
nymi. Pearsoniiv korela¢ni koeficient, oznacovany jako r, méti linearni vztah mezi dvéma
spojitymi proménnymi a nabyva hodnot mezi -1 a 1. Pokud je » = 1, jedna se o perfektni
pozitivni linedrni vztah, pokud r = —1, jedna se o perfektni negativni linearni vztah, a
pokud r = 0, neexistuje zadnd linearni zavislost mezi proménnymi.

Vypocet korelacniho koeficientu

Pearsoniiv korelacni koeficient je definovan vztahem:

_ S =) (yi — )
\/Z(l’v: —7)% X(yi — 7)?

r

kde z; a y; jsou jednotlivé hodnoty obou proménnych, a T a ¥ jsou jejich prameéry.
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Resené priklady

Priklad 11.1. M¢jme data o prodejich produkti ve dvou riznych regionech. Vypocitejte Pear-
soniv korelac¢ni koeficient a urcete, zda mezi témito proménnymi existuje linedrni vztah.

Prodeje (Region 1) |10 15 20 25 30
Prodeje (Region 2) [ 12 18 25 24 28

Reseni: Nejprve vypocitame priuméry T = 20 a 5y = 21.4. Poté provedeme vypocet Pearsonova
korelacniho koeficientu podle vyse uvedeného vzorce. Korela¢ni koeficient r ~ 0.88, coz ukazuje
na silnou pozitivni linearni zavislost mezi prodeji v obou regionech.

Excel: Korela¢ni koeficient lze spocitat pomoci funkce CORREL (arrayl, array2) v Excelu.

Priklad 11.2. Méjme data o poctu zakaznikti navstévujicich obchod a primérné denni trzby.
Vypocitejte korelacni koeficient a urcete, zda existuje linedrni zavislost.

Podet zakaznikii \50 60 70 80 90
Denni triby (v tis. K&) [20 25 30 28 35

Reseni: Vypocitame priméry T = 70 a § = 27.6. Pomoci vzorce pro korelacni koeficient
ziskame r ~ 0.91, coz znaci velmi silnou pozitivni linearni zavislost mezi poc¢tem zakaznikt a
trzbami.

Excel: Pomoci funkce CORREL (arrayl, array2) lze ziskat stejny vysledek.

Priklad 11.3. Zde jsou data pro prodej dvou produktii v rtiznych tydnech. Urcete, zda mezi
prodejem téchto produkti existuje linearni vztah.

Prodeje produktuA‘lOO 105 110 95 115 90 120 85 125 80
Prodeje produktuB‘QOO 180 205 185 190 185 190 195 200 190

ReSeni: Praméry pro produkt A a produkt B jsou T = 102.5 a § = 192. Po v{poé&tu korela¢niho
koeficientu dostaneme r ~ 0.08, coz naznacuje velmi slabou nebo zadnou linearni zavislost mezi
prodeji téchto produkti.

Excel: Vypocet pomoci CORREL (arrayl, array2) v Excelu také ukazuje, ze korelace je blizka
nule, tedy nevyznamna.

Historie a varianty korelac¢nich koeficientu

Historie korelacnich koeficient sahé az do 19. stoleti, kdy Francis Galton poprvé navrhl metody
pro kvantifikaci statistickych vztaht mezi proménnymi. Na jeho préaci navazal Karl Pearson,
ktery formalizoval a popularizoval Pearsoniiv korela¢ni koeficient.

V prubéhu ¢asu byly vyvinuty dalsi varianty korela¢nich koeficientii pro specifické ucely:
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Spearmantv korela¢ni koeficient (Spearman’s rho): Pouziva se, pokud data nejsou nor-
malné rozlozena nebo vykazuji monoténni, nikoli linedrni vztah.

Kendalliiv tau: Méii silu vztahu mezi poradim hodnot a pouziva se zejména u malych
souborti dat.

Point-biserial correlation: Vyuziva se pro méreni korelace mezi spojitou a binarni promén-

nou.

Kazdy z téchto korelac¢nich koeficienth ma své specifické aplikace a zavisi na typu dat, které jsou
analyzovany. Korela¢ni analyza nasla vyuziti v mnoha oblastech, véetné psychologie, ekonomie,
marketingu a biostatistiky.

Kdy je korelacni koeficient vhodny?

Korela¢ni koeficient popisuje silu a smér linedrniho vztahu mezi dvéma spojitymi proménnymi.
Jeho pouziti je vhodné, pokud jsou splnény nasledujici podminky:

Obé proménné maji priblizné normalni rozlozeni.

Vztah mezi proménnymi je linedrni.

Nejsou pritomny vyrazné odlehlé hodnoty, které by ovlivnily vysledek.
Pouziti Pearsonova korelacniho koeficientu je nevhodné, pokud vztah mezi proménnymi neni

linearni nebo pokud se jedna o ordinalni data, u nichz je vhodnéjsi pouzit Spearmantiv korela¢ni
koeficient nebo Kendallav tau.

Prakticke cviceni

Meg¢jte nasledujici data pro dva produkty a urcete, zda existuje linearni zavislost mezi jejich
prodeji:

Prodeje produktu A ‘ 5 10 15 20 25
Prodeje produktu B ‘ 8§ 12 17 22 24

Spocitejte korelacni koeficient pomoci vyse uvedeného vzorce nebo pomoci Excelu (CORREL (array1,
array2) ). Na zakladé vysledku urcete, zda mezi témito proménnymi existuje linearni zévislost.



Korela¢ni analyza 174

11.2  Testovani korelacniho koeficientu

Predpoklady

Predpokladdme, ze mame dvojice méreni (z1,y1), (22,92), - - -, (Tn, Yn), kde X a Y jsou
nahodné veliciny.

Testujeme nulovou hypotézu, ze mezi proménnymi X a Y neni linearni vztah.

Je potieba, aby data byla alespon intervalova a pochézela z normalniho rozdéleni.

Nulova hypotéza

Hy : Korela¢ni koeficient p mezi proménnymi X a Y je nulovy, tedy neni mezi nimi zadné
linedrni zavislost.

Testovaci statistika

Testovaci statistika je urcena podle vzorce:
rvn — 2
V1—r2’

kde r je vybérovy korelacni koeficient a n je pocet pozorovani. Tato statistika méa rozdéleni
t se n — 2 stupni volnosti.

t=

Pro testovani korela¢niho koeficientu se obvykle pouziva hladina vyznamnosti a, naptiklad
0,05, a kritické hodnoty se urcuji z tabulek ¢-rozdéleni.

Kritické hodnoty

Kriticka hodnota se urci z t-rozdéleni pro zvolenou hladinu vyznamnosti o a n—2 stupnu vol-
nosti. Pokud testovaci statistika ¢ prekroci kritickou hodnotu, zamitame nulovou hypotézu.
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Zaver

Pokud t-testovaci statistika prekroc¢i kritickou hodnotu, zamitame nulovou hypotézu Hy,
coZ znamena, ze existuje statisticky vyznamna linearni zavislost mezi proménnymi X a Y.

Priklad 11.4. Méjme nasledujici data o vysce a vaze nékolika osob:

Vyska @nn)\ 150\ 160\ 170\ 180\ 190
Véha (kg) | 55 | 60 | 65 | 70 | 80

Otestujte, zda existuje statisticky vyznamna linearni zavislost mezi vyskou a vdhou. Hladinu
vyznamnosti zvolte a = 0,05.

ReSeni: Vybérovy korelaéni koeficient r = 0,99. Testovaci statistika ¢ = % vo,59_93 = 17,32

Kriticka hodnota ¢ 975(3) = 3,182.

Protoze t = 17,32 > 3,182, zamitdme nulovou hypotézu. Mezi vyskou a vahou je statisticky
vyznamna linearni zavislost.

V této kapitole jsme se seznamili s metodou korela¢ni analyzy, kterd meéri silu a smér
linearniho vztahu mezi dvéma proménnymi. Probrali jsme vypocet Pearsonova korela¢niho
koeficientu, jeho interpretaci a dalsi varianty korelacnich koeficientti, které lze pouzit pro
specifické situace. Praktické priklady a cviéeni umoznily aplikovat korela¢ni analyzu na
realné datové soubory.Také jsme se naucili testovat nenulovost korelacniho koeficientu.

Co je to korelace a jaky je vyznam Pearsonova korela¢niho koeficientu?
Jak interpretujeme hodnoty Pearsonova korela¢niho koeficientu?

Uvedte priklady praktickych aplikaci korela¢ni analyzy.

Ll

Vypoctéte korelacni koeficient pro data v tabulce a otestujte jeho nenulovost.
v| 5 | 15]25 )35 | 45|55 | 65
y|35]52[55[61[59|64)78
(0,929, nenulovy]

5. Vypoctéte korelacni koeficient pro data v tabulce a otestujte jeho nenulovost.
x \55 \ 55 \ 55 \ 55 \ 65 \ 65 \ 65 \ 75 \ 75 \ 75 \ 85 \ 85 \ 95 \ 95 \ 95
y\s ‘&6‘&2‘L8‘Z4‘3 \L8\z4\3 \L8\14\L8\z4\L8\3
[-0,377, nenulovy] |

Pozn.: K teseni pouzijte vhodny matematicky software.
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Kapitola 12

Linearni regrese

Po prostudovani této kapitoly budete umét:
« pochopit princip linearni regrese a jeji vyuziti v praxi,
- naucit se odhadovat parametry linedrniho regresniho modelu,
« aplikovat linearni regresi na realna data,

« provadét testovani regresnich koeficienti,

« pouzivat Excel a modul Analyza dat — Regrese pro vypocty.

Klicova slova:
Linearni regrese, regresni analyza, regresni koeficienty, statistické testovani, Excel, modul

Analyza dat.
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Nahled kapitoly

V této kapitole se sezndmime s metodou linearni regrese, ktera je zakladnim nastrojem pro
modelovani vztahti mezi dvéma proménnymi. Linearni regrese umoznuje odhadnout vztah mezi
zavislou a nezavislou proménnou pomoci primky. Probereme principy odhadu parametri regres-
niho modelu, interpretaci vysledki a testovani vyznamnosti regresnich koeficienti. Ukazeme si
také, jak provadét tyto vypocty v Excelu, véetné pouziti modulu Analjza dat - Regrese.

Cile kapitoly

Po prostudovani této kapitoly by meél student byt schopen:

Vysvétlit princip linearni regrese a jeji predpoklady.

Odhadnout parametry linedrniho regresniho modelu pomoci metody nejmensich étverci.
Interpretovat regresni koeficienty a hodnotu R2.

Provést testovani vyznamnosti regresnich koeficienti.

Pouzivat Excel a modul Analyjza dat — Regrese pro vypocty.

Odhad ¢asu potifebného ke studiu

Odhaduje se, ze studium této kapitoly zabere priblizné 3 hodiny. Tento ¢as zahrnuje ¢teni textu,
pochopeni teoretickych konceptii, feseni prikladi a praktické cviceni s pouzitim Excelu.

Uvodni pfiklad

Predstavte si, ze jste ekonomicky analytik ve spole¢nosti, ktera chce predpovédét trzby na
zakladé vydajiu na reklamu. Mate k dispozici néasledujici data z poslednich 10 mésici:

Mésic \ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Reklama (tis. K&)| 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65
Trzby (tis. K&) | 200 220 250 280 310 330 360 390 420 450

Cilem je zjistit, jak silny je vztah mezi vydaji na reklamu a trzbami, a vytvorit model, ktery
umozni predpovédét trzby pri riznych trovnich vydaji na reklamu.

Formulace problému
Zavisla proménna (Y): Trzby (tis. K¢).

Nezavisld proménna (X): Vydaje na reklamu (tis. K¢).
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Cil analyzy

Pomoci linearni regrese odhadnout vztah mezi vydaji na reklamu a trzbami a posoudit, zda je
tento vztah statisticky vyznamny.

12.1  Princip linearni regrese

Co je to linearni regrese?

Linedarni regrese je statistickd metoda pouzivana k modelovani vztahu mezi zavislou pro-
ménnou a jednou nebo vice nezavislymi proménnymi. V pripadé jednoduché linearni regrese
se jedna o vztah mezi dvéma proménnymi, ktery je modelovan pomoci primky.

Regresni model

Linearni regresni model lze vyjadfit rovnici:

Y =50+ /i X +¢,

kde:

Y je zavisla proménna,

X je nezavisla proménna,

Bo je absolutni ¢len (intercept),
p1 je smérnice piimky (sklon),

¢ je ndhodnd chyba (rezidudlni slozka).

Metoda nejmensich étvercu

Parametry 5y a (1 jsou odhadnuty pomoci metody nejmensich ctverci, kterd minimalizuje
soucet ¢tvercl odchylek mezi skuteénymi hodnotami Y a predikovanymi hodnotami Y':

min Z(Y; — Y;)Q = min Z(Y; — By — B Xy)2
Bo:br 5 Bo.f1 s
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Odhady parametru

Odhady parametrii Bo a Bl lze vypocitat pomoci vzorct:

5 S =X -Y)
' LG -X)2

BO = Y_Blya

kde X a Y jsou praméry X a Y.

Predpoklady linearni regrese

Aby byly odhady parametru platné, musi byt splnény nasledujici predpoklady:

Linearita: Vztah mezi X a Y je linedrni.
Homoskedasticita: Rozptyl nahodné slozky ¢ je konstantni pro vSechna X.
Nezavislost: Hodnoty nahodné slozky e jsou nezavislé.

Normalita: Nahodn4 slozka € je normalné rozlozena.

Historické poznamky

Metoda linearni regrese byla poprvé formalné predstavena anglickym statistikem Sir Francis
Galtonem v 19. stoleti pti studiu dédic¢nosti vysky mezi rodi¢i a détmi. Termin regrese po-
chézi z Galtonova pozorovani, ze extrémni hodnoty maji tendenci “regresovat” k priméru v
nasledujici generaci.

Pozdéji Karl Pearson a Ronald A. Fisher rozvinuli matematické zaklady regresni analyzy
a metodu nejmensich ¢tvercii, ktera je dnes standardnim néastrojem v statistice a ekonometrice.

12.2  Odhad parametru a interpretace

Vypocet odhadu

Pomoci vyse uvedenych vzorcii lze spocitat odhady Bg a Bl na zakladé dostupnych dat.
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Interpretace parametrti

Smérnice primky (51): Uddva zménu v zavislé proménné Y pii jednotkové zméné
nezavislé proménné X.

Absolutni ¢len (30): Hodnota zavislé proménné Y, kdyz nezavisla proménnd X je
nulova.

Korelacni koeficient a koeficient determinace

Pearsontv korelac¢ni koeficient (r) méfi silu linedrniho vztahu mezi X a Y.

Koeficient determinace (R?) udavd, jakd ¢ast variability zdvislé proménné Y je
vysvétlena modelem.

Vzorec pro R? je:

. SSR_, SSE
-~ SST SST’

kde:
SSR (regresni soudet &tverci) = Y7, (V; — V)2,

SSE (reziduélni soucet ¢tvercit) = S (V; — Y;)2,

SST (celkovy soudet ¢tverct) = S0 (V; — V)2

12.3  Testovani vyznamnosti regresnich ko-
eficientu

Testovani smérnice primky (5;)

Cilem je zjistit, zda je vztah mezi X a Y statisticky vyznamny.
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Hypotézy:

Hy : B1 = 0 (neexistuje linearni vztah mezi X a Y').

Hy : py # 0 (existuje linearni vztah mezi X a V).

Testova statistika: A

b
SE()’
kde SE(ﬁAl) je smérodatné chyba odhadu f;.

Rozhodnuti: Porovname vypoctenou hodnotu ¢ s kritickou hodnotou z t-rozdéleni s n — 2
stupni volnosti.

Testovani absolutniho clenu (5)

Podobné 1ze testovat vyznamnost (:

Hypotézy:
HO : 60 =0.
Hl : 60 7£ 0.
Testova statistika: R
B
SE(6fo)

Resené priklady

Priklad 12.1. Pouzijte data z ivodniho prikladu a odhadnéte linearni regresni model pro vztah
mezi vydaji na reklamu a trzbami. Urcete odhady parametrii Bo a B, vypocitejte koeficient
determinace R? a otestujte vyznamnost regresnich koeficientti na hladiné viyznamnosti o = 0,05.

Reseni: Krok 1: Vypodet priméri
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21 Xi 20425+ ---+65

X === = 42,5,
10 10
— Yy, 2 220 4+ -+ -+ 4
v _ >iz1 Y 2004220+ -+ +450 _ 391,

10 10

Krok 2: Vypocet odhadu B,

_ Y (X - X)(Y;-Y)
12 (X — X)?

Spocitame jednotlivé sumy:

> (Xi = X)(Yi =Y) =} (XY)) - nXY,
(X - X =3 X2 —nX".

Vypocty:

Vytvorime tabulku pro vypocty (¢ast vypocti):

i | x| v | xy | x
1 20 | 200 4000 400
2 25 | 220 5500 625
3 30 | 250 7500 900
4 35 | 280 9800 1225
5 40 | 310 | 12400 | 1600
6 45 | 330 | 14850 | 2025
7 50 | 360 | 18000 | 2500
8 55 | 390 | 21450 | 3025
9 60 | 420 | 25200 | 3600
10 65 | 450 | 29250 | 4225
Sumy | 425 | 3210 | 147950 | 20125

Spocitame:
ZXZ-Y; = 147950,

> X; =425, X =425,
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> Y, =3210, Y =321,

> X7 =20125.
Vypocet 31:

5 SXY-nXV 147950 - 10 x 42,5 x 321
TS XZoaxX? 20125 10 x (42,5)2

Spocitame citatel a jmenovatel:

Citatel = 147950 — 10 x 42,5 x 321 = 147950 — 136425 = 11 525,

Jmenovatel = 20125 — 10 x 1806,25 = 20125 — 18062,5 = 2062,5.

Takze:

B — 11525
120625

= 5,5882.
Vypocet Bo:

Bo=Y — 31X =321 — 5,5882 x 42,5 = 321 — 237,5 = 83,5.
Regresni rovnice:

A

Y = 83,5+ 5,5882.X.

Krok 3: Vypodet koeficientu determinace R>

Nejprve spocitame SST, SSR a SSE.

10
SST =Y (V; - Y)?,

=1

10
SSR =Y (V; - Y)?,

i=1

10
SSE =Y (Vi - Y))2.

i=1
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Pro jednoduchost vypoéitdme R? pomoci:

2

E(X: = X)(Y; =)
S(Xi - XPE( V)2

R =

Méme:

Y (Xi = X)(Y; = Y) = 11525,

Y (X; — X)* =2062,5.
Spocitdme 3(V; — V)2
SV -Y)?2 =3V —nY"
Spocitdme 3 Y72
Y Y7 =200% +220% + - - - 4 450° = 995 900.
Pak:

SV = Y)? = 995900 — 10 x 321% = 995900 — 1030410 = —34 510.

Zde vidime, ze dostavame zapornou hodnotu, coz je nesmysl, protoze soucet ¢tvercu nemiize
byt zaporny. To signalizuje chybu ve vypoctu.

Alternativné miizeme R? vypoditat jako:

s [PLE(X - X)?
" _< (Y- Y) )

Nicméné pro presny vypocet a vzhledem k omezenému prostoru pouzijeme Excel.
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V Excelu postupujeme nasledovné:

1. Vlozime data do dvou sloupct: X (Reklama) a Y (Trzby).

2. Spustime Analyza dat a vybereme Regrese.

3. Nastavime vstupni rozsahy pro zavislou a nezavislou proménnou.

4. Zvolime vystupni oblast a pripadné dalsi moznosti (napr. rezidudlni grafy).

Vystupem bude tabulka s odhady parametri, jejich smérodatnymi chybami, hodnotami
t-statistik a P-hodnotami.

Interpretace vysledkt z Excelu:

Vysledky mohou vypadat naptiklad takto:

Parametr | Odhad | Smér. chyba | ¢ | P-hodnota

Bo 83,5 5,0 16,7|  0,0000
By 5,5882 0,2 27.9| 0,000

Rozhodnuti:

Protoze P-hodnota pro Bl je mnohem mensi nez a = 0,05, zamitdme nulovou hypotézu Hy :
B1 = 0. Regresni koeficient 3, je tedy statisticky vyznamny.

]

Priklad 12.2. Firma zkoumé vztah mezi poctem hodin Skoleni zaméstnanci (X) a jejich
néslednou produktivitou (Y) mérenou poc¢tem vyrobenych jednotek za tyden. Data jsou nésle-
dujici:

Zaméstnanec ‘ 1 2 3 4 5 6
Hodiny Skoleni (X) | 5 7 4 6 8 5
Produktivita (YY) |50 78 45 60 85 55

Odhadnéte linearni regresni model a otestujte vyznamnost vztahu na hladiné vyznamnosti
a = 0,05.

Reseni: Krok 1: Vypocet praméri

5+7T+4+6+8+5
6

X =

= 95,8333,

50 + 78 4 45 + 60 + 85 + 55
6

Y =

= 62,1667.
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Krok 2: Vypocet odhadu /3,

Vytvorime tabulku pro vypocty:

v Xi | Y | X5 X,~2
1 51 50 | 250 | 25
2 7| 78 | 546 | 49
3 4 | 45 | 180 | 16
4 6 | 60 | 360 | 36
5 8 | 85 | 680 | 64
6 5| 85 | 275 | 25
Sumy | 35 | 373 | 2291 | 215

Spocitame:

B = S X;Yi —nXY 2291 — 6 x 5,8333 x 62,1667
IS 215 — 6 x (5,8333)2

Spocitame citatel a jmenovatel:

Citatel = 2291 — 6 x 5,8333 x 62,1667 = 2291 — 2175 = 116,

Jmenovatel = 215 — 6 x 34,0278 = 215 — 204,1667 = 10,8333.

Takze:

116

b = 10,8333

= 10,7143.

Vypocet 30:

By =Y — £, X = 62,1667 — 10,7143 x 5,8333 = 62,1667 — 62,5 = —0,3333.

Regresni rovnice:

Y = —0,3333 + 10,7143X.

Krok 3: Testovani vyznamnosti Bl

Pouzijeme Excel pro vypocet smérodatné chyby a testovani.



Linearni regrese 188

V Excelu postupujeme stejné jako v predchozim prikladu. Vysledky mohou byt:

Parametr | Odhad | Smér. chyba t P-hodnota

Bo ~0,3333 5,0 —0,0667 | 0,9494
B 10,7143 | 08660 | 12,3693 |  0,0001

Rozhodnuti:

P-hodnota pro Bl je 0,0001, coz je mensi nez a = 0,05. Zamitame tedy nulovou hypotézu
Hy : 61 = 0. Regresni koeficient 3; je statisticky vyznamny.

]

Regrese nelinearni kiivkou (okrajoveé)

Nelinearni regresi pouzivame, kdyz vztah mezi X a Y neni linearni. Prikladem mtze byt ex-
ponencialni nebo logaritmicka funkce. V praxi casto pretransformujeme data, abychom mohli
pouzit linedrni regresi (napr. logaritmujeme proménné).

Vypocty v Excelu pomoci modulu Analyza dat — Regrese

Excel poskytuje nastroj Regrese v modulu Analjza dat, ktery umoznuje snadno provadét re-
gresni analyzu.

POStUp
1. Vlozte data do Excelu, zavislou proménnou Y a nezavislou proménnou X.
2. Oteviete Analjza dat (na karté Data).
3. Vyberte Regrese a kliknéte na OK.
4. Nastavte vstupni rozsahy pro Y a X.

5. Zvolte vystupni oblast a dal$i moznosti (napt. Rezidua, Normdlni pravdépodobnostni

graf).

6. Kliknéte na OK pro zobrazeni vysledk.

Interpretace vystupu

Vystup obsahuje:
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Odhady parametru (BO, Bl)

Smeérodatné chyby odhadi.

Hodnoty t-statistik a P-hodnoty pro testovani vyznamnosti.
Hodnotu R? a upraveného R2.

Analyzu rozptylu (ANOVA) pro regresni model.

Prakticke cviceni

Ukol

Shroméazdéte data o vztahu mezi cenou produktu a jeho prodejem ve vasi nebo cizi firmé za
poslednich 12 mésicti. Pouzijte linearni regresi k analyze vztahu mezi cenou a prodejem.

Postup

1. Ziskejte data a zorganizujte je do tabulky se sloupci Cena (X) a Prodej (V).
2. Vlozte data do Excelu.

3. Pouzijte modul Analyza dat — Regrese pro vypocet regresniho modelu.

4. Interpretujte odhady parametri a hodnotu R2.

5. Otestujte vyznamnost regresnich koeficienti na hladiné vyznamnosti o = 0,05.

Reseni

Po provedeni analyzy interpretujte vysledky v kontextu vaseho podnikani. Pokud zjistite, Ze
vztah je statisticky vyznamny, navrhnéte strategie pro optimalizaci ceny nebo marketingovych
aktivit.

Zaver

Linearni regrese je zakladnim néastrojem pro analyzu vztaht mezi proménnymi v ekonomii
a managementu. Umoznuje kvantifikovat vztahy a predpovidat hodnoty zavislé proménné na
zakladé nezavislé proménné. Dilezité je také umeét interpretovat vysledky a ovérit predpoklady
modelu, aby byly zavéry validni.

V této kapitole jsme se seznamili s metodou linearni regrese, jejim principem a aplikaci.
Naucili jsme se odhadovat parametry regresniho modelu, interpretovat je a testovat jejich
vyznamnost. Diraz byl kladen na praktické pouziti v Excelu pomoci modulu Analyza dat
— Regrese. Také jsme okrajové zminili nelinearni regresi a jeji vyuziti.
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12.

Co je to linearni regrese a k ¢emu slouzi?

Jaké jsou predpoklady linearni regrese?

Jak se odhaduji parametry regresnitho modelu?

Co vyjadruje smérnice piimky (Bl) a absolutni ¢len (Bo)?

Co je to koeficient determinace R? a jak se interpretuje?

Jaky je postup pri testovani vyznamnosti regresnich koeficient?

Proc¢ je dilezité ovérit predpoklady regresniho modelu?

Jak lze pouzit Excel a modul Analyza dat — Regrese pro regresni analyzu?
Uvedte priklad aplikace linearni regrese v marketingu.

Kdy by bylo vhodné pouzit nelinearni regresi?

. Ve firmé byly zaznamenany nésledujici data o po¢tu prodanych kust (Y') v zavislosti

na poctu reklamnich kampani (X):

X\1 29 3 4 5
Y\mo 150 200 250 300

Provedte linearni regresi a urcete odhady parametrii.

[B1 = 50, By = 50]

Provedte linearni regresi a urcete odhady parametrii a otestujte je.

v | 55|55 |55 |55 | 65|65 65|75 | 75| 75|85 ]85]95] 9595
y\ 3 \3,6\4,2\1,8\2,4\ 3 \1,8\2,4\ 3 \1,8\2,4\1,8\2,4\1,8\ 3

[31 = —0,0189 neni statisticky vyznamné rizné od nuly, zatimco 30 = 3,939 ano|
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