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Zakladni diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti

@ Alternativni rozdéleni

@ Binomické rozdéleni

@ Hypergeometrické rozdéleni

@ Diskrétni rovnomérné rozdéleni

@ Poissonovo rozdéleni
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Binomické rozdéleni X ~ Bi(n, p)

Model: pocet uspéchu, které nastanou pti provedeni n nezavislych
dichotomickych pokusu
Priklady

@ pocet dévcat v rodiné s n détmi

@ pocet zmetkl mezi n vyrobky

@ pocet Uspésnych zkousek pristroje z celkem n zkouSek

Parametry rozdéleni

@ n ... pocet nezavislych dichotomickych pokusu
@ p ... pravdépodobnost Uspéchu v jednom pokusu
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Binomické rozdéleni X ~ Bi(n, p)
Pravdépodobnostni funkce (Bernoulliho schéma)

P(X = k) = <Z>pk(1 _p)"k k=0,....,n, n>1, pe(0,1)

Distribuéni funkce

0 x<0
n
F(xip,n) = > k<x (k) pK(1—p)" K 0<x<n
1 X>n

Excel: BINOM.DIST(k;n;p;logicka proménna)
@ logicka proménnd = 0 pro vypocet P(X = k)
@ logicka proménna = 1 pro vypocet F(k)
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Binomické rozdéleni X ~ Bi(n, p)

Ciselné charakteristiky

E(X)=np, D(X)=np(1-p), ox=+/np(1-p)

p = 1/2 symetrické rozdéleni, jinak asymetrické
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Priklad (Barva kvétl hrachu)
Je kfizen bélokvéty hrach s fialovym, pricemZz predpokladame, Ze

Vv

rostliny, na nichz je pokus provaden, nebyly dosud kfizeny. Podle
pravidel dedicnosti Ize ocekavat, Ze % nové vzniklych rostlin (potomku)

pokvetou fialové a % bile. Zatim vzklic¢ilo 10 novych rostlin. Jaka je
pravdépodobnost, Ze 9 pokvete fialove? )

Néjaky napad?
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Priklad (Barva kvétu hrachu)
Je kfizen bélokveéty hrach s fialovym, pricemz predpokladame, Ze

rostliny, na nichz je pokus provaden, nebyly dosud kfizeny. Podle
pravidel dedicnosti Ize ocekavat, Ze % noveé vzniklych rostlin (potomku)
pokvetou fialove a ‘11 bile. Zatim vzklicilo 10 novych rostlin. Jaka je

pravdépodobnost, Ze 9 pokvete fialove?

Reseni
X ... pocet fialové kvetoucich rostlin z 10 rostlin
X ~ Bi(10;0,75)

P(X=9)= <190> 0,75°0,25' = 0,188

Excel: BINOM.DIST(9;10;3/4;0)

Jifi Figer (MVSO) YSTA2-02-2 22. listopadu 2024 7147




Hypergeometrické rozdéleni X ~ Hg(N, M, n)

Model: pocet uspécht, které nastanou pfi provedeni n zavislych
dichotomickych pokust (vybér bez vraceni)

Priklady

@ pocet vybranych zmetkd, vybirame-li n vyrobkd z N vyrobkd,
pficemz M z nich jsou zmetky

@ pocet vybranych nenaucCenych otazek, losujeme-li n otazek z N,
pfiCemz na M z nich nejsme nauceni

Parametry rozdéleni

@ n ... pocet vybranych jednotek (zavislych dichotomickych
pokusU)

@ N ... pocCet vSech jednotek

@ M ... pocCet jednotek, které maji sledovanou vlastnost

Jifi Figer (MVSO)
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Hypergeometrické rozdéleni X ~ Hg(N, M, n)

Pravdépodobnostni funkce

P(X:k):w,kzo,...,n, N>n>1,0<M<N
(%)
Distribu¢ni funkce
0 x <0
FOGNM,m) = {5, (A:)((NN")” 0<x<n
1 ' X>n

Ciselné charakteristiky

=00 " o0 =y (1) (35)
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Hypergeometrické rozdéleni X ~ Hg(N, M, n)

Excel: HYPGEOM.DIST(k;n;M;N;logicka proménna)
@ logicka proménna = 0 pro vypocet P(X = k)
@ logicka proménna = 1 pro vypocet F(k)
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Priklad (Vadné vyrobky)
Mezi 100 vyrobky je 20 zmetku. Vybereme 10 vyrobku a sledujeme
pocet zmetkl mezi vybranymi vyrobky. Jaka je pravdépodobnost, Ze

jsme vybrali pravé 3 zmetky?

Néjaky napad?

YSTA2-02-2 22. listopadu 2024 11/47

Jifi Figer (MVSO)



Priklad (Vadné vyrobky)

Mezi 100 vyrobky je 20 zmetkd. Vybereme 10 vyrobku a sledujeme

pocet zmetk( mezi vybranymi vyrobky. Jaka je pravdépodobnost, Ze

jsme vybrali pravé 3 zmetky?

Reseni
X ... pocet vybranych zmetkl

N =100, M =20, n=10

X ~ Hg(100;20; 10)

P(X —_ 3) — (230) (870)

= 0,209

Excel: HYPGEOM.DIST(3;10;20;100;0)
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Poissonovo rozdéleni X ~ Po(\)

Model: pocet udalosti, které nastanou pfi provedeni velkého poctu
nezavislych dichotomickych pokusu, pficemz pravdépodobnost
vzniku udalosti je velmi mala

@ vyskyt jevu v daném Casovém/prostorovém intervalu nezavisi co
se stalo jindy/jinde

@ v daném okamziku/bodé nemohou nastat 2 jevy soucasné

@ pro kazdy ¢asovy okamzik/bod je pravdépodobnost vyskytu jevu v
malém Casovém/prostorovém intervalu stejna

@ )\ ... intenzitu vyskytu udalosti za jednotku ¢asu/délky/objemu

Priklady

@ # Castic emit. za jedn. Casu radioaktivni latkou dané hmotnosti

@ # signalu, které dojdou do telefonni Ustfedny za jednotku ¢asu

@ # jednob. organizmu na plo$e velikosti t v zorném poli mikroskopu

@ # dopravnich nehod za jednotku ¢asu

@ # typografickych chyb na strance

@ # volnych dnu ve firmé béhem meésice
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Poissonovo rozdéleni X ~ Po(\)
Pravdépodobnostni funkce

k
P(X = k) = %e—& k=0,1,2,..., A>0
Distribu¢ni funkce
0
Flx: \) = 0 . X <
Zkgx € x=0

Ciselné charakteristiky

Excel: POISSON.DIST(k;\;logicka proménna)
@ logicka proménnd = 0 pro vypocet P(X = k)
@ logicka proménnd = 1 pro vypocet F(k)
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Priklad (Poruchy obrabéciho stroje)
Pri praci obrabéciho stroje dochazi nahodné k vypadkum. Prumérné
jsou 2 vypadky za 24 hodin.
a) Jaka je pst, Ze za 24 hodin dojde alespori k jednomu vypadku?
b) Jaka je pst, Ze za tyden nebudou vice nez 3 vypadky?

Néjaky napad?
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Priklad (Poruchy obrabéciho stroje)

Pri praci obrabéciho stroje dochazi nahodné k vypadkim. Priamérné

jsou 2 vypadky za 24 hodin.

a) Jaka je pst, Ze za 24 hodin dojde alespon k jednomu
vypadku?
b) Jaka je pst, Ze za tyden nebudou vice nez 3 vypadky?

Reseni
X ... poCet vypadku za 1 den
pramérné 2 vypadky za 24 hodin = A =2

X ~ Po(2)
N
PX=k)=T5e k=012...

PX>1)=1-P(X<1)=1-P(X=0)=1-¢2=0,865
Excel: 1-POISSON.DIST(0;2;0)
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Priklad (Poruchy obrabéciho stroje)
Pfi praci obrabéciho stroje dochazi nahodné k vypadkim. Prumérné
jsou 2 vypadky za 24 hodin.
a) Jaka je pst, Ze za 24 hodin dojde alespori k jednomu vypadku?
b) Jaka je pst, Ze za tyden nebudou vice nezZ 3 vypadky?

Reseni
Y ... pocet vypadkl za 1 tyden

primeérné 2 vypadky/24 hodin
< pramérné 2 - 7 = 14 vypadkl/tyden

Y ~ Po(14)
142 143
P(Y<3)=e™ <1 144+ S+ 3,> = 0,000474

Excel: POISSON.DIST(3;14;1)

JiFi Figer (MVSO) YSTA2-02-2 22. listopadu 2024 17/47



2.5 Zakladni spojita rozdéleni pravdépodobnosti

@ Rovnomérné rozdéleni
@ Exponencialni rozdéleni
@ Normalni rozdéleni

@ Studentovo rozdéleni

@ F-rozdéleni

@ Chi-kvadrat rozdéleni
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Rovnomérné rozdéleni X ~ R(a, b)

Model X ~ R(0, d)
@ modelovani doby ¢ekani na udalost, ktera nastava v
pravidelnych intervalech délky d

@ Cekani na udalost zahajujeme v okamziku, ktery nikterak
nesouvisi s minulym ani budoucim vyskytem udalosti

Priklady
@ doba ¢ekani na autobusové zastavce na autobus, ktery jezdi po d
minutach R(0, d)
@ chyba pfi zaokrouhleni na 1 desetinné misto R(—0,05; 0,05)
@ chyba pfi stanoveni €asu z digitalnich hodin v minutédch R(0; 60)
sekund
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Rovnomérné rozdéleni X ~ R(a, b)

Hustota 1
f(x) = {b—a x€(ab), —co<a<b<oo
0 jinak

Distribuéni funkce

0 x<a
F(x) = g%g x € (a,b)
1 >b
Ciselné charakteristiky
_a+b _(b—a)? b-a
EE()() - 22 ’ [)(‘>() - 1 :2 ) ox = \//TZE
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Rovnomeérné rozdéleni X ~ R(—1,1)

Hustota Distribu¢ni funkce
1 1
0.8 0.8
0.6 __ 06
x —0 =
= e
0.4 0.4
0.2 0.2
0 L d L d 0
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
X X
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Priklad (Dodavka zbozi)

Prodejna o¢ekava dodavku nového zboZi urcity den v dobé od 8 do 10
hodin. Podle sdéleni dodavatele je uskute¢néni dodavky stejné mozné
kdykoliv béhem tohoto ¢asového intervalu. Jaka je pravdépodobnost,
Ze zbozi bude dodano v dobé od pul devaté do tri ctvrté na devét?

Néjaky napad?
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Priklad (Dodavka zbozi)

Prodejna o¢ekava dodavku nového zboZi urcity den v dobé od 8 do 10
hodin. Podle sdéleni dodavatele je uskutecnéni dodavky stejné mozné
kdykoliv béhem tohoto ¢asového intervalu. Jaka je pravdépodobnost,
Ze zbozi bude dodano v dobé od pul devaté do tri ctvrté na devét?

Reseni

X ... Cas pfijezdu v hodinach

X ~ Ro(8,10)
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Pravdépodobnost, Zze zboZi bude dodano v dobé od pul devaté do tfi
Ctvrté na devét

8,75 4

P(85 < X < 8,75) = / ;
8,5

dx = %[8,75 —85]=0,125
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Exponencialni rozdéleni X ~ Ex(\)

Model: modelovani doby/vzdalenosti Cekani na udalost, ktera nema

pamét, tj. zbyvajici doba/vzdalenost ¢ekani nezavisi na tom, jak
dlouho uz na udalost ¢ekame

Priklady

@ doba zivotnosti zafizeni, u kterého dochazi k poruse nahodné,
nikoliv z dusledku opotfebeni

@ délka telefonniho hovoru
@ doba mezi 2 prichozimi telefonaty

Parametr rozdéleni
@ )\ ... mirarizika vyskytu sledované udalosti za jednotku
Casu/vzdalenosti

° } ... oCekavana doba/vzdalenost do vyskytu sledované udalosti
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Exponencialni rozdéleni X ~ Ex(\)
Hustota
xe ™ x>0, A>0
f(x) = )
0 jinak

Distribuc¢ni funkce

0 x<0
F(x) = -
) {1 —e™ x>0
Ciselné charakteristiky
1 1 1
E(X) =+, DX)=13 ox=5
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Exponencialni rozdéleni X ~ Ex(\)
Hustota
xe™ x>0, A>0
f(x) = )
0 jinak

Distribuc¢ni funkce

0 x<0
F(x) = -
) {1 —e™ x>0
Ciselné charakteristiky
1 1 1
E(X)_Xa D(X)_ﬁ7 UX_X

Pozor! Nékdy se pouziva jina parametrizace
X ~Ex(6), 6=1/\
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Exponencialni rozdéleni X ~ Ex(1)

Hustota Distribuéni funkce
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Exponencialni rozdéleni X ~ Ex(\)

Excel: EXPON.DIST(x;\;logicka proménna)
@ logicka proménna = 0 pro vypocet f(x)
@ logicka proménna = 1 pro vypocet F(x)
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Ptiklad (Obsluha v restauraci)

Doba ¢ekani hosta na pivo v restauraci U Lva je prumérné 5 minut.
Urcete

a) pravdépodobnost, Ze host bude na pivo ¢ekat déle neZ 12 minut

b) dobu cekani hosta na pivo, béhem niz bude obslouZen s
pravdépodobnosti 0,9.

Néjaky napad?
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Priklad (Obsluha v restauraci)

Doba ¢ekani hosta na pivo v restauraci U Lva je prumérné 5 minut.
Urcete

a) pravdépodobnost, Ze host bude na pivo Cekat déle neZ 12 minut

b) dobu cekani hosta na pivo, béhem niz bude obslouZen s
pravdépodobnosti 0,9.

Reseni X ... doba ¢ekani na pivo (v minutach)

primérna doba ¢ekani na pivo ... 5 minut
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Pravdépodobnost, ze host bude na pivo ¢ekat déle nez 12 minut

P(X >12) =1-P(X <12) =1- F(12) = 1 (1-e7572)

n

=€

o
I

0,09

Excel: 1-EXPON.DIST(12;1/5;1)
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Doba ¢ekani hosta na pivo, béhem niz bude obslouzen
s pravdépodobnosti 0,9
PO<X<t)=09
F(t)— F(0)=0,9
1—-e/5-0=09
e /5 =01
t=-5In(0,1)=11,51 min=11 min 30 s
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Normalni rozdéleni X ~ N(u, 0?)
Hustota

e 22 ., xeR' pueR' o>0.

Vlastnosti
@ X muze nabyvat jakychkoli redlnych hodnot
@ hustota je symetricka kolem p
@ hustota nabyva maxima v bodé x = p, (f(i) = —2—)

2no

@ normalni rozdéleni s parametry i = 0 a 0® = 1 nazyvame
normované (standardizované) normalni rozdéleni.

@ 1 parametr polohy (stfedni hodnota)
@ o parametr méfitka (smérodatna odchylka)
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Normalni rozdéleni X ~ N(u, 0?)

Ciselné charakteristiky

E(X):Ma X0.5 = My 5\(:#7 D(X):Gz

v1(X) = 0 (8ikmost), ~2(X) = 0 (Spicatost)

Excel: NORM.DIST(x;u;0;logicka proménna)

@ logicka proménnd = 0 pro vypocet f(x)

@ logicka proménnd = 1 pro vypocet F(x)
NORM.S.DIST(x;logicka proménnd) pro praci s N(0, 1)
NORM.INV(c;u;0) vypocet o kvantilu
NORM.S.INV(«a) vypocet a kvantilu pro X ~ N(0, 1)
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Jifi Figer (MVSO)

YSTA2-02-2

Hustota normalniho rozdéleni
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Distribuc¢ni funkce normalniho rozdéleni

X ~N(0,6%): F(—x)=1-F(x)

X ~N(p,02) 0 F(=x+p)=1—F(x +p)
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Jifi Figer (MVSO)

Vztah mezi N(u, 0?) a N(0, 1)

X —
X ~ N(:ua 02) < TM

~N(0,1)
X~N(0,1), peR", >0 &

o X + p ~N(p, 0%)

YSTA2-02-2



Pravidlo 3 sigma

Pro X ~ N(u, 02) plati
Plu—0o <X < pu+ o] ~683%
Plu — 20 < X < p+ 20] =~ 95,5%
Plp—30 < X < p+30] = 99,7%

f(x)

68.3%

p—30 p—20 p—o p pto pt+2e pt+3o
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Priklad (1Q testy)
Hodnota IQ se Fidi normainim rozdélenim N(100, 152). Jak4 je
pravdépodobnost, Ze nahodnée vybrana osoba bude mit

a) 1Q vice nez 130 bodu,

b) IQ méné nez 90 bodu,

c) 1Q v intervalu od 100 do 130 bodu?

Néjaky napad?
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Priklad (1Q testy)
Hodnota IQ se Fidi normainim rozdélenim N(100, 152). Jak4 je
pravdépodobnost, Ze nahodné vybrana osoba bude mit

a) 1Q vice nez 130 bodu,

b) IQ méné nez 90 bodu,

c) IQ vintervalu od 100 do 130 bodu?

Reseni. P¥imy vypoc&et s vyuzitim softwaru

P(100 < X < 130) = F(130) — F(100) = 0,9772 — % =0,4772,

kde F(x) je distribuéni funkce N(100, 15?)
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Studentovo rozdéleni

@ Studentovo rozdeéleni je pojmenovano po Williamu Sealy
Gossetovi, statistikovi pracujicim pro pivovar Guinness.

@ Aby se vyhnul problémdm s publikovanim, pouzival pseudonym
»Student®.

@ V roce 1908 zvefejnil praci, ktera popisovala rozdéleni nyni
znamé jako Studentovo rozdéleni.

@ Jeho cilem bylo vyresit problémy s malymi vzorky v primyslu.
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Definice

Definition
Studentovo rozdéleni s v (fecké pismeno ,ny*“) stupni volnosti je
uzitecné pri odhadu stfedni hodnoty normalni populace na zakladé

malého vzorku, pokud smérodatna odchylka populace neni znama.

Hustota Studentova rozdéleni je dana vzorcem:

()

_ vl
2

f(x;v

kde v je poCet stupnd volnosti a I' je gama funkce.
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Zakladni Ciselné charakteristiky

@ Stredni hodnota: 0 (pro v > 1)
@ Rozptyl: v (prov > 2)
v—2

@ Asymptotické chovani: Pro velké v se Studentovo rozdéleni blizi
normalnimu rozdeéleni.
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Grafy hustot a distribucni funkce

Grafy znazornujici hustotu a distribucni funkci Studentova rozdéleni
pro v = 2 a v = 5 stupnu volnosti:

04 T 1 ==
—T@) |n —T@ |
0.3---T(5) /\\ 5 0'8~———T(5) / |
— | \\ —~ 06| i
< 02| /o 1= /
= / \\ W o4} / |
01 i 02| / .
== | NS — |
0 -5 0 5 0 -5 0 5
X X

Obrazek: Grafy hustot a distribu¢nich funkci Studentova rozdéleni pro 2 a 5
stupnu volnosti
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Excelovské funkce

Pro praci se Studentovym rozdélenim Ize v Excelu pouzit nasledujici
funkce:

@ Hustota pravdépodobnosti (PDF): T.DIST (x; v; FALSE)
@ Distribuéni funkce (CDF): T.DIST (x; v; TRUE)

@ Kvantilova funkce: Funkce T.INV (p; v) vraci kvantil pro
danou pravdépodobnost p a v stupni volnosti.
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Procviceni

Pouzijte vhodné excelovské funkce k procviceni prace s rozdélenim:

@ Vypoditejte hodnoty hustoty pravdépodobnosti pro Studentovo
rozdéleni s v = 8 a nasledujici hodnoty x = —2,—1,0,1, 2.

@ Vypocitejte hodnoty distribuéni funkce pro Studentovo rozdéleni s
v = 8 a stejné hodnoty x = -2, —1,0,1, 2.

© Pomoci funkce T. INV () najdéte kvantily pro pravdépodobnosti
p = 0,05;0,5; 0,95 pfi v = 8. Co ndm ty vysledky Fikaji?

© Vytvorte priblizné grafy hustoty a distribuéni funkce pro
Studentovo rozdéleni v Excelu pomoci vypoctu jejich hodnot v
dostate¢né husté siti bodl na ose x. Mlzete opét pouzit v = 8 a

Alternativné pouzijte GeoGebru.
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Podobné projdéte a procvitte dalSi dvé rozdéleni ze skript:
@ F-rozdéleni
@ Chi-kvadrat
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