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Pravdépodobnost

Pravdépodobnost ndhodného jevu A je &islo mezi 0 a 1, které vyjadfuje
miru pravdépodobnosti jeho vyskytu.

Razné definice pravdépodobnosti:

o Kilasicka pravdépodobnost: Predpoklddd rovnomérné rozlozené
vysledky.

@ Geometricka pravdépodobnost: Pravdépodobnost na zdkladé
poméru délek, ploch, objemd.

o Statisticka pravdépodobnost: Odvozena z relativni Cetnosti vyskytu
jevu pti opakovanych pokusech.
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Klasickd pravdépodobnost

Definice: Klasickd pravdépodobnost pro jev A je:

Pocet ptiznivych vysledki

P(A)

- Celkovy potet moznych vysledkii

P¥fedpoklady:

@ Koneény potet moznych vysledki: Polet viech moznych vysledki
(elementarnich jevi) je kone&ny a jasn& definovany.

@ Stejna pravdépodobnost vsech vysledki: Kazdy mozZny vysledek je
stejné pravdépodobny.

© Urcitelnost jevii: VSechny moZné vysledky jsou dopfedu zndmy.

© Nezavislost pokusii: Jednotlivé pokusy jsou nezdvislé.
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Priklad: Vyb&r kulitky

V urné je 5 Cervenych a 3 modré kuli¢ky. Jakd je pravdépodobnost, Ze pfi

ndhodném vybéru vytdhnete &ervenou kuli¢ku?
Reseni:

P(ervend kulitka) = —— = - = 0,625.
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Sjednoceni a prinik jevi

e Sjednoceni jevii (A nebo B)

» Pravdépodobnost, Ze nastane alesporfi jeden z jevi A nebo B:
P(AuB) = P(A)+ P(B) — P(AN B).
Pranik jeva (A a B)

» Pravdépodobnost, Ze nastanou oba jevy soulasné.

» Oznatuje se P(AN B).
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P¥iklad: Sjednoceni a priinik jevi

@ Udalost A: padne liché &islo p¥i hodu kostkou.

o Udalost B: padne &islo vétsi nez 4.

Reseni:

o Dil¢i pravdépodobnosti:

> P(A)=P(1,3,5) =2 =1,
> P(B)=P(5,6)=¢ =1,
> P(ANB) = P(5) = L.

@ Pravdépodobnost sjednoceni:

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB) =

Jifi Figer (MV30) YSTA2-01-3

N =

Wil N

W =
| =

8. listopadu 2024 6 /47



P¥iklad: Pravdépodobnost sou¢tu na dvou kostkach

S jakou pravd&podobnosti padne na dvou kostkach soucet:
@ a) 3est,

@ b) mensi nez 77

a) Soutet 6 padne v nasledujicich p¥ipadech:

(1,5),(5,1),(2,4),(4,2),(3,3)

Pocet pt¥iznivych moZnosti: 5, celkovy pofet moZnosti: 36.

P(soutet 6) = %
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Reseni: Pravdépodobnost sou¢tu mensiho nez 7

b) MozZnosti pro soutet mensi nez 7:

Soudet MoZnosti
6 (1,5),(2,4),( (4,2),(5,1)
5 (1,4),(4,1 3),(3,2)
4 (1,3),( (2,2)
3 (1,2 1)
2 (17

Pocet pFiznivych moZnosti: 15, celkovy pocet moZnosti: 36.

P(soutet mensi nez 7) =
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Narozeninovy problém (R. von Mises, 1939)

Otazka: Kolik minimalné osob musi byt ve skuping, aby, ignorujeme-li 29
tnor, alespofi dva z nich méli narozeniny ve stejny den roku
s pravd&podobnosti alespoit 50 %?

Regen
° Nerrve uvaZzujeme opalny jev: Ze zadni dva lidé nemaji narozeniny
ve stejny den.

o Ptedpokldddme, Ze kazdy den v roce je pro narozeniny stejné
pravdépodobny a Ze rok ma 365 dni.

Pravdépodobnost riiznych narozenin pro n osob:

P(riizné narozeniny) = 1 x 364 v 363 % x 365—n+1
Y= 77 365 ™ 365 365

Dopliitkova pravdépodobnost (pr. opa&ného jevu):

P(alespoit dva maji stejné narozeniny) = 1 — P(rdzné narozeniny)
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Vypocet pro n = 23
Zkusmo jsme vypoc&tem zjistili, Ze hledané n je 23, nebot:
Pro n = 22:

364 363 344
P(rtzné narozeniny) ~ 1 x — 365 <368 < % 388 0,5243.

Dopliikova pravdépodobnost:
P(alespoii dva z 22 maji stejné narozeniny) = 1 — 0,5243 = 0,4757< 0,5.

Pro n = 23:

364 363 4
P(rtzné narozeniny) ~ 1 x — 365 <368 < % 388 ~ 0,4927.

Dopliikova pravdépodobnost:
P(alespoii dva z 23 maji stejné narozeniny) = 1 — 0,4927 = 0,5073> 0,5.

Odpovéd: Minimalni po&et osob ve skuping, aby pravdépodobnost
stejného dne narozenin byla alespofi 50 %, je n = 23.
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Podminéna pravdépodobnost

Definice: Podminéna pravdépodobnost je pravdépodobnost jevu A za
predpokladu, Ze nastal jev B. Oznaluje se P(A|B) a je definovana jako:

P(AN B)

PIAIB) = =g

pokud P(B) > 0.

Tento koncept je uZite¢ny v mnoha praktickych situacich, nap¥iklad pfi
odhadu pravdépodobnosti tspéchu produktu na trhu, pokud vime, Ze byl
Uspésny v podobném segmentu.
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Ptiklad: Problémy s motorem a pfevodovkou

V automobilovém servisu bylo zji$t&no, Ze 70 % automobili potFebuje
opravu motoru (jev M), 50 % automobild m3 problém s pfevodovkou (jev
P), a 30 % automobili ma problém s obojim (jev M N P). Jakd je

pravdépodobnost, Ze automobil, ktery ma problém s pfevodovkou, ma také
problém s motorem?

Reseni:
@ Zadano:
P(M)=0,7, P(P)=05, P(MNP)=0,3.

@ Podminénd pravdépodobnost, Ze automobil ma problém s motorem za
predpokladu, Ze ma problém s pfevodovkou:

P(MnP) 03
P(P) 05
@ Zavér: Existuje 60% pravdé&podobnost, Ze automobil s problémem

prevodovky ma také problém s motorem.
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Uplné pravdépodobnost

Definice: Zakon tplné pravdépodobnosti umozZiiuje vypoditat
pravdépodobnost jevu na zdkladé rozkladu prostoru jevi na nékolik
disjunktnich (vzajemng& nesluitelnych) udalosti.

Vzorec:

P(A) = P(ANB1)+ P(ANBy)+---+ P(AN By),
kde By, Bs, ..., B, jsou vzdjemné& neslulitelné udalosti, které tvofi tplny
prostor.

Uprava s podminénymi pravdépodobnostmi:

P(A) = P(B1)-P(A| B1) + P(By)- P(A| Bo)+---+ P(Bn) - P(A| Bp).
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P¥iklad: Pouziti uplné pravdépodobnosti

@ V obchodé jsou 3 pokladny, kde dochazi k chybam v détovani
» s pravdépodobnostmi 0,1; 0,05 a 0,2.

@ Pravdépodobnosti odbaveni pokladnami jsou
» 0,3; 0,25 a 0,45.

o Jakd je pravdépodobnost, Ze osoba vychdzejici z obchodu mé chybny
ucet?
ReZeni: Oznatme:
@ A: jev, Ze doslo k chyb& v G¢tovant,
@ Bj: zdkaznik byl obslouZen u prvni pokladny,
@ By: zdkaznik byl obslouZen u druhé pokladny,

@ Bs: zdkaznik byl obslouzen u tteti pokladny.
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Vypocet tplné pravdépodobnosti

Hleddme pravdépodobnost P(A), Ze osoba ma chybny t&et:
P(A) = P(B1)- P(A| B1)+ P(B) - P(A| Bx) + P(Bs3) - P(A| Bs).
Dosadime hodnoty:
P(A) =0,3 x 0,1+ 0,25 x 0,05+ 0,45 x 0,2.
Spotitame jednotlivé &leny:
P(A) = 0,03 + 0,0125 + 0,09 = 0,1325.

Odpovéd': Pravdépodobnost, Ze osoba vychdzejici z obchodu ma chybny
acet, je P(A) = 0,1325.
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Bayesova véta

Definice: Bayesova véta umoziiuje ptepoditat podminénou
pravd&podobnost na zdkladé nové informace. PouZiva se k upravé
pravdépodobnosti p¥itiny pt¥i znalosti disledku.

Vzorec:
P(A| B;)- P(B))

2 -1 P(A1B))- P(By)’

P(Bi|A) =

kde:
e P(B;j | A) je pravdépodobnost jevu B;, pokud nastal jev A,

e P(A| Bj) je podmin&na pravd&podobnost jevu A, pokud nastal jev B;,

e P(B;) je pravdépodobnost jevu B;.

Pouziti: Casto se pouiva p¥i zp&tném vyhodnocovani pravdépodobnosti

pFi¢iny na zakladé vysledkii nebo novych pozorovani.
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Ptiklad: Bayesova véta

V obchodé jsou t¥i pokladny s nasledujicimi pravdépodobnostmi chyb v
G¢tovani: na prvni pokladné 0,1, na druhé 0,05, na tfeti 0,2.
Pravdépodobnosti odbaveni zdkazniki jednotlivymi pokladnami jsou 0,3,
0,25, a 0,45. Jaka je pravdépodobnost, Ze k chyb& v G¢tovani doslo na

t¥eti pokladn&?

Reseni: Pouzijeme Bayesovu vétu:

B P(A| B3) - P(B3)
P(Bs | A) = P(A|By)-P(By)+ P(A| By)- P(By) + P(A| Bs) - P(Bs)’

Kde:
o A — doslo k chybg,

@ B3 — zakaznik byl obslouzen na tfeti pokladné.
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Vypocet pomoci Bayesovy véty

Dosadime zndmé hodnoty:

0,2 x 0,45
P(B; | A) = ikl .
(Bs | A) 0,1 x 0,3+ 0,05 x 0,25 + 0,2 x 0,45

Vypocitdme jmenovatel a &itatel:

0,09 0,09
0,03 +0,0125 + 0,09  0,1325

P(Bs | A) = ~ 0,6792.

Vysledek: Pravdépodobnost, Ze k chyb& doslo na tfeti pokladné, pokud

vime, Ze chyba nastala, je p¥iblizng& 67,92%.
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Pozndmka k ptikladu - Bayesova véta

Tento ptiklad ukazuje, jak Bayesova véta umoZiiuje upravit

pravdépodobnost pfitiny (pokladna, kde doslo k chybg&) na zdklad& nové
informace (chyba v d¢tovéni).

Bayesova véta je uZite¢nd pFi praci s podminénymi pravdépodobnostmi a

nachazi uplatnéni v mnoha praktickych oblastech, jako je diagnostika,
rizikové analyzy a rozhodovani.
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Ptiklad: Pozitivni |éka¥sky test

Zadani: Prevalence vyskytu AIDS v populaci je 0,6 %. PouZity test ma:

@ Senzitivitu 99,9 % - je pozitivni, je-li osoba nakaZen3,
@ Specificitu 99 % - je negativni, je-li osoba zdrava.

Jaka je pravdépodobnost, Ze osoba s pozitivnim testem skutecné ma
AIDS?
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Redeni pomoci Bayesovy véty

Oznakime:
e P(A) =0,006 - pravdépodobnost, Ze osoba ma AIDS (prevalence),
e P(A) = 0,994 - pravdépodobnost, %e osoba je zdrava,
e P(TT|A) = 0,999 - pravd&podobnost pozitivniho testu, ma-li osoba
AIDS (senzitivita),
e P(T*|A) = 0,01 - pravd&podobnost faledn& pozitivniho testu (1 -
specificita).
Hleddme pravd&podobnost P(A|T™"), Ze osoba ma AIDS, pokud byl test
pozitivni:

P(TT]A) - P(A)

AT = oAy PA) + P(THA) - PCA)
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Vypocet

Dosadime hodnoty:

0,999 x 0,006
P(ATT) = ’ ’ ~ 0,376.
(AIT™) 0,999 x 0,006 + 0,01 x 0,994 ’

Odpovéd: Pravdépodobnost, Ze osoba s pozitivnim testem m3 skuteéng
AIDS, je p¥iblizn& 37,6 %.
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Geometricka pravdépodobnost

Definice: Geometrickd pravdépodobnost se pouZiva v p¥ipadech, kdy jev
nemd koneény pocet vysledkd, ale Ize jej popsat pomoci délky, obsahu
nebo objemu. Pravdépodobnost uréitého jevu je pak pomér odpovidajici
geometrické miry jevu k mife celkového prostoru.

Mira pt¥iznivého geometrického jevu

P(A) = — .
(4) Celkova mira mozného geometrického prostoru
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Ptredpoklady geometrické pravdépodobnosti

© Nepretrzity prostor vysledkii: Vysledek miiZe spadat do
nekone¢ného nebo kontinudlniho prostoru.

@ Stejna pravdépodobnost na jednotku plochy (objemu):
Pravdépodobnost je imé&rnd mife prostoru.

© Geometricka definice prostoru: Prostor, ve kterém pocitdme
pravdépodobnost, musi byt geometricky definovan.
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P¥iklad: Geometrickd pravdépodobnost

Zadani: Mame &tverec o strané 20 cm, uvnit¥ kterého je umistén kruh o

poloméru 5 cm. Jakd je pravdépodobnost, Ze ndhodné& vybrany bod uvnitf
¢tverce spadne do kruhu?

20 cm

20 cm
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Ve

Regeni p¥ikladu

Nejprve vypolitdme plochu &tverce a kruhu:
Sttverec = 20 x 20 = 400 cm2,

Skruh = T X 52 = 257 cm? ~ 78,54 cm?.

Pravdépodobnost, Ze ndhodné& vybrany bod spadne do kruhu:

Swuh 257 78,54
P(kruh) = —— = — ~ ——— =~ 0,196.
(ki) = G veree ~ 400 ~ 400 O
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Statistickd pravdépodobnost

Definice: Statisticka pravd&podobnost je relativni &etnost, s jakou ur&ity
jev nastdva v dlouhodobém opakovani experimentu. Vzorec je:
Pocet vyskytid jevu A

P(A) = 1|i .
(4) AU Celkovy pocet pokusli
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Predpoklady statistické pravdépodobnosti

© Opakovatelnost experimentu: Experiment Ize opakovat za stejnych
podminek.

@ Stabilni vysledky pfi velkém po&tu pokusii: Relativni ¢etnost se

oovs

stabilizuje a bliZi se urtité hodnoté.
© Nezavislost pokusti: Vysledky jednotlivych pokusi jsou nezavislé.

© Dostatecné velky pocet pokusi: Vyznam statistické
pravdépodobnosti roste s velkym po¢tem opakovani.
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Aplikace statistické pravdépodobnosti

Statistickd pravdépodobnost je vhodna pro odhad pravd&podobnosti na
zakladé relativnich &etnosti u:

@ Diskrétni konecné situace: Nap¥. hod kostkou.
o Diskrétni nekone¢né situace: Nap¥. pocet zdkaznikd pfichazejicich
do obchodu za den.

@ Spojité situace: Nap¥. mé&feni délky €asu zdrzeni zdkazniki.
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Pt¥iklad: Statistickd pravdépodobnost

Sledujeme dobu, po kterou se zdkaznici zdrzuji v obchod&. Data o
Cetnostech pro intervaly jsou shrnuta v tabulce:

Interval (min) | Cetnost
0-5 7
5-10 83
10-15 25
15-20 15
Celkem 200
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Reseni prikladu

Pravdépodobnosti pro jednotlivé intervaly:

o P(0-5 minut) = o5 = 0,385

o P(5-10 minut) = 22 = 0,415

P(
e P(10-15 minut) = 2> = 0,125
P(

15-20 minut) = 52 = 0,075

Pravdépodobnost, Ze se zdkaznik zdrZi v obchodé&

» mezi 0 a 5 minutami, je 0,385,
» mezi 5 a 10 minutami je 0,415,

> a podobné& pro dal3i intervaly.
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Nezavislé jevy

Definice: Dva jevy A a B jsou nezdvislé, pokud vyskyt jednoho
neovliviiuje vyskyt druhého, coZ znamend, Ze:

P(ANn B) = P(A)- P(B).

Nezavislost je dilezitd v mnoha redlnych situacich, nap¥. p¥i opakovanych
ndhodnych pokusech.
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Ptiklad: Nezavislé jevy

Ptiklad: Hizime dvéma kostkami. Jaka je pravdépodobnost, Ze na prvni
padne &islo 3 a na druhé &islo 57
@ Jev A: Na prvni kostce padne &islo 3, tedy P(A) = ;.
e Jev B: Na druhé kostce padne &islo 5, tedy P(B) = ¢.
ProtoZe jsou jevy nezavislé:

P(AnB)=P(A)-P(B) =
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Skupinové nezavislé jevy

T¥Fi jevy A, B, a C jsou skupinové nezavislé, pokud plati:
@ Nezavislost po dvou: Pro kaZdou dvojici plati nezavislost, napf.
P(AN B) = P(A) - P(B).
@ Nezavislost po tfech: Soulasny vyskyt viech t¥i jevi spliiuje
P(ANBNC)=P(A)- P(B)- P(C).
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P¥iklad: Skupinové nezdvislé jevy

Ptiklad: Dvakrat hodime férovou minci. UvaZujme jevy:
@ A:V 1. hodu padne lic,
@ B: Ve 2. hodu padne lic,
@ C: V obou hodech padne totéz.

Kontrola po dvou a po tfech ukazuje, Ze

P(ANBNC)# P(A)-P(B)-P(C), tedy A, B, C nejsou skupinové&
nezdvislé.
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P¥iklad: St¥elba na ter¢

Petr, Tomas a Cyril st¥ili na ter¢:
e Pravd&podobnosti zdsahu: P(P) = 0,2, P(T) = 0,4, P(C) = 0,5.
o Pravd&podobnosti nedspéchu: P(P) = 0,8, P(T) = 0,6, P(C) = 0.5.
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ReSeni - Stfelba na ter¢

a) Pravdépodobnost, Ze vsichni zasdhnou tert:
P(PNTNC)=P(P)-P(T)-P(C)=0,2-0,4-0,5=0,04.

b) Pravdépodobnost, Ze nejvySe jeden zasahne tert:

P(nejvyse jeden) = P(PNTNC)+P(PNTNC)+P(PNTNC)+P(PNTNC)

= 0,24 40,06 + 0,16 + 0,24 = 0,7.
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Opakované pokusy

Opakované pokusy

@ predstavuji situace, kdy se experiment provadi vicekrdt za stejnych

podminek.

@ Zajimaji nds zde pravdépodobnosti jevil v zavislosti na poétu pokusi.
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Nezavislé a zavislé opakované pokusy

Nezavislé opakované pokusy:
@ Vysledek jednoho pokusu nema3 vliv na vysledky dalSich.

@ Pravdépodobnost daného jevu zlstava ve v8ech pokusech stejna.

Zavislé opakované pokusy:
@ Vysledek jednoho pokusu ovliviiuje pravdépodobnost vysledki
nasledujicich pokusi.
o Napftiklad vybér bez vraceni (kulitky v urn&)

» pravdépodobnost se méni s kazdym pokusem.
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P¥iklad: Chevalier de Méré

Je vyhodné vsadit, ze:
@ P¥i ¢tyfech hodech kostkou padne alespoii jedna Sestka?

@ P¥i dvaceti &tyfech hodech dvéma kostkami padnou alespoii jednou
dvé Sestky?
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Regeni - Chevalier de Méré (1)

1. Pravdépodobnost alespoii jedné Sestky p¥i Etyfech hodech jednou
kostkou:

@ Pravdépodobnost, Ze pfi jednom hodu kostkou nepadne Sestka: %.

@ Pravdépodobnost, Ze pfi ¢tyfech hodech nepadne Sestka ani jednou:

4
2
5> 025 ~ 0,482.

P(Zadn3 Sestka) = (6 1996

@ Pravdépodobnost alespon jedné Sestky:
P(alespofi jedna Zestka) = 1 — P(Z4dna 3estka) = 0,518.

Odpovéd: Ano, je vyhodné vsadit (pravd&podobnost je vyssi nez 50 %).
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Regeni - Chevalier de Méré (2)

2. Pravdépodobnost alespoii jedné dvojité Sestky p¥i 24 hodech
dvéma kostkami:

@ Pravdépodobnost, Ze p¥i jednom hodu dvéma kostkami nepadnou dvé
. . 35
Sestky: 32.

@ Pravdépodobnost, Ze p¥i 24 hodech nepadnou dvé Sestky ani jednou:

35 24
P(zadné dvé Zestky) = <36> ~ 0,5086.

@ Pravdépodobnost alespoii jedné dvojité Sestky:
P(alespoii jedna dvojita Sestka) = 1 — P(Zadné dvé Zestky) = 0,4914.

Odpovéd: Ne, neni vyhodné vsadit (pravdépodobnost je men$i nez 50 %).
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Bernoulliho schéma

Bernoulliho schéma: P¥i n nezdvislych pokusech, kdy kaZdy pokus ma

pravdépodobnost tspéchu p, pravdépodobnost k tspéchi je:

P(Ai) = (Z) p(1—p) k.

Nejpravdépodobnéjsi potet asp&chi (k spliuje) :

p-(n+1)—1<k<p-(n+1).
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P¥iklad: Bernoulliho schéma

P¥iklad: Student hadd odpové&di na test s 10 otdzkami, v kaZdé vybird z 4
moZnosti.

© Pravdépodobnost, Ze uhodne vie spravné:
1\ 10
<4) ~ 0,00000095.
@ Pravdé&podobnost, e neuhodne ani jednu odpovéd spravné:

3 10
(4) ~ 0,0563.

© Pravdépodobnost, Ze uhodne 6 odpovédi spravné:

()3 (0 oo

Qp (n+1)—1<k<p-(n+1),3-(10+1)-1< k<% (10+1),
T-4<k<i, ggkgll,nsgkgz?s k=2
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Dichotomické pokusy a vybér bez vraceni

Dichotomické pokusy:

@ Pokusy, které mohou vést pouze ke dv&ma vysledkiim (nap¥.
ispéch/netisp&ch).

Vybér bez vraceni:

Mé&jme soubor N prvkii,

°
@ z toho M ma urditou vlastnost.

@ Pokud vybirdme bez vraceni n prvkd,
°

pravdépodobnost vybéru k prvki s touto vlastnosti je:
M\ (N—M
(k) Ca)

()

P(Ax) =
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Ptiklad: Vybér bez vraceni

P¥iklad: V osudi jsou 2 bilé a 3 ¢erné kuli¢ky. Jaka je pravdépodobnost, Ze
bez vraceni vytdhneme 3 kuli¢ky:

@ z nichz 2 budou &erné a 1 bila?
@ které budou postupné barvy cerné, bilé a erné?
Reseni:

© Pravdépodobnost, Ze 2 budou &erné a 1 bila:

3
P(2 gerné a 1 bild) = (2)% -
(3)

@ Pravdépodobnost, Ze budou postupné &ernd, bild a erna:

N

3 2
P(erna, bilg, ternd) = B X —x = =0,2.

~
w
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P¥iklad: Pravdépodobnost uhadnuti alespoii 4 &isel v loterii

Uloha: V loterii je tfeba vybrat 6 &isel z celkem 15 &isel. Jakd je
pravdépodobnost, Ze pfi jednom losovani uhadneme alespoii 4 &isla
spravn&?

Reseni:
o Celkovy potet moznych kombinaci 6 &isel z 15 je: () = 5005.

@ Dil¢i pravdépodobnosti:

> P(4 sprdvng) = (2)165)2) ox ~ 0,1079.

I~~~

o
N—
—
)
N—

ey = 24~ 0,0108.

6
> P(6 spravng) = (%)6(5) = o35 ~ 0,0002.

» P(5 spravn&) =

©
—

@ Celkova pravdépodobnost:

P(alespoii 4 spravn&) = 0,1079 + 0,0108 + 0,0002 = 0,1189.
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