
1 Limita posloupnosti

= hodnota, ke které se členy posloupnosti {an}∞n=1 bĺıž́ı, když se

index n
”
bĺıž́ı k nekonečnu“.

Zápis: lim
n→∞

an nebo zkráceně lim an

Podle toho, k čemu se členy posloupnosti bĺıž́ı, rozlǐsujeme 4 př́ıpady:

1. lim
n→∞

an = a, kde a je reálné č́ıslo.

Posloupnost konverguje.

Posloupnost má vlastńı limitu a.

2. lim
n→∞

an =∞.

Posloupnost diverguje k ∞.

Posloupnost má nevlastńı limitu ∞.
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3. lim
n→∞

an = −∞.

Posloupnost diverguje k −∞.

Posloupnost má nevlastńı limitu −∞.

4. lim
n→∞

an neexistuje. V tomto př́ıpadě nenajdeme 1 hodnotu, ke které by

se bĺıžily všechny členy posloupnosti.

Posloupnost osciluje.

Posloupnost nemá limitu.

Př́ıklad 1 Najděte limitu posloupnosti a nakreslete část grafu posloupnosti.

1.
{

1
n

}∞
n=1

lim
n→∞

1
n
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2. {2n + 3}∞n=1

lim
n→∞

(2n + 3)

3. {1− n}∞n=1

lim
n→∞

(1− n)

4. {(−2)n}∞n=1

lim
n→∞

(−2)n

Vzhledem k tomu, že je limita posloupnosti definována jako jedna hod-

nota, ke které se bĺıž́ı (při rostoućım n) všechny členy posloupnosti, plat́ı

následuj́ıćı věta.

Věta 1 Každá posloupnost má maximálně jednu limitu, tj. jednu nebo žádnou.
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1.1 Výpočet limit posloupnost́ı

Limity posloupnost́ı z Př́ıkladu 1 šly vypoč́ıtat př́ımým dosazeńım. Ne vždy

je zadáńı tak snadné, a proto se budeme nyńı zabývat t́ım, jak lze kompliko-

vaněǰśı limity vypoč́ıtat.

1. Limita polynomů

Bud’ jde vypoč́ıtat př́ımým dosazeńım∞ za n nebo př́ımo odhadnut́ım

výsledku ze zadáńı.

Výsledek = ∞ nebo −∞ podle znaménka u členu s nejvyšš́ı

mocninou

Př́ıklad 2 Najděte limitu posloupnosti.

(a) lim
n→∞

(2n3 − 5n + 1)

(b) lim
n→∞

(5n2 − 3n4)

(c) lim
n→∞

(n4 + 5n + 10)

2. Limita pod́ılu polynomů

Bud’ jde vypoč́ıtat vytýkáńım a kráceńım (poněkud zdlouhavé) nebo

př́ımo odhadnut́ım výsledku ze zadáńı na základě následuj́ıćı úvahy:

• Pokud je nejvyšš́ı mocnina v čitateli i ve jmenovateli stejná,

pak čitatel i jmenovatel ”rostou stejně rychle”.

Limita je rovna pod́ılu konstant u nejvyšš́ıch mocnin.

• Pokud je nejvyšš́ı mocnina v čitateli menš́ı než ve jmeno-

vateli, pak ”jmenovatel roste rychleji než čitatel”.

Limita je rovna 0.
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• Pokud je nejvyšš́ı mocnina v čitateli větš́ı než ve jmenova-

teli, pak ”čitatel roste rychleji než jmenovatel”.

Limita je rovna ∞ nebo −∞, podle toho, jestli maj́ı konstanty u

nejvyšš́ıch mocnin stejné nebo opačné znaménko.

Př́ıklad 3 Vypoč́ıtejte limity posloupnost́ı.

lim
n→∞

3n2 − 3n + 5

2n2 + n + 1

lim
n→∞

1− n2

n3 + 3n2

lim
n→∞

n4 − n2 + 1

2n3 − n− 1

lim
n→∞

1− 2n3

2 + n

lim
n→∞

1− n4

2− 5n

3. Limita pod́ılu obsahuj́ıćı an, kde a ∈ R.

Bud’ jde vypoč́ıtat vytýkáńım a kráceńım (opět poněkud zdlouhavé)

nebo př́ımo odhadnut́ım výsledku ze zadáńı na základě obdobné úvahy

jako dř́ıve (roste-li rychleji čitatel nebo jmenovatel).
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Př́ıklad 4 Vypoč́ıtejte limity posloupnost́ı

lim
n→∞

2 · 3n + 3 · 2n

2n + 5 · 3n

lim
n→∞

5n + 2n

2 · 8n − 5n

lim
n→∞

5n + 10n

2 · 9n − 5n

lim
n→∞

5n + 5 · 8n

−2 · 6n − 5n

lim
n→∞

5n − 4 · 8n

−2 · 6n − 5n

4. Limita posloupnosti, která je po dosazeńı ∞ za n ve tvaru 1∞

Vypoč́ıtá se pomoćı vzorc̊u

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

= e, obecněji lim
n→∞

(
1 +

k

n

)n

= ek , kde k ∈ R

Definice 1 Č́ıslo e definované výše uvedenou limitou lim
n→∞

(
1 + 1

n

)n
se

nazývá Eulerovo č́ıslo. Je to iracionálńı č́ıslo rovné přibližně 2, 718 . . .
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Eulerovo č́ıslo je základem přirozené exponenciálńı funkce a přirozené

logaritmické funkce (viz daľśı semestr) a patř́ı mezi nejd̊uležitěǰśı kon-

stanty použ́ıvané v př́ırodńıch a technických vědách. Je pojmenováno

podle matematika Leonharda Eulera.

Př́ıklad 5 Vypoč́ıtejte limity posloupnost́ı

lim
n→∞

(
1 +

2

n

)n

lim
n→∞

(
n + 4

n

)n

Př́ıklady k procvičeńı:

Vypoč́ıtejte limity posloupnost́ı:

a) lim
n→∞

9n+2
18n−40

b) lim
n→∞

n8−n3+150
15−4n4

c) lim
n→∞

n+2
3n4+3

d) lim
n→∞

2n+3·4n
8·4n+3n

e) lim
n→∞

5n+2·3n
6n−2n

f) lim
n→∞

(5n2 − n + 3)

g) lim
n→∞

(
n−2
n

)n
h) lim

n→∞
3n3−5n+1
2n3+n−2

k) lim
n→∞

n2−n+2
−2n3+2

l) lim
n→∞

(
n+5
n

)n
m) lim

n→∞
(3− 10n3 + n)
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2 Č́ıselná řada

= součet všech člen̊u posloupnosti {an}∞n=1.

Zápis:
∞∑
n=1

an nebo a1 + a2 + a3 . . .

Podle toho, jaký má č́ıselná řada součet, rozlǐsujeme 4 př́ıpady:

1.
∑∞

n=1 an = s, kde s je reálné č́ıslo.

Řada
∑∞

n=1 an konverguje.

Řada
∑∞

n=1 an má součet s.

2.
∑∞

n=1 an =∞.

Řada
∑∞

n=1 an diverguje k ∞.

Řada
∑∞

n=1 an má součet ∞.

3.
∑∞

n=1 an = −∞.

Řada
∑∞

n=1 an diverguje k −∞.

Řada
∑∞

n=1 an má součet −∞.

4.
∑∞

n=1 an nemá součet.

Řada
∑∞

n=1 an osciluje.
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Na následuj́ıćım př́ıkladu si ukážeme, jak odlǐsné jsou pojmy posloupnost

a č́ıselná řada.

Př́ıklad 6 Uvažujme posloupnost {an}∞n=1 =
{

1
n

}∞
n=1

=
{

1, 1
2
, 1
3
, ...
}

. Jed-

noduše lze vypoč́ıtat limita této posloupnosti:

lim
n→∞

1

n
=

1

∞
= 0.

Posloupnost
{

1
n

}∞
n=1

tedy konverguje a má vlastńı limitu rovnu 0.

Z této posloupnosti lze vytvořit č́ıselná řada

∞∑
n=1

an =
∞∑
n=1

1

n
= 1 +

1

2
+

1

3
...

Pokud bychom chtěli určit, jaký má tato řada součet, můžeme postupovat

např. následuj́ıćım zp̊usobem (kterým byl součet nalezen už ve středověku)

∞∑
n=1

1

n
= 1 +

1

2
+

1

3
+

1

4
+

1

5
+

1

6
+

1

7
+

1

8
+

1

9
+ ...

= 1 +

(
1

2

)
+

(
1

3
+

1

4

)
+

(
1

5
+

1

6
+

1

7
+

1

8

)
+

(
1

9
+ ...

≥ 1 +

(
1

2

)
+

(
1

4
+

1

4

)
+

(
1

8
+

1

8
+

1

8
+

1

8

)
+

(
1

16
+ ...

= 1 +

(
1

2

)
+

(
1

2

)
+

(
1

2

)
+ ... = ∞

Z toho vyplývá, že řada
∑∞

n=1
1
n

diverguje a má součet ∞.

Dokázat divergenci řady
∑∞

n=1
1
n

nebylo př́ılǐs obt́ıžné. Vzhledem k tomu,

že u komplikovaněǰśıch řad jsou d̊ukazy konvergence/divergence podstatně

těžš́ı, byla odvozena jednoduchá pravidla pro konvergenci několika typ̊u řad:
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1. Geometrická řada

a + aq + aq2 + aq3 + . . .

s kvocientem q splňuj́ıćım −1 < q < 1 konverguje a má součet

s =
a

1− q
.

Př́ıklad 7 Vyšetřete konvergenci řady

∞∑
n=1

(
2

3

)n

2. Geometrická řada

a + aq + aq2 + aq3 + . . .

s kvocientem pro q ≥ 1 diverguje a má součet∞ nebo −∞ (v závislosti

na znaménku prvńıho členu a).

Př́ıklad 8 Vyšetřete konvergenci řady

∞∑
n=1

(
3

2

)n
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3. Řada
∞∑
n=1

1

nk
, kde k ∈ R

konverguje pro k > 1 a diverguje k ∞ pro k ≤ 1.

Poznamenejme, že divergence této řady pro k = 1 už byla ukázána v

Př́ıkladu 6.

Př́ıklad 9 Vyšetřete konvergenci řady

∞∑
n=1

1

n2

∞∑
n=1

1√
n

∞∑
n=1

1

n3

4. Konvergenci/divergenci řady neovlivńı, zaměńıme-li n za lineárńı člen

an + b, kde a, b ∈ R, a 6= 0.

Př́ıklad 10 Vyšetřete konvergenci řady

∞∑
n=1

1

(3n + 5)2

∞∑
n=1

1√
2n + 1

∞∑
n=1

1

(2n + 1)5
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5. Pokud lim
n→∞

an 6= 0, pak řada
∑∞

n=1 an nekonverguje, tj. diverguje

nebo osciluje.

Př́ıklad 11 Rozhodněte o konvergenci řady

∞∑
n=1

2n2 + 3

4n2 + 1

2.1 Č́ıselná řada s kladnými členy

Pro č́ıselné řady, které maj́ı všechny členy kladné, byla odvozena speciálńı

kritéria, pomoćı kterých lze o konvergenci nebo divergenci takových řad roz-

hodnout. My si pro ilustraci uvedeme jen dvě z nich - pod́ılové a odmocninové

kritérium.

Věta 2 (Limitńı pod́ılové kriterium)

Necht’
∑∞

n=1 an je řada s kladnými členy a existuje

lim
n→∞

an+1

an
= L.

Plat́ı

(a) je-li L < 1, pak
∑∞

n=1 an konverguje,

(b) je-li L > 1, pak
∑∞

n=1 an diverguje.

Př́ıklad 12 Rozhodněte o konvergenci řady

∞∑
n=1

3n

n
.
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Věta 3 (Limitńı odmocninové kriterium)

Necht’
∑∞

n=1 an je řada s kladnými členy a existuje

lim
n→∞

n
√
an = L.

Plat́ı

(a) je-li L < 1, pak
∑∞

n=1 an konverguje,

(b) je-li L > 1, pak
∑∞

n=1 an diverguje.

Př́ıklad 13 Rozhodněte o konvergenci řady

∞∑
n=1

(
1

2n + 1

)n

.

Př́ıklady k procvičeńı:

1. Vyšetřete konvergenci řady. Pokud se jedná o konvergentńı geometrickou

řadu, stanovte jej́ı součet.

a)
∑∞

n=1

(
2
5

)n
b)
∑∞

n=1

(
5
2

)n
c)
∑∞

n=1
n+1
2n
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d)
∑∞

n=1
n
5n

e)
∑∞

n=1
1

(n+6)2

f)
∑∞

n=1
1

3n+6

g)
∑∞

n=1
1

(n+1)2

h)
∑∞

n=1

(
1

n+1

)n
i)
∑∞

n=1
1

(4n−1)3

j)
∑∞

n=1
1√

3n+6
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