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Uvod

Cilem predmétu je seznamit studenty se zaklady vyrokové logiky, teorie mnozin, abstraktni

algebry, linearni algebry, Ciselnymi posloupnostmi a fadami.

Student po ukonceni semestru umi definovat zakladni pojmy matematické logiky a mnoZinové
operace, rozumi logické vystavbé matematiky, umi vyhodnotit pravdivost slozenych vyrokd.
Ma povédomi o algebraickych strukturach a relacich. Umi definovat zakladni pojmy linearni
algebry arozumi jim, dokaze vysvétlit operace s maticemi a determinanty, aplikuje zakladni
metody reSeni soustav rovnic. Definuje ¢iselnou posloupnost, dokadze urcovat jeji cleny a na-
kreslit jeji graf. Rozumi pojmu limita posloupnosti a dokaze jej vysvétlit a vizualizovat, zvlada
vypocet limit posloupnosti a ziskd poctarskou zru€nost pfi jejich vypoctu. PopiSe konstrukci
Ciselnértady a jejiho souctu a na zakladé kritérii dokaze rozhodnout o konvergenci ¢i divergenci

Ciselné rady.



Kapitola 1

Vyrokova logika

Po prostudovani kapitoly budete umét:

- Charakterizovat pojmy vyrok a vyrokova forma,

- definovat vyrokové operace,

- uzivat tabulku pravdivostnich hodnot,

- definovat zakladni pojmy axiomatické vystavby matematické teorie,
- rozliSovat a negovat obecny a existenc¢ni kvantifikator.

Klicova slova:

Vyrok, vyrokova forma, pravdivostni hodnota, negace, konjunkce, disjunkce,

implikace, ekvivalence, logicka spojka, kvantifikator, axiom, definice, véta, dlikaz.



9 VYROKOVA LOGIKA

Logika

Matematicka logika se zabyva presnym formalnim studiem jazyka matematiky a matematickych
pracovnich postupt. Pfi studiu matematiky se setkdvame s pojmy vyrok, axiom, definice, véta, dlikaz
atd. Tyto pojmy povaziujeme za zdkladni prvky logické vystavby matematiky. Vyskytuji se
v celém dalSim vykladu, proto je nezbytné se s nimi obeznamit a pochopit presné jejich vyznam. Za-

kladni vyznam v matematické logice maji vyroky.

Vyrok je jakékoliv sdéleni (tvrzeni), o némz mda smysl rozhodnout, zda je pravdivé ¢i nepravdivé,
pficemz z téchto dvou moznosti nastane pravé jedna. Pravdivému vyroku pfifazujeme pravdivostni

hodnotu 1 a nepravdivému 0. Stru¢né budeme psat ph 1 a ph 0.

Pt¥iklady vyroku:
> Pradéd je nejvy3si hora Ceské republiky. (ph 0)
» 243 = 5(ph1l)
> Re$enim kvadratické rovnice x?> — 5x = 0jsou ¢isla0a 5. (ph 1)
» Kaidy pravouhly trojuhelnik je rovnostranny. (ph 0)
Naproti tomu vyroky nejsou:
> Kéi by Olomouc byla hlavnim méstem Ceské republiky!
» Sestrojte trojuhelnik!

> Je x redlné Cislo?

Z uvedenych priklad(l je zfejmé, Ze vyrok mize mit jediné tvar véty oznamovaci. Véty tdzaci, rozka-

zovaci a praci vyroky nejsou. AvSak ani oznamovaci véta nemusi byt vyrokem.
Napfriklad:

> Cislo x je délitelné péti. (nenf vyrok)

» Primka p je kolma na pfimku q. (neni vyrok)

O pravdivosti ¢i nepravdivosti téchto sdéleni nema smysl uvazovat, dokud za x nedosadime urcité
¢islo a dokud nebudeme konkrétné znat pfimky p a g. Zatim tedy vySe uvedend sdéleni nejsou vy-

roky, ale jsou to tzv. vyrokové formy.

Vyrokova forma je sdéleni, které obsahuje jednu nebo vice proménnych, a které se po dosazeni

proménné z urcité neprazdné mnoziny (defini¢niho oboru vyrokové formy) stane vyrokem.

Podmnozina defini¢niho oboru, pro jejiz prvky se vyrokovd forma stane pravdivym vyrokem, se na-

zyva obor pravdivosti vyrokové formy.
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Vyrokovou formu jedné proménné x budeme znacit V(x).
Vyrokovou formu napf. tfi proménnych x,y a z budeme znadit V (x, y, z).

Ptiklad vyrokové formy.
a) Meéstem M protéka feka Morava.
Pokud za mésto M dosadime mésto Olomouc, resp. Praha, vyrok bude pravdivy, resp. ne-
pravdivy.
b) x%-4 = 0 je vyrokova forma
Defini¢ni obor: x € R
Obor pravdivosti je {—2;2}.

Z vyrokové formy lze ziskat vyrok dvojim zplsobem:
1) Dosazenim konstant za vSechny proménné z defini¢niho oboru vyrokové formy.

2) Vazanim vSech proménnych kvantifikatorem.

P¥iklad UvaZujme vyrokovou formu a utvofme z ni vyrok.
Vyrokova forma. Realné Cislo x je kladné. Defini¢ni obor: x € R
1) Dosadime-li za x Cislo 5, obdrzime vyrok:
Redlné Cislo 5 je kladné. Stru¢né 5 > 0. (ph 1)
Dosadime-li za x ¢islo —7, pak obdrzime vyrok:
Realné Cislo —7 je kladné. Stru¢né —7 > 0. (ph 0)
2) Kazdé realné Cislo je kladné. (ph 0)
Existuje redlné Cislo, které je kladné. (ph 1)
Priklad vyrokové formy, kterd obsahuje 3 proménné. Pro redlnd Cisla plati x + y = z.

Regeni
Defini¢nim oborem jsou vSechna redlna Cisla.
Dosadime-li x = —1,y = 8 a z = 15, pak obdrzime pravdivy vyrok
-1+ 8< 15.
Dosadime-li x = 5,y = 3 a z = 2, pak obdrZime nepravdivy vyrok
5+3<2.

Vyroky i vyrokové formy lze spojovat neboli provadét s nimi operace a vytvaret tak vyroky a vyro-

kové formy sloZené.

SloZené vyroky tvofime z jednoduchych vyrokl pomoci logickych spojek, které se nékdy nazyvaji

vyrokotvorné operatory ¢i funktory.
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Vyrokoveé operace

Necht A a B jsou jednoduché vyroky.

VYROKOVA LOGIKA

Operace | Nazev Oznaceni | Zapis Cteme
unarni negace = —-A A neplati; non A; neni pravda, Ze plati A
konjunkce A AAB A a zaroven (soucasné) B
bindmi disjunkce \% AVB A nebo B (v nevylucovacim smyslu)
indrni
implikace = A=>B z A plyne B; jestlize A, pak B
ekvivalence < A=B A pravé kdyz B; A tehdy a jen tehdy kdyz B

Definice vyrokovych operaci pomoci tabulky pravdivostnich hodnot.

A —-A

1

0 1
A|B/AANAB|AVB|A>B|ASB
1111 1 1 1
1|10|0 1 0 0
0(1(0 1 1 0
0[O0 0 1 1

Negace pravdivého vyroku A je nepravdivy vyrok a negace nepravdivého vyroku je vyrok pravdivy.

Konjunkce A A B je pravdiva, jsou-li oba vyroky A a B pravdivé, v ostatnich pfipadech je nepravdiva.

Disjunkce A V B je pravdiva, je-li aspon jeden z vyrok( A a B pravdivy. Jsou-li oba vyroky Aa B ne-

pravdivé, pak jejich disjunkce je nepravdiva.

Implikace A = B je pravdiva, jsou-li oba vyroky A a B pravdivé nebo je-li vyrok A nepravdivy a B

jakykoliv. Nepravdiva je pouze v pfipadé, je-li A pravdivy a B nepravdivy vyrok.

Ekvivalence A & Bje pravdiva, jsou-lioba vyroky A a B pravdivé nebo oba nepravdivé. Maji-li vyroky

A a B opacnou pravdivostni hodnotu je ekvivalence nepravdiva.

SloZzeny vyrok, ktery pfi vSech moZnych pravdivostnich hodnotach vstupujicich vyrokd nabyva prav-

divostnich hodnot 1, resp. 0, se nazyva tautologie, resp. kontradikce.
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Zakony vyrokové logiky

1) AV —=A (zdkon o vylouceni tretiho)

2) —(A A —=A) (zakon sporu)

3) —(=A) © A (zdkon dvoji negace)

4 AANBS BA } A komutativni zdkon pro konjunkci a disjunkci

5) A VB BVA

6) AA(BAC) @ (AAB)AC } asociativni zdkon

7) Av(BvC) © (AvB)VvC

8) AN(BVC) © (AAB)V(AAC) distributivni zakon

9) AV(BAC) & (AvV B)A(AVO)
10) =(AAB) & -AV =B
11)=(AVvB) ©® -AA B
12) (A= B) & (=AVB)
13) =(A = B) © (A A =B) princip dikazu sporem

14) (A = B) & (=B = —A) princip nepfimého dlikazu

15) (A= B) A (B = C) = (A = C) zakon tranzitivity implikace

16) (A © B) © [(A = B) A (B = A)] zakon hypotetického sylogismu

De Morganovy zakony

Urcovani pravdivostnich hodnot sloZenych vyrokl a vyrokovych forem provadime zpravidla tabul-

kovou metodou - uZzitim tabulek pravdivostnich hodnot.

Priklad Presvédcime se, Ze sloZzeny vyrok —(AV B) & —(A A B) je tautologie.

Reseni

A[B|—A|=B|-AV—B|AAB| =(AAB) | (=AV-B) & (AAB)
11110 0 0 1 0 1

1010 1 1 0 1 1

0(1(1 0 1 0 1 1

0|0 |1 1 1 0 1 1

Z posledniho sloupce, v némz jsou samé jednicky, je zfejmé, Ze dany vyrok je tautologie.
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Priklad Zjistéme, zda je sloZeny vyrok (A= B) A (A A =B) kontradikce.

Reseni
A/B|-B|A=>B|AA-B|(A=B)A(AAB)
11110 1 0 0
1/0]1 0 1 0
0|1(0 1 0 0
0|0 |1 1 0 0

Dany vyrok je kontradikce, ponévadz v poslednim sloupci jsou samé nuly.

VYROKOVA LOGIKA

Pfiklad Urcete, pro které trojice vyrok A, B, C je pravdivy vyrok [(AV B) A C] = (=A).

Reseni

A[B|C|-A|AVB|(AVB)AC |[(AVB)AC]= (=A).
1/1(1]|0 |1 1 0

1/1]/0|0 |1 0 1

1|/0(1(0 |1 1 0

1/0|0{0 1 0 1

of1]111 |1 1 1

of1(o0f1 |1 0 1

ojof1(1 |oO 0 1

0(0(0]|1 0 0 1

Vyrok je pravdivy ve vSech pfipadech kromé dvou trojic vstupujicich vyroka: (1, 1,1) a (1, 0, 1).

Logicka vystavba matematiky

Kazdd matematickd teorie je budovana prostrednictvim souboru axioml, definic a matematickych

vét. Soustava axiomU musi byt bezesporna, nezdvisla a Uplna.

Zakladni matematické pojmy jako jsou bod, pfimka, rovina, pfirozené cislo, nelze definovat pomoci

pojm0 jednodussich. Zavadime je axiomy, v nichZ se tyto pojmy vyskytuji spolu se vztahy mezi nimi.

Ptiklad Dvéma rlznymi body je uréena jedina pfimka.
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Axiom je matematicky vyrok, ktery se povaZuje za pravdivy a nedokazuje se; je ovéren praxi.

Matematicka definice zavadi novy pojem, stanovi jeho nazev a udava charakteristické vlastnosti

pojmu, ktery jej odliSuje od ostatnich.

Smyslem definice je zavést novy pojem takovym zplsobem, Ze o kazdém objektu Ize rozhodnout,

zda do mnoZiny objektd vymezenych definici patfi, ¢i nepatfi.
Ptiklad Dvé pfimky se nazyvaji rGznobézné, maji-li jediny spolecny bod.

Matematicka véta vypovida o vlastnostech matematickych objektl a o vztazich mezi nimi. Je to
vzdy tautologie, kterou je mozné logicky odvodit z axiom0, definic a dfive dokdzanych vét. Matema-

tické poznatky jsou v ni vyjadrené slovy nebo symbolickym zdpisem.

P¥iklad Trojuhelnik ABC je pravouhly, pravé kdyZ v ném plati ¢ = a? + b?, kde a, b jsou délky
odvésen a ¢ je délka prepony tohoto trojuhelniku.

Stavba matematicke vety

1) Tvar implikace: p = q

Vyrok p je predpoklad avyrok q je tvrzeni véty. Vyrok p je postacujici podminkou pro

vyrok g a vyrok g je nutnou podminkou pro vyrok p.

Ptiklad Je-li Cislo délitelné deviti, pak je délitelné tremi.

Véty pridruzené k matematické vété p = q.

a) Véta obménéna ma tvar: —q = —p avidy plati, protoze (p=q) © (=q= —p) je
tautologie.
P¥iklad Neni-li ¢islo délitelné tfremi, pak neni délitelné deviti. (véta plati)

b) Véta obracend mad tvar: q = p a ta midze, ale i nemusi platit.
Ptiklad Je-li ¢islo délitelné tfemi, pak je délitelné deviti. (véta neplati)

Pokud plati véta i véta k ni obrdcenad, vyslovujeme matematickou vétu ve tvaru ekvivalence.

2) Tvar ekvivalence: p & q
Vyrok p je nutnou a zaroven postacujici podminkou pro vyrok g a vyrok g je nutnou a zaroven
postacujici podminkou pro vyrok p. Plati tedy: (p > qAq=p) e (p© q)

P¥iklad Cislo je délitelné $esti, pravé kdy? je délitelné dvéma i tfemi.

Matematické véty slouzi k budovani matematické teorie i k vyuZiti matematickych poznatkd v praxi.
Logicky proces, kterym se ovéfuje platnost matematické véty pomoci axiomd, definic a dfive doka-
zanych vét se nazyvd dikaz matematické véty.
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Kazdou matematickou vétu je nutné dokazat. Podle pouzitych postupl rozliSujeme dikazy:

Y

Primé: realizujeme jako fetézec pravdivych implikaci p = p; = p, =2 - =q.

» Nepfimé: realizujeme na zakladé implikace =q = —p, nebot (p = q) © (—q = —p); doka-
Zeme vétu obménénou.

> Sporem: realizujeme na zakladé zakona (p = q) © —(p A =q); negujeme plvodni vyrok
a pomoci fetézce implikaci dospéjeme ke sporu

» Matematickou indukci: dokdaZzeme, Ze vyrok plati pro nejmensi prvek a z platnosti vyroku

pro n dokdzeme, ze platipron + 1

Y

Rozborem moznosti

» Uvedenim protipfikladu

Kvantifikatory

JiZz jsme se zminovali, Ze z vyrokové formy muizZeme obdrzet vyrok uZitim kvantifikdtoru. V matema-
tickych vétach se kvantifikatory ¢asto vyskytu;ji.

RozlisSujeme:

V obecny kvantifikator (velky)

symbol vznikl prevracenim prvniho pismene anglického slova ,,ALL"")
3 existencni kvantifikator (maly)

symbol vznikl oto¢enim prvniho pismene anglického slova ,,EXIST"’)

zapis Cteme
Vx pro kazdé x, pro vSechny x, pro libovolné x

dx existuje (aspon jedno) x, pro nékteré x, pro vhodné x

Pf¥iklady kvantifikovanych vyrokd.

VxeER: x2>0

Kvadrat kazdého redlného Cisla je nezaporny. (ph 1)

dxeR:|x|=0

Existuje (aspon jedno) realné Cislo, jehoz absolutni hodnota je rovna nule. (ph 1)
VXxER: x| >0

Absolutni hodnota vSech redlnych Cisel je kladné &islo. (ph 0)
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Negovani kvantifikovanych vyroki

U negovaného kvantifikovaného vyroku zaménime obecny kvantifikdtor existenénim a existencni

kvantifikdtor zaménime obecnym a vyrokovou formu nahradime jeji negaci.

vyrok negace vyroku
Pro kazdé x plati V(x) Neni pravda, Ze pro kazdé x plati V(x). Existuje (aspon
Zapis: V x: V(x) jedno) x, pro které neplati V(x).

Z4apis: 3x: =V (x)

Ptiklad Pro kazdé redlné cislo x Existuje redlné &islo x pro néz plati x> — 4 < 0. (ph 1)
plati x2 —4 > 0. (je to napt. x = 1;1,5; 0)
Zapis: Vx: x2—4 >0 (ph0)

Prox =2;3,5jeph1l
(Pro X = 1;%, 0 je ph 0)
Existuje x takové, pro néz plati V(x). Neni pravda, Ze existuje x , pro néz plati V(x)
Zapis: 3x: V(x) Pro zadné x neplati V(x).

Zapis: Vx: =V(x)

Priklad Existuje aspori jeden trojuhelnik,  VSechny trojuhelniky jsou pravouhlé. (ph 0)

ktery neni pravouhly. (ph 1)

Jisté jste si vSimli, Ze negaci pravdivého vyroku jsme obdrZeli vyrok nepravdivy a naopak.

Negovani vyrokl s udanim poctu

asponnje ... negace nejvyse (n—1) je ...

nejvyse n je ... negace aspon (n +1) je ...

Priklad Ve tfidé je aspon 17 studentll. (Znamena to, Ze je jich 17 nebo vice.)

Negace: Ve tfidé je nejvySe 16 studentl. (Znamena to, Ze je jich 16 nebo méné.)

Ptiklad V sadé je nejvyse 8 hrusni.

Negace: V sadeé je aspon 9 hrusni.
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Poradi kvantifikatoru

Kvantifikdtory miizeme fadit téZ za sebou. Na poradi kvantifikdtord 3 a Vzalezi! Poradi kvantifika-

torll téhoZ typu lze zaménovat, ale poradi kvantifikator(i opacného typu zaménovat nelze.

VxVy: Vix,y) ©VyVx:V(x,y)

Plati:
at Jx3y:V(x,y) ©3yIx:V(x,y)

Vx 3y:V(x,y) & 3y Vx:V(x,y)

Naproti tomu:
aproti tomu JxVy:Vix,y) & Vy3ax:Vixy)

Pravdivostni hodnotu vyrokové formy je mozné vyhodnotit pomoci tabulky pravdi-
vostnich hodnot. Matematické véty a definice jsou formulovany jako implikace nebo

jako ekvivalence.

1. Jaky je rozdil mezi vyrokem a vyrokovou formou?

2. Coje obor pravdivosti vyrokové formy?

3. Vyjmenujte vyrokové operace!

4. Uvedte, kdy je pravdiva konjunkce (disjunkce, implikace, ekvivalence)?

5. Coje to tautologie (kontradikce)?

6. Jak se neguji kvantifikované vyroky?

7. Jakcteme: Vx a dx?

8. Jaky je vztah mezi vétou pfimou a obracenou (obménénou)?

9. Rozhodnéte, které sdélenije vyrok. Pokud ano, tak uvedte jeho pravdivostni hod-
notu.
a) Cislo 13 je prvocislo. [vyrok; ph 1]
b) Cislo 15 vydélte tiemi. [neni vyrok]
c) Absolutni hodnota redlného Cisla je vidy Cislo nezaporné. [vyrok; ph 1]
d) Chlapec je plnolety. [neni vyrok]
e) 6 +3<2 [vyrok; ph 0]
f)  Cena kabatu je vyssi nez cena bot. [neni vyrok]
g) CtyFahelnik ABCD je ¢tverec. [neni vyrok]
h) Kazdy Ctyruahelnik je ¢tverec. [vyrok, ph 0]

i) Jex celécislo? [neni vyrok]
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10. Z vyrokové formy utvorte vyrok pravdivy i nepravdivy.
- x<5,x€eZ
Dosazenim:
|6 < 5;(ph0) 3<5;(phl)
| UZitim kvanfitikdtord:
| Pro kazdé x € R je x < 5.(ph 0)
Existuje x € R takové,Ze x < 5.(ph1)
- Trojuhelnik ABC je rovnostranny.
Kazdy trojuhelnik ABC je rovnostranny. (ph 0)
Existuje trojuhelnik ABC, ktery je rovnostranny (ph 1),

- x>y+3 x,yEL

x =10,y =4 (ph1)
x= -2,y =0 (ph 0)]

11. Stanovte defini¢ni obor a obor pravdivosti vyrokové formy g > 0.

Definicni obor: R\{3}
Obor pravdivosti: x € (—2;3)

[Dosazem’m:

12. Z vyroku:
A: dany trojuhelnik je pravouhly
B: dany trojuhelnik je rovnoramenny
sestavte sloZené vyroky (AV B; AA B; A = B; A & B) a slovné je interpretujte.
13. Pomoci tabulky pravdivostnich hodnot zjistéte, zda je vyrokova forma
tautologie nebo kontradikce.

- mA=>(A=>B) [tautologie]
- (A=>B)A(AA-B) [kontradikce]
- [C=A)A(C=B)]e [C=(AAB)] [tautologie]

(AAN-C) = [(BA-A) © (C= —=A)]
neni tautologie
| ani kontradikce; pravdiva je |
| ve vSech pripadech |
|kromé (1,1,0)a (1,0,0) |
14. K matematické vété vyslovte véty pridruzené a rozhodnéte, zda lze vétu vyslovit
ve tvaru ekvivalence.
- Véta: JestliZe jsou dvé pfimky na sebe kolmé, pak sviraji pravy uhel.
[vétu Ize vyslovit ve tvaru ekvivalence]
- Véta: Jsou-li rovinné obrazce shodné, pak maji tyZ obsah.

[vétu nelze vyslovit ve tvaru ekvivalence]
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15. Utvorte negaci kvantifikovanych vyrokd.
- Petr vidy fika pravdu.
- Zadny ueny z nebe nespadl.
- Alespon jedno prvocislo je sudé.
- VxER:x?—-16<0
16. Stanovte pravdivostni hodnotu vyroku, neguijte ji a zapiSte jeho negaci slovné
i symbolicky.
- Vyrok: Pro vSechna realna Cisla x plati 2* > 0.
Symbolicky: Vx € R: 2* >0
- Vyrok: Existuje redlné &islo x které je feSenim rovnice x2 —5x + 6 = 0
Symbolicky: 3x E R: x2—5x+6 =0

Literatura k tématu:

[11 BUDINSKY, B., CHARVAT, J. Matematika I. SNTL Praha, 1987. ISBN 04-011-87
[2] KLUFA, J., COUFAL, J. Matematika pro ekonomy (1). Ekopress Praha, 1997.
405 stran. ISBN 80-86119-00-9.



Kapitola 2

Mnoziny

Po prostudovani kapitoly budete umét:

- objasnit pojem mnoziny a zpuUsob jejiho zadani,

- definovat mnozinové operace a nacrtnout Vennovy diagramy,
. definovat mnozinu R*,

- pocetni operace s nevlastnimi Cisly,

- definovat a graficky zndzornit okoli bodu na pfimce.

Klicova slova:

Mnozina, prvek mnoZziny, sjednoceni, prlinik, rozdil a doplnék mnozin, podmnoZzina,

¢iselnd mnozina, nevlastni ¢isla, interval, okoli bodu.
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Mnozina a jeji prvek

MnozZinou rozumime souhrn (soubor) jakychkoliv objektll. MnozZzina je urena, mizeme-li
o jakémkoliv objektu rozhodnout, zda do ni patii ¢i nepatfi.

Objekty, které patfi do dané mnoziny, nazyvame prvky této mnoziny.

P¥iklad Uvazujme mnozinu viech mést Ceské republiky. Mésto Olomouc patii do této mnoziny, na-

proti tomu mésto Bratislava nepatfi do této mnoziny.

P¥iklad UvaZujme mnozinu véech druhych mocnin pfirozenych ¢isel. Cislo 25 patii do této mnoziny,

Cislo 7 do ni nepatfi.

MnoZziny oznacujeme zpravidla velkymi pismeny abecedy, napt.: 4, B, C, ...
Prvky mnoZiny oznacujeme zpravidla malymi pismeny abecedy, napf.: a,b,c, ..., v pfipadé potieby

uzivame indexy.

Zapis a € A, znamend, Ze a je prvkem (elementem) mnoziny A, také mlzeme fici, Ze a patfi do
mnoziny A, a je z mnoziny A.

Zapis a & A, znamena, Ze a neni prvkem mnoZiny A.

MnozZinu miZzeme zadat (urcit):
a) vyctem prvkd, které do ni patfi
b) udanim charakteristické vlastnosti jejich prvki

Priklad Mnozinu M, kterd je zadana vyctem prvkl zadejte pomoci charakteristické vlastnosti.
M={-3,-2,-1,0,1,2,3}

Reseni Prvky mnoZiny M jsou celd &isla. MnoZinu celych &isel oznacujeme zpravidla Z. Potom mo-
Zeme mnoZinu M zadat takto: M = {x € Z; -3 < x < 3}nebo M = {x € Z; x* < 9}.
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Operace s mnozinami

Nazev a oznaceni

Vennlv diagram

Definice

Sjednoceni mnozin Aa B

AUB

@

XEAUB)© (x€AVx ERB)

SjednocenimmnozinAaB
nazyvame mnoZinu vsech
prvkd, které patfibud' do A
nebo do B (tedy aspon do
jedné z nich, mohou patfit

soucasné do obou).

Prinik mnoZin Aa B

ANB

O

x€EANB)© (x€EAANXx EB)

Prinikem mnoZin A a B na-
zyvdme mnozZinu vSech
prvk(, které patfido Aaza-
roven patfido B (jsou spo-

lecné mnozindm A a B).

Inkluze mnoZina B (mno-
Zina A je podmnozZinou

mnoziny B)

AcCB

A@B

XxXEA=>x€EB

MnoZzina A je podmnoii-

nou mnoziny B, jestlize
kazdy prvek mnoziny A je

prvkem mnoziny B

Rovnost mnozin Aa B

A=B

xXEAS xERB

MnoZiny A a B se rovnaji,
kdyz kazidy prvek mnoZiny
A je prvkem mnoZziny B
kazdy
mnoziny B je prvkem mno-

a zaroven prvek

Ziny A.

Rozdil mnoZin AaB

A\B

(x€eA\B) ©® (x€eANx €B)

Rozdil mnozin A aB je
mnozina vsech prvkl mno-
Ziny A, které nepatfi do
mnoziny B.

Doplnék mnoziny A
v mnoZiné B
A I
B
O dopliiku mluvime tehdy,
je-li A C B. linak uzivdme

pojem rozdil mnozin.

XEBAx A

Doplnék mnozin A v mno-
Ziné B je mnozina vSech
prvkd mnoziny B, které ne-
patfi do mnoziny A.

Poznamka RozliSujeme vlastni a nevlastni podmnozinu mnoziny.

22
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@& €

MnoZina A je nevlastni podmnozinou
Mnozina A je vlastni podmnoZinou mnoziny B. mnoziny B a naopak mnoZina B je ne-
AcCcBANA+B vlastni podmnoZzina mnoziny A.
(AcBABcA)s (A=B)

Kazda mnozina je nevlastni podmnozZinou sebe samé!

MnoZzina, do které patfi n prvk(, n € N, se nazyvd konecna, ostatni mnoZiny jsou nekonecné.

MnoZina, kterda neobsahuje Zadny prvek, se nazyva prazdna; znaCime ji @; ostatni mnoZiny jsou
neprazdné.

Mnoziny A a B se nazyvaji disjunktni, je-li jejich prlinik mnozina prazdna.

Disjunktni mnoziny

ANB=0
Prazdna mnozina je podmnoZzinou libovolné mnoziny.
Ziejmé plati: AUBP=A AnP=0
Je-liAcB,pakAUB=B ANB=A

Pro libovolné mnoziny A, B, C plati:
AUB=BUA
ANB=BNA

(AUB)UC =AU (BUCO)
(AnB)NC=An(BNC0C)
An(BUuC)=(AnB)U (An ()
AUu(BNC)=(AUB)n (AU ()

komutativni zakon

asociativni zakon

distributivni zakon
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Pfiklad Méjme mnoziny A = {—3;—2;—1;2;5;6} aB ={-2;-1;0;1; 2; 3; 4;5}.
Urcete AUBaANB.
Reseni
AUB=1{-3;-2;-1;0;1 2;3;4;5; 6}
ANB={-2;-1;2;5}

Pfiklad Uvazujme mnoziny A ={-2;-1;0;1;2} aB=1{-3;—-2;-1;0;1;2;3}. Urcete
AUB,ANB, pokud je A € B nebo B C A, pak uréete B\A nebo A\B.
Reseni

AUB=1{-3;-2;—-1;0;1;2; 3}

ANnB={-2;-1; 0;1; 2}

A je podmnozZinou mnozZiny B, mGzeme urtit B\A = {—3;3}

P¥iklad UvaZzujme mnozZinu A vSech trojuhelniki, mnoZinu B vSech rovnoramennych trojuhelnikt
amnozinu C vSech rovnostrannych trojuhelnik(i v roviné. Je mezi mnozinami A, B, C vztah inkluze?

Pokud ano, tak jaky?
Reseni: C € B c A, ztejméje C c A

Mnozina rovnostrannych trojuhelnik je podmnozZinou rovnoramennych trojuhelnik(i a ta je pod-
mnoZzinou trojuhelnikd v roviné.

Ciselné mnoziny

Pro nds budou mit prfedevSim vyznam Cciselné mnoziny, tj. mnozZiny, jejichz prvky jsou Cisla.
Vyznamné cCiselné mnoZiny jsou oznaceny takto:

N — mnoZina vSech pfirozenych Cisel

Z. — mnozina vSech celych cisel

Q — mnozina vSech racionalnich Cisel

R — mnoZzina vSech redlnych Cisel

C — mnozina viech komplexnich Cisel
Ztejmé platiinkluze NcZ c Qc Rc C.

UZitecna jsou i oznaéeni nékterych podmnozin mnoziny R:
Z~— — mnozina vSech zapornych celych Cisel

Q+ — mnotZina vsech kladnych racionalnich Cisel

Q™ — mnozina vsech zapornych racionalnich Cisel
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RT — mnoina viech kladnych realnych cisel

R™ — mnozina vSech zdpornych readlnych cisel

Pfipojime-li k oznageni mnoZin N,Z~,Q*,Q~,R*a R™ index 0, znamena to, Ze do uvedenych mno-

Zin patfi navic ¢islo 0.

V mnoziné R lze scitat, odCitat, ndsobit i délit (ne vSak délit nulou) a pfitom uvedené pocetni ope-
race maji znamé vlastnosti. Lze v ni téz definovat binarni relaci < linedrniho usporadani. Mnozina

R tedy tvofi z algebraického pohledu usporadané téleso.

Mnozinu R ajeji prvky lze geometricky zndzornit. Kazdému redlnému Cislu lze pfifadit pravé jeden
bod redlné pfimky R?, jiz nazyvdme téZ redlnou osou nebo jednorozmérnym redinym prostorem,
a naopak kazdému bodu redlné pfimky lze pfifadit pravé jedno realné Cislo. Vzhledem k tomuto vza-
jemné jednoznacnému pfirazeni lze ztotoznit redlna Cisla s jim odpovidajicimi body redlné ptrimky
amnoZinu R s mnoZzinou R!. Podle okolnosti se mluvi nékdy o redlném ¢&isle (stru¢né &isle), jindy
o realném bodé (strucné bodé). Redlnou ptfimku nazyvame v dalSim textu stru¢né pfimkou nebo

osou.

Vzdalenost, presnéji euklidovska vzdalenost, d (A, B) bodt A = [x,]a B = [x,] pfimky je ddna vzor-

cem

d(A,B) =+/(x, —x)? =[x, —x,

proto se nékdy misto o realné pfimce hovofi o euklidovské pfimce.

Mnozina R*

MnoZzina R nema ani nejmensi, ani nejvétsi prvek. Vzhledem k tomu, Ze v dalSim textu budeme pra-
covat s nevlastnimi limitami a s limitami v nevlastnich bodech, je Ucelné rozsifit mnoZinu R o dva
nové prvky, jez nazyvame nevlastnimi Cisly plus nekonecno a minus nekonecno, nebo nevlastnimi

body plus nekonecno a minus nekonecno a znafime +00 a — oo,
Poznamka Pokud nehrozi nedorozuméni, znac¢ime nevlastni Cislo plus nekonec¢no symbolem co.

Definice 2.1 MnozZinu R, doplnénou o nevlastni Cisla +00 a — oo, nazyvame rozsifenou mnozZinou

viech redlnych ¢isel a zna¢ime R*. Tedy R* = RU {—,+x} a R c R*.

. s v s wvs Ve * s . ’ « vz s s e
Je-li to ucelné, Cisla mnoziny R™, ktera nejsou nevlastnimi Cisly +00 nebo —oo, nazyvame vlastnimi

Cisly nebo vlastnimi body.



ALGEBRA 26

Usporadani a pocetni operace vmnoziné R jsou zndmé. Abychom je méli definovany i v mno-

ve v £ v osvrs . .o v/ . v v . . s
Ziné R", rozSifime je na dvojice Cisel, z nichz aspon jedno je nevlastni.

Usporadani a pocéetni operace v mnoziné R*

Pro kazdé c € R (tedy c je vlastni ¢islo) definujeme:

1. Usporadani

—0 < 400
—o0 < ¢ <+
2. Absolutni hodnota
|+00] = |—o0| = +oo

3. SCitani a odcitani
C+ oo =400
C— 00 = —00
+00 + 00 = 40

—00 — 00 = —00

[+00 — 00, —oo+ | neni definovano

4. Ndsobeni a déleni
+00 - (£0) = too
—o0- () = Foo
c-(+00) =+ proc>0
¢ (Foo) =t proc <0

c
— =0
400
400
— =40 proc>0
c
too
—=+4oproc<0
c
0 _I_ +m — C ’ d f- 7
(), i_oo T’ 0 neni definovano

5. Mocnina s celym mocnitelem
Prokazdé m € N (400)™ = 400,(40)™™ =
—oo pro m liché

(~o0)™ = (=1)™ - (+00)™ = <

+00 pro m sudé
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(+20)° (—0)°| neni definovano

6. Odmocnina s pfirozenym odmocnitelem
Pro kazdé m € N je \/+00 = 4o
"/—00 = —oo pro m liché

"\/—oo| neni definovana pro m sudé

Intervaly

V matematické analyze velmi ¢asto pracujeme se specidlnimi podmnoZzinami mnoziny R, které na-

zyvame intervaly.

Definice 2.2 Necht a € Rab € R,a < b. Intervalem s krajnimi body a a b rozumime kteroukoli

z téchto mnozin:
(a,b) = {x € R;a < x < b} — otevieny interval
(a,b) = {x € R;a < x < b} — polootevfeny nebo polouzavfeny interval omezené
(a,b) = {x € R;a < x < b} — polootevieny nebo polouzavfeny interval ( intervaly
(a,b) = {x € R;a < x < b} — uzavieny interval

Délka d(a, b) intervalu s krajnimi body a a b je dana vzorcem d(a,b) = b - a.

Intervalem s krajnim bodem a a nevlastnim krajnim bodem +oco nebo — o rozumime kteroukoli

z téchto mnozin:

(a,+) = {x € R; x > a} — otevieny interval )

(—o0,a) = {x € R; x < a} — otevfeny interval

(a,+) = {x € R; x = a} — polootevieny nebo polouzavfeny interval neomezené
(—0,a) = {x € R;x < a} — polootevieny nebo polouzavieny interval intervaly
Intervalem s nevlastnimi krajnimi body — oo nebo + oo rozumime mnozZinu:

(—00,4+®) = {x € R; —o < x < +} — otevieny interval J

Prvni, resp. druhé, vlastni nebo nevlastni Cislo zleva v oznaceni intervalu je levy, resp. pravy, krajni

bod intervalu.

Kazdy bod intervalu, ktery neni jeho krajnim bodem, nazyvdme vnitinim bodem intervalu. MnoZinu

vsech vnitrnich bodU intervalu nazyvdme vnitikem intervalu.

Vnitrek intervalu je vZdy otevieny interval, véetné prazdné mnoziny. Napf. vnitiek kazdého z inter-
valli (a, b),{a, b),(a,b) a (a,b) je interval (a,b).
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Graficky zndzorfiujeme interval, ktery neni prdzdnou mnoZinou, jako Usecku, polopfimku nebo

ptimku. PInym nebo prazdnym krouzkem vyznacujeme, zda jeho krajni bod k nému patfi ¢i nikoli.

L & r— —_—
a b a b a b
(a,b) (a,b) (a,b)

Obrdzek 2.1 Grafické zndzornéniintervalu s vlastnim krajnim bodem
-1 s L
a a
( —oo, b) ( 4, + DO)
Obrazek 2.2 Grafické zndzornéni intervalu s nevlastnim krajnim bodem

Okoli bodu

PovSimneme sited jednoho specidlniho typu otevieného intervalu — okoli bodu. Okoli bodu ndm
poslouZi pfi vysloveni nékterych definic a vét a v mnoha uvahach pfispéje k prehlednému vyjadro-

vani.

Definice 2.3 Necht c € R a § € R™T. §-okolim bodu ¢ nazyvame otevieny interval (c— §,c+ §).

Cislo § nazyvdme polomérem, nebo velikosti 5-okoli bodu c. §-okoli bodu ¢ znaéime U(c, §) nebo
Us (¢).

Zapis Ug (c) ¢teme: deltové okoli bodu c.

c-0 C c+0
Obrdzek 2.3 Grafické zndzornéni 6-okoli bodu c
6-okoli bodu ¢ miZzeme vyjadrit nasledujicimi zpUsoby:
1. U, ) ={xeR;x€e(c—6c+6)}
2. Ulc,6)={x€ER;c—6<c<c+ 6}

3. U(c,6) ={xeR;|x—c| <6}
Nékdy potrebujeme pracovat s 6-okolim bodu ¢, z néhoz je bod ¢ vyjmut.
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Definice 2.4 Necht ce RaseR™T. Redukovanym 6-okolim bodu ¢ nazyvdme mnoZinu
U(c, 5)\{c}, jiz znacime U™ (c,5).

Cislo § nazyvame polomérem redukovaného &-okoli bodu c.

Ie) o
A A
. ™ ™y
c-0 C c+0
Obrazek24G r a f i ¢ k €& znadzornéniredukovaného §-okoli bodu c

Redukované &-okoli bodu ¢ miizeme vyjadrit nasledujicimi zpUsoby:

1. U*(c,8) ={xeR;x€ (c—68,0) U(c,c+8)}

2. UM(6) ={xeR;c—8<x<cVc<x<c+ 4}

3. UM(,8) ={x eR;0< |[x—c| < &}
Zavedeme jeSté pojmy jednostranného §-okoli bodu ajednostranného redukovaného
6-okoli bodu.
Definice 2.5 Necht c E R aé € R*. Pravym §-okolim bodu ¢ nazyvdme polootevieny interval
(c,c+ 6). Levym §-okolimbodu c nazyvdme polootevieny interval (c — §, c). Pravé definovana jed-
nostranna §-okoli bodu ¢ znaéime U, (c, §) resp. U_(c, §).

Obdobné definujeme jednostrannd redukovana &-okoli bodu c, a to pravé, resp. levé, redukované
6-okoli bodu c:

Ui(c,8) = (c,c+8)resp. U (c,8) =(c—6,¢)

]
c-o6 c c+s €-0 c c+0
Us(c,6) U.(c,0)
Poznamka V nazvu i oznaceni vSech typl &-okoli
bodu ¢ mGzeme Cislo § vypoustét, neni-li jeho veli-
kost podstatna.
Definice 2.6 Necht s € R. s-okolim nevlastniho : :
c-0 c c+0

bodu +o0o nazyvdme otevieny interval (s,+o0).
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Toto okoli znacime U(+0,s). Tedy U(+0,s) = (s, +00).

Obdobné definujeme s-okoli nevlastniho bodu —oo: U(—00,s) = (—0,s).

Poznamka V ndzvu i oznaceni s-okoli nevlastnich bodu +0o0 a —oco mizeme Cislo s vypoustét, neni-li
jeho velikost podstatna.

Geometrickd interpretace Us(c) a U(c)

6-okolim bodu ¢ na pfimce je otevieny interval délky 28 se stredem vbodé c.
Okolim bodu ¢ na ptimce je otevieny interval se stfedem v bodé c.

P¥iklad Na Ciselné ose znazornéte §-okoli bodu ¢ = 1, je-lid = 3. Zapiste toto okoli pomoci intervalu
i nerovnosti s absolutni hodnotou a uvedte jeho oznaceni.

Reseni
3 3
A A
4 Y B
nebo
) 1 1 -2 | 4

Vyjadreni pomoci intervalu: x € (—2;4)
Vyjadfeni pomoci nerovnosti: |x — 1| < 3
Oznaceni: U5(1)
Promyslete si dalSi souvislosti! Jaké mnoziny vyjadfuji nasledujici nerovnosti?
a) |x—1|<3
x € (—2;4)

b) |x—1|>3
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X € (—o0;=2) U (4; +00)

X € (—0;—2) U (4; +00)

-2 1 4

UzZitim znalosti pojmu okoli miizeme fesit jednoduché nerovnice.
Napf. nerovnici |x + 2| <4 upravime na tvar |x—(—2)| <4, coi je =zapis okoli
U,(=2) = x € (—6;2).

Grafické znazornéni.

-8 2 2

MnoZinou rozumime soubor jakychkoliv objektll. K definovani mnoZinovych operaci
vyuzivdme Vennovy diagramy a vyjadreni pomoci logickych spojek. MnoZinu redlnych
Eisel Ize roziifit o nevlastni &isla +o0 a —oo. Ciselné mnozZiny jsou mnofiny, jejich?
prvky jsou Cisla.

Dilezity vztah: Nc Zc Q c R c R*

Okolim bodu na ptimce je otevieny interval.

Které prvky mnoziny A a B patfi do jejich sjednoceni (priniku)?
Kterd mnozina se nazyva konecna (prazdna)?

Jaké typy podmnozin rozliSujeme?

Jaky je rozdil mezi uzavienym a otevienym intervalem?

Co je okolim bodu na pfimce? Nacrtnéte!

o v AW

Uréete mnoZinu M, jejiz prvky jsou redlné kofeny rovnice.

- x3+8=0 (M = {-2}]
x24+4=0 M = 0]

- (xX*=-1Dx*=-x—-6)=0 (M ={-2; —1;1;3}]
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7. Zadejte mnozinu M uddnim charakteristické vlastnosti

je-li M ={1;2;3; 4;5}.

32

jejich  prvkd,

[M={xeN;1<x<5}neboM ={x €N; |x|] < 6}]

8. Které z nasledujicich mnozin se sobé rovnaiji.

A ={0;5} E={x€eN;x <0}
B=9 F={x€R;x?+5=0}
C={x eR;|x| < 3} G={xeR-3<x<3)

D={x €Z;x*>—-5x =0}

[A=D,B=E=F,C=G]

9. Zapiste vSechny podmnoziny mnoziny {—2;0; 1}

[0,{-2},{0}, {1},{-2; 0}, {-2;1},{0; 1}, {—2; 0; 1}]

10. Urcete prinik a sjednoceni mnozin A a B, jestlize
- A={-1;2;3;7;8} aB ={8;9;10}

[AnB ={8};AUB = {-1;2;3;7;8;9;10}]

- A={xeN;x<5}aB={x€eN;x> 3}

[ANB ={4;5};AUB = N]

- A={x€Z;x>-2}aB={x€Z;x< -2}

[ANB = ;AU B = Z\{-2}]

- A=ZaB=R

[ANB=ZNR=Z;AUB=ZUR=R]

11. Jsou dany mnoZiny:

M, =(—4; =2),M, =(=5;5),M; = (5;8),M, =(=2;0),M; = (—1;6)

- Urlete které zmnoiin M, M;,M, aM;
mnoziny M,.
- Urcete mnoZiny a zapiste je intervaly.
M, UM,
M, N M,
M, UM,
M, NnM,
M, N Mg
(MyNM3) U (M3 0N M,)
M, UM,UM;UM, UM,
(M, U M) N (M5 U M,)

jsou  podmnoZinami

[Mz: (_5; 5)
[M1: (—4; _2)
[(—4;0)

—_

—
S
—_ e e e e e

[(—1;5)

[{5}

[(—5;8)
[(—=2;0) U(5;6)
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12. Rozhodnéte, ktery z nasledujicich zapist predstavuje okoli bodu, a vSsechny mno-

Ziny zapiSte pomoci intervald.

- |x—1] <3 [je okoli; U;(1);x € (—2;4)]
- |x| =5 [neni okoli; x € (—o0; —5) U (5; )]
- |x+3]l<2 [je okoli; U,(—3);x € (—5;—1)]
- |x—1]<-3 [neni okoli; @]
- |x+3]=4 [neni okoli; x € (—o0; —7) U (1; )]
- |x—=2]1<3 [neni okoli; x € (—1;5)]
- x| <3 [je okoli U(0);x € (—3;3)]

13. Urcete prinik a sjednoceni mnozin A a B.
- A={x€eR;|x—-3|<3},B={x eR;|x|] > 5}
ANB ={x eR;x € (5;6)};
AUB ={x €R;x € (—o0; —5) U (0; =)}

- A={x€eR;|x+4|=2},B={x€R; |x—2|< -1}

[AUB =A;x €(—6; =2)
ANB=0;B=0

- A={xeR;|x—-3|<1},B={x ER;x € (—0;4)
AUB:x € (—00;4)]
ANB = {4}

- A={xeR;|x+2] <3,B={x€R;|x] =5}
AUB:x € (—0;1) U(5; )]
ANB=0

14. Vroviné R? jsou dany mnoiiny A ={[x;y] € R%x%+y? <1},
B ={[x;y] € ]R%Z;y—%x2 > 0}
Nacrtnéte mnoziny A a B a vysrafujte jejich prinik a sjednoceni.

W W/
s F

t 4
[ = L9 A 2"
\M j/ .

Y
\{:
\
'\{
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Kapitola 3

Relacni struktury

Po prostudovani kapitoly budete umét:

- definovat zakladni relacni struktury,
«  pracovat s pfisluSnymi mnoZinami a mnoZinovymi operacemi,
- interpretovat vlastnosti relaci a definovat jejich vyznacné predstavitele.

Klicova slova:

MnoZina, relace, zobrazeni, ekvivalence, kongruence, usporadani, tolerance, rozklad.
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Uvodni kapitola je vénovana dlleZitému a velmi obecnému pojmu relace, ktery zastfe$uje fadu na
pohled rGznorodych pojmU jako zobrazeni, ekvivalence nebo usporddani. ProtoZze relace popisuji
vztahy mezi prvky mnoZin a navic jsou samy mnozinami, bude vhodné mnoZiny nejprve kratce pfi-

pomenout.

Mnoziny

Mnoziny patfi k zakladnim matematickym objektdm. V jistém smyslu je celd matematika, jak ji dnes
zname, vystavéna na pojmu mnoziny. VSechny ostatni matematické objekty, at jde o prirozena Cisla

nebo spojité funkce, lze totiz modelovat pomoci mnozin.

Komplikované vlastnosti mnoZinového svéta jsou predmétem samostatného oboru, tzv. teorie mno-
Zin. Ndas ale v této kapitole nebudou detaily této teorie pfilis zajimat a postaci nam ndsledujici intu-

itivni pohled na véc.

MnoZzina je pro nds soubor navzdjem rlznych objektd, které oznacujeme jako jeji prvky. Je-lia prv-
kem mnoziny X, piSeme a € X, jinak a € X. MnoZina je bud konecna (ma-li konecny pocet prvki()
nebo nekonecnd. Pocet prvkl konecné mnoZiny X oznacujeme symbolem |X|. Sestava-li mnozZina

X z prvkd xi,...,xk, piSeme X = {x1,...,Xk}.

Podobné napftiklad zapis X ={m € N : m je sudé Cislo} znamena, Ze mnozina X je sloZena ze vSech

sudych prirozenych cisel (symbol N bude i naddle oznaovat mnoZinu vSech pfirozenych cisel).

PodmnoZina mnozZiny X je mnozina Y, jejiz kazdy prvek je také prvkem mnoziny X. Je-li Y podmnozi-
nou mnoziny X, piSeme Y C X (pfipadné Y € X, chceme-li zdUraznit, Ze mnoziny X, Y mohou byt

shodné). Pro pocviceni ve formalnim zapisu mizeme definici vyjadrit takto:
YC Xpravé kdyzVy:yeEY=>y€EX.

Mezi pojmy prvek a podmnoZina je zasadni a nékdy prehlizeny rozdil. Je-li X = {1,2,3}, pak plati 1 €
X, ale zapis 1 € X nema smysl, protoze pfirozené Cislo 1 (alespon zatim) nepovazujeme za mnoZinu.
Podobné plati {1} c X, ale neplati {1} € X. DalSi podmnoZiny mnoZziny X jsou napfiklad @, {2,3} nebo X.

Jiny priklad: plati @ c @, ale @ ¢ @, protoze mnoZina @ Zzadné prvky neobsahuje.

S mnoZinami Ize provadét nasledujici zakladni operace. Prinik XNY sestava ze vSech spolecnych
prvkll mnoZin X a Y, sjednoceni X U Y ze vSech prvk( alespon jedné z mnozin X a Y, rozdil X =Y (psdno
také X\Y ) je slozen ze vSech prvkll mnoziny X, které nejsou obsazeny v mnoziné Y. Kartézsky soucin
X xY mnoZin X a Y je mnoZina viech usporadanych dvojic (x,y), kdex EXay €Y
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Relace

Méjme dvé mnoZiny X, Y a predstavme si, Ze kazdy prvek x € X miZe (a nemusi) byt ve ‘vztahu’
R s libovolnym poétem prvkd y €Y. Na tento vztah nejsou kladeny zadné dalsi podminky. Pfirozenym
zplsobem, jak takovy vztah popsat, je vyjmenovat vSechny dvojice (x,y) prvkll x EXay € Y, které
spolu jsou ve vztahu R. Pfipomeneme-li si, Ze kartézsky soucin XxY je v prfedchozi ¢asti definovan
jako mnozina vSech usporadanych dvojic s prvnim prvkem z mnoziny X a druhym prvkem z mnoziny

Y, dostdvame se k ndasledujici definici pojmu relace:
Relace z mnoziny X do mnoziny Y je libovolna podmnozina R kartézského soucinu X x Y.

Takové relaci se fika binarni, protoze urcuje vztah mezi dvojicemi objekt(l. Definici Ize snadno zo-
becnit na n-arni relace (vztahy mezi n-ticemi prvk(), ale nas zajima predevsim bindrni pfipad. Je-li
dana relace R z mnoZiny X do mnoZiny Y, pak pro kazdou dvojici (x,y) € R také piSeme x Ry (a Cteme
‘prvek x je v relaci R s prvkem y’). Dany prvek x € X ovSem nemusi byt v relaci R s Zddnym prvkem
mnoziny Y (v extrémnim pfipadé mizZe byt relace R tfeba prazdna). Proto definujeme levy obor
relace R jako

L(R) = {x € X: existuje néjaké y € Y tak, Ze x R y}
a podobné pravy obor
P(R) = {y € Y: existuje néjaké x € X tak, Zze x R y}

Priklad
Vezméme si napfiklad mnoziny X = {2,3,5} a Y ={1,4,7,10}. Jedna z relaci z mnoziny X do mnoZiny
Y pak vypada tfeba takto:

R ={(2,4),(2,10),(5,10)}.

Relace R ma shodou okolnosti dosti pfirozeny popis; plati totiz, Ze x je v relaci sy, pravé kdyz x déli
y. To ale vibec neni podminkou: stejné tak je relaciz X do Y tfeba mnozina {(2,4),(3,7),(5,1)}, u které

Zadny takovy popis asi nenajdeme.

Skladani relaci

Za chvili uvidime, Ze zobrazeni (funkce), jak je znadme z analyzy, jsou specidlnim pfipadem relaci.

Nasledujici definice skladani relaci je zobecnénim predstavy skladani funkci.
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Definice

Necht R je relace z mnoziny X do mnoziny Y a S je relace z mnozZiny Y do mnoZiny Z. Pak sloZeni relaci

RaSjerelaceR °S c X xZzmnoZiny X do mnoZiny Z, definovana takto:
(x, z) ER < S, pravé kdyZ existujey € Y tak, ZexRyaySz kdex EXaz€ Z.

Vsimnéme si, ze sloZeni relaci R, S je definovano jen v pfipadé, Ze relace R ‘konéi’ v mnoziné, kde

S ‘zacind’.

Podivejme se na konkrétni priklad. Necht X = {1,2,3,4,5}, Y = {5,6,10} a Z = {7,12,18,20}, a definujme
relaceRC XxYaScYxZopét pomoci délitelnosti (tedy napfiklad pro x EX ay €Y bude (x,y) ER,

pokud x déli y). V grafovém znazornéni relaci R a S dostaneme situaci na nasledujicim obrazku.

5 RoS

20
de

18
3

12
2

o7

1
X VA

(a) (b)
Obrazek 3.1 (a) RelaceRa s, (b) jejich sloZeni.

Z definice skladani plyne, Ze prvky x € X az € Zbudou v relaciR ° S, pokud se z x do z da prejit ‘po
spojnicich’ pres néjaky prvek y € Y. Ovérte, Ze R ° S vypada jako na obr. 1. b.

V tomto zndzornéni relace je prthledny i dalsi pojem: inverzni relace.

Definice

Relace inverzni k relaci R € X x Y je relace R c Y x X, definovana vztahem
y Rl x pravé kdyz x Ry

prox€EXYyEY.

V grafovém zndzornéni se prechod kinverzni relaci projevi zrcadlovym otocenim obrdzku podle

svislé osy. Jak tomu bude v kartézském znazornéni? Vezméme naprtiklad relaci S z obr. 1a.

Relace inverzni k S bude S = {(20, 5),(12, 6),(18, 6),(20, 10)}

a jedna se o relaci z mnoZiny Z do mnoziny Y.
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Necht je ddna mnoZina X. Misto o ‘relaci zX do X’ mluvime prosté o relaci na mnoziné X. VSimnéme
si, Zze pro kazdé dvé relace na X je definovano jejichslozZeni. Vyznacnym pfikladem relace na mnoziné
X je identicka relace

Ex ={(x, x) : x € X}.

Co se stane, sloZime-li relaci R € XxY s relaci k ni inverzni? Zjevné R > R™! je relace ha mnozZiné X
a lakava hypotéza je, Ze je rovna identické relaci Ex. To ale neni pravda, jak ukazuje tfeba prazdna
relace R =@, pro kterou je R ° R™ rovnéZ prazdna. Obecné neplati ani jedna z inkluzi mezi Ex a RoR™L

Podobné je tomu u opac¢ného poradi skladani, totiz pro relace R > R a Ey.

Zalezi u skladani operaci na poradi? Obecné samoziejmé ano — pokud R jerelace zXdo Y, aSje
relacez Y do Z, pak R ° S je dobre definovand relace, zatimco S ° R definovana neni. Jsou-li oviem R,
S relace na mnoziné X, pak tento problém nemiZe nastat. Ani tam ale nemusi byt R > S =S ° R. Pfi-
kladem je tato situace: mnozina X je dvouprvkova, X ={a, b}. RelaceR € X x X sestava z jediné dvojice
(a, a), zatimco S ={(a, b)}. Pak plati

ReS={(a, b)}aS°R=0.

Trebaze u skladani relaci zalezi na jejich poradi (neni to tedy komutativni operace), jednou péknou
vlastnosti nds skladani prekvapi. Je totiz asociativni, coZz znamend, Ze nezaleZi na zpUsobu, jakym

relace uzdvorkujeme. Presnéji to vyjadfuje nasledujici véta.
Véta (O asociativité skladani relaci)

Necht Rc XxY,ScYxZaTcZxW jsourelace. Potom
Ro(SeT)=(ReS)°T.

Zobrazeni

Zobrazeni je specidlnim pfipadem relace.

Definice
Zobrazeni (nebo také funkce) mnoziny X do mnoZiny Y je relace f € X x Y, pro kterou plati, Ze pro
kazdy prvek x € X existuje pravé jeden prvek y € Y tak, zZe (x, y) € f. Skutecnost, Ze f je zobrazenim X

do Y, zapisujeme jako

f:X->V.
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Pro x € X nazyvdme ono jediné y hodnotou zobrazeni f v bodé x a piseme f(x) = y. Rikdme také, Ze

prvek x je vzorem prvku y pfi zobrazeni f. Nepfehlédnéme, Ze libovolny prvek mlze mit vice vzorQ.

Napriklad relace f z mnoziny X={1, 2, 3, 4} do mnoziny Y ={a, b, c, d} na obr. 3.2 je zobrazenim. Plati
treba f(3) = a atd.

a

X Y

Obrazek 3.2 Zobrazenif: X > Y.

Zobrazeni mohou mit nékolik dlleZitych vlastnosti.

Definice

Zobrazeni f: X > Y je

e prosté, pokud kazdé y € Y ma nejvyse jeden vzor pfi zobrazeni f,
* na, pokud kazdé y € Y ma alespon jeden vzor pfi zobrazeni f,

* vzajemné jednoznacné (jinak tézZ bijekce), pokud je prosté a na.
Zobrazeni f z obr.3.2 neni ani prosté, ani na, nebot prvek c nema vzor, zatimco a ma hned dva.

Co se stane, utvofime-li inverzni relaci k néjakému zobrazeni f: X = Y ? Tato inverzni relace f! je
vzdy definovana (je dokonce definovana pro libovolnou relaci), ale nemusi to byt zobrazeni. Prikla-

dem je tfeba pravé zobrazeni f z obr. 2.

SloZime-li dvé zobrazeni f: X > Yag:Y = Z, vyslednd relace f ° g je zobrazeni X do Z, pro jehoz

hodnoty plati

(f o g)(x) = g(f(x)).

(Casto je moiné se setkat i se zapisem v obraceném poradi, ve kterém se stejné zobrazeni oznacuje

jako g ° f. V tomto textu se drzime vySe uvedeného znaceni.)
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Vlastnosti relaci

Vzhledem k obecnosti pojmu relace je pfirozené, Ze se relace dale déli podle toho, zda maji nebo

nemaji urcité zakladni vlastnosti.

Definice
Relace R na mnoziné X je
e reflexivni, pokud pro kazdé x € X plati x R x,
e symetricka, pokud pro kazdé x, y € X,
XRy=yRXx,
* slabé antisymetricka, pokud pro kazdé x, y € X,
XRyayRx=>x=y,
e tranzitivni, pokud pro kazdé x, y, z € X,
xRyayRz= xRz

Tyto vlastnosti vétSinou maji srozumitelnou interpretaci v jednotlivych zna- zornénich relace R.
Uvazme treba zndzornéni pomoci orientovaného grafu. Reflexivni relaci pozndme podle toho, zZe
v tomto orientovaném grafu je u kazdého z bod( ‘smycka’, u symetrické relace ma kazdda z ¢ar svou
dvojnici v opaéném sméru, atd.

Priklad
Uvazme relaci S, definovanou na mnoziné kladnych realnych ¢isel R* predpisem
x Sy pravé kdyz 2x <.

Tato relace neni reflexivni, protoze dokonce pro zadné x € R* neni 2x < x. Neni ani symetricka (staci
uvazit x = 1, y = 3), ato do té miry, Ze je dokonce slabé antisymetrickd. Kdyby totiz
2x <y a 2y < x, pak bychom dostali 4x < x, co? je na R* nemozné. Zadn4 dvojice tedy nespliiuje pred-
poklad implikace v definici antisymetri¢nosti. Relace S je také tranzitivni: pokud 2x <y a 2y < z, pak
2x < z/2 a tedy 2x < z.

Situace se dramaticky zméni, pokud uvazujeme relaciS‘ zadanou stejnym predpisem, ale na mnoziné
zapornych realnych Cisel R™. Relace S’ totiZ je reflexivni a neni slabé antisymetricka. Neni ani tranzi-
tivni, jak ukazuje trojice x = -2, y = -3, z= -4, pro kterou mame

2x <ya 2y <z ale neplati 2x < z.
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Ekvivalence a rozklady

Vyznacné misto mezi relacemi maji ekvivalence.

Definice

Ekvivalence na mnoziné X je relace R na mnoZziné X, ktera je reflexivni, symetrickd a tranzitivni.

Priklad

Necht X je mnoZina viech pfimek v roviné. Definujme na X relaci R predpisem
(p, q) € R praveé kdyz p a q jsou rovnobézné piimky.

Lze zjistit, Ze relace ma vSechny tfi vlastnosti z definice ekvivalence.

Priklad

Dulezitym prikladem ekvivalence, ktery se nam bude hodit v pfisti kapitole, je kongruence mo-
dulop. Jde orelaci na mnoziné celych Cisel Z. Zvolme pevné celé Cislo p a definujme

relaci = na Z predpisem
X =y pravé kdyz p déli x - y.
(Pfipomenme, Ze p délix -y, pokud x -y = pk pro néjaké k € Z.)

Relace = je reflexivni, protoZe p jisté pro kazdé x déli ¢islox — x = 0. Je také symetrickd, nebot pokud

x —y =kp, paky - x = (-k) - p. Lze rovnéZ dokazat, Ze = je tranzitivni.

Relace = tedy skutecné je ekvivalence.

Definice

Relace, ktera je zaroven reflexivni, antisymetricka a tranzitivni, se nazyva usporadani.

Usporadani zde mame, podobné jako tomu bylo v pfipadé ekvivalence, definovano velmi obecné,
tj. jde ndm o to, abychom byli schopni vybudovat na prvcich dané mnoziny stromovou strukturu.
Nechceme tedy usporadat prvky mnoziny do jediného fetézce, jak by mohlo z vyznamu slova "uspo-
radani" plynout, obecnost spociva pravé v tom, Ze jeden prvek mizZe mit v daném usporadani vice

naslednikd, vidy ma vsak jen jediného predchlidce.
Typickym usporadanim je relace <, tedy "byt mensi nebo rovno".

Relacim, které jsou pouze reflexivni a symetrické (a nemusi byt tranzitivni) se nékdy fika tolerance.
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Priklad

Necht X je mnoZina vsech k-tic nul a jednicek, kde k > 2. Dvé k-tice jsou v relaci R, pokud se lisi nej-

vySe v jednom symbolu. Takova relace R je toleranci, nikoli vSak ekvivalenci. Jak je tomu pro k = 1?
Ekvivalence Uzce souvisi s pojmem rozkladu mnoziny.
Definice

Necht X a | jsou mnoZiny (oznacujeme ji jako indexova mnozina). (Neusporadany) soubor podmno-
zin {X; :i € I} mnoziny X je rozklad mnoziny X, pokud mnoziny X; jsou neprazdné, navzajem disjunktni

a jejich sjednocenim je celd mnozina X. Mnoziny Xi nazyvame tfidy rozkladu {Xi: i € I}.
Soubor S ={{1, 3}, {6}, {2, 4, 5}}, je napriklad rozkladem mnoziny X={1, 2, 3, 4, 5, 6}, zatimco soubory
{{1, 2,3} {1, 4,5} {1, 5, 6}}a {{1, 2}, {3, 4, 5}}

nikoli. Zdlraznéme, Ze u rozkladu nezaleZi na poradi, ve kterém jsou jeho tfidy uvedeny, takZze sou-
bor {{2, 4, 5}, {6}, {1, 3}} je totoiny s rozkladem S.

Véta

Ekvivalence na X jednoznacné odpovidaji rozkladim X.
Je-li ~ ekvivalence, pak se tfidy pfislusného rozkladu nazyvaiji tfidy ekvivalence ~.

Priklad

Uvazme relaci R na mnoziné {1, . . ., 6} s nasledujicim maticovym znazornénim:

101000
010110
101000

MR =10 1011 0
010110

00000 1]

Radky i sloupce odpovidaji po fadé prvkdm 1,...,6.) Ovéfte, 7e se jedna o ekvivalenci.

V rdmci této kapitoly jsme zavedli zakladni pojmy, jako jsou mnoZiny, relace a zobra-
zeni. Slovo relace lze do cestiny prelozZit nejpfesnéji jako "vztah". Relace ndm tedy
umoznuji davat dohromady prvky mnozin, které jsouspolu v néjakém vztahu. Protoze
slucovani prvki dohromady nam umoznily jiZ usporadané dvojice, trojice, Ci n-tice,

vyuZili jsme tohoto apardtu. V kartézském soucinu, ktery obsahuje vidy vSechny
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mozné usporadané n-tice prvk(, tak je dohromady kazdy prvek s kazdym. Chceme-li
néjak specifikovat vztahy mezi témito prvky, pfipadné popisovat vlastnosti, které
musi prvky mit, abychom je mohli sloucit, je tfeba z kartézského soucinu vybirat jen
nékteré n-tice, Cili vytvaret jeho podmnoziny. Pojem zobrazeni vychazi dale z pojmu
relace. Zatim co relace definovala néjaky obecny vztah mezi libovolnymi dvojicemi
prvkll danych mnoZin, zobrazeni je tu od toho, aby kazdému prvku jedné mnoziny
prifadilo (obecné jiny) prvek téze, nebo jiné mnozZiny. Z toho tedy vyplyva ona dile-
Zita omezujici podminka, Ze kazdy prvek mnoZiny A mUlzZe byt v relaci maximalné s je-
dinym prvkem mnoziny B. Ddle jsme se v ramci tohoto tématu vénovali vybranym
vlastnostem relaci a definovali jejich vyznacné predstavitele (ekvivalence, kon-

gruence, usporadani, tolerance a rozklady).

1. Definujme relaci ~ takto:

x ~y pravé kdyz existuje pfirozené k tak, ze x =y = kp,
kde k prirozenym Cislim rfadime i nulu. Je relace ~ ekvivalence?

2. Necht Ra S jsou ekvivalence na mnoZiné X. Rozhodnéte, které z nasledujicich re-
laci jsou nutné také ekvivalence:

a) RUS,
b) R-S5,
c) ReS.

3. Zjistéte, zda nasledujici relace na mnoziné R? jsou ekvivalence, a pfipadné na-
jdéte geometrickou interpretaci jejich tfid. U kazdého pfipadu je uvedena pod-
minka pro to, aby dvojice (x, y) a (z, w) z mnoZiny R? byly spolu v relaci.

a) y-x=w-z
b) y-kx=w-kz(kde k € R),

c) x2+4y?2=z2+4w?.
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Kapitola 4

Algebraické struktury

Po prostudovani kapitoly budete umét:

- definovat zakladni algebraické struktury,
«  pracovat s pfisluSnymi mnoZinami a mnoZinovymi operacemi,
- feSitsoustavy rovnic ve vektorovych prostorech nad konecnymi télesy.

Klicova slova:

Algebraickd struktura, téleso, aritmetika, inverzni prvek, ekvivalence,

grupa,
kongruence.
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Rada algebraickych objektd ma podobu mnoziny s néjakou dodate¢nou strukturou. Naptiklad vek-
torovy prostor je mnozina vektoru, ty vSak nejsou ‘jeden jako druhy’: jeden z nich hraje vyznac¢nou
roli nulového vektoru, pro kazdé dva vektory je dan jejich soucet, je definovdna operace nasobeni
vektoru skalarematd. Pravé tuto dodatecnou informaci, kterd vektorovy prostor odliSuje od pouhé
mnoZiny vektorl, mame na mysli, kdyZ mluvime o ‘struktufe’. Casto se i samotné tyto objekty ozna-

¢uji pojmem algebraické struktury.

Grupy a telesa

V této kapitole predstavime dva vyznaéné priklady algebraickych struktur: grupu a téleso. Jsou
definovany jako mnoZina s jednou resp. dvéma operacemi, které maji (v porovndni s vétSinou ostat-
nich algebraickych struktur) pomérné silné vlastnosti. Pfikladt grup i téles je pfesto celd fada, a to
v nejriiznéjSich oblastech matematiky. Kazdy vektorovy prostor existuje nad uréitym télesem, jehoz
prvky jsou pravé skalary, jimiz mizeme vektory nasobit. Vektorové prostory nad télesem redlnych

Cisel jsou tak jen jednim specidlnim pfipadem.
Necht M je mnoZina. Zobrazeni * zM x M do M se nazyva (binarni) operace na mnoziné M.

Takova operace miZe mit r(izné vlastnosti. Rekneme, e * je komutativni operace, pokud pro kazdé

X,y €E Mjex *y=y*x (tedy pokud vysledek nezdlezi na poradi operand).

Operace * je asociativni, pokud pro x,y, z€EMijex * (y * z) = (x *y) * z (vysledek nezdlezi na uzavor-

kovani). Priklad asociativni operace lze vidét jiz u relaci.

Uvazime-li mnozinu vSech relacina dané mnoziné X a definujeme-li operaci ¢ jako sloZeni dvou relaci,
bude tato bindrni operace asociativni, ale nikoli komutativni. Prvky mnoziny M mohou mit vzhledem

k operaci * specialni vlastnosti.

Prvek n € M je neutrdlnim prvkem (vzhledem k operaci *), pokud pro kazdé x € M je x * n = x

arovnézn*x=x.

VSimnéme si, Ze z definice trividlné plyne, Ze takovy prvek je nejvySe jeden. Jsou-li totiZz n, n’ neut-
ralni prvky, pak na jednu stranu n * n‘ = n‘ (protoZe n je neutrdlni), ale na druhou stranun * n‘=n

(protoze n‘ je neutralni), takZze n = n‘. Necht n je neutralni prvek vzhledem k operaci *.

Prvek inverzni k prvku x € M je takovy prvek y, pro néjz plati, Ze x *y =y * x = n.



ALGEBRA 48

V pripadé, Ze * je asociativni operace, je inverzni prvek k libovolnému prvku x € M nejvyse jeden.
Jsou-li totiz y, y* dva takové prvky, uvaime vyraz y * x * y’. Obé jeho uzavorkovani daji stejny vysle-

dek. Pfitom (y *x) *y'=n*y' =y’ aley* (x *y')=y *n=y, takiey = y’.

Nyni jiZz mGZeme definovat pojem grupy. Grupa je mnoZina M spolu s asociativni binarni operaci *,
ve které existuje neutrdlni prvek a ke kazdému prvku x existuje prvek inverzni (ktery zna¢ime x1).
Pokud je operace * navic komutativni, mluvime o komutativni nebo abelovské grupé. Pouziva se téz
oznaceni Abelova grupa. Tato tfida grup je nazvana po norském matematikovi Nielsu Henriku Abe-
lovi (1802-1829).

Formalné grupu definujeme jako usporadanou dvojici (M, *).

Standardnim pfikladem grupy je tfeba mnozina vSech readlnych (celych, komplexnich, racionalnich)
Cisel s operaci s¢itani. Pfirozena Cisla se scitanim grupu netvori (0 je neutrdlni, ale vzhledem k operaci
scitani neexistuje skoro Zadny inverzni prvek), a tfeba cela ¢isla s ndsobenim také ne (1 je neutralni,
ale inverzni prvky rovnéz neexistuji). Ani v mnoziné racionalnich Cisel neexistuje inverzni prvek k
Cislu 0 vzhledem k operaci nasobeni (pro zadné racionalni y neni O - y = 1). Oproti tomu mnoZina

vSech nenulovych racionalnich Cisel jiz tvofi grupu vzhledem k operaci nasobeni.

Mnozina vSech matic danych rozmér( je grupou vzhledem ke scitani. Grupou je rovnéZz mnozina
vsech reguldrnich ¢tvercovych matic fadu n s operaci nasobeni. PoZzadavek regularity je podstatny,
protoZe k Zadné singularni matici by neexistoval inverzni prvek. Spojité redlné funkce tvori grupu
vzhledem ke scitani, permutace dané mnoziny vzhledem ke skladani, atd. Relace na dané mnoziné

spolu s operaci sklddani grupu netvoti.

K popisu grupy na konec¢né mnoziné prvkl je ¢astovhodné pouzit tabulku, kterd pro kazdou dvojici
prvk(l udava vysledek grupové operace. Pfikladem je tab. 1, ktera definuje grupu na mnoziné {a,b}s

operaci *.

o QR
Q2 oo

R ¥

Tabulka 4.1 Grupa na mnoziné {a,b}.
Pojem télesa zachycuje dvé grupy, definované na téze zdkladni mnoziné. Jeho prototypem je mno-
Zina vSech realnych Cisel R s operacemi + a -.

Dvojice (R,+) je komutativni grupa s neutralnim prvkem 0, dvojice (R,:) ale grupa neni (stejné jako

u raciondlnich &isel chybi inverzni prvek k ¢islu 0).
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Z tohoto ddvodu v nasledujici definici télesa pfistupujeme k neutralnimu prvku prvni operace s jis-

tou opatrnosti.

Necht mnoZzina M spolu s operaci @ tvofi komutativni grupu s neutralnim prvkem (dejme tomu) 0O,
a necht na mnoziné M - {0} je uréena dalsi binarni operace . Potom (M,D,R) je téleso, pokud

(M-{0},®) je rovnéz komutativni grupa a navic plati distributivni zakon:

xQiyD2)=(xQy) D (x& 2)
pro kazdé x, y, z € M.

Mezi télesa patfi mnoziny vSech racionalnich, redlnych a komplexnich Cisel, vidy se standardnimi

operacemi scitani a nasobeni.

V nésledujicimoddilu budeme hovofit o télesech, ktera sestavajijenzkonecéného poctu prvkd. VSim-
néme si jeSté, Ze pojem vektorového prostoru neni pfiliS vzdalen od pojmu abelovské grupy. Da se
fici, Ze vektorovy prostor je abelovska grupa (s operaci scitani vektor(), na které je navic definovano
nasobeni vektor( prvky daného télesa.

Cviceni

1. Najdéte grupu (G, * ) 0 4 prvcich, ve které pro kazdy prvek x plati x * x = 0.

2. Isomorfismus grup (G, * ) a (H, 0) je bijekce f : G = H, kterad zobrazuje neutralni prvek grupy
G na neutralni prvek grupy G a ma tu vlastnost, Zze pro kazdé g, g € G je

f(g * g") = f(g) o f(g").

Ukazte, Ze isomorfismus f zobrazuje inverzni prvek k libovolnému prvku g € G na inverzni
prvek k prvku f(g) (v grupé H).

3. Najdéte dvé konecné grupy stejné velikosti, které nejsou isomorfni (tj. neexistuje mezi nimi
isomorfismus).

Aritmetika modulo p

Pfipomenme si, Ze ekvivalence ~ na mnoziné X je relace na X, ktera je reflexivni, symetricka a tran-
zitivni. Jsou-li na mnoziné X definovany néjaké operace, mize byt pfirozeny pozadavek, aby ekviva-
lence ~ navic zachovavala tyto dodatecné operace. Takovym ekvivalencim se pak fikd kongruence.

My se zaméfime na jeden konkrétni priklad, kongruence modulo p.

Necht p 21 je pfirozené Cislo. Definujme na mnoZiné vSech celych cisel relaci = (kongruenci modulo
p) predpisem
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X =y, pokud p déli rozdil x-y.
Je-li potreba zdlraznit hodnotu Cisla p, piSeme x =y (mod p).

Lze dokazat, Zze se v tomto pfipadé jednd o ekvivalenci. Kazda z p tfid této ekvivalence je tvorena
vsemi Cisly, ktera pti déleni Cislem p davaji tentyz zbytek. Proto se oznacuji jako zbytkové tfidy mo-
dulo p. Tfidu obsahujici ¢islo x budeme znacit jako [x]p (jindy se pouzZivd znaceni Zp(x)) a o prvku x
budeme mluvit jako o reprezentantu této tfidy. Je-li ¢islo p zfejmé z kontextu, piSeme misto [x]p
prosté [x]. MnoZina vSech zbytkovych tfid modulo p se znaci Zp. Ttidy [0]p a [1]p, které maji svym
zplisobem vyznacné postaveni, budeme znacit prosté 0 resp. 1. Jak je naznaceno v Uvodu této kapi-

toly, kongruence modulo p se chova ‘slusné’ k operacim s¢itani a ndsobeni na celych ¢islech:
Tvrzeni 1.2.1
Necht x = x‘a y =y’ jsou cela ¢isla. Potom

X+y=x‘+yaxy=xy'.

Dulkaz.
Z faktu x = x’ plyne x‘= x = pm, kde m je celé. Podobné y‘- y = pn, n celé.
Potom (x' +y‘) - (x +y) = pm + pn = p(m + n), takZe x + y = x"+y".

Stejné tak x’y‘— xy = (x + pm)(y + pn) — xy = p(xn + ym + pmn), proto x’y‘ = xy.

Hlavnim divodem, proc je tento fakt dllezity, je, Ze umozZniuje prenést aritmetické operace z celych
Cisel na zbytkové tridy, kde tak dostaneme tzv. aritmetické operace modulo p. Necht ¢islop je pevné
dano, takZe je nemusime explicitné uvadét. Pro ttidy [x] a [y], zadané pomoci svych reprezentantd,

definujeme jejich soucet @ a soucin @Q predpisy
[x] @ [yl = [x+vl],
[x] & [yl = [xyl.

U podobné definice je vSak tfeba ovéfit jeji korektnost: nedostaneme pfi jiné volbé reprezentantu
trid [x] a [y] jiné vysledky? Kdyby ano, jednalo by se o Spatnou definici.

Proto predpokladejme, Ze [x] = [x] a [y] = [y‘]. To samoziejmé znamena, Ze x = x“ a y = y’. Podle
Tvrzeni 1.2.1 tedy x + x' =y + y’. Pak ovSem musi byt [x +y] = [x + y’], takZe hodnota pfifazend souctu

[x] @ [y] je na volbé reprezentantl nezavisla. Podobné je tomu u operace &).
Podivejme se pro konkrétnost na pfipad p = 7, tfeba na tridy [2]7 a [6]7. Z definice je

[2]7 ={...,-5,2,9,16,...},
[6]7 ={...,-1,6,13,20,...}.
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Vsechny mozné soucty prvku z tfidy [2]7 a prvku z tfidy [6]7 tvofi mnoZinu {...,-6,1,8,15,22,...}, coz je
pravé tfida [8]7, takZe je pfirozené, Ze jsme polozili

[2]76D[6]7 = [8]7. Podobné mnoZina vSech soucinl prvku ze tfidy [2]7 a prvku ze tfidy [6]7 je obsazZena
ve tfidé [12]7.

Mnozina Z7 ma 7 prvkd, které Ize psatnapfiklad jako [0]7, [1]7, ..., [6]7. Pfi pocitani modulo p mizZeme
v praxi vynechat symboly pro tfidy a pracovat pouze s ¢isly0,1,...,p—1 (s tzv. Uplnou soustavou zbytk{
modulo p), s tim, Ze vysledek kazdé operace nahradime pfislusnym zbytkem. Napfiklad pfi pocitani
modulo 5 bychom tak mohli psat tieba 3 @ 4 = 2 nebo 4 ® 3 = 2. Uplnou informaci o aritmetice

modulo 5 podava tabulka 2

01 2 3 4

2|1 2 3 4

0/0 1 2 3 4 ,

) 11 2 3 4

111 2 3 4 0 ,

‘ 202 4 1 3

212 3 4 0 1 . ‘

‘s 303 1 4 2

303 40 1 2 ala 3 9 1
414 0 1 2 3

Tabulka 4.2 Aritmetika nad Zs (v tabulce nasobeni je vynechdn radek a sloupec prvku 0, které sestavaji ze samych
nul).

Véta 1.2.2
Pro libovolné p = 1:
a) dvojice (Zp, D) je komutativni grupa,
b) operace @ na Zp —-{0} je komutativni, asociativni a ma neutralni prvek,
c) operace @ na Zp je distributivni vzhledem k operaci ), tj.
aQ(bdc)=(aQb)D(a®c)

pro libovolné a,b,c € Zp.

Dlkaz. Véta snadno plyne z vlastnosti aritmetickych operaci na celych ¢islech. V ¢asti (a) je napfiklad
operace @ komutativni, protoze [a] @ [b] = [a+b] = [b +a] =[b] & [a]. Podobné dostaneme asoci-

ativitu. Trida [0] je zjevné neutrdlni vzhledem ke scitani. Inverzni prvek ke tfidé [a] je tfida [-a].

Cast (b) se dokazuje zcela podobné. Cast (c) je opét diisledkem distributivity na celych ¢&islech, pro-

toze plati
[a]®([b]DIc]) = [a]l®[b + c] = [a(b + c)] = [ab + ac] = [ab]D[ac] = ([a]X[b]) D ([a]X[c]).

Je Zpspolu s operacemi @ a @ télesem? Podle predchozi véty k tomu mnoho nechybi: vlastné pouze

to, aby ke kazdé nenulové tridé existoval inverzni prvek vzhledem k nasobeni. Pak by totiZ i (Zp, &)
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byla abelovska grupa. Ptame se tedy, kdy ke tfidé [x] € Zp existuje inverzni prvek vzhledem k ndso-
beni. Asi tomu tak nebude vzidy; napfiklad pro p = 4 nenajdeme inverzni prvek ke tfidé [2]4. Mame
totiz [2] @ [1]1=1[2], [2] ® [2] =[0] a [2] @ [3] = [2]. Na druhou stranu napfiklad Zs télesem je, jak
se |ze presvédéit z vyée uvedené tabulky operace &. Uplnou odpovéd na nadiotdzku nabizi nasle-

dujici tvrzeni.

Tvrzeni 1.2.3
Ke tridé [r] € Zp existuje inverzni prvek vzhledem k nasobeni, pravé kdyzZ r a p jsou nesoudélnd

¢isla.

Disledek 1.2.4

MnoZzina Z, s operacemi @ a & je télesem, pravé kdyz p je prvocislo. Nabizi se jesté dalsi otdzka.
Vime, Ze Zp je téleso pouze pro prvociselna p. Existuje téleso o neprvociselném poctu prvkd, rek-
néme Ctyrprvkové? Odpovéd zni ano. Obecné plati véta, kterou nebudeme dokazovat, Ze n-prvkové

téleso existuje pravé tehdy, kdyz n je mocnina prvocisla.

Necht p je prvocislo. Vime-li, Ze Zp je téleso, nic ndm nebrani uvaZzovat o vektorovych prostorech nad
timto télesem. Podobné jako jednim ze zdkladnich pfiklad( vektorového prostoru nad realnymi Cisly

je prostor R", tvoreny n-ticemi redlnych cisel, zde hraje dlleZitou roli vektorovy prostor
"y ={(a1,...,an) : @i EZp pro kazdé i},
prficemz scitani + a nasobeni skaldrem - jsou definovany ‘po slozkach’:
(a1,...,an)+(b,...,bn) = (a1 @ by,...,an D bn),
c-(a1,...,an) = (c ® a1,...,c Q an),

kde c € Zp. VSimnéme si, Ze protoZze jednotlivé slozky vektorl jsou prvky Zp, s¢itdme je pomoci ope-
race @ a ndsobime pomoci operace . Dale se miZzeme setkat se specialnim pfipadem této kon-

strukce, vektorovym prostorem Z"; nad Z3, jehoz prvky jsou n-tice nul a jednicek.

Ve vektorovych prostorech nad konecnymi télesy lze provadét vSechny obvyklé operace jakov real-

nych vektorovych prostorech, napfiklad fesit soustavy rovnic.
Jako priklad reSme soustavu

X+2y+3z+4t=1
X+y+2z=0

0 4 neznamych nad télesemZs (viz tabulka 2). Pro prehlednost vynechdvdme tfidové zavorky a

aritmetické operace zapisujeme jako +, - (a nikoli B,Q).
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Standardnim postupem vytvofime matici a pfevedeme ji do kanonického tvaru:
411 1 2 3 4|1
14 01141
14

411 |°

pricemZ provedené Upravy jsou (po fadé): pricteni ¢tyfnasobku prvniho fadku k druhému, vynaso-

| — |
p—
il W]
(NN ]
(e JTEN
O =
| I
2
—
o =
= I~
— o e W

beni druhého radku ‘Cislem’ 4, a pficteni trojnasobku druhého fadku k prvnimu. Zjistujeme, Ze feseni

této soustavy maji tvar
{(4+4z+4w,1+4z+w,2,W):z, WE Zs}.
Jinak fe¢eno, kazdé feSeni je linedarni kombinaci

(4,1,0,0) + z - (4,4,1,0) + w - (4,1,0,1), kde z, w € Zs.

Grupa je v matematice algebraicka struktura, ktera popisuje a formalizuje koncept
symetrie. Formalné se zavadi jako mnozina spolu s binarni operaci spliujici nize uve-
dené axiomy. Matematicka disciplina zabyvajici se studiem grup se nazyva teorie
grup. Priklady grup jsou celd ¢isla s operaci s¢itani, nenulova raciondlni ¢isla s operaci
ndsobeni, symetrie pravidelnych geometrickych utvar(, mnoZiny reguldrnich matic a
automorfismy rGznych algebraickych struktur.

Teorie grup vznikla po¢atkem 19. stoleti. U jejiho zrodu stal matematik Evariste Ga-
lois, ktery dokazal, Ze polynomialni rovnice nelze obecné fesit pomoci odmocnin.
Grupy nasly pozdéji uplatnéni také v geometrii, teorii Cisel, algebraické topologii a
dal$ich matematickych oborech. Klasifikace jednoduchych koneénych grup byla do-
koncena koncem 20. stoleti a patfi k nejvétsim vysledkiim matematiky vibec. Pojem
grupy abstraktné popisuje C¢i zobecriuje mnoho matematickych objektd a ma vy-

znamné uplatnéni i v pribuznych oborech

1. Necht x, y €Z"2. Kdy je i-td slozka souctu x + y nulova?
2. Redte soustavu nad télesem Z3:
X+2y+t=1
2x+2z=1

2Xx+z+t=0
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Napiste tabulky s¢itani a nasobeni v télesech Z; a Z7.

Necht a ab jsou celd ¢isla (alesporijedno nenulové). Dokazte, Ze (a,b) je nejmensi
kladné ¢islo tvaru ax + by, kde x, y € Z.

Ovérte, Ze mnozina {0,1,2,3} spolu s operacemi * a ¢, zadanymi pomoci nasledu-
jicich tabulek, je télesem. Ukazte, Ze tyto operace se liSi od s¢itdni a ndsobeni na

mnoziné Z.
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Kapitola 5

Booleovy algebry

Po prostudovani kapitoly budete umét:

«  definovat usporadani a svaz,
«  rozhodnout o vlastnostech dané relace,
- identifikovat atomy Booleovych algeber.

Klicova slova:

Usporadani, svaz, infimum, supremum, svaz, Booleova algebra, atom, reprezentace.
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Usporadani a svazy

Jak uz bylo definovano v predchozi kapitole, usporadani na mnoziné X je libovolna relace na X, ktera

je reflexivni, (slabé) antisymetricka a tranzitivni.

Oproti definici ekvivalence jsme tedy ‘pouze’ zaménili symetri¢nost za antisymetri¢nost. U&inky této
zmény jsou vSak znacné.

Je-li R usporadani na mnoziné X, pak dvojice (X, R) se nazyva usporadana mnozina. Jsou-li prvky x, y
v relaci R (tedy x R y), interpretujeme to slovy ‘prvek x je mensi nebo roven prvku y’. To je v souladu
se vSemi tremi zakladnimi vlastnostmi usporadani. Usporadanim z nasi definice se také fika neostra
usporadani, protoze pro kazdé x plati x R x. (U ostrého usporadani bychom pozadavek reflexivity

nahradili antireflexivitou: pro Zadné x neplati x R x.

Neostra usporadani ¢asto znacime symboly < nebo <. Snadno se ovéfi, Ze vlastnosti usporadani ma
napfiklad ‘standardni’ usporadani < mnoziny realnych Cisel. Ponékud zajimavéjsi je mozna fakt, Ze
usporada- nimje i relace délitelnosti definovana vztahem ‘x déliy’ na libovolné mnoziné pfirozenych
Cisel. Tyto dva priklady se lisi v jednom duleZitém ohledu, ktery podrobné rozebereme. Necht x, y

jsou dva prvky uspordadané mnoziny (X, <).

Plati-li x < y nebo y < x, jsou prvky x, y porovnatelné, v opacném pfipadé jsou neporovnatelné.
Usporadani < se Casto oznacuje jako ¢astecné, protoze predchozi definice pripousti existenci dvojic

neporovnatelnych prvk(. Podobné o mnoziné (X, <) mluvime jako o ¢astecné usporadané mnoziné.

Pti standardnim usporadani < na mnoziné R jsou kazdé dva prvky porovnatelné. Takovym uspora-
danim se tika linedrni nebo Uplné. Divodem pro prvni oznaceni je fakt, Ze linedrni usporadani radi
prvky dané mnoziny do jedné linie, ‘od nejmensiho k nejvétsimu’. Nas druhy priklad, relace délitel-
nosti na pfirozenych Cislech, linedrni neni, jak ukazuje napfiklad neporovnatelna dvojice {2, 3}. Zdu-
raznéme ovsem, Ze oba zminéné priklady spadaji do obecnéjsi kategorie ¢astecnych usporadani.
Pridejme jeSté tfeti priklad usporadani. Pro libovolnou mnoZinu A mizeme uvazit néjaky soubor B
jejich podmnozin. Na souboru B je pak pfirozené definovano uspofadani inkluzi c: podmnoziny B,
B‘ € B budou v relaci (tedy B c B‘), pokud B je podmnoZinou mnoZziny B‘. Ani usporddani c obecné
neni linearni.

Zavedme dale nékolik pojm( oznacujicich vyznaéné prvky usporadané mnoziny. Méjme usporada-
nou mnozinu (X, <). Prvek a € X je nejvétsim prvkem mnoziny X, pokud pro kazdé x € X plati x < a.
Podobné nejmensi prvek mnoziny X je prvek a takovy, Zze a < x pro kazdé x € X.

Nejvétsi prvek obecné nemusi existovat, ale existuje-li, pak je urCen jednoznacné.
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Sjednoceni mnoZin A, B je mnoZina, ktera obsahuje jak mnoZinu A, tak mnozinu B (jako podmnoziny),
ale ‘neobsahuje nic navic’. Pfresnéji feceno, je to nejmensi ze vSech mnozin, které jsou vétsi nez
AineZ B. Slova ‘nejmensi’ a ‘vétsSi’ se tu samoziejmé vztahuji k usporadani inkluzi. Nize definovany
pojem suprema tak Ize chdpat jako (dalekosdhlé) zobecnéni pojmu sjednoceni. Prvek z je horni za-
vorou dvojice prvkl x, y uspofadané mnoziny (X, <), pokud plati x < zay < z. Supremum (jinak téZ
spojeni) prvkd x, y je nejmensi ze vSech jejich hornich zavor, tedy takovy prvek s, ktery je horni

zavorou dvojice x, y, pficemz neexistuje jina horni zdvora z # s, pro kterou by bylo z < s.

Dvojice prvkl obecné zadné supremum mit nemusi: pfedné nemusi mit ani Zadnou horni zavoru,
nebo naopak mize mnoZina hornich zavor mit vice minimdlnich prvkd, ze kterych pak, jak vime,

Zadny nebude nejmensi.

Podobné jako supremum je definovano infimum dvou prvk(. Dolni zavora prvki x, y je prvek z, pro
ktery je z < x a z <y, a infimum (prisek) prvkd x, y je nejvétsi z jejich dolnich zavor. K pojmu infima

se symetrickym zplsobem vztahuje vSe, co bylo fe¢eno o supremu.
Definice

Svaz je usporadana mnozina (X, <), ve které existuje supremum iinfimum pro libovolnou dvojici

prvka.

Ve svazu midzeme na supremum a infimum pohliZet jako na bindrni operace (protoze je zaruceno,
Ze jejich hodnoty jsou definovany pro kazdou dvojici). Supremum prvkd x, y zde znacdime x V', in-
fimum jako x A y. Pfikladem svazu, na ktery jsme jiZ narazili, je mnozZina vSech podmnozin libovolné
mnoziny (usporadana inkluzi). Supremum dvou mnozin zde odpovida jejich sjednoceni, infimum od-

povida jejich praniku.
Kazdy svaz, ve kterém plati:
aAn(bvc)=(aAb)V(aAc)prolibovolné prvky a, b, c.

se nazyva distributivni. Pfiklademtakového svazu je svaz podmnozin libovolné mnoziny. Jsou-li totiz
A, B, C néjaké mnoziny, pak je zfejmé, ze An (BUC)=(ANnB)U(AnC).
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Booleovy algebry

Soubor podmnoZin libovolné mnoZziny ma strukturu distributivniho svazu. Jeho struktura je ale bo-
hat$i o operaci, kterd kazdé podmnoZiné pfifazuje jeji doplnék. Distributivnim svazim s podobnou

operaci se fika Booleovy algebry.
Definice

Necht (X, <) je svazs nejmensim prvkem 0 a nejvétSim prvkem 1. Komplement prvku x € X je kazdy

prvek y, pro ktery plati
XxVy=1,xAy=0.

Jak jsme naznacili vySe, predstavu o pojmu komplement poskytuje svaz podmnozin libovolné mno-
Ziny A, kde komplementem mnoziny B C A je prosté mnozinovy doplnék A-B. (Je totiZ jasné, ze

sjednocenim mnoziny B a jejiho doplfiku je celd mnoZina A, zatimco jejich prinik je prazdny.)

V tomto pfipadé je komplement uréen jednoznacné. Obecné tomu tak byt nemusi, ale v pfipadech,

o které se budeme zajimat, plati, Ze komplement libovolného prvku je nejvyse jeden:
Tvrzeni

Je-li (X, <) distributivni svaz s 0 a 1, potom kazdy prvek x € X ma nejvyse jeden komplement.
Definice

Booleovaalgebra je distributivni komplementarni svazs prvky 0 a 1. Pouziva setaké pojmu Booleliv

svaz.
V Booleové algebrfe ma tedy kazdy prvek x pravé jeden komplement, ktery se znadi x.

U Booleovych algeber je rovnéz ¢asto pfijimana konvence, které se pfidrzime i my, totiz znacit ope-
raci suprema jako +a operaci infima jako - (pficemz tecka se stejné jako u béZzného soucinu obvykle
vynechava). PrepiSeme-li tedy napfiklad definici komplementu v tomto novém znaceni, dostaneme

x+ X =1a xx = 0. Zakony distributivity v novém havu vypadaji takto:
x(y +2) = (x-y)+(x-2),
X+(y-z)=(x+y): (x+2).

Prvni z nich vypada jako zndma distributivita u Ciselnych operaci, prosté roznasobeni zavorky. Druha

rovnost, ktera neplati o nic méné, ale u Cisel Zzddnou obdobu nema.
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V 4 V 4

Booleovské pocitani

Véta (De Morganovy zakony)
V Booleové algebre A plati pro kazdou dvojici prvkl x, y € A:

Pravidla pocitani v Booleovych algebrach shrnuje ndsledujici véta:

Véta
Pro libovolné prvky a, b, c Booleovy algebry B plati:

1) a+a=a,

2) a+b=Db+a (komutativita),

3) a+(b+c)=(a+b)+c(asociativita),
4) a+(ab)=a,

5) a(b+c) = (ab) + (ac) (distributivita),
6) a+0=a,

7) a-0=0,

8) 1=0,

9) a+a-=1,

10)a=a,

11)a+b=a- b (De Morganovy zakony),

a rovnéz dualni formy vSech téchto tvrzeni (ve kterych zaménime symboly + a - a symboly 0 a 1).

Definovali jsme Booleovu algebru jako specidlni pfipad svazu, obecnéji uspordadané mnoziny. Z da-
ného usporadani na této mnoziné jsme teprve dodatec¢né odvodili operace souctu, soucinu a kom-
plementu (pomoci pojm0 supremum a infimum). Znalost samotného usporadani ndm poskytuje upl-

nou informaci o téchto operacich.

K véci bychom ale mohli pfistoupit i z druhé strany a definovat Booleovu algebru pfimo jako mno-
Zinu M s binarnimi operacemi + a - a unarni operaci komplement, které splnuji uréita pravidla. Mohli

bychom pak definovat uspofadani < na mnoziné M predpisem
ax b, pravé kdyza - b = a.

Pokud byly podminky kladené na naSe operace vhodné zvoleny, bude mnozina M s timto usporada-

nim distributivni komplementdrni svaz — jinymi slovy Booleova algebra podle nasi staré definice.
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Definice

Atom Booleovy algebry (A, <) je libovolny nenulovy prvek a € A takovy, Ze jedinym prvkem
z € A - {a}, pro ktery plati z < a, je prvek z = 0. MnoZinu vSech atomu Booleovy algebry A znacime
At(A).

VSimnéme si, Ze ekvivalentné by Slo atomy definovat jako prvky, jejichZ bezprostiednim predch(d-

cem je prvek 0. Napfiklad Booleova algebra 2 2:b} m3 atomy {a} a {b}.

Snadno se zjisti, Ze kazda konecna Booleova algebra obsahuje aspor jeden atom: plati dokonce na-

sledujici silnéjsi tvrzeni:

Pro kazdy prvek x # 0 konecné Booleovy algebry A existuje atom a € At(A) takovy, Ze a < x.

Reprezentace Booleovych algeber

Definujme nejprve pojem isomorfismu mezi usporadanymi mnozinami. Obecné receno je isomor-
fismus bijekce, kterd zachovava ‘vSe podstatné’. U uspordadanych mnoZin musi zachovavat uspora-

dani, zatimco napfiklad u grup jde o jednotkovy prvek a grupovou operaci.
Definice

Isomorfismus usporadanych mnozin (X, <) a (Y, E) je bijekce f : X = Y takovd, Ze pro kazdé a, b € X
plati a< b pravé kdyz f(a) £ f(b). Tyto usporddané mnoZiny jsou isomorfni

(psano (X, <) =(Y, v)), pokud mezi nimi existuje isomorfismus.

Dale plati, Ze isomorfismus dvou Booleovych algeber jakozto usporadanych mnozin zachovava
i vSechny dosud uvaZované operace (napf. supremum).

Definice
Necht B = {a1, . . ., ak} je kone¢nd mnozina prvkd svazu (X, <) s nejmensim prvkem 0. Je-li

k > 1, definujme supremum mnoziny B jako
supB=(...((a1Vaz)Vvasz)Vv...)Vax
Dale definujme sup @ =0, sup {a} = a.

Tvrzeni

Necht (X, <) je svaz's nejmensim prvkem 0 a B ={a1, ..., ax} € X. Potom:
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(1) sup B je nejmensi horni zavora mnoZiny B, tj. nejmensi prvek x € X s vlastnosti ai < x pro kazdé i,
(2) supB=a1Vv---Vay).

Véta (Stoneova)

Kazdd koneénda Booleova algebra (A, <) je isomorfni s Booleovou algebrou (2 A4 | ).

Dasledky
e Pocet prvki konecné Booleovy algebry A je vidy mocnina Cisla 2, konkrétné 2 ™, kde
m = |At(A).

e Dvé konecné Booleovy algebry se stejnym poctem prvkd jsou isomorfni.

Booleova algebra je algebraicka struktura, kterd zobecnuje vlastnosti mnoZinovych a logickych ope-
raci. Je nazvana podle britského matematika George Boolea. Kli¢ovy vyznam maji Booleovy algebry

také pro metodu forsingu.

V ramci této kapitoly jsme zavedli pojem Booleova algebra, kterd je mnoZinou dvoj-
stavovych proménnych spolus operacemi logického souctu, soucinu a negace. Pojem
Booleovy algebry je vSak obecnéjsi, takie ndmi uvedend mnozZina je jen jeji specialni
pfipad. Vyvinul se v ndvaznosti na analogii mezi mnoZinovymi operacemi sjednoceni
a prlnik a aritmetickymi operacemi s¢itdni a ndsobeni. Rozsah a dllezZitost této ana-
logie objasnil jako prvni britsky matematik George Boole (1815-1864), ktery polozil
zdklady algebraické teorie mnozin pred vice nez 100 lety. Jde o algebraickou struk-
turu, kterd zobecriuje vlastnosti mnozinovych a logickych operaci. Klicovy vyznam
maji Booleovy algebrytaké pro metodu forsingu. Booleova algebra je tedy definovana

jako distributivni komplementarni svaz.

1. UkaZte, Ze jsou-li dvé Booleovy algebry isomorfni (jako usporadané mnoiziny),
pak pfislusny isomorfismus f zachovava i operace suprema, infima a komple-
mentu, tedy napftiklad

f(x +y) = f(x) + f(y)
(kde se ovSem symbol + na kazdé strané rovnice vztahuje kjiné Booleové
algebre).

2. Nechtg:Y = Z je bijekce mezi kone¢nymi mnozZinami. Zobrazeni g indukuje zob-
razeni 28 : 2¥ - 27, dané predpisem

28(A) = {g(a) : a € A}
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pro libovolné Ac Y. UkaZte, Ze 28 je isomorfismus Booleovych algeber
(2¥,c)a (2%, c).

Najdéte vSechny navzajem neisomorfni usporadané mnoziny o 3 prvcich. Do-
kazte, Ze stejné velké konec¢né linedrné usporadané mnoziny jsou isomorfni.

Najdéte dvé neisomorfni linearni usporadani mnoziny vSech pfirozenych cisel.
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Kapitola 6

Vektorové prostory

Po prostudovani kapitoly budete umét:

- pracovat s vektory - scitat vektory, ndsobit vektor ¢islem, vypocitat skalarni sou-
¢in vektorq,

- tvorit linearni kombinace vektord,

- rozhodnout o linearni zavislosti a nezavislosti vektord,

- védét, coje vektorovy prostor a jak se vygeneruje.

Klicova slova:

Vektor, operace s vektory, linedrni kombinace vektorl, vektorovy prostor, linearni

zavislost a nezavislost vektor(ll, baze vektorového prostoru.
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Vektory a operace s nimi

Definice 6.1 Usporadanou n-tici
N
X =(xXp 0, Xp),Xq, 0, Xy ER
budeme nazyvat n — rozmérnym vektorem. Mnozinu vSech n-rozmérnych vektord budeme nazy-

vat n-rozmérnym vektorovym prostorem a oznacovat V,,, x; nazyvame slozky vektoru.

Velikost vektoru je |X| = \/x; + x, + - + x,,.
Vektor 6 = (0;0; ...; 0) € V,, nazveme nulovym vektorem.

P¥iklad Ze skladu s piskem je exportovan material ke tfem odbératelim. Prvni md pozadavek na
doddvku ve wvysSi 8t, druhy 5t atreti ve vySi 7t. PoZadavky odbérateld Ize vyjadrit jako
vektor (8,5,7).

Definice 6.2 Necht jsou dény vektory x; = (x1,x1,..,x1), x; = x%,x2,..,x2 € R™ a konstanta
a € R. Pak definujeme
» scitani vektor( (provadi se po slozkach)

Py ¥ — 1 2 1 2 1 2
X+ %, =]+ x5 x4+ x5, ..., %0+ x52),

» ndasobeni vektoru skaldrem (provadi se po slozkach)
ax; = (axtaxl, .. ax})
1 1 27 n’’

» skalarni soucin vektor(
XX —x1x2+x1x2+---+x1x2
1 2 1*1 272 n+n*

Poznamka Soucet dvou vektorl je vektor, soucin vektoru a skalaru je vektor, skalarni soucin dvou
vektorl je skalar.
Poznamka Pokud skaldrni sou€in x7 - x, = 0, jsou vektory X7, x, kolmé.
P¥iklad Spotitejte cd — b, kdyz ¢ = 3,d = (1,—1,2) a b = (0,2,0).
Reseni

cd—b=3(1,-1,2)) — (0,2,0) = (3,-5,6).
Definice 6.3 MnoZina V, ¢ R" v§ech n-rozmérnych vektorl s operacemi scitani a ndsobeni skald-
rem, pro které plati

X+y=y+xX VX,yeV,
a(X+y) =ax+ay VX,y€EV ,a €R,

se nazyva vektorovy prostor nad télesem R realnych cisel.

Priklad Vektory X = (1,2,1),y = (—1,0,—1) patfi do vektorového prostoru.
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Linearni kombinace vektoru

Definice 6.4 Necht X,,...,X, € V,,a,,...,a, € R. Vyraz
- -
ax;+... tax,
’ 7 . 4 re . o = =
se nazyva linearni kombinace vektori x,,..., X;.

V pfipadé, ze vSechny koeficienty a;,..,a; linedrni kombinace jsou nulové, hovofime
o trividlni linedrni kombinaci. Je-li aspori jeden z koeficientll rdzny od nuly, hovofime
o netrivialni linearni kombinaci. Linedrni kombinace, kterd je rovna nulovému vektoru se nazyva
nulova. Zrejmé kazda trivialni linedrni kombinace je nulova. Trivialni linedrni kombinaci libovolnych

vektorl je vzdy vektor nulovy.

Pfiklad Napidte, jak vypadd trividlni linedrni kombinace vektorl d= (2,—1,2)
ab=(12,-3).
Reseni Podle definice 6.4 ma trividlni linedrni kombinace tvar
0d+0b=0- (2,-1,2)+0-(1,2,-3) = (0,0,0)
Piiklad ~ Utvoite  linedmi  kombinaci  a,d+ @b+ a6 vektors  d=(3;-2;0),
2 -

b= (-1;0;1),¢c = (?73; —1),je-li a,=2,a,=-1,a;= ;

Reseni Podle definice 6.4 je linedrni kombinaci vektor, oznaéime jej .

1 3,2 =3
2<EJ—Z;O>—1(—1;0;1)+§( _-_1>:

— - i -
u=a.a+a,b+asc 35

-9 3 =25 5
=1 -4 1;0; -1 (1; — ——)=( I ——)
( 0) + (1;0; —1) + 2 T3 35— 3

C L, -25 5
Linedrni kombinaci je vektor U = (3;7; —5).

Pfiklad Zjistéte, zda je vektor d = (2;4;—4) linearni kombinaci vektorQ b= (0;-2;3)
ac=(10;1).

Reseni Pokud by byl d linedrni kombinaci ba C, pak by existovala realna &isla a1 a a tak, Ze by podle

definice 6.4 platilo d = a,b + a,¢.
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(2;4;—4) = a,(0;-2;3) + a,(1;0;1)
(2;4‘; _4‘) = (0; —26{1; 3“1) + (az; 0; 0(2)
(2;4;-4) = (a,; —2ay;3a, + a,)

Dva vektory se sobé rovnaji, rovnaji-li se jejich odpovidajici slozky, tj.

2=a,
4=-"2a0,=a =-2
—4 =3a, + 2a,
—4=3-(=2)+2
Existuji éisla a; = —2 aa, = 2 takova, ze plati @ = —2b + 28, vektor d je tedy linearni kombinaci

¢ - v . 7 v ¢ . . 7 ’ . ’ o v
vektori bac. Je ztejmé, Zie vektor b je linedrni kombinaci vektorl a ac, protoze

-

1 > > v - . . ; , . ’ o - ¢ v o 1> 7>
b= —ja+c. Obdobné vektor ¢ je linearni kombinaci vektorli a a b, protoze ¢ = Sat b.

PFiklad Zjistéte, zda je vektor W linedrni kombinaci vektord 1 a v.
w=(567),4=(132),0=(2,—13)

Reseni Pokud by byl W linearni kombinaci U a ¥, pak by existovala redlna &isla a, a a, tak, Ze by
podle definice 6.4 platilo
W=a, i+a,v
(5,6,7) = a,(1,3,2) + a,(2,—1,3)
(5,6,7) = (a; + 2a,,3a, —a,,2a, + 3a,)
Z rovnosti vektor(l dostaneme

9 17
a,+2a,=5 =a,=5-2a, 611:5—2-?:7

9
3¢, —a, =6 3(5—2a2)—a2=6:>a2=?

20, +3a, =7
Dosadime vypocitané hodnoty a; a a, do posledni rovnice.
17 9 61
2 = +3 i *7

Soustava rovnic pro neznamé «, a a, nema feSeni. Neexistuji koeficienty a; a a, tak, aby platilo

W = a, U+ a, v. Vektor W neni linedrni kombinaci vektord u a v.
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Linearni zavislost vektoru

Definice 6.5 Vektory se nazyvaji linearné nezavislé, pravé kdyz pouze jejich trivialni linedrni kombi-
nace je nulovy vektor. Existuje-li aspon jedna jejich netrividlni linedrni kombinace, kterd je rovna

vektoru nulovému, jsou vektory linearné zavislé.
P¥iklad Zjistéte, zda vektory @ = (2, —4) a b = (—1,2) jsou linedrné zavislé &i linedrné nezavislé.

ReseniPlatid + 2b = (0,0). Existuji tedy nenulové konstanty ¢, = 1, c, = 2 tak, Ze linedrni kombi-

nace o, d + a,b = 6. To znamena, Ze vektory jsou linedrné zavislé.

P¥iklad Rozhodnéte o linedrni zavislosti ¢i nezavislosti vektord x, = (1,0,2), X, = (1,—1,0), X; =
(3,-2,3).

Reseni Podle definice 6.5 jsou vektory linedrné nezavislé, kdyi jejich linedrni kombinace
00X, +o,%, +azx; =0 (1)
jen vpfipadé, Ze a;, =a, =a; = 0. KdyZ (1) rozepiSeme do sloZek, dostavame soustavu
o, +a,+3a; =0 (2)

—a,—20;, =0 (3)
20, + 303 =0 (4)

Z rovnice (4) je o, = —%a3.
Z rovnice (3) je a, = —2as.

Po dosazeni do rovnice (2) obdrzime —§a3 — 204 + 3a; = 0. Odtud spocteme, Ze —a; = 0.

Odtud je vidét, Ze a;=a,=a; =0. To znamend, Ze zadané vektory jsou linearné

nezavislé, protoZe pouze jejich trividlni kombinace je rovna vektoru nulovému.
O uzkém vztahu mezi pojmy linedrni kombinace a linearni zavislost vypovida nasledujici véta:

Véta 6.1 Vektory x,,x,,..., X, €V, jsou linedrné zdvislé, pravé kdyZ aspori jeden z nich je linedrni

kombinaci ostatnich.
Poznamka Véta uddva nutnou a zaroven postacujici podminku pro linearni zavislost vektora.

Pfiklad Zjistéte, zda dané tfi vektory jsou linedrn& zavislé, & nezavislé. d = (0;0;1),
b=(1;-1; —-1),¢ =(1; -1;1).
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Reseni

a)

b)

Vysetiime linearni zavislost podle podle definice 6.5. Utvofime linedrni kombinaci vektort
a poloZime ji rovnu 0.
a,6+ a,b+ a,é =06
,(0;0;1) + a,(1;-1; —=1) + a5(1;-1;1) = (0;0;0)
(a,+ag;—a, — ag;a, — a, + az) = (0;0;0)
Z rovnosti vektord obdrzime soustavu tfi rovnic o tfech nezndmych.
a,ta;=0=>a,=—a;
—a,—a;=0
a,—a,+a;=0
a,—20;=0= a, =2a,

Soustava ma nekonec¢né mnoho Fe$eni. Re§enim jsou viechny usporadané trojice tvaru
Qag;—asz; a3),a; ER
Napf. pro a; = 1 obdrzime jednu takovou trojici (2; —1;1).
V tomto pripadé dokonce nekoneéné mnoho netrividlnich linearnich kombinaci dava vektor
3, tedy vektory d, b a &jsou linedré zavislé.
VySetiime linedrni zavislost podle véty 6.1. Zjistime, zda je nap¥. vektor d linedrni kombinaci
vektorG b a ¢, tj. plati-li
d=k-b+1-Zkdekl€R

(0;0;1) = k(1; -1, =1 + I(1; —-1;1)

0;0;1)=(k+;, =k—1; =k+1
Z rovnosti vektord dostavame

1
0=k+I ﬁk=—l,k=—§

0=—k—I

1
1=-k+1 1=2l=l=§

=

> 1B)+ -
a= > ZC

Vektor d je linedrni kombinaci vektorG b a ¢ a podle véty 6.1 jsou vektory @, b, & linedrng

zavislé.

Poznamky Linearni zavislost i linearni nezdvislost vektor(i Ize vySetfit také uZitim hodnosti matic

nebo vypoctem hodnoty determinant(i. (Dozvime se to v kapitolach 7 a 8.)



69 VEKTOROVE PROSTORY

Dimenze a baze vektoroveho prostoru

Definice 6.6 Maximalni pocet linearné nezavislych vektorl z prostoru V, se nazyva dimenze vekto-

rového prostoru V, a mnozina téchto vektoru tvofi tzv. bazi daného vektorového prostoru.

Poznamka Zname-li bazi vektorového prostoru, mizeme kazdy libovolny prvek prostoru vygenero-
vat jako linearni kombinaci prvk( baze.

P¥iklad Zjistéte, zda vektory ¥, = (1,0,0), X, = (0,1,0),%; = (0,0,1) jsou linedrné nezavislé. Pokud
ano, vyjadrete vektor (5,4,-30) jako linearni kombinaci téchto vektor(.

Reseni Re$ime soustavu
la; +0a, + 0a; =0
a, +1la, +0a; =0
O0a; +0a, +1a; =0

ProtoZe tato soustava ma jen trividlni feSeni, jsou vektory X, X,, X lineirn& nezavislé.
Vektor (5,4, —30) = 5x, + 4x, — 30x,.

Vektor je usporadana n-tice realnych Cisel. Vektory mizeme mezi sebou scitat, ndso-
bit skalarem, utvorit jejich skalarni soucin. Linedrni kombinaci vektort je vektor. Vek-
tory jsou linedrné nezavislé, kdyZ pouze jejich trivialni linedarni kombinace je rovna
nulovému vektoru. Vektory jsou linedrné zavislé, je-liaspon jeden z nich linedrni kom-
binaci ostatnich.

1. Coje vektor a jaké znate operace s vektory?
2. Coje linearni kombinace vektor( a trividlni linearni kombinace vektor(?
3. Kdy jsou vektory linedrné zavislé a kdy linedrné nezavislé? Uvedte priklady.
4. Vysvétlete pojmy vektorovy prostor, jeho baze a dimenze? Uvedte priklady.
5. Zjistéte, zda vektory jsou na sebe kolmé.
a) X, =(1,0),x, = (2,0) [ano]
b) ¥, =(1,-1,2),x, = (3,5,1) [ne]

6. Uréete vektor % = 2d—3b—2¢& jsou-li dany vektory d = (3;5;—2;6),
b=(-1;7;13; -3),¢ = (1;0; —2; 3).

[X

(8;—11; —41;6)]
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7. Vypotitejte a,b€ R zrovnice X=7y, kde x=(-2;0;a—b;a) a
y = (b;a + b; 4; —b)

8. Zjistéte, zda je vektor W linearni kombinaci vektor( d a b.
a) W=(=3;0),d =(0;1),b = (1;4)
[ano;v_v’ =12a— 35]
b) W =(2;0;4),d = (0; —2;3),b = (1;0;1)
[W neni linearni kombinaci @ a E]
9. Rozhodnéte o linedrni zavislosti ¢i nezavislosti vektord.
a) X, =(1,0),x, = (2,1),%; = (-1,1)
[linedrné zavislé]
b) ¥, =(1,1,0),%, = (0,2,2),%; = (3,0,—3)
[linearné zavislé]
c) ¥, =(1,1,0),%, = (0,2,2),%; = (3,0,3)

[linearné nezavislé]

Literatura k tématu:

[1] BUDINSKY, B., CHARVAT, J. Matematika I SNTL Praha, 1987.
ISBN 04-011-87

[2] KLUFA, J., COUFAL, J. Matematika pro ekonomy (1). Ekopress Praha, 1997. 405
stran. ISBN 80-86119-00-9



Kapitola 7

Matice

Po prostudovani kapitoly budete umét:

- Realizovat operace s maticemi,
- stanovit hodnost matice,
- umét k dané matici urcit matici inverzni.

Klicova slova:

Matice, nasobeni matic, transponovana matice, hodnost matice, inverzni matice,

reguldrni a singuldrni matice.
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Definice matice a typy matic

Definice 7.1 Matici A typu m/n nazyvdme obdélnikové schéma mn realnych Cisel ajj, kde

i=1,2,..,maj=12,..,n sestavenych v m fadcich a n sloupcich, tj.

A1 Qgp Qi

Ay, Ay Qo _
A= : : n = lla; jl.

aml amZ - amn

a;; je prvek matice stojici v i-tém fadku a j-tém sloupci

i je radkovy index

j je sloupcovy index

i,j,mneN

aqq, Qyy, ... jsOU prvky, které lezi na hlavni diagonale matice A
A1y App_q, - JSOU Prvky, které lezi na vedlejsi diagonale matice A

Radky matice A Ize povaZovat za n-Elenné Fadkové vektory. Sloupce matice A Ize povaZovat za m-

¢lenné sloupcové vektory.

Ptiklad Méjme matici

A

2 -31/2 4
0 15 -2}
3/4-7 0 6
Matice je typu 3/4 (md 3 fadky a 4 sloupce). Cislo5 je prvek a3, protoZe stojive 2. fadku a 3. sloupci;
tedy a23=>5.
Prvky 2, 1, 0 lezi na hlavni diagondle matice.

Prvky 4, 5, -7 leZi na vedlejSi diagonale matice.

Typy matic
» Matice, kterd ma stejny pocet radkd jako sloupct (m =n), se nazyvd ctvercova matice rfddu n.

2 -1 1 0 -1
A=<§ 5) a B=<2 3 5)
4 4 9 8

m=n=2 m=n=3
A a B jsou Ctvercové matice; A je fadu 2, B je fadu 3.
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> Ctvercovd matice, kterd md pod hlavni diagondlou samé nuly se nazyvd hornitrojihelnikova
matice.

Pfiklad

2 -3 0
A=10 1 2 ]jehorni trojuhelnikova matice
0 0 5

1 4 2 -1
B = (0 5 —6 2)je horni lichobéznikova matice
0 0 3 4

2100 51
C={0 0 3 4 —1 2 |je hornistupnovitd matice
000O0 63

(kazdy dalSi fadek ma na zacatku vice nul, neZ fadek predchazejici)
> Ctvercovd matice, kterd md mimo hlavni diagondlu pouze nuly, se nazyvd diagonalni.
Priklad

-1 0 0
A= 0 2 0 |jediagonalni matice fddu 3
0 0 3

» Diagondlni matice s jednickami na hlavni diagondle se nazyvd jednotkova matice.
Budeme ji znacit E.
Pt¥iklad

(1 0y . . . D
E,= (O 1) je jednotkova matice fadu 2

100
E; =10 1 0] jejednotkova matice fadu 3
001

» Matice, jejiZ vsechny prvky jsou rovny nule se nazyvd nulova matice, znacime ||0||.
Priklad

00 0) je nulova matice typu 2/3

0= o g

Operace s maticemi

Definice 7.2 Rikdme, 7e matice A, B jsou si rovny a piseme A = B, jsou-li tého? typu a jestlize
a;; = b;; pro vSechny uspofadané dvojice (i; j).



ALGEBRA

Poznamka Prvky na odpovidajicich mistech jsou si rovny.

Ptiklad Zjistéte, pro ktera a, beR plati rovnost matic A a B, je-li

-2 1 -2
A=< 0 a_s) : B=<b+1

7 4 a+b
Reseni A = B podle definice 7.2 kdyz

b+1=0 =b=-1

a—5=3=a=8

at+tb=7 8—1=7

Pro ¢islaa=8ab = —1 nastane rovnost A = B.

Definice 7.3 Necht ceR,

aqq Ain
A= o |hag; € R,
aml amn
by, by
B = :bij ER,
bnl bnS
C11 Cin
C = - |,ci,j €R.
le Cmn

Pak definujeme nasobeni matice konstantou

ca, .. ca,
cA= ,
Cay, ... Cdy,
soucet dvou matic
a,+c; .. a,tc,
A + C = s
Apy +Cry oo Ay T Cop

74
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soucin dvou matic

apby +.+aby e Ay .+ ag,0ne

amibyy + &b - AP + -+ 8ppbns

Prvek a; by; + -+ ay, by, je skalarnim soucinem prvniho fadu (fadkového vektoru) matice

A a prvniho sloupce (sloupcového vektoru) matice B, atd.).
Pozndmky

» Scitat a odCitat Ize pouze matice stejného typu.

» Prinasobeni matice konstantou na typu matice nezalezi. Spolec¢ny cCinitel vSech prvk(i matice
A |ze vytknout pred matici A.

» Nasobit dvé matice mezi sebou miZzeme jen tehdy, je-li pocet sloupcl prvniho Cinitele roven

poctu radkd druhého cinitele.

Priklad Vypoctéte matici X = 24 — 3B,

1 3 5

.z T2 2 1 -1 2

je-liA= ) ) 3 aB (_1 5 0).
2
Reseni Uzitim definice 7.3 postupné dostaneme
1 3 5
o2 2 2)|_ 1 -1 2

X =2 : 3(_1 c 0)

1 0 5

_(1 =3 5\ _ 3 -3 6
X= (2 0 3) (—3 15 O)
(=2 0 -1
=5 45 3)
Priklad Spocitejte souciny AB a BA, kdyz

1 -1 3 1
A=l2 -3 0|, B=|2
0 1 -2 1
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Reseni
1 -1 3Yyy1 1 2 2 3 5
AB=|2 -3 0|2 1 0|=|-4 -1 4
0O 1 -2)1 11 0o -1 -2
1 1 2y1 -1 3 3 -2 -1
BA=|2 1 0|2 -3 0 |[=|4 -5 6
11 100 1 -2 3 -3 1

Zrejmé AB #BA.

Priklad Spocitejte souciny AB a BA, je-li

-4
A=(01 -1 3)aB=< 2).

1
Reseni
—4
AB=(01 -1 3).( 2>=(—3)
1
1/3 3/1 1/1
—4 —4 4 —-12
B.A=<2>.(1 -1 3)=<2 -2 6)
1 1 -1 3
3/1 1/3 3/3
Poznamky

» Jisté jste si vSimli, Ze pro ndsobeni matic neplati komutativni zakon. Proto rozliSujeme naso-
beni matice A matici B zprava a zleva, tzn., Ze pfi nasobeni matic zaleZi na jejich poradi.

» Je-li A ¢tvercova matice a E jednotkova matice stejného rfadu, pak plati
AE = EA = A.

» Narozdil od redlnych Cisel, kde ab = 0 < a = 0 nebo b = 0, mlZe se u matic stat, Zze AB =

||0]| a pfitom Z&ddnd z matic A, B neni nulova.

Priklad Necht
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Potom
= 1) )= o)=to
a pfitom A # [|0]| i B # [|0]|.

» Pokud AB = BA hovofime o zaménnych maticich.

Transponovana matice

Definice 7.3 Jestlize v dané matici A typu m/n vyménime radky za sloupce, pficemz ponechame je-

jich poradi, fikdme, Ze jsme matici transponovali. Zna¢ime ji AT a je typu n/m.
Priklad Urcete k matici A matici transponovanou.

1 2 0 -3
A=<05 4 1);AT=

2 1 1 1

WO N =
= U1 O
_ =N

3/4 4/3
Poznamky

> Ziejmé plati (AT)T = A
> Jediné v pfipad®, 7e matice B, resp. C, je ¢tvercovd, mlZe nastat pfipad BT = B, resp.

CT = —C, tj. pro véechny prvky takové matice plati bij = bj;, resp. ¢;; = —cj;.

V takovém pfipadé nazyvame matici B symetrickou matici a matici C antisymetrickou matici.

Z rovnosti ¢;; = —c;; plyne, Ze antisymetricka matice ma v hlavni diagonale samé nuly.
Priklad
1 0 2
Matice B={0 -3 —1 |jesymetricka.
2 -1 5

0o -1 2
Matice C = ( 1 0 3) je antisymetricka.
-2 -3 0
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Hodnost matice

Kazdé matici A lze pfiradit jisté dulezZité Cislo, které nazyvdme hodnost matice A, a zna¢ime h, resp.
h( A).

Definice 7.4 Hodnost matice je maximalni pocet jejich linedrné nezavislych fadku (sloupct).
Poznamka Pro nenulovou matici je h € N, pro nulovou matici h = 0.

Véta 7.1 Hodnost matice se nezméni,

kdyZz zaménime poradi radku

kdyZ libovolny fddek vyndsobime libovolnou nenulovou konstantou

kdyZ jeden radek pricteme k fadku jinému

kdyZ vynechdme radek, ktery je linedrni kombinaci ostatnich (tj. nulovy, stejny s jinym rdd-
kem, ndsobek jiného radku)

YV VYV

Véta 7.2 Hodnost matice je rovna hodnosti matice k ni transponované.
Dasledek Radkova hodnost matice je rovna jeji sloupcové hodnosti.

Poznamka Je-li h hodnost matice znamena to, Ze mezi fadky této matice existuje h linedrné neza-
vislych fadkl a kazdy dalsi radek je jejich linearni kombinaci — tedy h < m. Provedeme-li analogic-

kou uvahu pro sloupce, pak h < n.
Dlsledek h < min {m; n}.

Véta 7.3 Hodnost horni trojuhelnikové (lichobéznikové, stupriovité) matice je rovna poctu nenulo-

vych radkl této matice.

Hodnost matice zpravidla uréujeme tak, Ze danou matici upravime ,, dovolenymi® Upravami, které
neméni jeji hodnost, na horni trojuhelnikovy, lichobéznikovy nebo stupriovity tvar. Hodnost matice
je pak rovna poctu nenulovych radka upravené matice. Jak dilezitd je hodnost matice uvidime

v kapitole o feSeni soustav linearnich rovnic.
Poznamka Upravy matic, které neméni jeji hodnost, budeme nazyvat ekvivalentni upravy.

Definice 7.5 Dvé matice A aB se nazyvaji ekvivalentni, maji-li stejnou hodnost a stejny pocet

sloupc.

Zapis: A~B.
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Priklad Urcete hodnost matice

1 -1 3
A=12 -3 0
0 1 -2

Reseni

1 -1 3 1 -1 3 1 -1 3
A=12 -3 0]~{0 -1 -6)~|0 -1 -6
0 1 -2 0 -1 -2 0 0 —4

Hodnost matice h(A) =3.

(37
2 1
Priklad Urcete hodnost matice 4 = | -3 4 |
1 1/
-2 2
Reseni
/3—1\/1 1\/1 1\/11\/11\
2 1 3 —1 0 —4 0 1 0 1
A=|-3 al|~| 2 1]|~]o =1]|~|lo 1|~]o o]
1 1 -3 4 0o 7 0 1 0 0
\—2 2/ \—2 2/ \0 4 \0 1/ \0 0/

Hodnost matice h(4) = 2.

Inverzni matice a jeji vypocet

S¢itani a ndsobeni matic ma nékteré analogické vlastnosti, jako s¢itani a nasobeni realnych cisel.

Napf. v pfipadé séitdni matic existuje nulovd matice ||0|| tak, Ze A+ ||0|| = A a existuje opaéna matice
—Atak, ze A+ (—A) = ||0]|. Nabizi se otdzka: Existuje v pfipadé ndsobeni matic k matici A n&jaka
matice X takova, Ze plati AX = E? Odpovéd dava nasledujici véta.

Definice 7.6 Necht A, X, E jsou ¢tvercové matice fadu n. Jestlize plati AX = E, pak X nazyvame

inverzni matice k matici A a znaé¢ime ji A71.



ALGEBRA 80

Poznamka Pro inverzni matici plati

Priklad Ovérte, zda matice A je inverzni k matici A.

1 0 -2/3 1 0 2
At=|0 1/2 -1/3 A=(0 2 2
0 0 1/3 0 0 3

Reseni: Ové¥ime, zda plati vztah A™*A= E, A"*A=E

1 0 -2/3\/1 0 2 1 0
Ata=(0 172 -1/3|(o0 2 2|=(0 1
o o 1/3/\0 0 3 00

1 0 2,1 0 -=2/3 1
AA—1=<0 2 2) (0 1/2 —1/3>=<0
0 0 3/\0 0 1/3 0 0 1

Matice A je inverzni matici k matici A.

R oo
N——
I
3

_ O
o O
~
Il
3

Definice 7.7 Necht A je ¢tvercova matice radu n.
Je-li h (A) = n, nazyvd se A regularni matice, je-li h (A)<n, nazyvd se A singularni matice.

Poznamka V kapitole 8 se dozvime, Ze pfi urCovani, zda je matice regularni ¢i singularni, mdZzeme

vyuzit vypocCtu jejiho determinantu.

Véta 7.4 Ke ctvercové matici A existuje jednoznacné uréend inverzni matice A1, pravé kdy? je matice
A regularni.

Poznamka Pro ¢tvercovou matici A jsou ekvivalentni vyroky:

a) matice A je regularni
b) determinant matice A je roven nule (detA = O)

c) k matici A existuje inverzni matice Al
Nékteré vlastnosti inverznich matic:

- je-li Aregularni, pak A~! je rovnéz regularni
- (AYt=A

Inverzni matici mdZzeme vypocitat dvojim zplsobem:
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1. Upravou matice A na jednotkovou matici E.

2. Vyuzitim adjungované matice (viz kapitola 8).

1. Matici A prevedeme Upravami z véty 7.1 na jednotkovou matici E a soucasné tymiz Upravami pre-
vedeme matici E na matici AL,

A—>E aE—>A!

Upozornéni Pfi vypoctu inverzni matice je tfeba pouzit bud pouze radkové nebo pouze sloupcové
Upravy.

Priklad K matici A = (2 O) urete inverzni matici A7,
1 2
Reseni Nejprve zjistime, zda je matice reguldrni
(2 0 1 2 1 2
A= (1 2)~(2 0)~(o —4)

h (A) = 2 = n = matice A je regularni, |ze k ni podle véty 7.4 urcit jednoznacné inverzni matici A2,

A G2 |6
b oeyfey b
5 -4 @ 2

((1) i) (— 1(}4 1}2)

6 | am)

E Al
AT = <—1ﬁ 122)

Sami ovéfte, 7e AAl =E.

Priklad Uréete inverzni matici k matici A=

o O
o NN O
w NN
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Reseni: Bud' uzijeme schématu uvedeného v predchazejicim ptikladé nebo matici A roziifime o jed-
notkovou matici Ea pomoci ekvivalentnich Gprav je upravujeme tak, aby (4/E) ~ (E/A™1).Zfejmé,
h (A) = 3 = n, protoZe A je horni trojuhelnikovd matice. Inverzni matice A existuje jednoznacné.
3. fadek opiSeme. Od trojnasobku 1. fadku odec¢teme dvojnasobek 3. fadku. Od trojnasobku 2. radku
odecteme dvojndsobek 3. radku.

1. radek délime 3, 2. radek délime 6, 3. radek délime 3.
1 0 21 00 3 0 03 0 -2 1001 0 -2/3

0 2 20 1 0|=/0 6 00 3 -2|~|{0 1 0/0 1/2 -1/3
0 0 30 01 0 0 30 0 1 0 0 10 0 1/3

1 0 -=2/3
A7't=10 1/2 —-1/3
0O 0 -1/3

Sami ovétte, 7e AA™ ! = E.

Matice-obdélnikové schéma. Matice mizeme mezi sebou scéitat, nasobit skalarem.
Mezi sebou Ize nasobit pouze takové matice, pro které pocet sloupct prvniho Cinitele
je roven poctu radkd v druhém Ciniteli. Soucin matic neni komutativni. Vyménime-li
v matici radky za sloupce v témz poradi, obdrzime matici transponovanou. Hodnost
matice je rovna poctu nenulovych radk( v odpovidajici horni trojuhelnikové matici.

K regularni matici existuje jednoznacné ur¢ena matice inverzni.

1. Vysvétlete, jak byste postupovali pfi ur€ovani hodnosti matice?

2. Jakou maximalni hodnost mdze mit matice typu 8/3?

10 2

1. kdyz A=|0 2 2|,
00 3
2 0 2
B=|0 -2 2|
-1 0 -4

1 21
C= , spoctéte
[l 0 3j

a)A-B
o) AB
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c)AC
d) C.A
-1 0 O 0 0 -6)
a)| 0 4 0|b)|-2 -4 -4
1 0 7 -3 0 -12
c) Nelze nasobit, d)
1 4 9
1 0 11
3. Urcéete hodnost matice.
2 -1 1
2 2 2 1 2 5
- A= h=2] A=(1 -1 3]|[h=3
1 -2 0
2 6 -4 10 3 _s 5 4
-A=|-3 -9 6 -15| [h=1] B<7 —4 1 3) [h = 2]
5 15 -10 25 5 7 -4 -6
5 -9 51
6 -2 2 5 7
1 -2 10
- A= [h=3] c=<9 —3 48 9) [h=2]
2 3 3 2 6 -2 6 7 1
3 -1 4 4 -1
8 -8 9 3
4. K matici A urcete inverzni matici A~L.

2 amG Y |a-

W R WIN
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Kapitola 8

Determinanty

Po prostudovani kapitoly budete umét:

- spravné chdpat pojem determinant Ctvercové matice,

- vypocitat determinant pomoci kfizového pravidla a Sarrusova pravidla,
- vypocitat determinant uzitim Laplaceova rozvoje,

- vyuzit determinanty pfi urovani inverzni matice.

Klicova slova:

Determinant, kfizové pravidlo, Sarrusovo pravidlo, Laplacelv rozvoj, algebraicky

doplnék prvku, adjungovana matice, inverzni matice.
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Definice determinantu a jeho vlastnosti

Definice 8.1 Determinant je zobrazeni z mnoZiny ¢tvercovych matic do mnoziny redlnych cisel.

A1 0 Qg
Znacime jej det A, |A| nebo D =

a a

nil nn

Definice 8.2 Determinantem c¢tvercové matice A=(aij) typu n/n  nazyvdme soucet

—1)P
Z( DPeay, ay, o Gng,
k = (ky ky, .\ ky)
n! soucinl, v némz se séita pres vSechny permutace k = (ky,k,, ..., k,,) mnoZiny {1,2, ...,n}sloup-

covych indexd a v némz p, znaci pocet inverzi v permutaci k.

Poznamka Determinant ¢tvercové matice radu n je roven n! soucinli n prvk( této matice takovych,
Ze v kazdém soucinu je pravé jeden prvek z kazdého radku a pravé jeden prvek z kazdého sloupce.

Kazdy soucin ma tvar ay; @y, ... Ay @ je navic opatfen znaménkem plus nebo minus, které zavisi

na tom, ze kterych radkd a sloupct byly prvky do soucinu vybrany.
Véta 8.1 (Vlastnosti determinant.)

» Jestlize zaménime mezi sebou dva rddky, hodnota determinantu se zméni na opacnou.

»> JestliZe jeden rddek determinantu vyndsobime konstantou c, pak hodnota determinantu je c nd-
sobkem plvodni hodnoty.

» JestliZe k jednomu rddku determinantu pricteme libovolnou kombinaci jinych radkd, hodnota de-
terminantu se nezméni. (Secteni dvou rddki determinantu nezméni hodnotu determinantu.)

» Hodnota determinantu je nulovd, kdyZ nékteré radky determinantu jsou linedrné zavislé (napr.
kdyZ jeden radek determinantu je nulovy, dva fadky determinantu jsou shodné, jeden radek de-

terminantu je ¢ ndsobkem jiného).

Dusledek. Hodnota determinantu se nezméni prfi¢tenim jednoho fadku nebo c-nasobku radku

k jinému radku.
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Vypocet hodnoty determinantt

Véta 8.2 Determinanty 2. fddu pocitdme krizovym pravidlem.

|a11 a12| =Qa,,a,, — 0,4

a21 a22 11%22 12™21
- oo . 1 -1

Priklad Spocitejte hodnotu determinantu D = 5 3|

Reseni

D=|; :§|=1-(—3)—(—1)-2=—3+2=—1

Véta 8.3 Determinanty 3. fddu pocitdme Sarrusovym pravidlem.

a;p A Qg3
a1 Ay dyz
a3y 4z dzg

= 1109033 T Ay505303; Ay, 03,043 —

_(a13a22 Q31 +Qy1 Q45033 +ay303,0,,)

Poznamka Abychom Zzadny soucin nevynechali avypocet si usnadnili postupujeme takto:
Pod determinant opiSeme prvni dva radky (nebo za determinant opiSeme prvni dva sloupce). Vyna-
sobime prvky umisténé na hlavni diagonale a na rovnobézkach s ni, pficemz znaménka soucinl po-
nechdme. Pak vynasobime prvky umisténé na vedlejsi diagonale a na rovnobézkdch s ni, pficemz
znaménka soucind zménime na opacna. VSechny souciny secteme.

Priklad Spocitejte hodnotu determinantu

1 -1 3

D=12 -3 0

0 1 -2

Reseni
1 -1 3
2 -3 0
D=0 1 2=1-(-3)(-2)+2:-1:34+0-(-1)-0 -

1 -1 3
2 -3 0

—[3:(=3)04+0-1-14+(=2)-(-1)2]=6+6+0—-[0+0+4]=12—-4=8
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Véta 8.3 Hodnota determinantu pfislusného k trojuhelnikové matici je rovna soucinu prvki na hlavni

diagondle.

P¥iklad Pomoci vlastnosti determinantl spocitejte hodnotu determinantu

1 -1 3
D=12 -3 0
0 1 -2

Reseni Uprava na trojuhelnikovy tvar:

1. fadek opisSeme; ke druhému radku pficteme (—2)-ndsobek 1. fadku; 3. fadek opiSeme.

Prvni dva radky opiSeme. Ke 3. fadku pri¢teme 2. fadek

1 -1 3 1 -1 3 1 -1 3
D=2 -3 of=f0 -1 —-6[=[0 -1 -6|=1-(-1)-(-8)=38
0 1 -2 0 1 -2 0 0 -8

Laplacetv rozvoj determinantu

Laplacelv rozvoj determinantu je univerzalni metoda pro vypocet determinant(i libovolného fadu.
Na vypocet determinantl fadu n > 4 jiznemame k dispozici néjakou prehlednou analogii (schéma)
jako jsme méli kfizové nebo Sarrusovo pravidlo pro determinanty fddu n = 2 nebo n = 3. K vypo-
Ctu determinantd fadu n = 4 pouzivame Laplacelv rozvoj. Nejprve uvedeme algebraicky doplnék

prvku a nadefinujeme adjungovanou matici.

Definice 8.3 Necht A je ¢tvercova regularni matice radu n. Soucin
(DA,
kde A;; je determinant matice, ktera vznikne z A vynechanim i- tého fadku a j—tého sloupce, se

nazyva algebraicky doplnék prvku a;; matice A.

1 2 0
Priklad Urcete algebraicky doplnék prvku a,, a a;, maticeA=|4 3 5|
1 -1 1

Reseni Podle definice 8.3 je doplnék prvku a,, oznaleny A22=(—1)2+2-|} 8|=

=1-(1-0) =1 adoplnék a,, oznaleny Az, = (—1)3+2 . |41L g| =-1-(5-0) =-5.
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Definice 8.4 Adjungovana matice k matici A, zna¢ime ji adjA4, je matice sestavena z algebraickych

doplrikl prvkd matice A a to takto:
Je-li A = (a;;) = adjd = (4;)

Poznamka Algebraické doplriky prvk( matice A jsou umistény ,transponované” (preklopené podle
hlavni diagonaly).
Adjungovanou matici uZijeme pfi vypoctu inverzni matice.

Pfiklad Uréete adjungovanou matici k matici A = (; _;)

Reseni Spotteme Ay, = 2,4, = 2,4, = —1,4,, = 1.Pakadjd = (—g i)

Véta 8.4 (Laplacelv rozvoj determinantu.) Determinant se rovnd souctu soucint prvki kteréhokoliv

jeho rddku (sloupce) s prislusnymi algebraickymi doplriky.

n

j=1

popr.

n
i=1

Poznamka Determinanty rozvijime prednostné podle prvkd toho fadku nebo sloupce, ve kterém je
nejvice nul. Upravami, neménicimi hodnotu determimantu, je mozné dosahnout toho, aby v nékte-
rém fadku nebo sloupci byl nejvySe jeden nenulovy prvek.

Ptiklad Spocitejte hodnotu determinantu

1 -1 3
D=|2 -3 0f.
0 1 -2

Reseni Rozvojem podle prvkd 3. fadku dostaneme

1 -1 3
D = — =0 (_1)3+1 . -1 3 1- (_1)3+2 . 1 3
S i _g %5 o+ 2 ol

+(—2)-(—1)3+3-|; :§|=0—1-(0—6)—2-(—3+2)=6+2=8
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Uziti determinantu

1) K urceni, zda je matice regularni ¢i singularni.

Véta 8.5 Ctvercovd matice A je requldrni, pravé kdyZ det A # 0.
Poznamka Ctvercova matice 4 je singularni, pravé kdy? det A = 0

Priklad VysSetrete, zda matice A je regularni ¢i singuldrni.

1 -1 2
a) A= (3 2 O)
4 1 2

1 -1 2
detA=1[3 2 0/=4+6-(16—-6)=10—-10=0
4 1 2

Matice A je singularni, protoZe detA4 = 0.

1 0 1
b) A=(-1 2 3
1 1 1

1 0 1
detA=|[-1 2 3|=2-1-(2+43)=1-5=—-4=%0
1 1 1

ProtoZe det A # 0, je matice A regularni
2) K urceni linearni zavislosti i nezavislosti vektord.

Méjme m vektor(i o m slozkdch. Povazujme vektory za fadkové vektory matice a sestavmez nich

¢tvercovou matici A. Pak plati:

Je-lidet A # 0, pak jsou fadky matice A linearné nezavislé a také vektory jsou linearné nezavislé.
Je-li det A = 0, pak jsou fadky matice A a tedy i vektory linedrné zavislé.

Pfiklad Zjistéte, zda jsou vektory d = (1;2; 3),5 =(—1;0;2),¢ = (2;1;2) linearné zavislé.

Reseni Slozky vektorl napiseme jako fadky matice a vypocteme jeji determinant.

-1 0 2
detA=[2 1 2|=-3+8-(2-4)=54+2=7+#0
1 2 3

Vektory @, b, ¢ jsou linedrné nezavislé, protoze detA # 0.
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3) K vypoctu inverzni matice.

Véta 8.6 KdyzZ A je Ctvercovd reguldrni matice matice rfadu n, pak pro inverzni matici plati

1
-adjA.

Al =—
Al

1 0 2
Priklad Urcete inverzni matici k matici A = (0 2 2).
0 0 3

Reseni Inverzni matici spo¢teme na zakladé véty 8.6. Adjungovana matice k matici 4 je

/22_02 02\
0 3 0 3 2 2 _
dia—i_0 2 1 2 _12-_8g_g
4= 0 3 0 3 o 2|7 '
0 21 |10 10 00 2
0 0 0 0 0 2
10 2
|A|=det022>=
0 0 3

. 6 0 —4 1 0 -=2/3
dia 1

A1 =29%_Z(o 3 2)=(0 1/2 -1/3
|A] 6

00 2 0 0 1/3

Poznamka Pripomindme, Ze inverzni matici lze pocitat také tak, Ze matici rozSifenou o jednotko-

vou matici upravujeme pomoci ekvivalentnich Gprav tak, aby (A|E) ~ (E|A™1).

4) K feSeni soustav rovnic (viz. kapitola 9).

Determinant prifazuje ctvercové matici urcité realné cislo. Vypocet determinanti
2. fadu provadime kfizovym pravidlem, 3. fddu Sarrusovym pravidlem a determi-
nantl vyssich radl Laplaceovym rozvojem. Determinant se vyuziva pfi vypoctu in-
verzni matice, pfi ur€ovani reguldrni a singularni matice, pfi vySetfovani linearni za-
vislosti vektort, pri feSeni soustav rovnic. RozliSujeme: matice ma hodnost, determi-

nant ma hodnotu.

1. Co muZete fict o hodnoté determinantu trojuhelnikové matice a o hodnoté de-
terminantu transponované matice?

2. Ke které matici Ize spocitat matici inverzni?
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3. Na prikladu demonstrujte uréeni hodnoty detrminantu prostfednictvim jeho

vlastnosti.

4. OQvérfte, Ze inverzni matice k jednotkové matici 3. fadu je ta sama matice.

5. Urcete hodnotu determinantu.

i CcoSXx sinx| [1]
—sinx cosx
2 4 1

- -1 3 -2 [4]
3 -1 4
1/3 -5/6 1/4 -1/15

i 1/2 -1/2 -1/5 1/3 [_L
-2/3 =5/6 -—-1/2 2/3 2160
-1/2 1/3 3/10 -=2/5

6. Rozhodnéte, zda jsou vektory linedrné zavislé Ci linedrné nezavislé.
d=(24,-3,-1),b =(-2,-432),¢ = (48,-6,0),d = (1,2,3,—1)
[linearné zavislé]

7. Zjistéte, zda je matice singularni ¢i regularni.

1 -1 1 0
2 1 -1 2 . .
A= 0 0 2 1 [singuldrni]

1 -1 -1 -1

8. Urcete inverzni matici k matici

2 5 7 1 -1 1
- 6 3 4 ) (—38 41 —34)
5 -2 -3 27 =29 24
1 0 2
- {0 o0 2) [nelze - matice neni regularni]
0 0 3
2 3
3 1 . oy ,
- 0 1 [nelze - matice neni &tvercovd]
1 -1

Literatura k tématu:

[1] BUDINSKY, B., CHARVAT, J. Matematika I. SNTL Praha, 1987. ISBN 04-011-87

[2] KLUFA, J., COUFAL, J. Matematika pro ekonomy (1). Ekopress Praha, 1997. 405
stran. ISBN 80-86119-00-9



Kapitola 9

Reseni soustav linearnich
rovnic

@ Po prostudovani kapitoly budete umét:
- rozhodnout o existenci a poctu feSeni soustavy linedrnich rovnic,

. reSitsoustavu Gaussovou eliminac¢ni metodou,
- feSitsoustavu Cramerovym pravidlem.

Klicova slova:

Homogenni a nehomogenni soustava linedrnich rovnic, ekvivalentni Upravy,

Frobeniova véta, volné nezndmé, parametr, Gaussova elimina¢ni metoda, Cramerovo

pravidlo.
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Definice soustavy a jejiho reseni

Definice 9.1 Linearni rovnici o n neznamych budeme rozumét rovnici tvaru
a;x; +a,x, +..+ta,x, = b, i=1,2,..,n,
kde x; jsou neznamé, a, beR pevné zvolena Cisla.

Re3enim rovnice nazveme usporddanou n-tici &isel (us, Uz, ..., un), které po dosazeni za nezndmé xi

prfeméni rovnici v rovnost.
P¥iklad Redenim rovnice
2x, +3x,— 7x3=—3
je trojice Cisel x; = —3,x, = 1,x5; = 0, coz mizZeme zapsat, také jako vektor u=(-3,1,0).

Poznamka Rovnici z definice 9.1 mliZzeme zapsati pomoci matic. UvaZzujme matici A typu 1/n a ma-
tici X typu n/1, tedy

X1
A=(a,a,..,a,)aX= *2 | = % sloupcovy vektor
X,
1/n n/1

Potom maticova rovnice AX = b, resp. AX= b je jen jinym zdpisem rovnice z definice 9.1.
Definice 9.2 Systém rovnic
ap X, + ax, +ota,x, = b

Ay X1+ Ayy X, +.tay, X, = b,

A1 X1 + Ay Xy oty X, = by,

kde aij, bj jsou redlna Cisla, i=1, 2, ..., m, j=1, 2, ..., n a Xxi neznamé, se nazyva soustava m linedrnich

rovnic o n neznamych, struéné soustava linearnich rovnic.
aij eRjsou koeficienty, bi €R jsou absolutni ¢leny rovnic nebo také , pravé strany” rovnic.

Jsou-li bi=0 pro vSechna i = 1, 2, ..., m nazyva se soustava homogenni.
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Je-li aspon jedno bi# 0, pak se soustava nazyva nehomogenni.

Redenim soustavy nazyvame kazdou usporadanou n-tici redlnych &isel u1, uy, ..., un [tedy aritmeticky
vektor U = (uy,U,,...,u, )], které po dosazeni za neznamé x; zméni soustavu rovnic v soustavu m

rovnosti.
Poznamka Re$enim rozumime i pocetni postup, jimz takové n-tice (vektory) hledame.

Maticovy zapis soustavy rovnic

. A;p o Qg *1\ b,
AX =b,kde A= : Plx= ;b= ¢
Am1 " Amn Xn b,,

m/n n/1 m/1
Matici A, kterd je sestavena z koeficientll u nezndmych nazyvdme matice soustavy.

Pridame-li k matici A za svislou ¢aru sloupec pravych stran, obdrzime rozSifenou matici soustavy,

oznacime ji Ar.

Ekvivalentni upravy soustavy rovnic

Definice 9.3 Dvé soustavy se nazyvaji ekvivalentni, maji-li tytéZ mnoziny feSeni. Znaclime =.

Poznamka Pocet neznamych musi byt u obou soustav stejny, avSak pocet rovnic nemusi byt nutné

stejny.
Priklad Soustava rovnic

x—y=1 je ekvivalentni se soustavou x—y=1
2x+3y=7 20x+ 30y =70

200x + 300y =700

Jedinym FeSenim obou soustav je aritmeticky vektor 4 = (2,1) nebolix =2ay = 1.
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Ekvivalentni Gpravy soustavy rovnic jsou takové Upravy soustavy, pfi nichZ z jedné soustavy dosta-

neme soustavu s ni ekvivalentni. Ekvivalentni Upravou se mnoZina feSeni neméni.
Ekvivalentni Upravy soustavy rovnic jsou:

- vyména poradi rovnic
- nasobeni jedné rovnice nenulovym redlnym cislem
- pricteni libovolného nenulového k-nasobku jedné rovnice k jiné rovnici

- vynechani rovnic tvaru 0 = 0

Existence reseni

Véta 9.1 (Existence reSeni-Frobeniova véta.) Soustava linearnich rovnic ma alespon jedno feseni,

pravé kdyZz hodnost matice soustavy je rovna hodnosti rozsifené matice soustavy.
Ziejmé plati h(A) = h(Ag) nebo h(Ag) = h(A) + 1; tedy vidy h(A) < h(4R).

Poznamka Homogenni soustava ma vzdy reSeni, protoze pridani nulového sloupce pravych stran

hodnost matice nezméni.

Véta 9.2 Pokud soustava linedrnich rovnic ma feSeni a hodnost matice soustavy je rovna poctu ne-
znamych, pak toto feseni je jediné.

Pokud soustava linearnich rovnic ma rfeSeni a hodnost matice soustavy je mensi, nez pocet nezna-
mych, pak soustava ma nekonec¢né mnoho fesSeni. Pocet volnych nezndmych, resp. parametrQ je

roven n—h(A).
Poznamka Jestlize ma homogenni soustava jediné rfeSeni, pak se jedna o reseni trivialni.
Priklad Rozhodnéte, zda dana soustava ma reseni.

X, +2X, — X,
a)  2X +X
X, +2%, = =2

X, +2X, = X, 2
b)  2X +X, =1
2X +4X,-2X, = 4
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X, +2X, =X, = 2
c) 22X tX =1
2X +4X, —2X, = 2
Reseni
1 2 -1 |-1 1 2 -1 2 1 2 -1 2
aylz 0 1 (0 |~|0 -4 3 [-3])=|0 -4 0 |[-3
01 2 I-4 0 4 8 I-=2 o 0 11 I-11

h(A)=3, h(A;) =3, n=3.

h(A) = h(A;) =n - soustava ma prave jedno feSeni.

1 2 -1 2 1 2 -1 2
by|2 0 1 1i=/0 -4 3 -3| h(A)=2, h(A,)=2, n=3.
2 4 -2 4 0 0 0 O

h(A) =h(A;) <n - soustava ma nekonecné mnoho fedeni. Jedna nezndmd je volna (jeden para-
metr).
1 2 -1 2 1 2 -1 2

|2 0 1 1|~|0 -4 0 -3| n(A)=2, h(A)=3 n=3.
24 22) 00 0 -2

h(A) =h(A,) - soustava nema feseni.
RozlisSujeme:

» Obecné feSeni soustavy je vztah popisujici vSechna feseni soustavy; obsahuje jeden nebo
vice parametru.

» Partikularni feSeni soustavy obdrzime z obecného feseni, dosadime-li za parametry kon-
krétni redlna Cisla.

» Zakladni feSeni soustavy je partikularni reSeni, ve kterém jsou parametry rovny nule.

Gaussova eliminac¢ni metoda

Jednou z metod, jakurcit reSeni soustavy rovnic je Gaussova elimina¢ni metoda, kterd spociva v pro-
vadéni ekvivalentnich Uprav rozsifené matice soustavy.
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Smyslem Uprav je prevést matici na horni trojuhelnikovy nebo lichobéZnikovy ¢i stupriovity tvar.
Z takto upravené matice snadno uréime hodnost h(A) matice soustavy a h(Az)hodnost rozsifené
matice soustavy a podle Frobeniovy véty zjistime, zda ma soustava feSeni. Pokud ano, pak porov-
nanim h a n (hodnosti a poétu nezndmych) uréime pocet Feeni. Redeni pak ziskame zpétnou elimi-

naci.

Priklad Urcete vSechna feSeni soustavy rovnic

X, —2%,+%X, = -1
2X, —5X,+4%, = 0
2%, — 3X, = 4
Je to nehomogenni soustava tfi rovnic o tfech nezndmych. Pocet rovnic m=3, pocet nezndmych n=3.
Reseni
1 -2 1 |-1 1 -2 1 |-1 1 -2 1 |-1
2 -5 4 0 |={0 -1 2 2 |={0 -1 2 |2
2 -3 0 1-4 0o 1 -2 1-2 0O 0 O 0

h = h' = 2 = soustava ma alespon jedno feseni
h(A) =h(A,) =2 <n =3 - soustava ma nekonecné mnoho feSeni. PoCet parametr( je n—h(A) =1.
Za volnou nezndmou vybereme proménnou x;. Zpétnou eliminaci spocteme obecné feseni.
Posledni nenulovy fadek matice pfepiSeme jako rovnici —x, + 2x; = 2
Polozme x; = t,t € R, t je parametr, dosadime do rovnice a vypoctéme x.
—X, +2t=2 =x,=2t-2
Prvni fadek pfepiSeme do rovnice x; — 2x, + X3 = —1, dosadime za x, a X; a vypoCteme X;.
X, —22t=-2)+t=-1=x,=3t-5
Obecné fe$eni soustavy je vektor ¥ = (3t — 5,2t — 2,t) ; t € R.
KdyZ za t dosadime urcitou konstantu, obdrzime partikuldrni reseni.
Partikularni feseniprot = 2:u =(3.2—-5,2.2—2,2)
u=(122)

Zakladni fedeni (t=0): W = (=5, —2,0)
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P¥iklad Reste soustavu rovnic

x+y+z=0
y+z=1
x+ty—z=1
nehomogenni soustava, m = 3,n = 3
Reseni
1 1 110 1 1 110
01 110)]~(0 1 1|1
1 1 —-111 0 0 -2I1

h(A) = h(4g) =n = 3 = soustava ma pravé jedno feseni. Zpétnou eliminaci ziskdme:

1
—2z=1=2z=—=
2

+ 1 1 1 3
= . —_—_—= = = —
yrz Y 2 y )

3 1
x+y+z=0;x+§—§=0:>x=—1

Rov Ve . — 31
Resenim soustavy je vektor u = (—1,;,5).

PovSimneme si geometrické interpretace. Kazda rovnice dané soustavy je rovnici roviny v trojroz-

mérném prostoru. Re$enim soustavy hleddme spole¢né body tii rovin. V nasem pfipadé maji dané

roviny jediny spole¢ny bod P = [—1,%,%].

P¥iklad Reste soustavu rovnic

x+y+z=1
x—y+2z=1
2x +3z=0

nehomogenni soustava, m = 3,n = 3
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Reseni

1 1 1
0 -1 2

2 0 3

1 1 1 1|1 1 1 1
1]~10 =2 1(0 >~ 0 -2 1
0 0 -2 11-2 0 0 O

h(A) = 2,h(Ag) = 3,h(A) # h(Ag) = soustava nema fedeni.

1
0
-2

Priklad Najdéte vSechna feSeni soustavy rovnic
X, —Xy+XxX3—%x,=5
2x; —3x,+4x; =0
nehomogenni soustava, m = 2,n =4
Reseni

G S5 4 ol)~G I 22l

h(A) = h(Ag) = 2 = soustava ma alespori jedno feSeni
n =4 > 2 = h(A) = soustava ma nekonecné mnoho feseni zavislych na
n —h(A) = 4 — 2 = 2 parametrech.
Zpétnou eliminaci vypocitdme obecné feseni.
—Xx, + 2x5 + 2x, = —10; poloime x; =rax, =s;r,s € R;r as jsou parametry
—X, +2r+2s = —-10
X, =10+ 2r + 2s
X{—X,+XxX3—%x,=5
x,—10—-2r—2s+r—s =5
x,=15+7r—3s
Obecné feeni: X = (15+1r — 35,10+ 2r + 2s,1,5); ,S €ER
Partikuldarni feSenipror =1las=-1:zZ = (13,10,1,—-1)

Zakladni feseni: w = (15,10, 0,0)
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Dusledky Frobeniovy véty pro homogenni soustavu rovnic:

1. Vidy h(A) = h(Ag), protoZe pfipsdnim sloupce pravych stran, coZ jsou samé nuly, se hod-
nost matice soustavy nezméni.

2. Ponévadi vidy h(A) = h(Az) ma homogenni soustava vidy alesporijedno feseni, a to trivi-
alni Feeni, co? je nulovy vektor o.

3. Je-li h(A) = n, pak ma soustava pouze trividlni feseni.

4. Je-li h(A) < n, pak ma soustava nekone¢né mnoho FeSeni zavislych na n — h(A) parame-
trech.
Je-lim =n, pak |A| # 0, pravé kdyZ ma soustava jen trividlni Feeni.

6. lJe-lim =mn, pak |A| = 0, pravé kdyZ ma soustava nekoneéné mnoho Feseni.

Poznamka Pri feSeni Gaussovou eliminaéni metodou pravé strany rovnic do matice nepiSeme, nebot

vysledkem ekvivalentnich Uprav s nimi jsou opét nuly. PiSeme tedy jen matici soustavy.
Ptiklad Urcete vSechna feSeni soustavy rovnic.
1.
3x+y+2z=0
2x+3y—=5z=0
x+y+z=0

homogenni soustava, m=n=3

1 1 1 1 1 1 1 1 1
<2 3 —5)~<0 1 —7>~ (0 1 -7 )
3 -1 2 0 —4 -1 0 0 -29

h(A) = h(Ag) = 3 = n soustava ma pravé jedno feseni

Reseni

Zpétnou eliminaci dostaneme
—292=0=2z=0
y—=7z=0;y—-7.0=0=>y=0
x+y+z=0;x+0+0=0=>x=0

Soustava md pouze trividlni feSeni: 0 = (0,0,0)
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2. X, +2x,+x;—x, =0
2x,+3x,—x3+2x, =0
4x,+7x,+x3 =0
Sx;+7x, —4x;+7x,=0
Reseni

homogenni soustava, m =4 =n

1 2 1 -1 1 2 1 -1 1 2 1 -1
2 3 -1 2| [0 -1 -3 4\ (0 -1 -3 4
4 7 1 0of{o -1 -3 4/7lo o0 o o
5 7 —4 7/ \0 -3 -9 12 0 0 0 0

h(A) = h(4Ag) =2,n> h(A);n—h(A)=4—-2 =2
Soustava md nekonecné mnoho feSeni zavislych na dvou parametrech.
Druhy fadek matice napiSeme do rovnice.
—x, — 3x3+4x, = 0; poloime x, = uax; =v, kde u,v € R; u, v jsou parametry
—x,—3v+4u=0
x, =4u—3v
X+ 2x,+x3—x,=0
x;+2(4u—-3v)+v—-u=0
x,+8u—6v+v—-—u=0
x,=5v—-"7u
Obecné feseni: X = (5v— 7u,4u — 3v,v,u); u, v € R
Partikuldarni feSeniprov =2au=-1,w =(17,-10,2,—1)

Trividlni feseni: 0 = (0,0, 0,0)
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Cramerovo pravidlo

Pokud je matice soustavy ¢tvercova, tzn., Ze pocet rovnic je roven poctu neznamych, tj. m = n, lze

matici reSit za urcitého predpokladu i Cramerovym pravidlem.

Véta 9.3 (Cramerovo pravidlo) JestliZze A je reguldrni matice Fddu N , pak pro slozky Xq,...,X
}J
vektoru reseni soustavy A)l() =D plati

L _lad
LAl

kde |A| je determinant matice soustavy a determinant |A;| vznikne z|A| tak, Ze v ném | -ty sloupec
nahradime vektorem pravych stran Bj
P¥iklad Reste soustavu rovnic
x—y+2z=2
4x— 6y +7z=75
2x +z=3
nehomogenni soustava; m =n =3

Reseni Zjistime, zda je matice soustavy A requldrni, tj. zda jeji determinant je riizny od nuly.

1 -1 2
Al =14 -6 7|=-6-14—-(-24—-4)=-20+28=8
2 0 1

|A| # 0 = matice soustavy je reguldrni, soustavu lze fesit Cramerovym pravidlem a soustava ma

pravé jedno reSeni, které ur¢ime podle vzorce uvedeného ve vété 9.3.

4, 8
= =—=1
=74 T 8

2 -1 2

A, =[5 -6 7|=8

3 0 1

“ 4] 8
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1 2 2
|A,| =14 5 7|=8
2 3 1
A 8
14,1 _8 1
Al 8
1 -1 2
|A,l=14 —6 5[=8
2 0 3
Reseni:u = (1,1,1)
Pfiklad Re3te soustavu
Xy + X, =0
Xq + X3 =0 homogenni soustavam = n = 3

X+ Xy +X3=0
Reseni
K feSeni soustavy uzijeme Cramerovo pravidlo.

104

1 1 0
Al =11 0 1| = -1, |A|] # 0= soustavu lze Fesit Cramerovym pravidlem, soustava ma praveé
1 1 1

jedno feseni.

Spocteme
0 1 0 1 0 0 1 1 0
|A;l=10 0 1[{=0,]l4,]=|1 0 1|=0,]43l=[1 0 of=0.
0 1 1 1 0 1 1 1 0
Loy y . .y Sy YAl it _ Ayl _ Ayl _ Azl
Na zavér spocteme jednotlivé slozky feSeni x, = s 0,x, = s 0,x; = s 0,

Soustava ma jen trividlni feseni.
Reseni: 6 = (0,0,0,)
Pro srovnani vyreSime soustavu i Gaussovou metodou.

110 0y (11 0 0
10 1] 0|~|0 1 -1] O
111 0/ (0 0 -1/ 0

h(A) =h(Ag) =3=n - soustava mé jediny vektor feseni. Je to nulovy vektor 6 = (0,0,0,).
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Reseni soustavy uzitim inverzni matice

Soustavu rovnic, jejiz matice soustavy A je ¢tvercova a regularni, miiZzeme resit také uzitim inverzni

matice AL,
Necht
Ay; 0 Qg
A=| : : | je matice soustavy;
Apn1 " App
X1 b,
| x, . o _| by . .
X =1 "% | matice nezndmych a B = 2 | matice pravych stran.
Xn b

n

Soustavu n linedrnich o n neznamych vyjadfime maticovou rovnici.
AX =B

Pokud A je regularni matice, tj. |A| # 0, ma maticovéd rovnice pravé jedno feseni, které obdrzime
takto:

Maticovou rovnici AX = B vynasobime zleva inverzni matici A™2,

A_‘vl_f/lX =A"'B
E
Potom X =A7'B.
Piklad Reste soustavu rovnic
x+3y—z=0
2x—y+z=3

—x+2y+2z=1

nehomogenni soustava, m =n = 3

Reseni
1 3 -1

Al =2 —1 1 |=22=%0=Aje reguldrni matice, existuje k ni inverzni matice A1 asou-
-1 2 2

stava ma pravé jedno reSeni
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Soustavu lze zapsat pomoci matic AX = B
1 3 -1 x 0
< 2 -1 1 (y) =13
-1 2 2 z 1

-4 -8 2
inverzni matice A= = —i<—5 1 —3)

22

) -4 -8 2 0 ) —22 1

_ a-1p _ _ _

Potom X = A™"B = _Z<_5 1 —3) '<3>__Z< 0 >—<O>
3 -5 -7 1 22 1

Vypoditejte inverzni matici A™* pomoci adj A nebo pomoci jednotkové matice E.
Reseni: 1 = (1,0,1)

Poznamka Je-li |A| = O (matice soustavy je singuldrni), pak soustavu nelze fe$it Cramerovym pravi-
dlem. V tom pfipadé pouzZijeme Gaussovu eliminacni metodu.

Poznamka V pfipadé dvou rovnic pro dvé proménné kazda rovnice soustavy predstavuje pfimku

v roviné. Mohou nastat tyto tfi situace:

» Pokud se ptimky protinaji, soustava ma jediné feseni (feSenim soustavy jsou souradnice je-
jich praseciku).

» lestlize pfimky splyvaji, soustava ma nekonec¢né mnoho reseni (feSenim jsou soufadnice
bod(, které leZi na primce).

» Kdyz jsou pfimky rovnobéiné rlizné, soustava nema reseni.

Matice a determinanty slouzi jako ndstroj k reSeni soustav linearnich rovnic. Pokud
je hodnost matice soustavy rovna hodnosti matice roz$ifené, soustava ma feseni. Re-
Seni je jediné, kdy? je tato spole¢na hodnost rovna poc¢tu nezndmych. Vlastni feSeni
je mozné ziskat Gaussovou metodou. Pokud ma soustava jediné feSeni, a matice sou-

stavy je Ctvercova a reguldrni, je mozné pouzit také Cramerovo pravidlo.

1. Soustavu dvou rovnic pro dvé proménné a jeji feSeni interpretujte geometricky.

2. Kolik reSeni mize mit homogenni soustava?
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3. Kdy lze pouzit Gaussovu eliminaéni metodu a kdy Cramerovo pravidlo?

4. Uvedte priklad soustavy dvou linearnich rovnic pro dvé neznamé, kterd nema
Zadné teseni. Situaci nakreslete.

5. Uvedte piiklad soustavy dvou linearnich rovnic pro dvé neznamé, kterd ma jediné
feSeni. Situaci nakreslete.

6. Uvedte priklad soustavy dvou linearnich rovnic pro dvé neznamé, ktera ma neko-
ne¢né mnoho fesSeni. Situaci nakreslete.

7. Rozhodnéte o resSitelnosti soustavy

2X) —4Xy —2X3 =6
X1 —2Xy —X3 =3

X1 +5X, +3X3+4X, =0
X; —4Xy +6X3+ X, =0

9%, —14X, +28X3+7X, =0
3X; — Xy +5%X3+2X%X, =0

b)

[a) nema fesSeni b) ma nekonecné mnoho resSeni (dvé volné neznamé)]

8. Gaussovou elimina¢ni metodou fesSte soustavu

X1 —Xx, =1
X, —x3 =—1
b) X3 —x, =2
x;1—x3=0
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3X; +4Xy, —5X3+7X, =0
2%y —3Xy +3X3 —2X, =0
4X1 +11X, —13X3 +16x%, =0
X —2Xy +X3+3%X, =0

a)Xx=(3,1,1); b)Xx=2—-t,1—t2+tt),tER;
c) x=(13t— 135,19t — 20s,17t,17s) t,s €R

9. Cramerovym pravidlem feSte soustavu

2X1 — Xy +3X3 +2X, =4
3X; +3X, +3X3+2X, =—4
3X; =Xy —X3+2X, =6
3X; — Xy +3X3— X, =6

[nelze fesit Cramerovym pravidlem b) (2,0,0,0) ]
10. Vyreste soustavu a situaci nakreslete

a)

b)

2x,— x,=-1
c) x;,—05x,=0,5
[a) (2,3) b)((t-1)/2,t) c) nema feseni]

Literatura k tématu:

[11 BUDINSKY, B., CHARVAT, J. Matematika I. SNTL Praha, 1987. ISBN 04-011-87

[2] KLUFA, J., COUFAL, J. Matematika pro ekonomy (1). Ekopress Praha, 1997. 405
stran. ISBN 80-86119-00-9.
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VA 4V 4

Vlastni cisla a vlastni
vektory

Po prostudovani kapitoly budete umét:

. identifikovat vlastni ¢isla a vlastni vektory,
. spocitat vlastni ¢isla a vlastni vektory,
. prevést matici na Jordanav tvar.

Klicova slova:

Vlastni Cislo, vlastni vektor, charakteristicky polynom, podobné matice, matice

v Jordanoveé tvaru.
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Definice vlastnich c¢isel a vlastnich vektoru

Definice 10.1 Necht A je &tvercova matice faddu n. Pokud pro n-rozmérny vektor ¥ a &islo A ma sou-

stava

(10.1) AD = 2D

nenulové fedeni, pak A je vlastni &islo a ¥ vlastni vektor matice A.
Poznamka: Soustavu (10. 1) Ize prepsat na tvar

(10.2) (A— v =0,

kde I je jednotkova matice. Z tohoto vztahu je zfejmé, Ze feSime homogenni soustavu, kterd ma
nenulové Fedeni pravé kdyz det(A — Al) = 0.

Definice 10.2 Pro ¢tvercovou matici fadu n a Cislo A je
det(A— AI) = (=D)"c A" + (=)™ L, A" 1+ +c A + ¢
tzv. charakteristicky polynom matice A.

Véta 10.1 Kazdd ¢tvercovd matice radu n mad n viastnich Cisel, kterd jsou koreny charakteristické ho
polynomu (10. 2).

Priklad Najdéte vlastni Cisla a vlastni vektory matice A = (3_21)

Reseni: Ur¢ime koFeny charakteristického polynomu

3—-1 2

|A =2l = 0 —1-1

|=,12—2/1—3=0

_ 2kVA¥I2 _
2

A1y < _31 jsou vlatni ¢isla matice A.

Dosazenim vlastnich Cisel do rovnice (10.2) ziskdme homogenni soustavy pro vypocet vlastnich vek-

torQ:
Pro 4, = 3: (g 38)=>5;=(T,O)T,T € R.
Pro /’12=—1:(3 gé):%jz(t,Zt)T,teR.
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Vlastnosti vlastnich cisel

Definice 10.3 Necht A = (aij) je ¢tvercovd matice. Rekneme, Ze A je symetricka matice, pokud

— ini AH — H H H _
a;; = a;;. Matici A" = (aij) nazveme Hermiteovsky transponovanou, pokud a a;; = a;;.

Véta 10.2 KdyZ A je tvercovd requldrni matice a A je jeji viastni &islo, pak

> 24D =)™
> 240 = (A(4)"
A(AH) = A(4)

Véta 10. 3 KdyZ A je symetricka matice, pak vsechna jeji vlastni Cisla jsou redlnd a vektory, které
odpovidaji riznym vlastnim cislim jsou ortgondini.

- o A , _— . 2 1 Yy ,
Ptiklad Spocitejte vlastni Cisla a vlastni vektory symetrické matice A = (1 2). Ovérte, zda vlastni

vektory jsou ortogonalni.

Reseni:

a-al=P74 =2 -mra-1=22-a143
A= @ =< _31 - vlastni ¢isla matice A, kterd jsou navzéjem riizna
(A—ADv = 0:

=1 10\ (-1 10\ — _ . ,
Pr0/11—3mame(1 _10)~(0 00). v; = (r,7),r € R je vlastni vektor.

1 10y 110\ — ,
Pr0/12—1mame(1 10) (0 00). v, = (—t,t) je vlastni vektor.

ProtoZe skalarni soucin vy - 7, = (rt,t) - (—rt,t) = 0jsou vektory v, v, kolmé.

Véta 10.4 Viastni ¢isla diagondlni nebo trojuhelnikové matice jsou rovna prvkiim na hlavni diagondle.

2 -1 1
Ptiklad Urcete vlastni Cisla a vlastni vektory matice A = (O -1 3) .
0O 0 4
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Reseni:

2-21 -1 1
0 -1-2 3
0 0 4—2

|A -2l = =Q2-D(1-HUA-D=0

Vlastni ¢islod, = 2,4, = —1,4; = 4.

Spocteme vlastni vektory. Roz$ifena matice soustavy (A — )Y = 0 ma

0O -1 1 0 0O -1 1 O
proA, =2tvar{0 -3 3 0|~(0 O O 0].Odtudw, =(0,r,0),r €R.

0 0 20 0 0 20
3 .11 0 3 -1 0 0
prol,=—1mame{0 0 3 0|~|0 0 3 0] 7,=(00s",s€R.
0 0 50 0 0 0 O
-2 -1 10
pro)l3=4:<0 -5 3 0>,73’=(t,3t,5t)T,teR
0 0 00

Poznamka Pocet linearné nezavislych vlastnich vektorli maze byt u nékterych matic mensi nez je
rad matice. Napt.

2 00

A= <O 2 0> ma trojnasobné vlastni &isloA = 2,v; = (1,0,0)",v, = (0,1,0)",v; = (0,0, 1),
0 0 2

jsou jeji vlastni vektory.

2 1 0
B = (O 2 0) ma trojndsobné vlasni &islo A = 2 a vlastni vektory v; = (1,0,0)",v; = (0,0,1)7
0 0 2
2 1 0
C=(0 2 1 |métrojndsobné vlastni &islo A = 2 a pouze jeden vlastni vektor 7; = (1,0, 0)7
0 0 2

Definice 10. 4 Matice A a B jsou podobné, pokud existuje regularni matice P tak, ze
(10. 3) P~ 'AP = B nebo také A = P"'BP.

Poznamka: Matice, které maji stejna vlastni Cisla jeSté nemusi byt podobné. Napi. matice 4,B,C

z predchoziho ptikladu si podobné nejsou.

Véta 10.5 Pokud vlastni vektory matice A jsou linedrné nezavislé, je matice A podobnd diagondlni

matici.
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2 0 0
Pfiklad Matice A = (2 2 1) ma vlastni &isla 1, =3, 1, =2, 4; =1 avlastni vektory v, =
1 1 2

0,1, 1D",v, =(1,-1,-2)", v, =(0,1,-1)".

0 1 0
Kdyz vlastni vektory pouZijeme ke konstrukci matice P tak, aby P = (1 -1 1 >, pak P71 =

1 -2 -1
(3 2 -1
{1 0 1 aP AP =|

0 ON/O 1 0 30 0
2 11[1 =1 1 |=(0 2 o)
1 0 -1 \ 1 2/\1 —2 -1 0 0 1

Poznamka Kazda matice se nemusi dat prevést na diagonalni tvar.

1

—
NP NP, N]W
o

|HN|L
SN~—
~/
= NN

(e}
oL

Matice v Jordanove tvaru

Definice 10.5 Necht 4,,k = 1,2,...,p jsou ¢tvercové matice fadu n,,. Direktnim souctem téchto

matic rozumime matici

A0 0
0 A, 0 .
A=A, +An2+...+Anp ={o 7 0 fadun, + n,+...+n,.
0 0 0 4,
o - .. . , Y . 1 2
Priklad Sestavte matici A, ktera je direktnim souétem matic A_1=(2 1),A2 =3,4; =

1 2 3
(+ 5 )
0 1 0

Reseni: Spo¢teme direktni soucet matic podle Definice 10.5.

1 2 0 0 0 O

/2 1 0 0O 0\

10 0 3 0 0 O

A=A +A4,+4A;= 000 12 3l
0 0 0 45 6
0 00010
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Definice 10. 5 Necht [ je jednotkovd matice, 4, je Cisloa

0 1 0 O 0
0 0 1 O 0
N,=1|.. ..
0 0 0 O 1
0 0 0 O 0
je matice fadu n,. Matici radu n,
Jio = A+ Ny

pak nazyvame Jordanovym polem pfisluSnym vlastnimu ¢islu 4.

Matici /, kterd je direktnim souctem Jordanovych blokd J,, k = 1,2,...,p nazveme Jordanovou ma-
tici.

Priklad Sestavte Jordanovou matici, kdyz | =], +J, +J;, A, =2,n, =3,4, =-1,n, =2,1; =
5n; =1.

2 0 0 0 1 0 21 0
]1=/111+N1=<0 2 0>+<0 0 1)=<0 2 1)
0 0 2 0 0 0 0 0 2
_ (-1 0 0 1\ _ (-1 1
]2_’121+N1_(0 —1)+(0 0)_(0 —1)

J =2, +N, =540 =5

210 0 0 0
/021000\
10 0 2 0 0 O]
]_000—110'
000 0 -1 0
000 0O 0 5

Véta 10.6 Ke kaZdé Ctvercové matici A fddu n existuje reguldrni matice P a Jordanova matice | tak,
Ze
(10.5) A=PJjp1.

Poznamka: Véta rika, Ze kazda Ctvercova matice je podobna s néjakou Jordanovou matici.

-3 4).

Priklad Najdéte Jordan(v tvar matice A = (_1 1

Reseni: Najdeme nejvétsi spoleéné délitele hlavnich minordl matice A + Al. Ty pak uréuji tvar roz-
kladu zadané matice.
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a-a=(T3740H

-1 1
minory 1. fadu: —3 — 4,4, —1, 1. Jejich nejvétsi spole¢ny délitel je s, = 1.

minor 2. Fadu: s, = (=3 - (1—-21) +4 =1+ 1)

% V. / / v o \S. S S. v, . . s vs ,
Obecné: MnozZina elementarnich délitelt {5—2,3—3,...,5—”} urCuje, jak vypadaji vlastni Cisla zadané
1 52 p—1

matice a jakd je jejich ndsobnost.

V naSem pfipadé je tato mnoZina jen jednoprvkovd {(1+ 1)?}=A=—-1,n,=2=]J =AU+ N, =
-1 1

o 1)

Priklad Urcete Jordandv tvar matice A = <—

w W R
SRSV

W R
\._/

Reseni Charakteristicky polynom

-1-2 1 1
(A—AI)=< -3 3-41 1 )
A

-3 1 3-
ma minory 1.fadu: —1—-4; 1; 1, —=3; 3—A=>s, =1
minory 2. Fadu: (=1 —2A)B -1 +3=21(1—-2)
(-1-AD+3=-21+2
1-3-1)=1-2
(-1-H+3=21-2
(—2-1DB-D+3=21-2)
3—-1—-1=-1+2
-34+3(33-1)=-31-2)
-33-AM)+3=3(1-2)

B-N2-1=A1-2)(A-4)>s,=1-2
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minory 3. fadu:

(-1-DB-M?*-3-3-[(-3B-D+(-1-D+(-3)B-D] =

1-21-18-A=21=21=11=8.

2 0 0
Odtud je vidét, Ze Jordanova matice ma tvar | = (0 1 O).

0 0 8

o - - _ 1 s (-3 4 ,_(-1 1
Priklad Najdéte matici P tak, aby A = PJP™ ", kdyz A = (_1 1) ] = ( 0 _1)

Plati AP — PJ = 0. Poloime P = (‘C‘

3) . Pak

G DE D-C DG D=6 o

Zarover matice P musi byt reguldrni, tzn. |P| # 0.

—3a+4c+a=0
—3b+4d —a+b =0

Poloime c=t,d==s; t,s ER, paka = 2t,b = 2s —t. Z charakteristické rovnice

|2t 25_t|=2ts—(25—t)t¢0
t s
t2+0.

Pot=1, s=1 je P=(2 _1), P‘l(2 1).

1 0 -1 0

Koreny charakteristického polynomu se nazyvaji vlastni Cisla. Vlastni vektor pfislusny
konkrétnimu vlastnimu cislu obdrzime feSenim soustavy (10.1). Na zakladé znalosti
vlastnich ¢isel a vlastnich vektorll matice, je mozné uvést tuto matici na Jordan(v ka-
nonicky tvar. Matice v Jordanové kanonickém tvaru je blokové diagonalni matice,

ktera je s pavodni matici podobna.

1. Definujte vlastni Cislo a vlastni vektor matice.

2. Kdy jsou dvé matice podobné?
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9 22 -6
3. Matici A = <—1 -1 1 ) uvedte na Jordan(v kanonicky tvar.
8 16 -5
[diag (3,-2,-1)]
3 1 0 O
. -4 -1 0 0 . .
4. Matici B= 1 2 1 uvedte na JordanGv kanonicky tvar.
-17 -6 -1 0
1 100
0100
[J= ]
0 011
0 0 01
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Kapitola 11

Ciselné posloupnosti

Po prostudovani kapitoly budete umét:
- definovat posloupnost a nacrtnout graf posloupnosti,
. vyznat se v jednotlivych zplsobech zadani posloupnosti,
- objasnit vlastni a nevlastni limitu posloupnosti,
- urCovat, zda je posloupnost monotdnni a omezend,
- vypocitat limitu posloupnosti,
- vyjmenovat a vyuzit zakladni vlastnosti konvergentnich posloupnosti,

- vyjmenovat zakladni limity,
- graficky zachytit geometricky vyznam definice limity.

Klicova slova:

Posloupnost, monotdnni posloupnost, omezena posloupnost, vlastni limita,
nevlastni limita, konvergentni a divergentni posloupnost, vybrana posloupnost,
nulova posloupnost.
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Definice posloupnosti a jeji graf

Definice 11.1 Posloupnost realnych cisel (dale jen posloupnost) je zobrazeni mnoZiny pfirozenych

Cisel do mnoziny Cisel realnych.

Posloupnost, kterou je kazdému ¢cislu n €N pfifazeno ¢islo a, €R, zapisujeme
{a;,a, 0, ...}

[o¢]

nebo stru¢né {a, }o, nebo jen{a,}.

Cislo a,, se nazyva n-ty ¢len posloupnosti {a, }, ¢islon index ¢lenu a,,.

Poznamka Posloupnost je funkce definovana na mnoziné prirozenych cisel. Posloupnost ma vzdy
nekonec¢né mnoho clend; je to tedy nekonecna posloupnost.
Posloupnost mizZeme zadat

1. symbolicky — vzorcem pro n-ty ¢len (pokud existuje),

2. rekurentné, tj. m prvnimi ¢leny a vzorcem kterym, je n-ty ¢len vyjadien pomoci m bezpro-
stfedné predchazejicich ¢lend,

3. vyctem clend, prakticky vSak pouze nékolika prvnich ¢lend, pokud je zfejmé, jaké ¢leny na-

sleduiji,
4. graficky.
Priklady
v . v o . [ n+3
a) Urceme prvnich 5 ¢lend posloupnosti {Zn—1}'
Reseni
1+3 2+3 5 3+3 6
a4 :TZAL’aZ =5.7_-1 3BT 3 _1{" %’
2-1-1 2-2—-1 3 2-3—1 5
_4+3 B 5+3 8
T a1 "B T25-1 9

b) Uréeme prvnich 5 ¢lenl posloupnosti zadané rekurentné:

a, =3,a,=5a,=2a,,+a, ,—3n—-1),n=>3.

Reseni
a, =3
a, =5

a; =2a,+a,—3-2=2:-5+3-3-2=7
a, =2a;+a,—3-3=2-7+5-3-3=10
as =2a,+a;—3-4=2-10+7-3-4=15
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Ure /¢l | (2 3 4 5 6

¢) Urceme vzorec pro n-ty ¢len posloupnosti {H'E’E'E’E’ }
Reseni

n+1

Zfejméjea, = —.
! ) n n+10

Poznamka Nejcastéji byva posloupnost zadana symbolicky. ,,Uhodnout” vzorec pro n-ty ¢len z re-

kurentniho vzorce ¢i vyctu ¢lend se podafi jen v jednoduchych pripadech.

Definice 11.2 Graf posloupnosti{a,} je mnoZina viech bodli [n; a, ] vroving R?, ve které je zave-

dena kartézska soustava soufadnic. Znacime jej G ({a,,}).
PFiklad Sestrojme graf posloupnosti {2n — 5}.

Reseni v(a,)
a,=2-1-5=-3 A
a,=2-2-5=—1
a,=2-3-5=1
a,=2-4-5=3

[y ]

(_
T
L]

a3 =2-5-5=5 A .
: x(n)
1 2 3 4 5 & W
b .
—3— L ]

Obrazek 11.1 Graf posloupnosti {2n — 5}

Poznamka Grafem posloupnosti je vidy mnoZina izolovanych bodu, protoZe jejim defini¢nim obo-

rem je diskrétni mnoZina N.

Jisté jste si vSimli, Ze v pfechdazejicim pfikladu se ¢leny posloupnosti od sebe lisi stale o Cislo 2, coz
se da zapsat také takto: a, = a, +2,a; =a, +2,..,a, =a,_, + 2, ...

Posloupnost Ize zadat rekurentné a, = —3,a,, = a,,_; + 2,n = 2 a také vyCtem nékolika pocatec-
nich &lent {—3,-1,1,3,5, ... }.

Posloupnost uvedena v predchozim pfrikladu je specidlnim pfipadem posloupnosti, a to aritmetické
posloupnosti. Dal$im specidlnim pripadem je posloupnost geometrickd. Uvedeme nyni definice

téchto posloupnosti a nékteré zakladni poznatky o nich.

Definice 11.3 Posloupnost se nazyva aritmeticka, pravé kdyz existuje takové Cislod € R, Ze pro
vSechnan € N plati
pyq = ap +d.

Cislo d se nazyva diference aritmetické posloupnosti.
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Pro aritmetickou posloupnost plati: a, = a, + (n —1)d
n
sp =5 (a; + ay)
Cislo s, je soucet prvnich n ¢lenl aritmetické posloupnosti. Rozdil mezi dvéma po sobé jdoucimi

¢leny aritmetické posloupnosti je konstantni; je roven d.
Ptiklad Sestéte Cisla od jedné do sta.

Reseni

1+2+3+--+100=?

Cisla tvofi aritmetickou posloupnost, jejiz diference d = 1.

100
S100 = =~ (1+100) = 50- 101 = 5050

Definice 11.4 Posloupnost se nazyva geometricka, pravé kdyz existuje takové Cisloq € R, Ze pro
vSechna n € N plati

an+1 = an q

Cislo g se nazyva kvocient geometrické posloupnosti.

Pro geometrickou posloupnost plati: a, = a,;q"*!

Sn

_, 1=q"
=a, - ,q# 1
Cislo S, je soucet prvnich n ¢lend geometrické posloupnosti. Podil dvou sousednich ¢leni geome-
trické posloupnosti je konstantni; je roven q.
Priklad Urcete 10. ¢len geometrické posloupnosti, je-li a;, = 61 aq = % .
Reseni
5 _ 64 (1)9 56 1 1 1

a = a.,-* = = = —_— = —= —

Poznamka Zifejmé posloupnost nemusi byt jen aritmetickd nebo geometricka.

Napf. posloupnost {nnj} neni ani aritmeticka, ani geometricka.

Vlastnosti posloupnosti

Definice 11.5 Konecnou posloupnosti rozumime zobrazeni prvnich m pfirozenych Cisel do mnozZiny

R. Zéapis: {a,}), ={a,,a,,as,...,a,,}.
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Poznamka Pojem posloupnosti Ize zobecnit. Jejimi ¢leny nemusi byt jen Cisla, ale i jiné matematické

objekty, napt. trojuhelniky, funkce apod.

Definice 11.6 Posloupnost, jejiz vSechny cleny se sobé rovnaji, nazyvdme konstantni nebo

stacionarni posloupnost.
Zapis: {a,}om 1 = {al a,a, }, a € R
Napf. Posloupnost {4}, = {4,4,4,...} je stacionarni.

Definice 11.7 Posloupnost {a,, } je

rostouci a, < apiq
neklesajici | . .. Y L, )a, <a
X , jestlize pro viechna n € N plati n N ntl
klesaijici Ap = QApyq
nerostouci Ay 2 Apyq
rostouci y I
Posloupnost .. . ( S€ nazyva ryze monotonni.
klesajici
nerostouci
Pos| ¢ rostouci L tonni
osloupnos .. . £ Senazyva monotonni.
P neklesajici Y
klesajici
n+1)%®
P¥iklad Posloupnost {m} je monotdnni, a to klesajici, protoze pro vSechnan € N je
n=1

n+2 n+1 -2 <0
A, ., — A, = — = ,
T 3n4+4 3n+1 Bn+4)(3n+1)
tedy a, > a, ..

Definice 11.8 Posloupnost {a,} je omezena shora, resp. zdola, existuje-li Cislo k € R,
resp. l €R, takové, Ze pro viechna n€ N je a, <k, resp. a, =1. Posloupnost {a,} je

omezena, je-li omezena shora i zdola.

Véta 11.1 Posloupnost {a,} je omezend, pravé kdy? existuje K € R takové, Ze pro vsechna n € R
plati |a,| < K.
Priklad Posloupnost {%} je klesajici, protoze pro libovolné n € N plati
n=1
1 1

a"=ﬁ>n+1=a”+1'

v/ 1 111 1 .y
Uréime {;} = {1,5,5,2, ) } a setrojime graf.
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B = I =

Z grafu lze usoudit, Ze je posloupnost omezena shora jednickou a zdola nulou, nebot

1
0<an=£S1proVneN.

Priklad Zjistéte, zda posloupnost {%}je monoténni a omezena.

Reseni Vlypotitame prvnich 5 €lend posloupnosti a nakreslime graf.

{1 L 573 }
2) I4I5)21

Ze znalosti prvnich péti ¢lend a grafu posloupnosti usoudime, Ze tato posloupnost je rostouci.
Pfesvédcime se, zda pro vSechnan € N jea, < a,,, ti.
2n—1 <2(n—1)—1
n+1 n+1)+1
2n—1 2n-1
<
n+1 n+2

UzZitim ekvivalentnich Gprav této nerovnice dostaneme, ze
2n—-1)(n+2)<@n+1)(n+1),
22 +3n—-2<2n’+3n+1,
0<3,
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coz plati pro vSechna cisla n; tim je dikaz toho, Ze dana posloupnost je rostouci, tedy ryze mono-
tonni, a také monoténni, proveden.

ProtoZe je posloupnost rostouci, je zfejmé, Ze zdola je omezena ¢lenem a; = =
Tzn, ze a, proVnEN

Pro odhad horni meze je uzitecné urcit nékteré z ¢lend s velkym indexem.
Z toho, ze agqg = 1,97 a ag99 = 1,997 usoudime, Ze posloupnost je shora omezenad Cislem 2.
O spravnosti nasi uvahy, Ze a,, < 2, se presvédcime nasledovné:
2n—1
n+1
Ukazali jsme, Ze dand posloupnost je omezena shora i zdola, tedy je omezena.

<2=>2n—-1<2n+2=0<3.

Definice 11.8 Posloupnost {akn}, kde {a,} je dand posloupnost a {k,} je rostouci posloupnost pfi-

rozenych Cisel, se nazyva vybrana posloupnost z posloupnosti {a,,}.

Ptiklad Uvazujme posloupnost {2,%,,%,%,2, }
Vybrané posloupnosti jsou napf. tyto:

{akn}: {2,2,2 } kde {k,} = {1,3,5, ... } je rostouci posloupnost lichych ¢isel;

E,E,%, }, kde {k,} = {4,5,6, ... } je rostouci posloupnost pfirozenych &isel vétsich jak 3.

Naproti tomu posloupnost {2 % % . } neni vybrana posloupnost, protoze je konecna.
Posloupnost { 2 } é neni vybrand, protoze posloupnost {k, } = {3,2,1,4,5, ... } neni
rostouci.

Poznamka Vybranou posloupnost Ize z dané posloupnosti vybrat nekone¢né mnoha zpUsoby.

Definice 11.9 Existuje-li ¢islon, takové, Ze pro viechna n = n, maji ¢leny posloupnosti {a,,} vlast-
nost V, jinymi slovy, maji-livsechny ¢leny posloupnosti {a,,} vlastnostV s vyjimkou jejich kone¢ného

poctu (tedy i bez vyjimky), pak fikime, Ze skoro viechny Eleny posloupnosti {a,, } maji vlastnost V.

Limita posloupnosti

Definice 11.10 (Vlastni limita posloupnosti.) Posloupnost {a,} ma vlastnilimitu a € R, jestlize ke
kazdému ¢ € R* existuje n, €N takové, Z7e pro viechna n=>n,(neN) plati
la,, —al < e. Zapis: lim a, = anebo také a, — a.
n—-oo
Struény zdapis definice:
lima,=ao©Ve>03In, e N:Vvn =2 n,= |la, —al <e.

n-—->oo
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Ny

Obr.11.4  Vlastnilimita posloupnosti - geometricky vyznamlim a, = a
n—oo

Poznamka Je-li lim a,, = a, pak skoro viechny ¢leny posloupnosti {a,} patfi do okoli U,(a), coz

n—oo
znamena, Ze skoro viechny body grafu posloupnosti {a,} leZi v pdsu ohrani¢eném pfimkami o rov-
nicichy=a—cay=a+e.

Cislo n, zavisi na volbé &isla ¢, je jeho funkci, co? Ize psat n, = n,(e).

PFiklad DokaZme, e lim = = 0.

n-oon
Reseni Sestrojime nejprve graf posloupnosti {%}

¥
A

- -
T T® T e e e

—

o ‘|

7 8 9 10 n=mg 12 13 14 1

Obr.11.5 Graf posloupnosti {i}

Z grafu vyéteme:
ProVnENje%>0.

Roste-li n nade vSechny meze, tj. n — oo, pak hodnoty ¢len( se blizi nule, tj. %—) 0 (viz obr.). Tedy

lim% = 0, cozZ podle definice 11.10 znameng3, Ze

1 1
lim£=O®V£>03n0€N:Vn2n0:|£—0|<e
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Upravime nerovnost

y . - o . . O | y ]

Polozme n, rovno nejmensimu pfirozenému Ccislu, které je vétsi nez =. Pak pro vSechna n = n,, plati
&

1 “ |

|— — 0| < g, coz znamena, ze lim— = 0.

n n

Dokazali jsme jednu ze zédkladnich limit, kterou ¢asto uzivdme pfi vypoctu limit posloupnosti.

1
lim —=0
n-o N
Pro vétsi nazornost a dikladné;jsi pochopeni definice 11.10 provedeme konkrétni volbu «.

Poznamka Je ucelné volit € malé kladné cislo.

Zvolime-li napt. € = %, pak n, > % = 10. Pak pro Vn = 11 je E— 0| < %. Vybereme napf. n =
10
1

15 a pak |i— 0| < i, coz plati, nebot = < —.
15 10 15 10

Definice 11.11 (Nevlastni limita posloupnosti.) Posloupnost {a, } ma nevlastnilimitu +oo, resp. —co,
jestlize ke kazdému K € R existuje n, € N takové, Ze pro viechna n > n, (n € N) plati a,, > K,

resp. a, < K.Zapis: T}l_{rc}o a, = +o (a, — +o0), resp. 1}1_{{)10 a, = — (a, > —»),

Strucny zapis definice:

lim a, = +0o © VK € Ran, € N:Vn=>n, = a, > K,

n— oo
lim a, = —c0 & VK € R3In, € N:Vn =>n, = a, < K.
n—- oo
A
-
L ]
Kb - oo P
L] [
- |
L] |
[ “ |
L L L L L | L I
1 2 3 4 5 6=n 7 8 =

Obrazek 11.6 Nevlastni limita posloupnosti —geometricky vyznam lim a,, = +o0
n—.oo

Poznamka Je-li lim a,, = +oo, pak skoro viechny ¢leny posloupnosti {a,,} patfi do okoli U (+,K),

n-—-co
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coz znamenda, Ze skoro vSechny body grafu posloupnosti {a,} lezi nad pfimkou
orovniciy = K.

Cislon, zavisi na volbé K, je funkci &isla K,n, = n,(K). V pfipadé Tll_rgo a, = + je ucelné volit K
dostatecné velké kladné Cislo.

Definice 11.12 Posloupnost, kterd ma vlastni limitu se nazyva konvergentni. Posloupnost, ktera neni

konvergentni se nazyva divergentni.
Je-li lim a,, = a,a € R, fikdme, Ze posloupnosti {a, } konverguje.

n— oo
Je-li lim a,, = 4o, resp. lim a, = —oo, fikame, Ze posloupnost {a,,} diverguje.
n—- oo n—-oo

Neexistuje-li lim a,,, fikime, Ze posloupnost {a,} osciluje.
Divergentni posloupnost je tedy posloupnost, kterd ma bud’ nevlastni limitu nebo posloupnost, jejiz

limita neexistuje.

Pfiklad

Posloupnost {%}je konvergentni, protoze lim %= 0.
n—->0o

Posloupnost {n?} je divergentni, protoze lim n? = +oo.
n—oco

Posloupnost {1 — 2n} je divergentni, protoze lim (1 — 2n) = —oo.
n—-oo

Posloupnost {(—1)"} je divergentni (osciluje), protoze lim (—1)" neexistuje.
n— oo

Shrnuti

konvergentni —ma vlastni limitu

posloupnost ma nevlastni limitu
divergentni <

limita neexistuje (posloupnost osciluje)

P¥iklad Limita posloupnosti {(—1)"} neexistuje, protoZe neexistuje zddné &islo a € R, v jehoZ okoli
by se nachazely skoro vSechny ¢leny dané posloupnosti.

{(-D"}={-11,-1,1,-1,---}
Nekone¢né mnoho ¢lenl posloupnosti leZi v okoli bodu 1 a nekone¢né mnoho ¢len(i posloupnosti
leZi v okoli bodu —1.



ALGEBRA 128

-

Obr.11.7  Graf posloupnosti {(—1)"}, jejiz limita neexistuje
Definice 11.13 Posloupnost, jejiZ limita je rovna nule, se nazyva nulova.

Priklad Posloupnost {%}je nulova posloupnost, protoze lim% = 0.

Poznamka Limitu posloupnosti hleddame vidy jen pro n — oo, proto mliZeme stru¢né psat pouze
lim a,, misto lim a,,.

n— oo

Vlastnosti limity posloupnosti

Véta 11.2 Kazdd posloupnost ma nejvyse jednu limitu.
Poznamka Tzn. bud' Zadnou nebo pravé jednu.

Véta 11.3 Necht {a,} a {b,} jsou posloupnosti takové, Ze pro skoro vSechna n € N je a,, = b,,. Pak

lim a,, existuje, pravé kdyzZ existuje lim b,, a obé limity jsou si rovny.

Dusledek Vynechani, pfidani nebo zména konecného poctu ¢lenl posloupnosti nema vliv na exis-
tenci a hodnotu limity.

Napt. Posloupnost {3,3, - } = {3};°_; je staciondrni posloupnost, kterd ma limitu 3.

A také posloupnost { 50,40,30,20,10,1,3,3,3,** } ma limitu 3.

pridané ¢leny

Véta 11.4 JestliZe pro skoro vSéechnan € N je a, = a,a € R, pak lim a,, = a.
Dusledek Limita konstantni posloupnosti je rovna té konstanté.

Napt. Posloupnost {3,3,3, - } = {3};°-; ma limitu 3.
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Véta 11.5 (O limité posloupnosti vzniklych pocetnimi operacemi.)
Necht lima, =a,limb, = b,a,b € R* apocetni operace a+ b,a—b,a- b,%,am, n/a,

. . s ve v *
m € N, jsou definovdny na mnozZiné R”.

Potom je
lim (a,+b,) =axb lim |a,| = |al
lim (a,-b,) =a-b lim(a,)™ = a™
lim % :% lim %/a, = "/a, pokud pro skoro viechna n je a,, = 0
n

Poznamka Dospéjeme-li pii vypoctu limity k vyrazu, ktery neni definovan v R*, pak jej nazveme ne-
urcitym vyrazem. Ne proto, Ze by neSel urcit, ale proto, Ze v tomto okamZziku jesté nedokazeme fici,
zda limita existuje Ci neexistuje a v pfipadé, Ze existuje, zda je vlastni nebo nevlastni. V tomto pfi-
padé musime ¢len a,, posloupnosti vhodnym matematickym obratem nejprve upravit, abychom

mohli pouzit vhodné véty a vzorce.

Vycet neurcitych vyrazi:

00 —00,0-00,1%,00°, 0°

) ) )

ol o

8|8

2n+3

P¥iklad Vypoctéme lim Az

Reseni

li

2n* +3  lim(2n’+3) lim2-limn-limn+lim3 2-0+3 _(oo)
M " lim(2-4n2) lim2-lim4-limn-limn 2—4-c0

Obrzeli jsme neurcity vyraz, proto nejprve upravime ¢len a,,.

— 00

a) Vydélime Citatele i jmenovatele nejvy$si mocninou n ve jmenovateli.

2n? 3
y 2n2+3_(oo)__ Wy 2+ 240 2 1
Mo T /T a2 T 2 T 0T 1T T2
n? n?
b) Vytkneme nejvy$si mocninu n v Citateli a nejvy$Si mocninou n ve jmenovateli.
3 3
. 2n*+3 oo ) n2(2+n—2) _ 2+n—2 2 1
lim —— = (—): im—" 2 =lim-—=——=——
2 —4n? o0 n2(£—4) 1_4 4 2
n? n?
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Priklad Vypoctéme lim v4n? + 5n — 7 — 2n.
Reseni
4n? + 5n — 7 — 4n?

lim( 4n2+5n—7—2n)=(00—00)=lim =
V4n?+5n -7+ 2n

5n—7 52 5
n— 0 - =
= lim — = (_oo): lim n = -
\/ _
I4n +5n—-74+ 2n 4+%_r’l72+2

Poznamka Vzorec pro n-ty ¢len jsme upravili rozSifenim a uZzili jsme vzorec
(a® —=b?)=(a—>b)(a+ D).
Pozor! Neurcité vyrazy nejsou:

/ +o00; Citatel a jmenovatel maji stejnd znaménka

konstanta
0 \ —oo; Citatel a jmenovatel maji opacna znaménka

konstanta

(00
Priklad

1) 11m§—3= E] =0

2) lim =[] = +oo

3) llm%= [%m] =400

4) hm%— [_%)_ = —00

5) limri_—4= lim n® = o

Vlastnosti konvergentnich posloupnosti

Véta 11.6 KaZda konvergentni posloupnost je omezend.

Véta 11.7 (O soucinu nulové a omezené posloupnosti.)
Je-lilima, = 0 a posloupnost {b,,} je omezend, pak lim(a,, - b,) = 0.
Priklad Vypoctéme lim conﬁ

N v , , cosn 1
Reseni Upravime = —rCOSN.
n n

130

Vime, Ze lim cosn neexistuje, aviak pro kazdé n je |cosn| < 1, coZ znamend, Ze posloupnost {cosn}

je omezena.
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Plati lim = = 0.
n
Potom podle véty 11.7

_cosn 1
lim = | lim—- cosn =0
n n —
T omezena p-st

Véta 11.8 (O limité tii posloupnosti.)
Méjme tii posloupnosti {a,,},{b, } a {c, }.
Necht
1) a, <c, < b, pro skoro viechnan € N
2) lima, = limb, = a,a € R*.

Potom existuje i lim c,, a plati lim ¢,, = c.

v, vy . 2n+sinn
Priklad Vypoctéme lim ———.
3n+4

Reseni Vime, Ze lim sin n neexistuje.

—1<sinn<1 /(+2n)
2n—1<2n+sinn<2n+1 /:3(n+4) >0
2n—1 _2n+sinn _2n+1
Inrd~ 3n+d ~3m+1 D
2n—1 . 2n+1 2

mzi=3 @

im0 72 =
2n+sinn 2

existuje a lim ——— ==,
3n+4 3

2n+sinn
3n+4

Z (1) a(2) = limita

Poznamka Zadanou limitu mdZeme vypocitat i uZitim vét 11.5a 11.7.

I 2n+sinn_1. 2n Ll 1 _ _2+O_2
Mt M3pra T Mgy WD JT3TVER
T omezena p-st

Poznamka Vsimnéte si, Ze limita tvaru podilu, popf. soucinu, mGZe existovat, i kdyZ néktery z Cinitel(l
nema limitu. (Viz vySe uvedené priklady.)
Véta 11.9 KaZdd omezend a monotonnni posloupnost je konvergentni (tj. mad vlastni limitu).
n
Na zakladé této véty lze ukazat, Ze existuje lim (1 + 11—1) =e,kdee = 2,7182.

n-—-oco

Zapamatuj! Cislo e je Eulerovo &islo (je to zaklad pfirozeného logaritmu).
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- sy , vy S n+2\"
P¥iklad UzZitim prechoziho vzorce vypoctéme limitu lim (E) .
Reseni
o m+2\"  ((n+D+1\" 1 \"
hm( ) = (1) = lim 222 =11m(1+—) =

n+1 n+1 n+1

1 n+1 1 -1 1 n+1 1 -1
lim <1+ ) -<1+ ) =lim<1+ ) -lim<1+ ) =
n+1 n+1 n+1 n+1

=e-(1+0)'=e

Lze odvodit dalsi vzorce:

k
lim (1 +—) = ek
n—-oo n

an
Je-li lim a, = oo, resp. —oo, potom lim (1 + aﬁ) = ek,

n— oo n—oo

_o\2Nn
Priklad Vypoctéme lim (Z—é) .

Reseni

om=2\" m+3-5" —5\"]?
11m< ) =hm(—) = lim (1+ ) =
n+3 n+3 n+3
6

_5 n+3-312 _5 n+312 _5 \"~
= lim (1+ ) = lim (1+ > -lim(1+ ) =
n+3 n+3 n+3

=(e )2 (14+0) = 10.1=¢710

Véta 11.10 (O limité vybrané posloupnosti.)

Md-li posloupnost {a, } limitu a,a € R*, pak kaZdd posloupnost {akn} z ni vybrand ma také limitu
0 ¢.lima, =lima, = a.

Vétu lze uZit dvojim zplsobem:

1. Urceni limity vybrané posloupnosti, zndme-li limitu posloupnosti, z niZ byla vybrana.

Ptiklad Ur¢eme limitu posloupnosti {an_l}.

{ 1 }_{1111 }
2n—1) 7’3’5’7’

Je to posloupnost vybrana z posloupnosti {%}, kde posloupnost indext {k,,} je rostouci posloup-

Reseni

nost lichych cisel.
’ v . 1 . 1
Vime, zelim—=0 =1lim—— = 0.
n 2n-1

v v . v v . 1 , . 1 v v . 1
VSimnéte si, ze napf. lim— =0 ataké lim—— =0, ponévadZ posloupnosti {—}
2n n+49 2n

a {;} jsou vybrané posloupnosti z posloupnosti {l}
—.5fsouvy posloup posloup ~-



133 CiSELNE POSLOUPNOSTI

2. Dukaz neexistence limity.
Lze-li z posloupnosti {a,} vybrat alespori 2 vybrané posloupnosti, jejichZ limity jsou rizné,
pak posloupnost {a,,} limitu nema.
Pfiklad Uréete lim(—1)™.
Reseni
{(-D)"}={-1,1,-11,-1, ..}
Vybereme posloupnost lichych &lent {—1,—1,—1,---}, je to staciondrni posloupnost, jejiz
limita je —1.
Vybereme posloupnost sudych ¢lent {1,1,1, ...}, je to staciondrni posloupnost, jejiz limita je
1.
Dle véty 11.10 pak posloupnost {(—1)"} nemd limitu; lim(—1)™ neexistuje, posloupnost

{(—1)"} je divergentni (osciluje).

Prehled limit vyznacnych posloupnosti

. n—~_(Oproa=0
l. 711_1;210(%)=0 I rlll—{?o\/a_{lproa>0
0 prolal <1 IV. }f_{f}onnzl
: lproa=1
. lima" = n
oo +oo pro_a>1 V. lim (1+1) —e
neexisuje proa < —1 n—w n
+oo pror >0 . a"_ (0pro0<a<1 N
Vl. limn" =]1pror=0 rer VI rlli?on_k:{+ooproa>1 keR
e Opror <0

Vypocet limit posloupnosti

Priklad Urcete limitu posloupnosti.
a) lim (3n®+ 2n°% —10%%) = 2003 + 0 — 109 = 0 + 0 =
5 5
b) lim (5n—7n? +5) = (00 — ) = 1im[n2 (__7 +_2)] _
n n

5 5
= lim n? -lim(——7+—2)=00-(0—7+0)=—00
n n



ALGEBRA

c)

e)

f)

g)

h)

j)

2 4
n +2n—-4 oo I+ 72-73 1
lim (—)zhm ——
3n®—n+5 Voo 3 1+i 3
n?  nd
2 4 2 : 0
n® —4n’ ooy nt_n3_0
llm5 o (OO)_th_l_S
n4-
2
y 2 —3n3 (w) y Z~3M 0-o
_ = —) = = = —00
Mz asn /T B 5
+_
n
. n? —3n3+4 (2 3+ 15n) 3
m 4n + 2n3 + 15 n n?2—4/
=llmﬁ lim| 2 ——+ ) =—§(2—0+0)=—3
Zt2+3 R
9 1 4
limx/9+n3+4n4 n4+ tr Jo+0+4 _,
Vné + 27 27 V1i+0
440

(W Fm-2) (W Fn+2)

lim (\/nz +n—n) = (00 — ) =lim

VvnZ+n+n
i n? +n—n? (oo) i 1 1
=lim ——=(—)=lim———=—
vVn?+n+n o 2

/1+1+1

lim [niz(l+2+3+---+n)]=(0-oo)=1im[nlz.g(1+n)]:

1
oo =+1

=lim1+n=(—)=limn+ =l

2n 00 2 2
C (n+D)=-(n-1)  (m+Dnn-1)'—(n-1)!
lim = lim -

n! n(n —1)!
- (n=-D!'[nn+1)-1] . n*+n-1 [,

= lim n(n — 1)! = lim————= (5) -

134
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1
n+1l-—=
=lim—— =
1
5n >
_ (% \_ ™
hm4n_9.7n (oo_oo)_hm4n 7n
7n= 97w
5n
= lim (7) 0 =0
Gy -o o
7
n 5n+5 n+3-8 n+5 8 n+5
llrn< ) =(1°°)=11m( ) =11m< + ) =
n+3 n+3 n+3
- _8 n+3+2 - _8 n+3 . _8 2
=11m(1+—) =hm(1+—) -hm(1+ ) =
n+3 n+3 n+3

=e 8. (1+0)°=eB8.-1=¢"8

Ciselna posloupnost je definovdna jako zobrazeni N do R. Jsou uvedeny zakladni
vlastnosti posloupnosti: monotdnnost, omezenost. Jsou pfipomenuty aritmetickd
a geometricka posloupnost. Limita posloupnosti je dllezitym a nesnadnym pojmem.
Informuje nas, co se déje se ¢leny posloupnosti pokud n roste nade vsechny meze, tj.
n — oo. Mohou nastat tfi pfipady: a,, = a,a € R, a,, - fo0 nebo lim a,, neexistuje.

Véty o limitach vyuzivame pfi vypoctu limit posloupnosti.

Definujte ¢iselnou posloupnost!

Jakym zpUsobem mizZeme zadat posloupnost?
Kdy je posloupnost monoténni?

Kdy je posloupnost omezend?

Kterd posloupnost je konvergentni (divergentni)?
Kdy hovofime o vybrané posloupnosti?

MdUzZe mit posloupnost vice nez jednu limitu?

Ma kazdda posloupnost limitu?

© © N o v s~ wDh =

Ano ¢i ne?

a) Geometrickd posloupnost je vidy konvergentni.

b) Konvergentni posloupnost ma vzdy pravé jednu limitu.
c) Grafem posloupnosti je spojita kfivka.

d) Body grafu posloupnosti mohou leZet na parabole.

e) Posloupnost {(%)n}je geometricka
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10.

1.

12.

13.

f) Posloupnost {e ™} je klesajici konvergentni geometrickd posloupnost.

g) Posloupnost {n?} je neomezena a divergentni.
h) lim 5% =5¢

) Jim (147) =

Napiste prvni 4 ¢leny posloupnosti, kdyz

a) a, = (=2)™ [{-2,4,-8,16,...}]
_ n? 1 VZ g
b) a, = (—1)”COSE- [{0,—5,—7,—COSE,...}]
C) an = n+#. [{1131 31 51-"}]
Najdéte predpis pro n-ty clen.
3456 n+1
a) {2;;;;;2;;; } [ n_T
1131 5 -
0 5555 lan =5
c) {1,—-4,9,-16,25,...} [a, = (—1)"*1n?]
Napiste prvni ¢tyfi ¢leny posloupnosti dané rekurentné vztahy
a) al = _3’ an+1 = a?’l + 3’n = 1 [{_3! Or 31 61 e }]
b) a; =-3,a,,, =a, tn,n=1. [{-3,-2,0,3,..}]
c) ay=2,a,=4,a,,, =a,—na,_;,n=2. [{2,4,0,—12,..}]
Vypoctéte limitu posloupnosti.
a) lim(4 — n? + 3n3) [oo]
. n®—5n?+4
b) i~ [0]
. 7-15n*
c) lim T [—o0]
. 45n%+15n-3
d) lim 1512 -7n+5 [3]
e) lim 27n°+6n’—8 3
VanZ+1 2]
f) lim(¥n—-5-3n+5) [0]
) lim 3(n+2)!-n! 3]
& 8(n+2)! 8
: 3 3
h) lim [n2+4(1+2+3+---+n)] !
_o\N, on+3
5 3

136
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Kapitola 12

Ciselné rady

Po prostudovani kapitoly budete umét:
- rozliSovat Ciselnou fadu a ¢iselnou posloupnost,
- definovat soucet rady,
- definovat, kdy ¢iselnd fada konverguje, resp. Diverguje,
+ identifikovat vyznacné rady,
- rozhodnout o konvergenci fady s nezapornymi Cleny,

- rozhodnout o konvergenci fady s libovolnymi ¢leny,
- vySetfit absolutni kovergenci rady.

Klicova slova:

Ciselna fada, soucet fady, n-ty ¢asteny soucet, zbytek po n-tém &lenu, geometricka
fada, konvergence fady, divergence fady, alternujici fada, relativni konvergence,
absolutni konvergence, srovnavaci kritérum, podilové kritérium, odmocninové krité-

rium, Raabeovo kritérium, Leibnizovo kritérium.
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Definice Ciselné rady a jejiho souctu

Teorie Ciselnychfad navazuje na teorii ¢iselnych posloupnosti, proto pfi studiu fad uplatnime mnohé

poznatky o posloupnostech.

Definice 12.1 Bud {a,}., posloupnost redlnych ¢isel. Nekonecnou Eiselnou Fadou (struéné jen
fadou) nazveme symbol a, + a, + -+ a,, +--- (n € N), ktery vznikne tak, Ze mezi kazdé dva sou-

sedni ¢leny posloupnosti {a,} formdlné vloZime znak +. Struéné oznaleni fady:

Cisla a;, a,, ..., a,, ... nazyvame ¢leny Fady.
Cislo a,, nazyvame n-ty ¢len fady.
Soucet prvnich n élenG s, = a; + a, + --- + a, nazveme n-tym ¢aste¢nym souctem rady.

Rozdil

[ee]
Rn=Zan—sn=an+1+an+2+---

n=1
je tzv. zbytek po n-tém clenu fady.

Poznamka Misto X.°_,; a, piSeme strucné Y. a,,, indexy pfipisujeme jen v pfipadé potreby.

P¥iklad Z posloupnosti {%} utvofime Fadu Z%.
Reseni
Posloupnost {l} = {1,1,1, ...,l, ...}a zni utvorena fada Zl =1 oo oo
n 2°3 n n 2 3 n
Vyvstdva otdzka: Jak secist nekone¢né mnoho ¢lenl za kone¢né dlouhou dobu? Odpovéd dava de-
finice 12.2
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Definice 12.2 Uvazujme fadu ),»_, a

Posloupnost {s,,}, kde
S1 =44
s,=a,+a,
Ss;=a,+a,+a,

n

sn=a1+a2+~-+an=2ai
i=1

nazveme posloupnost ¢astecnych souctt fady .., a,,.

Jestlize lims, =s€R, fekneme, Ze Tfada =1 @, konverguje amdi soucet s.

n— oo

Piseme Y., a, = s.

Jestlize lim s, = +oo, Fekneme, Ze fada X, _,a, diverguje (kplus nekone¢nu) a ma

n— oo

soucet s = 400,

. . . Y .y o . . , Y .
Jestlize gl_{rc}osn——oo, fekneme, Ze fada ),_,a, diverguje (kminus nekone¢nu) ama

soucCet s = —co,

Jestlize lim s, neexistuje, fekneme, Ze fada n=1 @, diverguje (osciluje) anema

n— co

soucet.
Poznamka U kazdé rady nastane pravé jedna z vySe uvedenych moznosti, coZ vyplyva z vlastnosti
limity posloupnosti. Symbolem }; a,, znadime nejen fadu, ale i jeji soucet, pokud existuje.

Priklad Rozhodnéte o konvergenci fady a pokud konverguje, stanovte jeji soucet.

Reseni
a) Zn 1n(n+1) = E+_+_+
Sestavime posloupnost {s,,} ¢astecnych souctd fady.

1 1

S.=qQ, =— = —

1 1 1 . 2
4 1 N 1 1 N 1 2
s,=a,ta, =——=+—==-+—-==
27t 1.2 °2-3 2 6 3

B +1+1
12 23 34 2 6 12

S w
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1 1

n(n+1) T n n+1

PFi vypoCtu limity {s,} vyuZijeme vztahu

lim s, = li (1 PRI )—
now o ase\1-2 ' 2-3 nn+ 1))~
. (1 1,111t 1 11 )_
e\ 27273737 n-1 n' n n+l)
=lim<1— )=1—O=1
n—oo n+1
Rada )i n(n1+1) konverguje a jeji soucet s = 1.

b) Xo_,aq™ ! je geometrickd fada. Souet jejich prvnich n &lend je
a(l1—q™)

* 1
Sy = 1- brod .

na prog=1
Protoze limg™ = 0 pro|gql < 1a limg™ = oo pro |q| > 1, konverguje fada pouze v pfi-
n—-oo n—oo
padé, Ze |q| < 1. Jeji soucet je pak s = 1“:_
c) Pro vybrané ¢astecné soucty fady Yo, % mame

1
Sl=1,82=1+§,

1 1 2
Sy 52+ +Z>SZ+§:1+E’
1 1 1 1 3
Sg S4+§+€+7+§>1+§,
n
52n>1+§'

Vidime, Ze vybrand posloupnost {s,n};>_, je rostouci a neni shora omezend. Déle pro

vSechnan € N platis,,,; > s,.Jetedy lims, = oo ato znamend, Ze harmonicka rada

n—oo

;?:1% diverguje.
d) Rada Y@ ,(—1)"=—-1+1—1+ - ProtoZe s,,_, =1 as,, =0, neexistuje limita po-

sloupnosti ¢astecnych souctll, a tedy zadana rada osciluje.
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Prehled vyznac¢nych rad

(1) Geometricka rada

a
© konverguje pro |q| < 1 a ma souCet s =

Z aqn—1< 1- q
n=1 diverguje pro |q| > 1

(2) ,Uzitecna” rada

o]

1
——— = 1; konverguje a ma soucCets =1
Zn(n +1) gy

n=

(3) Rada typu
konverguje pro k > 1

-1
> = < (k€ R)
n=1 diverguje pro k < 1

(4) Harmonicka fada (specialni pripad rady (3))
LI
Z - diverguje a md soucet s = oo
n=1

(5) Leibnizova rada

C 1

Z(—l)"‘1 — konverguje relativné a ma soucet s = In 2
n

n=1

(6) Grandiho rada

Z(—l)” diverguje (osciluje) a nema soucet
n=1

(7) Aritmeticka rada

2:[a1 + (n— 1)d] konverguje pouze pro a, = d = 0, pak ma soucet s=0.

Jinak diverguje.

Poznamky

142

1) Geometrickou a harmonickou fadu casto uzivdme ve srovnavacim kritériu k porovnavani

fad.

2) U geometrické fady dovedeme ihned rozhodnout podle jejiho kvocientu g, zda konverguje

¢i diverguje.

3) Konvergentni geometrickd fada je jednou z mala fad, které umime secist.

4) Stejny konvergencni charakter maji i rady, které vzniknou z vySe uvedenych fad dosazenim

n+Ll€ER,zan.
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P¥iklad Rada Z% diverguje = fada an? také diverguje.

1
(n+1)?

Rada Z:—Z konverguje = fada ), také konverguje.

Vlastnosti libovolnych rad

Véta 12.1. (Nutnd podminka konvergence.) Jestlize fada }._, a,, konverguje, pak lim a, = 0.
n—oo

Poznamka Neni-li tato podminka splnéna, tj. lim a,, # 0 nebo neexistuje, pak fada nemdze konver-

govat, tedy diverguje.

Poznamka Véta 12.1 uddva pouze nutnou, nikoliv postacujici podminku pro konvergenci fady.

P¥iklad U harmonické rady Zije splnéna nutnd podminka konvergence, t;. lim% = 0 a pfitom tato

fada diverguje.

1
n(n+1)

je splnéna nutnd podminka konvergence, tj. lim —1_ =0 atato fada

U ,uZiteéné” Fady . n(n+1)

skute¢né konverguje.

Priklad UzZitim nutné podminky konvergence rozhodnéte o divergenci fady.

2
_— 3
@ n¢+6 3n
Reseni
4
_2n?—4 ooy 277
a) im——= (—)=llm =2%0
n:+6 o0 1+£
n2

Nutnd podminka konvergence neni splnéna, fada diverguje.

>+18 T
. n (N _on nd _
b)hm3——( )_hm =0

n3 o0 3

O divergenci této fady nelze rozhodnout. (Rada miZe konvergovat, ale miize i divergovat.)

Véta 12.2 Konvergence nebo divergence rady se nezméni, kdyZ konecny pocet jejich ¢lent vyne-

chame, priddme nebo zaménime.



ALGEBRA 144

Pfiklad Vime, Zze harmonicka rada

Zl: 1+i4ip 44 4 ---diverguje.
n 2 3 100 = 101

Zaménime-li prvnich 100 ¢len( napf.

1 1 1 1
10+ —+104+—+--+1 et
O+10+ 0+10+ + O++10+101+

100 ¢lent

pak tato fada také diverguje.

LI ST konverguje. Vynechame-li prvnich 50

Obdobné: Rada Y s152 | 5253

I SO S
n(1+1) 12 23

¢lenl této rady, pak rada L+ 4. také konverguje.

51-52 52-53

Véta 12.3 (Osouctu anasobku fad.) Jestlize X ,a, aX._, b, jsou konvergentni rady

a k € R je libovolnd konstanta, pak fady Y.>_(a, + b,) a X5_, ka, konverguji a plati

z(an +b,) = z a, +z b,,
n=1 n n=1

=1
(o8]
ka, = kz a,.
1 n=1

Poznamka Z konvergence fady Y.°_,(a, + b,)) neplyne jesté konvergence fad X.>°_, a, aYm_1 b,.

Napt. Xo_ [(—1)™ 4+ (=1)™ '] = ¥>_, 0 sice konverguije, ale fady Yoo, (—1D)™ a Yoo ,(—1)" ! os-

0]

n=

ciluji.
Poznamka Konstantu mizeme vytknout pred sumacni znak.

Ptiklad Dokazte konvergenci a stanovte soucet rady
o 5 4nt —3n
P
n=1

Reseni Upravime n-ty ¢len dané Fady.
5- 4n—1 _ 3n 4 n—1 3 n-1 2 n-1 1 n-1
=256 2@ |2PE) 20
Z 6n-1 Z [ 6 6 3 2

- 2\ 1 2 22 . iy - 2 y
Rada ). (5) =1 +I+ (g) + .-+ je geometricka fada, vniza =1aq = > lg| < 1, fada konver-

o s v a
guje a md soucet s, = e
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n-1 2
Obdobné ftada ) (%) =1 +§+ G) + .- je geometrickd fada, vnii a=1 aq= %,

v . P v a 1
lg| < 1, fada konverguje a ma soucet s, = ST ITT= 2

N | R
N|>—k|p—\

1_
2 n—1 2 n—1
Podle véty 12.3: ). (E) konverguje = ). 5 (;) konverguje a ma soucet 5s; =5-3 = 15

n-1 1
Déle ), G) konverguje = ). 3 (%) konverguje a md soucet3s, =32 =6

n

- Y v vy 5.4"1-3 . . Y
Zavérem podle véty 12.3 obdriime, Ze fada Y ————— konverguje ama soucet
671 1

n-1_gn

s =55, —3s, =53 =32 =09. Lze také psat Y2 —o9

61'.—1

Kritéria konvergence a divergence rad

Stanoveni souctu fady byva zpravidla obtizny ukol. Vzhledem k tomu, Ze soucet Ciselné rfady lze
snadno vypocitat pouze u fady geometrické a nékolika malo dalSich fad, soustfedime se predevsim
na zkoumani, zda rfada konverguje nebo diverguje. K tomu nam slouzi kritéria. Kritéria udavaji jednak
postacujici podminky pro konvergenci a jednak postacujici podminky pro divergenci fady. Neni-li
postacujici podminka stanovena kritériem splnéna, nedava kritérium vysledek a je nutné uzit jiné

kritérium. Kritéria totiZ nejsou stejné silna, ucinna.

Kritéria konvergence pro rady s nezapornymi cleny

Definice 12.3 Rada Y.a, se nazyva fadou se nezapornymi (kladnymi) éleny, plati-li
a, =0 (a, > 0) pro vdechnan € N.

Véta 12.4 (Srovndvaci kritérium.) Necht Y.o_, a, a Y.°_, b, jsou fady s nezépornymi ¢leny takové, Ze

pro skoro vsechna n plati a,, < b,,.
» Pokud fada },>_, b, konverguje, konverguje také fada Y_, a,,.
> Jestlize rada Y._, a, diverguje, diverguje také fada Y., b,,.

Poznamka Rada Y%, a, zvéty 12.4 se nazyvd minorantou fady Yo, b, Rada X7_, b, je

majoranta fady Y.;°_, a, Predchozi vétu lze proto vyslovit takto: S kazdou majorantou konverguje

i jeji minoranta a s kazdou minorantou diverguje jeji majoranta.
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P¥iklad Rozhodnéte o konvergenci fady an?

n n
Reseni Pro kazdé n € N je — < L= G) . ProtoZze majorantni fada ). G) konverguje (je to geo-

Zn - 2n
e . . . 1 . y Ly . . Ly . .
metricka fada, jejiz kvocient je g = E) a obé uvazované fady maji nezaporné cleny, konverguje také
. 1
minoranta ), —.
Z n2n

Véta 12.5 (D’Alembertovo podilové kritérium.) Necht }.»°_; a,, je fada s kladnymi cleny.
1) JestliZe existuji ¢islan, € N a q € (0,1), Ze pro vsechna n > n, plati

> 1< g pak Fada Y, a, konverguje,

an
> a;:l > 1, pak fada Y.,_, a, diverguje.
2) Necht existuje konecnd nebo nevlastni limita lim 2L = =1L.
n-oo an
» Je-liL < 1, pak fada }.;>_, a, konverguje,
> je-liL > 1, pak fada }.;_, a,, diverguje,

> je-li L = 1 pak o konvergenci fady Y.»_, a, nelze prostiednictvim limitniho podilového
kritéria rozhodnout.

P¥iklad Rozhodnéte o konvergenci fady Y.>_, 3—'

Reseni
n+1 n|

3
=lim ———=Ilim——=0<1

nso @, n-o(m+1)!13"  n-oon+1

Rada podle véty 12.5 konverguje.
Véta 12.6 (Cauchyovo odmocninové kritérium.) Necht Y., a,, je fada s nezdpornymi cleny.

1) JestliZe existuji ¢islan, € Na g € (0,1) tak, Ze

» pro vSechnan > n, je %/a, < q, pak fada Y., konverguje.

TllTl

> Pokud ale pro vSechna n > n, plati /a, = 1, pak fada }.;_; a,, diverguje.

2) Necht existuje konecnd nebo nevlastni limita lim "/a, = L.

n-—-co

» Je-li L < 1 pak fada Y;°_, a,, konverguje,
» je-liL > 1rfada }.>_, a, diverguje,

» je-liL =1 nelze o konvergenci fady )., a,, prostfednictvim limitniho podilového kritéria
rozhodnout.
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P¥iklad Rozhodnéte o konvergenci fady X, zn

Reseni:

- _nln i 1
im 3 = Jim, /zn  Im () =5 =<1
Rada konverguije.

Véta 12.7 (Raabeovo kritérium.) Necht }, a,, je fada s kladnymi ¢leny.

1) Jestlize existuji ¢islan, € N a g € (0,1) tak, Ze pro vSechna n > n, plati

> n (1 — %) > q > 1, pak fada ), a,, konverguje,
> n(l Z“) < 1, pak fada }; a, diverguje.

2) Necht existuje konecnd nebo nevlastni limita lim [n (1 - %)] = L.

» Je-liL > 1, pak fada Y, a,, konverguje,
> je-li L < 1, pak fada }; a,, diverguje.

Priklad Rozhodnéte o konvergenci ¢i divergenci fady

D i

Reseni Zkusime uZit limitni podilové kritérium.

1
2n+1 2n? +
lim & oy (i DR+ D +1] - n@nt 1) 2t
n-co @, n—>oo 1 n-o (n+ 1)(2n+ 3) n»o2n? 4+5n+3
n(2n+1)
- 241
=($)=“m 5n3=1
n—-oo
245+

Podle limitniho podilového kritéria nelze rozhodnout.

Zkusime uzit Raabeovo kritérium.

" (1 a”“)]—l' . 2n® +n . 2n* +5n+3—2n* —n| _
ne | a " ale |t 2n2 +5n+3)| noe|" 2n? +5n+ 3 B

n

3
in”+3n =(2) =1 LT
nbe2n? +5n+3 Vo) nbw, 5,3 < hTo
ntwz

(0¢]

2+
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fada konverguje.
Poznamky
» Priklad doklada, Ze kritéria nejsou stejné ,,silnd“.
» ZduUrazniujeme, Ze u limitnich kritérii nelze rozhodnout o konvergenci Cidivergenci fady v pfi-
padé, ze L = 1.
» Vycet kritérii neni Gplny. (Neni napf. uvedeno integralni kritérium, protoze s integralnim po-

¢tem se seznamite az v dalSim semestru.)

Alternujici rady

Dosud jsme se zabyvali pouze fadami, které maji nezdporné ¢leny. Nyni zaméfime pozornost na

konvergenci tad, jejichz ¢leny méni znaménko.

Definice 12.4 Rada ), a,, se nazyva alternujici, plati-li pro jeji ¢cleny sgn a,,,; = —sgn a,, provsechna
n € N.

Poznamka V alternujici Fadé se stfidaji znaménka. Alternujici fadou rozumime fadu Y,(—1)"*'a, =

a,—a,+a;—a, +-,resp.fadu p(=1)"a, = —a,+a,—a; +a, — .
Poznamka Symbol sgn je zkratka pro signum = znaménko.

Priklad Znama alternujici fada je predevsim Leibnizova fada.

Pro alternujici fady uvadime pouze jediné kritérium.
Véta 12.8 (Leibnizovo kritérium.) Necht {a,} je nerostouci posloupnost kladnych Cisel. Alternujici
fada Y,(—1)™**a, konverguje, pravé kdy? lim a,, = 0. Pfitom soucet s Fady splfiuje nerovnosti a, —
n—->0oo
Poznamka Podminka lima, = 0 je pro alternujici fady nutnou a zaroven postacujici podminkou
n—-oo

pro konvergenci.

Pfiklad Rozhodnéte, zda Leibnizova fada Z(—l)n“% konverguije.
Reseni

1 11 1
-l =1t ——4
Z( ) n 2 3 4

Posloupnost ¢lend je {a,, } = {1,%,%, }
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ProkaidénENjean=%>0.

ProkazdéneNjen<n+1= % > ﬁ, tzn., Ze posloupnost {a,} je klesajici.

1
lima, = lim —=0

n—oo n-o n

Jsou splnény vSechny predpoklady Leibnizova kritéria, Leibnizova fada konverguje.

Poznamka Leibnizova fada konverguje pouze relativné.

Absolutni konvergence rad

Definice 12.5 Rekneme, Ze Fada ), a, konverguje absolutné (je absolutné konvergentni), konver-
guje-lifada Y|a, |. Rekneme, Ze Fada ), a,, konverguje neabsolutné (relativné), jestlize fada ), a,,

konverguje, ale fada X|a, | diverguje.
Poznamka Y a,=a,+a,+a;+a, + -
2la,l = la;l + la,| + lag| + lag| + -
PFiklad Dle Leibnizova kritéria jsme zjistili, e fada X.(—1)"*1 % konverguje a také jsme dfive doka-

zali, 7e fada ). |(—1)”+1 H = Z% diverguje — je to harmonicka fada.

Leibnizova fada konverguje relativné (neabsolutné).
Véta 12.9 Kazda absolutné konvergentni fada je konvergentni.
Poznamka Z absolutni konvergence plyne ,,oby¢ejna” konvergence rady.

Poznamka Pro fady s nezdpornymi ¢leny plati }|a, | = 2. a,, a proto pojem absolutni konvergence
neptinasi pro tyto rfady nic nového.

PFiklad Vy3ettete, zda konverguje absolutné fada Y,(—1)"*! nl—z .
Soloni B _qy+t L1ttt TR
Reseni Rada X.(—1) > 1 Tt je alternujici Fada.
Dle Leibnizova kritéria vySetfime jeji konvergenci.
Posloupnost {a,,} = {nl—z}, pro Vn € N je nl—z >0,
poVnENjen<n+1=>n’<(n+1)?%> :—2 > (nj—1)2 , coZ znamena, Ze posloupnost {a,} je
klesajici.
li li ! 0
i a, = lim = =

Jsou splnény viechny podminky Leibnizova kritéria, tzn., 7e fada Y,(—1)"*?! nl—z konverguje.
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Rada Z(—l)"“% = Zr%je fada typu an—k, kde k = 2 > 1, a tato fada konverguje.

Konverguje fada Z(—l)"“nl—zi fada) |(—1)"+1 nl—z

Poznamka Vzhledem k tomu, Ze })|a, | je fada s nezépornymi ¢leny, davaji véty 12.4 —12.7 ihned

, tedy fada Y,(—1)"*? nl—z konverguje absolutné.

kritéria pro absolutni konvergenci.

Poznamka Rada Y, @, konverguje absolutng, pravé kdyz je splnéna nékterd z nasledujicich pod-
minek:
> Existuje konvergentni fada ), b, tak, ze |a, | < b, provsechnan € N,

Ant1
aTL

» existuje g € (0,1) tak, Ze < q provSechnan € N,

> existuje q € (0,1) tak, ze V/|a,| < q proviechnan €N,

> existuje lim [t

n— oo

= L < 1, existuje lim Y/|a,| =L < 1.
n— oo

an
Priklad Zjistéte, zda konverguje absolutné fada Z(—l)"lni'.

Reseni lypocteme
(_1)n+1 15n+1

N LTS . (n+1)! ) 15"+ 1n!
lim [—=| = lim 157 = 1m —1W =
n-oo an n-oo (_1)71 ' | n—- oo (’n-]— )
n:
= lim =0=LalL<1
n-oon +

Dana fada konverguje absolutné.

Nekonecné Ciselné fady jsou dalezitym pocetnim nastrojem. Zakladni vyznam maji
pro vypocet funkénich hodnot a jsou hlavnim prostfedkem ke zhotoveni tabulek ele-
mentéarnich a vy33ich funkci. Souget Y.%_; a,, nazyvdme &iselnou fadou. Rada konver-
guje, pravé kdyz konverguje posloupnost c¢astecnych souctl této rady.Pokud fada
konverguje, je limita n-tého ¢lenu fady rovna nule.V prehledu vyznacnych fad je uve-
dena konvergence a divergence téchto fad.Pfi vySetfovani konvergence fad s neza-
pornymi cleny uzivdme srovnavaci, podilové, odmocninové a Raabeovo kritérium,
ato vnelimitni nebo limitni formé.O relativni konvergenci alternujici fady se

rozhodne pomoci Leibnizova kritéria. Alternujici fada Yoo, (—1)™*'a, konverguje
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(relativné), pravé kdyz posloupnost {a,};_, je nerostouci alimita n-tého ¢lenu je
rovna 0.

Rady s libovolnymi &leny mohou konvergovat absolutné. Rada Yo, (—1)"***a,, kon-
verguje absolutnég, kdy? konverguje fada Yo_, [(—1)"*"a,|. O absolutni konvergenci

rozhodujeme opét podle pfislusnych kritérii.

1. Jak je definovana konvergence Ciselné fady a ¢emu je pak roven jeji soucet?
2. Jakje to s konvergenci geometrické rady?
3. Formulujte nutnou podminku pro konvergenci Ciselné fady.
4. Ovérte konvergenci geometrické fady a urcete jeji soucet
2 3 —
a) V5-2+(V5-2) + (V5-2)" + - !
- 3 n+1 . .
b) X, (5) [diverguje]
0o - 1
C) Zn:l 10 an ;:l

5. Ovéfte, zda je splnéna nutna podminka konvergence rady.

a) Y=y (n+1)2 [podminka je spinénal]
b) Xm=15..7 [podminka nenf splnéna; fada diverguje]
c) 1 +§+ E+%+ [podminka je spInéna]

6. Zformulujte kritéria, podle kterych mizeme rozhodnout o konvergenci ¢i diver-
genci fady s nezapornymi ¢leny.

7. Srovnavacim kritériem rozhodnéte o konvergenci fady

a) X 14n+\/_ [konvergUJe (srovname s fadou X 14n)]

b) Y- nn+1 [dlvergUJe (srovname s fadou X°_; 12)]
8. Rozhodnéte o konvergenci fady pomoci limitniho podilového kritéria

a) 2= n(n:l-l) [konverguije]

b) Y- 110n [diverguje]

c) Z;‘f:lzn—:! [konverguije]

d) X 1n(n+1) [nelze rozhodnout]

9. Rozhodnéte o konvergenci fady pomoci limitniho odmocninového kritéria.

a) Yo, = [konverguje]

TL

b) Xm= 1—n [diverguje]

2" (2n+1)
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28 24

2? . .
c) 2 +ZT+3T+4T+W [dlvergUJe]

d) Yo, @ [konverguje]

n

10. Jaky je vztah mezi relativni a absolutni konvergenci?

11. Rozhodnéte o konvergenci alternujici fady

a) Yo (=)™t ﬁ [diverguje]
b) Ye_, (=1t (anT)z [konverguje absolutné]
c) Yo, (=t \/iﬁ [konverguje neabsolutné]
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