TEORIE PRAVDEPODOBNOSTI

Jana Kubanova

Univerzita Pardubice

1999






1. KOMBINATORIKA w0
1.1. KOMBINATORICKE PRAVIDLO SOUCINU  ..uveeuteeeteeeteeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeseeeseeeseaeseeseeessseeseesseeseaeseaeeseeeneeen 6
1.2. VARIACE, PERMUTACE A KOMBINACE .....uuuuuuuituuuieineniennensnsnnennsnsnssnssnsnnnmnnnnsssnssssssssssssssnssssssssssssssnsssssnnnes 6

2. NAHODNE JEVY 7
2.1, ZAKLADNI POIMY ...ttt e e e e e e e e e e e e e e et e e e e eeeeeaaenaeeeeaeneeeseaeneeeseeeneeeeeaeneeesesaneeeesnannees 7
2.2. OPERACE S NAHODNYMIJEVY ...ttt eeeteeeeeeeeeeeeeeeeaeeeeesaeeeeesaeneeeesaaeneeessaeneeeseaeeeeseaseeeesaaeeessaaeeeseeaeees 8

3. PRAVDEPODOBNOST 10
3.1. AXIOMATICKA DEFINICE PRAVDEPODOBNOSTL.......uuvtitiieeieeeeeeteeeeeieeeeeeeeeeseseeeeseseaeeseserseesssesseesssennees 10
3.2. VLASTNOSTI PRAVDEPODOBNOSTI ....vveeeteeeeteeeeeeeeeeeeeeee et eeeeeeueeseeseeeseee e eeeeeeesseeseeeseeseeesesesseeaeeseesnes 10
3.3. KLASICKA DEFINICE PRAVDEPODOBNOSTI .....uuvttiiieiieeeeeeeeeeeeieteeeeeoeeeeeseeeeseseseeseseseesssasseesssesseesssenees 11
3.4. GEOMETRICKA DEFINICE PRAVDEPODOBNOSTL ......uuvtietietieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeseseeeeesesaeeeeseseeesssereeeseseaees 12
3.5. STATISTICKA DEFINICE PRAVDEPODOBNOSTI ....uvvvteeeteeeeeeeeeeeeeeeseeeeeeeeeeeeeeseesseeeeeesssesassrneeeeesssssemnnnnes 12

4. PODMINENA PRAVDEPODOBNOST 12
4.1. DEFINICE PODMINENE PRAVDEPODOBNOSTL......ovttitieiteeeieseeeeeeeeeeeeeeeeeeseeseessesseessasseessenseessesseessans 12
4.2. NEZAVISLOST NAHODNYCH JEVU ...teteeee et e et ee e e e e e e eeeeeeeeeeeeeeessaeaeessesneeessaseeeesseseeessaseeesnaes 13
4.3. VETA O UPLNE PRAVDEPODOBNOSTI A BAYESOVA VETA ...ceiteoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeseeeeesseeeeeenaes 14

5. OPAKOVANE POKUSY 15
5.1. BERNOULLIHO NEZAVISLE OPAKOVANE POKUSY ...ovvteiiteieeeeieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeseseaeessseeeesesereeesssennes 15
5.2. ZEVSEOBECNENE NEZAVISLE OPAKOVANE POKUSY ...uuueteeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeseeseeeseseeeessseeeessasreeessseenes 16
5.3, ZAVISLE POKUSY «..eetteeeeeee ettt eeeeeee e e e et e e e e et e e seeaeeeseeeaeeeeeeeaaeeseaeaaeeesaeaatesssaaaeessaesaeessseaeessseaeeessanaeas 16

6. NAHODNA VELICINA 17
6.1. NAHODNA VELICINA A JEJ{ ROZDELENI PRAVDEPODOBNOSTT «..eeeeeeeee et ee e 17
6.2. NAHODNA VELICINA DISKRETNIHO TYPU ...iieeieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeesaeeseneeeeesssesesssneeeeesssssennnnnes 19
6.3. NAHODNA VELICINA SPOJITEHO TYPU ....uuviiiiiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeateeeeeeeeseseaeeseseeeessseraeesssenaees 20

7. NEKTERE DULEZITE TYPY ROZDELENiI PRAVDEPODOBNOSTI 21
7.1. ROZDELENI PRAVDEPODOBNOSTI DISKRETNICH NAHODNYCH VELICIN ....eeteeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeees 21

7.1.1. Alternativni rozdéleni pravdeépodobnosti................c.coeoiiiiiiiiiiieiiieeee e 21
7.1.2. Geometrické rozdéleni pravdepodObROS..................cccccvoiioiiiiiioiiiiiiiiee e 21
7.1.3. Binomické rozdeéleni pravdepodobnosti .................cc.cccooeveviiiiiiiiiieiieiie st 21
7.1.4. Hypergeometrické rozdéleni pravdeépodobnosti. ... ............cccocoveoieiiiiiiiiiiiiieiieee e 22
7.1.5. Poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti................ccocoeviiiiiiiiiiieiiieeee e 22
7.2. ROZDELEN{ PRAVDEPODOBNOSTI SPOJITYCH NAHODNYCH VELICIN .....uutteeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeereeeeeeeeees 23
7.2.1. Rovnomeérné rozdeleni pravdepodobnosti...............ccc.cccueviiiiciiiiiiiiiiiiieiieciie e 23
7.2.2. Exponencialni rozdéleni pravdeépodobnosti...............c..cccooeoiicoiiiiiiiiiiieieeie et 24
7.2.3. Normalni (Gaussovo) rozdéleni pravdeépodobnosti ...............c.ccoeveeceeciiciiiiaiieiieeie e 25
7.2.4. i - rozdéleni pravdépodobnosti s n-StUPRi VOIMOSHi ..................co.ooeoveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeseeseeeeees 28
7.2.5. Studentovo t-rozlozeni pravdepodobROSH .................cc.ccoveeviieiiicieeieeiieecie et 29
7.2.6. F-rozdeleni pravdépodobnosti (Fisher-Snedecorovo) ...............cccocvvueiiiviiiieieieniieiieeeeieeennnn 30
7.2.7. Erlangovo rozdéleni pravdeépodobnosti .................ccocueviiiiiiiiiiieeseeeee e 31
7.2.8. I-rozdeleni pravdepodObDROSH ................ccccuiiuiiiiiiiieiiieie ettt ettt 32
7.2.9. BOIA FOZACIONI. ..o e e et 33
7.2.10. WelDUIIOVO FOZACIONL ..o e e 33
7.2.11. Rayleighovo FOZACIEHI ................c..cccooiuiiiiiiciiiiiiieie ettt e 34

8. VICEROZMERNA NAHODNA VELICINA 35
8.1. DVOUROZMERNA NAHODNA VELICINA A JEJI DISTRIBUCNI FUNKCE ....uevvteeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeees 35
8.2. NEZAVISLOST NAHODNYCH VELICIN ....uuuttteeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeesaeeeeesaeeeeesasseeessesneeeseaeneeesssaeeessaareeeessaenes 37
8.3. DVOUROZMERNA NAHODNA VELICINA DISKRETNIHO TYPU ....oviiiiiiiieeeeeee oo eeeeeeeeeeeeee e e 38

3



8.4. DVOUROZMERNA NAHODNA VELICINA SPOJITEHO TYPU....coiiutieiieieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeesseeanas
8.5. PODMINENE ROZDELENI PRAVDEPODOBNOSTI «.eeeeteeeeettee et eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeseeeseeeeneeas

9. FUNKCE NAHODNYCH VELICIN

9.1. FUNKCE JEDNOROZMERNE NAHODNE VELICINY ....uuuveeeeeeuteeeeeeeeeeeeeeeeeseereeeeeeareeeesseseeeessareeessssreeessseeees
9.2. FUNKCE DVOUROZMERNYCH NAHODNYCH VELICIN. ... .uutittiieeieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeesereeesesereeessseraeeseseanes

10. CHARAKTERISTIKY NAHODNYCH VELICIN

10.1. VSEOBECNE MOMENTY ...coiutiiiiutieiteeietieeiteeeeeeesteessssessstessssesssssesssseesasssesasesssssssssssssssessssssessseesssssessees
10.2. POCATECNI MOMENTY ....vviiitiieiieieeeeeeteeeeteeeeeeeeeeaeeeeaeeeeeaeeeeseeeeaeseessesanseseeseeesnsessesseesnseeanseeeeseeeanseeenns
10.3. CENTRALNI MOMENTY ....vviiiutieiieieitieeteeeeteeeeteeeeaeeeeseesenaeseesseesnsesesssesssessssesesnsesssssessnseesnsesesseeesnsesens
10.4. MOMENTY DVOUROZMERNE NAHODNE VELICINY ...cccoiuviiiiiiiieeeiiteeeeeiteeeesrteeseeneeesssnaeesssnnseesssnneeas
10.5. CHARAKTERISTIKY POLOHY ....uviiiiutiiitieietteeeeteeeeeeeeesteeseaeeesaseesaessassessssessssesssesssnseesseessssesssseessseesns
10.6. CHARAKTERISTIKY VARIABILITY .....oeeiviiiiteieiteeeeteeeeteeeeseeeesesenseseessesensesessesesnsessssssssseesnsesesseesnsesanns
JO.7. KIVANTILY .ooietieeeeeee ettt e e eeeetttee e e e e e e eeeeaaaaeeeeeeeeeeeaaaeeeeeeeessaassaaeeeeseessesnsssssseeeeessannsaesreeeeeesnnnanes
10.8. CHARAKTERISTIKY SIKMOSTI A SPICATOSTI (NORMOVANE MOMENTY )....ccoviiviirieriereerireeenenreeenennes
10.9. STREDNI HODNOTA NAHODNE VELICINY .....utiiiiiitieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeaeeeeseaeeseseaeessseaaeesssenneesesnnneas

10.9.1. VIastnosti StFedni ROAROTY ..............c.cccuiiiiiiiiieet ettt
10.10. DISPERZE NAHODNE VELICINY .....uviiitiiiitiieiteeeetteeeteeeeeeeeeeeeeaeessssessnseesssseessessssseessseesnssesssssessseessns

10.10.1. VIGSINOSE] AISPOIZE. ..ot ettt ettt
10.11. KOVARIANCE NAHODNYCH VELICIN ......ccuviiiitiiieteeeeteeeeeeeeeeeeeseseeseeeenseseesesesnsesensesssssesnsesessssssnsessnns
10.12. KOEFICIENT KORELACE ......eeiitiiitteeetteeeeteeeeeeeeteeeeteeesateesteessasessaseesaeeesasessasessnseesnseesssseesnseesenseesanes
10.13. PODMINENE STREDNI HODNOTY A DISPERZE .....uvviiiiitiieeeiitiieeeeiieeeeeeiieeeseiteeessateesssnaesessnnneesssnnaees

11. REGRESE

11.1. STOCHASTICKA ZAVISLOST ..ceeieteeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeseeesereeeeeesesaeasaeeeeessssaeasaeeeeeesseseessneeereessesanannns
11.2. LINEARNI REGRESNI FUNKCE A KORELACNI KOEFICIENT ...eeeeeeteteeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeesaaaeenns

12. MOMENTOVA VYTVORUJICi FUNKCE

12.1. MOMENTOVA VYTVORUJICI FUNKCE, DEFINICE A VLASTNOSTL ....ovtiiiiiiieeieeieeeeeeeeeeeeeeeeeeseaeeeesenaees
12.2. MOMENTOVA VYTVORUJICI FUNKCE SOUCTU NAHODNYCH VELICIN......cvtiiiiiiiiiie e e

12. LIMITNI VETY

12.1. CEBYSEVOVA NEROVNOST ....vvveeteteeeeeeeseeeeseseeeeeeseseetesesesesesesesesesasseesseseessesseesesseseeeseesssesseeseesesens
12.2. KONVERGENCE PODLE PRAVDEPODOBNOSTL......cccuvtiiiiittieeeiitieeeeeiteeeesateeessnaeesseaseesssnsesessnseesssnaees
12.3. ZAKON VELKYCH CISEL ....uviiiiuiiiiiie et eet et ette ettt eat e st e s eaa e e saae e eaeeesateesnteessaseesaneessnaeesnseesnaeesaees
12.4. CENTRALNI LIMITNI VETA ... oviiiiiiiciie ettt ettt eee e et e et e eaeeeeaaesenteeeetaeesnsesenaseesnseesaeseereeesseeenns

13. SLOVNIK ANGLICKYCH EKVIVALENTU

14. LITERATURA




Skripta Teorie pravdépodobnosti jsou urcena posluchacim denniho, bakalaiského i dalkového studia
Univerzity Pardubice jako prvni ¢ast uéebniho textu k pfednaskam z piedmétu teorie pravdépodobnosti a
matematicka statistika.

Skriptum seznamuje se zaklady poctu pravdépodobnosti, které jsou nezbytné pro pochopeni a
uplatiiovani béZznych i modernich metod statistické indukce.

Skriptum je ¢lenéno do dvanacti zakladnich kapitol. Jsou zde definovany zékladni pojmy z teorie
pravdépodobnosti a formou vét vyjadieny zakladni vlastnosti jednotlivych pojmi. Dikazy vét jsou uvedeny
pouze v piipad¢€, ze maji velkou pedagogickou hodnotu, ze slouzi zaroven k procviceni latky piedeslych ¢asti
textu a matematicky aparat, ktery se v nich pouziva, je zndmy ze zékladniho kurzu matematiky. Konec
dikazu je v textu obvykle oznacen .

K jednotlivym tématim nejsou uvedeny vzorové piiklady, proto doporucuji pii studiu pouzit jako
doplnék k tomuto textu skriptum Sbirka ptikladt z teorie pravdépodobnosti, které obsahuje mnoho fesenych
i nefeSenych ptikladid k jednotlivym kapitolam.

Na zavér bych chtéla podékovat recenzentim Doc. RNDr. Bohdanu Lindovi, CSc. a RNDr. Janu
Luhovi, CSc. za peclivé precteni téchto skript i za cenné piipominky a naméty, které podstatnou mérou

prispely ke zkvalitnéni textu.

Autorka



TEORIE PRAVDEPODOBNOSTI

1. KOMBINATORIKA

Kombinatorika, ¢ili nauka o skupinach, fesi problémy spojené s urovanim poctu skupin, sestavenych
podle ur€itych pravidel z prvki dané kone¢né mnoziny.

Znalosti z této oblasti matematiky jsou dulezité pro feSeni fady problémid v matematice i1 jejich
aplikacich. Poznatky nalézaji uplatnéni pii feSeni Gloh v pravdépodobnosti, ktera tvoii teoreticky zaklad
statistiky. VSechny tyto matematické discipliny nachazeji uplatnéni ve fyzice, biologii 1 dalSich ptirodnich
veédach, v mnoha odvétvich technickych véd i véd spolecenskych.

Vznik kombinatoriky i pravdépodobnosti je datovan do 17. stoleti a byl podminén potiebami
hazardnich hracd, holdujicich karetnim hrdm a hram s kostkami. Cilem bylo pfedevsim piedpovedét
pravdépodobnosti vyhry v riznych situacich.

Jednim ze zakladnich pojmi kombinatoriky je pojem k-tice prvki, kde k-tici rozumime vybér k prvki
z jisté, blize urCené skupiny prvkd. Vybrané prvky se v k-tici bud’ mohou, nebo nemohou opakovat. Dale
rozliSujeme, zda jsou k-tice uspofadané ¢i nikoliv. Uspotadané jsou, kdyz v nich rozliSujeme potadi prvki
a zaménou prvkl vznika dal§i mozna k-tice. Naptiklad zaménou cifer 2 a 3 v ¢isle 123 vznikne nové ¢islo
132.

1.1. Kombinatorické pravidlo souéinu :

Pocet vSech usporadanych k-tic z n prvkd, jejichz prvni ¢len lze vybrat pravé n zpusoby, druhy ¢len
po vybéru prvniho ¢lenu pravé n, zpisoby atd. az k-ty clen po vybéru (k-1)-ho ¢lenu praveé n,_zpisoby, je

roven souéinun; -ny - N3 - ..... - N

1.2. Variace, permutace a kombinace

Variaci k-té tfidy bez opakovani z n-prvkové mnoziny rozumime kazdou uspotadanou k-tici,
sestavenou z téchto prvku tak, Ze kazdy je v ni obsazen nejvyse jednou. Jejich pocet je dan vztahem:
n!

M —

=n-(n-1)-(m-2)- ... - (n-k+1)

Variaci k-té tfidy s opakovanim z n-prvkové mnoziny rozumime kazdou uspotadanou k-tici,
sestavenou pouze z téchto n prvki (prvky se v ni mohou opakovat). Jejich pocet je dan vztahem: V' (n) = n*

Permutaci bez opakovani z n-prvkové mnoziny rozumime kazdou uspotfadanou n-tici prvki,
vytvorenou z dané n-prvkové mnoziny tak, ze kazdy prvek je v ni obsazen pravé jednou. Jejich pocet je dan
vztahem: P(n)=n!

Permutaci z m-prvkové mnoziny M = { a; ,a,, . . .,a, }s opakovanim prvku a; pravé k; krat, prvku

a, pravé k, , ..., prvku a,, pravé k,, krat, kde k; + k, + . . .+ k,= n, rozumime takovou uspotadanou n-tici,

vytvorenou ze vSech m (m < n) prvkll mnoziny M, Ze se v této n-tici prvek a; vyskytuje pravé k; krat, prvek
n!

a pravé k, , . . ., prvek a, pravé ki, krat. Jejich pocet je dan vztahem: Py 1 i (n)= PRTSIER
Ak k!
Kombinaci k-t¢ tfidy z n-prvkové mnoziny bez opakovani rozumime kazdou neuspotfadanou k-tici,
vytvofenou z n-prvkové mnoziny (kazdy prvek je v ni obsazen nejvysSe jednou). Pocet k-prvkovych
kombinaci bez opakovani je dan vztahem:
_(n
Ck(n) = (k)



2. NAHODNE JEVY
Kombinaci k-t¢ tfidy z n-prvkové mnoziny s opakovanim rozumime kazdou k-tici prvkl této

mnoziny takovou, Zze se v ni kazdy prvek miZe opakovat nejvyse k krat. Pocet k-prvkovych kombinaci
s opakovanim je dan vztahem:
con_(n+k-1
C (n) —( K )

Jednotlivé vztahy pro vypocet poctu skupin ukazuje piehledné nasledujici tabulka:

pocet skupin bez opakovdni pocet skupin s opakovanim
Variace V. (n) = n! Vi (m)= n*

k (n-k)!

Permutace P(n) =n! , _ n!
Pl ey (1= k 'k, Lk, !

Kombinace , k-1

Ck(n) = (Ej C k(n) :(n +k j

2. NAHODNE JEVY

2.1. Zakladni pojmy

DEFINICE 2.1.1.: Pod nahodnym pokusem P rozumime takovy pokus, jehoz vysledek zavisi na nahodé
a ktery Ize za stejnych podminek zopakovat libovolné mnohokrat.

Je ziejmé, Ze nahodny pokus ma alesponn 2 rizné vysledky, protoze v opa¢ném piipadé bychom
nemohli tvrdit, Ze vysledek zavisi na ndhod€. Dale predpokladame, Ze po vykonani ndhodného pokusu mtize
nastat jen jeden vysledek.

DEFINICE 2.1.2.: Vysledek ndhodného pokusu nazyvame elementarni jev.
DEFINICE 2.1.3.: Mnozinu S vSech elementarnich jevli nazyvame zakladni prostor.
DEFINICE 2.1.4.: Libovolnou podmnozinu A zakladniho prostoru S nazyvame nahodny jev.

Poznamka: Néhodné jevy budeme znacit velkymi tiskacimi pismeny (napf. A, B...) nebo v piipad¢ velkého
poctu nahodnych jevli velkymi tiskacimi pismeny s indexy (napf. Aj, A,, . . . By,. . .). Systém nahodnych
jevi Ay, Ao, .. ., A, budeme oznacovat {Ai}rl

i=1"

Pokud nebude v dalSim textu uvedeno jinak, budeme predpokladat, Ze jevy, se kterymi budeme
pracovat, jsou podmnozinami daného zakladniho prostoru.

Zapis nahodnych jevii

1) vyctem elementarnich jevii A ={e|, e4, €5 }

2) slovnim popisem A =slovni opis jevu
3) pomoci vyrokil A = {e; vyrok V}

Pojem ,, Nastal nahodny jev A“ znamena, ze vysledkem nahodného pokusu byl elementarni jev e, patfici do
mnoziny A (e € A).
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Z definice nahodného jevu ddle plyne

a) Zakladni prostor S je ndhodnym jevem, nebot S — S. Tento nahodny jev nazyvame jisty jev. Jisty jev
nastane vzdy po vykonani ndhodného pokusu.

b) Prazdna mnozina & je ndhodnym jevem, nebot & — S (prazdna mnozina je podmnozinou kazdé
mnoziny). Tento ndhodny jev nazyvadme jev nemozny. Nemozny jev nemulize nastat nikdy.

c¢) Pokud elementarni jev e zapiSeme jako mnozinu {e}, skladajici se z jednoho prvku, pak {e} je rovnéz
nahodny jev, nebot’ {e} < S.

Ekvivalentni jevy

Zapis A c B znamena, Ze pokud nastane jev A, nastane soucasné i jev B. Je ziejmé, Ze jestlize soucasné plati

A cBa BcA, potom A =B. V tomto pfipad¢ fikdme, Ze jevy A a B jsou ekvivalentni (Ze se rovnaji).
AcBABcA = A=B

2.2. Operace s nahodnvmi jevy

Nahodné jevy jsou mnoziny elementarnich jevt, proto s nimi mizeme provadét stejné operace jako
s mnozinami, tedy operace sjednoceni, prinik, dopln€k (komplement) a operaci rozdil. Nyni probereme
jednotlivé operace podrobnéji.

Uvazujme dva ndhodné jevy A a B. Nahodnym jevem
a) A U B rozumime takovy nahodny jev, ktery nastane pravé tehdy, kdyz nastane alespon jeden z jevil A, B.
Nazyvame jej sjednoceni jevi A a B. Ndhodny jev A U B zapiSeme pomoci vyrokt nasledovné:
AuB={e:ee AveeB}

b) A N B rozumime takovy nahodny jev, ktery nastane pravé tehdy, kdyz jevy A, B nastanou soucasné.
Nazyvame jej prunik jevii A a B. Nahodny jev A N B zapiSeme pomoci vyroki nasledovné:
ANnB={e:ee A A eeB}

¢) A rozumime takovy ndhodny jev, ktery nastane prave€ tehdy, kdyz nenastane jev A. Nazyvame jej
doplnék jevu A. Nédhodny jev A zapiSeme pomoci vyrokii nasledovné:
A={ecegAneeS}

d) A - B rozumime takovy nadhodny jev, ktery nastane pravé tehdy, kdyZ nastane jev A a soucasné nenastane
jev B. Nazyvame jej rozdil jevii A a B. Nahodny jev A - B zapiSeme pomoci vyrokt nasledovné:

A-B={e:ec Anre¢B}

Operace s ndhodnymi jevy miizeme nazorn¢ zobrazit pomoci Vennovych diagrami.(Obrazky 2.1. az 2.4.).

NI A

Obr. 2.1. Obr. 2.2.
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A-B

>|

Obr. 2.3. Obr. 2.4.

Sjednoceni a prinik dvou nahodnych jevi jsou opét nahodné jevy, je mozné vytvotit i jejich doplnkové jevy.
Plati pro né tzv. de Morganova pravidla

, AUB=ANB
Plati: .
ANnB=AUB
Tato pravidla mizeme zobecnit na libovolnou n-tici ndhodnych jevl Ay, A,, . . ., A,.
Plati: LnJAl :(n]A_l ) ﬁAl ZLHJA_l

DEFINICE 2.2.1.: Necht' A, B jsou dva ndhodné jevy. Jestlize A N B = J, tikame, Ze jevy A, B jsou
disjunktni.

DEFINICE 2.2.2.: Necht' {A, ', je systém ndhodnych jevii. Jestlize plati (H]Ai = tikame, e jevy {A;

i=1

jsou navzajem disjunktni.

DEFINICE 2.2.3.: Necht' {A, !, je systém nihodnych jevi. Jestlize plati A; " Aj=@, i#j, i,j=1,2, ..., n,

fikame, ze jevy {Ai }?:1 jsou po dvou disjunktni.

VETA 2.2.1.: Jestlize jsou jevy {Ai }?:1 po dvou disjunktni, pak jsou i navzajem disjunktni.

Diikaz: Pokud jsou jevy po dvou disjunktni, neexistuje zadny elementarni jev, ktery by patfil dvéma riznym
nahodnym jevim. Potom nemtiZe existovat ani takovy elementarni jev, ktery by patiil vSem A; ndhodnym
jevam. 0

DEFINICE 2.2.4.: Necht {Ai}in:1 je systém po dvou disjunktnich nahodnych jevt takovych, ze plati

UA; =S. Potom fikame, ze dany systém nahodnych jevi tvofi rozklad zakladniho prostoru S.

i=1

DEFINICE 2.2.5.: Necht' ¢ je neprazdny systém nahodnych jevi, patficich zakladnimu prostoru S. Systém
¢ nazveme polem nahodnych jevi, jestlize plati :

.S e o

2A e = Ae [0}

3.Ai € 9,i=1,2,3 ... = UA; €0
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3. PRAVDEPODOBNOST

3.1. Axiomaticka definice pravdépodobnosti

DEFINICE 3.1.1.: Necht’ ¢ je pole ndhodnych jevt. Libovolnou redlnou mnozinovou funkci P, definovanou
na ¢, nazveme pravdépodobnosti, jestlize plati:

1.P(A)=0

2.P(S)=1

3. P(UAJ:ZP(AJ A€o, A;NA; =0 provSechnai=], L,j=1,2,..

Tato definice nedava navod, jak vypocitat pravdépodobnosti jednotlivych ndhodnych jevi. Navod
na konkrétni vypocet pravdépodobnosti davaji klasicka, geometricka a statisticka definice pravdépodobnosti,
o kterych se zminime pozdéji.

3.2. Vlastnosti pravdépodobnosti

VETA 3.2.1.: Necht’ ¢ je pole ndhodnych jevii, potom pro kazdy nahodny jev A € ¢ plati :

0<PA)<L1
Diikaz: Prvni nerovnost je zfejma na zdkladé bodu 1 axiomatické definice pravdépodobnosti. Druhou
nerovnost dokazeme nésledujicim zptisobem:

Plati: AUA =S a AN A=0
Postupnym vyuzitim vlastnosti, vyjadienych axiomatickou definici pravd€podobnosti, dostavame:
1=P(S)=P(Au A)=P(A)+P( A)>P(A) 0

VETA 3.2.2.: Necht’ ¢ je pole ndhodnych jevi, ‘potom pro kazdy nahodny jev A € ¢ plati :
P(A)=1-P( A)
Diikaz : Plati: AUA =S a AnA=0
I v tomto diikazu vyuZzijeme vlastnosti, vyjadfenych axiomatickou definici pravdépodobnosti.
1=P(S)=P(Au A)=P(A)+P(A) = PA)=1-P(A) 0

VETA 3.2.3.: Necht’ ¢ je pole ndhodnych jevil, potom plati : P(&) =0

Diikaz: Je ziejmé, ze S UD =S a SN=C

Na zaklad¢ vlastnosti, plynoucich z axiomatické definice pravdépodobnosti, plati:
1=P(S)=PSuU)=P(S)+P(F) = P@=0 0

VETA 3.2.4.: Necht' ¢ je pole ndhodnych jevii. Pro kazdé dva nahodné jevy A, B € ¢ takové, Ze A — B
plati : P(A) < P(B)
Diikaz: Nahodny jev B popiseme jako sjednoceni dvou disjunktnich nahodnych jevi.
B=AuU(B-A) a ANnB-A)=U
Pak plati: P(B)= P(AU (B-A))=P(A)+P(B-A)>P(A) 0

VETA 3.2.5.: Necht ¢ je pole nahodnych jevii. Potom pro kazdé dva nahodné jevy A,B € ¢ plati:
P(A UB)=P(A) +P(B) - P(A N B)

Ditkaz: AUB= AU[(B-(AnB)] piicemz AN[(B-(AnB)] =9

B=(AnB)U[B-(AnB)] pficemz (ANnB) "n[B-(AnB)] =9
Podle tietiho axidému z axiomatické definice pravdépodobnosti miizeme psat:

P(AUB)= P(A)+P[(B-(A N B)]

PB)= P(ANB)+P[B-(ANnB)]
Dosazenim vyrazu P[ B - (A m B) ] z druhé rovnice do prvni dostaneme:

P(A U B)=P(A) +P(B) - P(A N B) 0
10
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VETA 3.2.6.: Necht ¢ je pole nidhodnych jevil. Necht {Ai}“ Ajeg,i=1,2,...,n je libovolny systém

i=]

nahodnych jevi. Pak plati:

n n n
P(UA; )= XP(A,)-XP(A, nA )+ 3 PA, NA AA -t (- 1) P(ﬂAi}
i=1 i=1 i<j i<j<k i=1
Diitkaz: Dukaz provedeme metodou matematické indukce. Pro n = 2 bylo dokazano, Ze plati véta 3.2.5. Proto
predpokladame, Ze véta 3.2.6. plati pro dané n a dokazeme, ze plati i pro n+1 nahodnych jeva.
Necht' Ay, A,, .. ., Ay, Any jsou libovolné nahodné jevy. Pak podle véty 3.2.5.
n+l n n n
P((UAJ= P[UAi % An+1j = P(UAJ +P(A)-P(ALLNUA)) (3.1)
i=1 i=l1 i=1 i=1
Miizeme psit: P(A,,, A, )= PELHJ(Ai A, )j
i=1

i=1

i=1

Pro tuto pravdépodobnost plati véta 3.2.6. podle induk¢niho predpokladu. Véta 3.2.6. plati i pro P(Lnj Ai) .

Do prvniho upraveného vztahu (3.1.) dosadime za P(U A, j aza P(A,,, "UA, ) adostaneme

i=1 i=1

P(D1A1)=%P(Ai)—[§iP(AimAj)Jr L +(—1)HIP(QAJ+P(AM)_

i=1 j=i+1

—{iP(AiﬁAj)—nZ_liP(AimAijn+,)+ . +(—1)““P(HA”:

i=1 j=i+1

n+l n n+l n-1 n n+l n+l
=yP(A)-2 2 P(AimAj)+Z >y P(AimAijk)— . +(—1)"P(ﬂAij .
i=l1 i=1 j=i+1 i=1 j=i+1 k=j+1 i=l1

Dusledek véty 3.2.6.: Je-li systém jevii {A, }

i=1

P(_LiJlAi)= éP(Ai)

systémem po dvou disjunktnich jevil, pak plati:

VETA 3.2.7.: Necht' je ¢ pole nahodnych jevi. Pak pro kazdy ndhodny jev A € ¢ plati:
A= ¥ P({e;})

Ditkaz: Vyplyva z disledku véty 3.2.6. Systém jevi {ei}e_ A je systémem po dvou disjunktnich jevil.

Potom plati: P(A)= > P({ei }) . 0

i€

3.3. Klasicka definice pravdépodobnosti

Predpokladejme, Ze zakladni prostor S je slozen z n elementarnich jevi. Necht kazdy elementarni
jev ma stejnou moznost nastat po vykonani nahodného pokusu

DEFINICE 3.3.1.: Necht A je libovolny nahodny jev. Oznaéme m pocet elementarnich jevi, tvoricich
nahodny jev A. Potom pravdépodobnost P(A) nahodného jevu A definujeme jako podil :
P(A) = m _ poéetﬁpfipadﬁwpfiznivych
n  pocet vsech moznych ptipadii

Klasicka definice pravdépodobnosti je nejstar$i definici pravdépodobnosti. Postupné vychazely
najevo nékteré jeji nedostatky, jako naptiklad predpoklad konecnosti zakladniho prostoru S. Nejpodstatné;jsi
nedostatek této definice spociva v tom, Ze pojem pravdépodobnosti se zavadi pomoci stejného pojmu, nebot’
vyraz “stejnd moznost nastat* je ekvivalentni vyrazu pravdépodobnost.

I pres tyto vyhrady je klasicka definice s ispéchem vyuzivana k vypoctu pravdépodobnosti.
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3.4. Geometricka definice pravdépodobnosti

Klasickou definici pravdépodobnosti nemizeme pouzit v piipadé, kdyz ma nahodny pokus
nekonecné mnoho vysledkil. Z tohoto diivodu byla pozdé&ji zavedena geometricka definice pravdépodobnosti.
Zakladni prostor je znazornén jako néjaky geometricky utvar S v n-rozmémém prostoru. Elementarni jevy
jsou reprezentovany body, které tvoii dany geometricky utvar. Pritom opét predpokladame, Ze elementarni
jevy maji stejnou moznost nastat po vykonani ndhodného pokusu

DEFINICE 3.4.1.: Pravdépodobnost jevu A, reprezentovaného oblasti Ac S, se vypocita jako podil

m(A)
P(A)= ——,
m(S)
kde m(A) je mira mnoziny A a podobné m(S) je mira mnoziny S. Pro prostor dimenze 1 je m(A) délka, pro
prostor dimenze 2 je m(A) obsah plochy a pro prostor dimenze 3 je m(A) objem télesa.

3.5. Statisticka definice pravdépodobnosti

Uvazujeme nahodny pokus P a sledujme ndhodny jev A, ktery mtlize nastat po provedeni pokusu P.
Zopakujme nahodny pokus P n-krat za stejnych podminek. Necht m udava, kolikrat v dané sérii pokust
nastal jev A. Potom pravdépodobnost jevu A definujeme jako limitu podilu:

m
P(A)= lim —
n—oo N
Tato definice je tzv. aposterioristickd definice pravdépodobnosti, protoze predpoklada nejdiive realizaci
nahodného pokusu. Protoze nemiZzeme provést nekone¢né mnoho pokusi, ziskame podle této definice pouze
odhad pravdépodobnosti. Tato definice vSak odstranuje piedpoklad, ze kazdy elementarni jev ma stejnou
moznost nastat.

4. PODMINENA PRAVDEPODOBNOST

4.1. Definice podminéné pravdépodobnosti

PRIKLAD 4.1.1.: Provedeme néhodny pokus hod kostkou. Ptame-li se, jakd je pravdépodobnost, Ze na
kostce padla Sestka, je odpovéd’ zfejma. Podle klasické definice pravdépodobnosti vime, Ze pravdépodobnost
nahodného jevu A (padnuti Sestky) je rovna 1/6.

Nyni ale polozime jinou otazku. Jaka je pravdépodobnost, Ze na hraci kostce padla Sestka, kdyz vime, ze
urcité padlo sudé ¢islo ?

ReSeni: Musime nyni brat v uvahu jesté podminku, kterd spoéiva v informaci, Ze nastal nahodny jev B
(padnuti sudého ¢isla na hraci kostce) a P(B) >0. Stojime pted problémem nove definovat pravdépodobnost
pro tuto vzniklou situaci.

Vzhledem k tomu, Ze vime, ze nastal jev B, zmensi se pocet vSech moznych piipadd ze 6 na 3. Pak umime
podle klasické definice pravdépodobnosti vypocitat P*(A) = 1/3. P*(A) je pravdépodobnost jevu A za
podminky, ze nastal nahodny jev B. Abychom objasnili pojem podminéné pravdépodobnosti, vénujme jesté
pied zavedenim definice pozornost nasledujici ivaze.

V piikladu 4.1.1. je dan zakladni prostor S = {1,2,3.4,5,6} a dva ndhodné jevy A={6} a B={2,4,6}. Resime
otazku, jak se zméni pravdépodobnost nahodného jevu A, kdyz vime, Zze po vykonani nahodného pokusu
nastal jev B. Jestlize vime, Ze nastal jev B, miizeme ignorovat vSechny ostatni elementarni jevy, které nepatii
do B (padnuti 1, 3, 5) a nahodny jev B povazovat za novy zékladni prostor S*.

Podle véty 3.2.7 plati P(B) = P({ei}). Aby jev S* tvoril zékladni prostor, musi platit, ze soucet
€ S*

pravdépodobnosti v§ech elementarnich jevu je roven 1. Toho dosahneme tak, Ze v zakladnim prostoru S*

budeme misto pravdépodobnosti P({ei }) definovat pravdépodobnost
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2 P({ei })

’ _ e;eB P(B)

Pak plati: P*(S*)= Y P*(fe;})= = =1
ejes* P(B)  P(B)
Pravdépodobnost P*(A) ndhodného jevu A za podminky, Ze nastal ndhodny jev B, vypocitame podle véty
3.2.7. jako soucet pravdépodobnosti téch elementarnich e; , které patii soucasné€ jevim A i B, tzn.
> P(fe; })
P*(A)= z P*({ei})Z e;€ANB _ P(AﬂB)
R P(B) P(B)

Dale je nutné dokézat, ze P* je pravdépodobnostni funkci v duchu axiomatické definice pravdépodobnosti,
tzn. Ze splituje axiomy 1 az 3 této definice.
P(ANB) 50

P(B)
Platnost druhého axiému byla jiz dokazana: P*(S*) = 1.
Nyni dokazeme platnost téetiho axiomu. Predpokladejme, ze A, C jsou dva disjunktni ndhodné jevy, potom
ZPef) T Plleif)+ TPl )
P¥AUC)= Y P*(fe,})=2"2 =5 =P*(A) + P*(C)

( e, eAUC (fe.) P(B) P(B) (A)+PX(
Funkce P* splituje vSechny tfi axidomy z definice 3.1.1., je tedy pravdépodobnostni funkci. Budeme ji
nazyvat podminénou pravdépodobnosti. Pravdépodobnost jevu A za podminky, Ze nastal jev B P*(A)
budeme oznacovat P(A| B).

Prvni axiom plati, protoze P*(A)=

DEFINICE 4.1.1.: Necht' A, B jsou 2 ndhodné jevy, pfi¢emz P(B) > 0. Pravdépodobnostni funkei P(A | B),
definovanou vztahem:

P(A N B)
P(B)
budeme nazyvat podminénou pravdépodobnosti ndhodného jevu A za podminky, Ze nastal jev B.

P(A| B)=

4.2. Nezavislost nahodnvch jevu

Necht’ A, B jsou dva ndhodné jevy. Zajima nas, jaky mize byt jejich vzajemny vztah. Mohou nastat
dva pripady: a) pravdépodobnost nastoupeni jevu A je ovlivnéna pravdépodobnosti nastoupeni jevu B
b) pravdépodobnost nastoupeni jevu A neni ovlivnéna pravdépodobnosti nastoupeni jevu B
V prvnim pfipadé¢ mluvime o jevech zavislych (vzajemné se ovliviiujicich), ve druhém piipadé o jevech
nezavislych.
Tento zatim intuitivné zavedeny pojem vyjadiime pfesn¢ v nasledujici definici.

DEFINICE 4.2.1.: Necht’ A, B jsou dva ndhodné jevy. Rikame, e nahodné jevy A a B jsou
nezavislé, kdyz plati : P(AnB)=P(A) - P(B)

O tom, jak se projevuje nezavislost ndhodnych jevii v podminéné pravdépodobnosti, hovoii nésledujici véta.
VETA 4.2.1.: Jestlize A, B jsou dva nezavislé nahodné jevy takové, ze P(B) # 0, resp. P(A) # 0, potom plati:
P(AIB)=P(A) resp. P(B|A)=P(B)
P(AnB) _ P(A)-P(B) _p(A) .
P(B) P(B)
Druhy vztah dokaZzeme podobnym zptisobem.

Diikaz : P(A| B) =

Pro libovolné nahodné jevy A, B pfimo z definice podminéné pravdépodobnosti plyne:
P(A N B)=P(A)-P(BIA)
P(A N B)=P(B) - P(A|B)

Tyto vztahy nazyvame pravidla pro nasobeni pravdépodobnosti.
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VETA 4.2.2.: Necht' A, B jsou nezavislé ndhodné jevy. Pak i dvojice jevi (X,E); (K, B); (A,E) jsou dvojice
nezavislych ndhodnych jevi.
Ditkaz: a) Dokazeme, Ze jevy K,E jsou nezavislé.
P(Xmﬁ) - P(M) —1-P(A)-P(B)+P(ANB)=1-P(A)-P(B)+P(A)-P(B) =
=[1-P(A)]-[1-P(B)] = P(A)-P(B)
b) Dokazeme, Ze jevy X,B jsou nezavislé.

Pro nédhodné jevy A a B plati: ANB= [B-(AnB)]

B= (ANB)U[B-(AnB)] pficemz (ANB) "[B-(ANB)] =0
P(K NB)=P[B-(AnB)] a PB)=PANB)+P[B-(AnB)]
P(A N B)=P[B-(ANB)]=P(B)- P(AB)=PB)-P(A)-P(B)=P(B)- (I-P(A))=P(A) P(B)

Nezavislost jevi A,E dokézeme obdobnym zpiisobem.

VETA 4.2.3.: Necht’ A je libovolny nahodny jev, S je jev jisty a @ je jev nemozny. Potom plati:
P(A N S)=P(A) - P(S).
P(AN)=P(A) - P(D)
Ditkaz: P(ANS)=P(A)=P(A)-1= P(A) - P(S)
P(AND)=P()=P(A)-0= P(A) - P(D)) 0

DEFINICE 4.2.2.: Rikame, ze jevy {A;}"

1 jsou nezavislé, jestlize pro kazdou skupinu indexti iy, i, ,13,. . .,1k,

K K
2 <k < n, plati: P[ﬂAi_jznP(Ai,)
i i i1 j

Poznamka.: Jestlize zjiStujeme nezavislost skupiny nahodnych jevii (n€kdy hovofime o tzv. skupinové
nezavislosti), nestaci zjistit, ze jsou po dvou nezavislé. Skupinova nezavislost a nezavislost po dvou nejsou
shodné. Existuji skupiny nahodnych jevi, které jsou nezdvislé po dvou a nejsou nezavislé skupinove.

Naopak pfimo z definice plyne, Ze jsou-li ndhodné jevy {Ai }in:l skupinove nezavislé, jsou nezavislé po dvou.

4.3. Véta o uplné pravdépodobnosti a Bayesova véta

Véta o uplné pravdépodobnosti se zabyva feSenim specialniho typu uloh, kdy chceme znat
pravdépodobnost urcitého jevu A, jehoz nastoupeni je ale spojeno s nastoupenim jevi Ci, C,,. . . ,C,.
Predpokladame, ze zname podminéné pravdépodobnosti P(A | C; ) a pravdépodobnosti jevii C;, i=1,2, ..., n.

VETA 4.3.1. (o tplné pravdépodobnosti): Necht {Ci}?=1 je systém nahodnych jevu, tvoficich rozklad
zakladniho prostoru S a A je libovolny nahodny jev, A — S. Pak plati:
P(A) = 3 P(A|C;)-P(C;)
i=1

n

Diikaz:A=AmS=Am( CisznJ(AmCi)
i=1 i=1

jsou disjunktni, budou disjunktni i jevy {A N Ci} a podle disledku véty 3.2.6.

n
i=1

Protoze jevy {Ci}:l

=1

n
mizeme psat P(A) = Y P(A N C;). Pouzitim pravidla o nasobeni pravdépodobnosti dostavame :
i=1

P(A) = Y P(A[C,)-P(C)). ;
i=1

Jiné typy uloh je mozné fesit pomoci Bayesovy véty. Pfedpokladame, Ze zname pravdépodobnosti
jevii C; a podmin&né pravdépodobnosti P(A | C)), kde i= 1,2, ..., n. Cilem je pak stanovit pravd&podobnost
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nekterého z téchto jevi C;, i = 1,2, ... ,n, po provedeni nahodného pokusu, vime-li, zZe pfitom nastal uvedeny
nahodny jev A. Tuto pravdépodobnost nazyvadme n€kdy aposteriorni .

VETA 4.3.2.(Bayesova): Necht’ {Ci }L je systém nahodnych jevi, tvoticich rozklad zakladniho prostoru S.
Necht’ A je libovolny nahodny jev takovy, ze P(A) # 0. Pak plati:
p(Alc;)-P(cC;)

J

P(Cla)= S r{alc,)-HC)

1

P(C;nA)
P(A)
Pouzitim pravidla o nasobeni pravdépodobnosti a na zakladé véty o uplné pravdépodobnosti dostavame:
P(A|C.)-P(C,
P(CJ|A)= n( | J) ( J) 0
$p(xc)-Hc)

Diikaz : P(C;| A) =

5. OPAKOVANE POKUSY

Provedeme nahodny pokus P. Zopakujeme-li tento ndhodny pokus né&kolikrat, fikdme, Ze jsme
vytvofili posloupnost opakovanych pokust. Zakladni tlohou z této oblasti je nalezeni pravdépodobnosti, Ze
pfi n opakovanich ndhodného pokusu nastane ndhodny jev A m-krat a v ostatnich pfipadech jev A nenastane.

5.1. Bernoulliho nezavislé opakované pokusy

Nyni se budeme zabyvat jen takovymi opakovanymi pokusy, pii nichZz pravdépodobnost, ze urcity
vysledek nastane v k-tém pokusu, neni ovlivnéna vysledky predchazejicich pokust. To znamena, ze budeme
pozadovat, aby jednotlivé pokusy byly nezavislé. Takové pokusy nazyvame nezavislé opakované pokusy.
Jednoduchym piikladem nezavislych opakovanych pokust je opakované hazeni minci, hdzeni hraci kostkou,
vybirani prvki z néjakého souboru, pokud vybrany prvek vratime vzdy zpét atd.

Dale predpokladame, Ze nahodny pokus P mé pouze dva vysledky A a A, pfi¢emZ néhodny jev A
nastava s pravdépodobnosti p a ndhodny jev A s pravdépodobnosti 1 - p = q. Nahodny jev A se obvykle
nazyva uspéch, nahodny jev A netspéch. PocCitame pravdépodobnost, ze pfi n-nasobném opakovani
nahodného pokusu nastane Uspéch pravé m-krat (m < n). Je-li urceno, jaké ma byt poradi jevi A a A (napf.
v prvnich m pokusech nastane jev A a v dalSich n - m pokusech nastane jev A, potom na zakladé pravidla

o nasobeni pravdépodobnosti je tato pravdépodobnost rovna p' -q" . Stejnou pravdépodobnost maji

i viechna jina pofadi jevii A a A . Riizna potadi jsou disjunktnimi jevy a jejich podet je (:1) . Oznac¢ime-li

potom symbolem P,(m) pravdépodobnost, Ze pii n nezavislych pokusech nastane jev A pravé m-krat, plati:
P, (m) = (g)-pm q" "

Pozndmka 1: Této posloupnosti nadhodnych jevi s odvozenymi pravdépodobnostmi fikame Bernoulliho
schéma.

Poznamka 2: VySe uvedeny vztah pro vypocet pravdépodobnosti nezavislych opakovanych pokust
nazyvame binomické rozd¢leni pravdépodobnosti.

Problém: Zajima nés otazka, jaka bude pravdépodobnost nahodného jevu, Ze pfi n pokusech nastane uspéch
minimalné m;-krat, maximaln¢ vSak m, -krat. Tuto pravdépodobnost budeme znalit P,(m; < m < my)
a vypocitame ji podle nésledujiciho vztahu:

mp
Pn(ml S l’IlS mz) = Z (II;l\J pl’l’l ‘qnfm
m:]nl
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Tento vztah plyne z véty o scitdni pravdépodobnosti, protoze se jednd o pravdépodobnost sjednoceni
disjunktnich jevu.

5.2. ZevSeobecnéné nezavislé opakované pokusy

Bernoulliho schéma mtizeme zevseobecnit dvéma zptisoby.
A) Pii prvnim zevSeobecnéni budeme uvazovat, Ze ndhodny pokus ma k po dvou riznych disjunktnich
vysledki A; ,A,, ..., Ax, kterych nabyva s pravdépodobnostmi p;, ps, ... , px. Budeme hledat
pravdépodobnost jevu A m, » Ktery znamena, ze v sérii n nezavislych opakovanych pokusi nastane

m;,m,,...,

k
jev A, my-krat, jev A, mp-krat atd. az jev Ay my-krat, pfiCemz > m; =n.
i=1

n!

m m m
Pl Py Pyt

Plati: P, (m;,my,.my) = ——————
m,!m,!...-m,!

B) Pii druhém zevSeobecnéni budeme uvazovat, ze nahodny pokus P ma dva vysledky A a A, pricemz
pravdépodobnosti  jejich nastani p a q se pokus od pokusu méni. To znamend, Ze pfi i-t€ém opakovani
nahodného pokusu P budou pravdépodobnosti jevit A a A rovny Cislim p; a q;, pficemz zGstdva v platnosti
rovnost p; + q; = 1. Budeme opét hledat pravdépodobnost P,(m), to je pravdépodobnost, Ze pti n nezavislych
opakovanich ndhodného pokusu P nastane uspéch pravé m-krat.

Pravdépodobnost P,(m) mizeme vyjadtit jako soucet soucinti:

Py(m) =(p1 P> .- Pm Q1 G2 -+ ) H(P192 P3 --Pm Q192 -Gt Po)Feee H(d1 G2 - Qoo Prome1 Prem2---Pr-1Pn)
Roznasobenim se snadno presvédéime, ze vyse uvedeny soucet soucinli dostaneme jako koeficient u m-té
mocniny proménné x funkce

@(X)=1211(qi +x-p;)

kde x je proménna. Funkci ¢(x) nazyvame vytvotujici funkce pravdépodobnosti P,(m).

5.3. Zavislé pokusy

Zavislymi pokusy nazyvame takové opakované pokusy, pfi nichz je pravdépodobnost, Ze jev nastane
v ur¢itém pokusu, zavisla na vysledcich pokust ptredchazejicich. Obvykle pod pojmem zavislé pokusy
rozumime schéma vybéru bez vraceni, které miizeme obecné popsat nasledujicim zplisobem:
Je dan soubor N prvkd, z nichz M ma sledovany znak a N - M prvki tento znak nema. Postupné vybirdme n
prvki, pfiCemz zadny prvek nevracime zpé€t. Pro dosud nevybrané prvky je stejnd pravdépodobnost vybrani
v kazdém tahu. Ukolem je zjistit pravdépodobnost, Ze bude vybrano m prvki se sledovanym znakem a n - m
prvki, které tento znak nemaji.
Podle klasické definice vypocitame, ze

(0)-(3=
()

Poznamka 1: Toto rozdéleni pravdépodobnosti se nazyva hypergeometrické.

P, (m)= zapodminek m<M,m<n,n-m<N-M.
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6. NAHODNA VELICINA

6.1. Nahodna veli¢ina a jeji rozdéleni pravdépodobnosti

Problém objasnéni pojmu nahodné veliiny se pokusime vysvétlit na nasledujicim ptikladu.
Predstavme si situaci, ze se mladi manzelé rozhodnou mit tfi déti. Otazka, kterou fesime, je, jakého pohlavi
budou tyto tii déti. Narozeni ditéte, jak je jiz zndmo, mliizeme povazovat za nahodny pokus. Budeme pro
jednoduchost predpokladat, Ze pravdépodobnost narozeni dévcatka i chlapce je stejna a je rovna 0,5.
Nasledujici tabulka uvadi mnozinu vSech elementarnich jevt s piislusnymi pravdépodobnostmi. Pismeno D
znamena narozeni dévcatka, pismeno CH narozeni chlapce.

e | D,D.D | D,D,CH | D,CH,D | CH,D,D | CH,CH,D | CH,D,CH | D,CH,CH | CH,CH,CH
P(e)| 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8

Tento zplisob zpracovani vysledku nadhodného pokusu “narozeni tfi déti ma podstatnou nevyhodu.
Uvedené vysledky nahodného pokusu nenabyvaji ¢iselnych hodnot a v této podobé jsou dale obtizné
zpracovatelné.

Z tohoto divodu polozime otdzku jinym zplsobem tak, abychom vysledky nahodného pokusu mohli
vyjadiit v Ciselné formé¢. Nabizi se napt. otazka, kolik chlapcli bude v rodiné se tfemi détmi? Vysledky
nahodného pokusu budou pak nabyvat hodnot 0, 1, 2, 3. V tabulce jsou pak uvedeny i piislusné
pravdépodobnosti.

X 0 1 2 3
p(xi) 1/8 3/8 3/8 1/8

Timto postupem jsme vlastn¢ zobrazili mnozinu vSech elementarnich jevi, tzn. cely zékladni prostor,
do mnoziny realnych Cisel. Kazdému z téchto realnych Cisel jsme pftifadili pravdépodobnost, rovnou souctu
pravdépodobnosti téch elementarnich jevil, které se do tohoto Cisla zobrazily. Toto zobrazeni se nazyva
nahodna veli¢ina. Funkci p(x;), ktera kazdé hodnoté nahodné veli¢iny pfifadi pravdépodobnost, se kterou
nahodna veli€ina této hodnoty nabude, nazyvame rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veli¢iny. Nahodna
veli¢ina je tedy z hlediska pravdépodobnosti Uplné¢ popsana, zname-li jeji hodnoty nebo intervaly hodnot
a pravdépodobnosti téchto hodnot, resp. intervali.

Druhy uvedeny pfistup k pfedlozenému problému ma dvé podstatné vyhody. Jednak je mozné
vysledky, vyjadiené v ¢iselné formé, dale zpracovavat. Druhou vyhodou je, Ze miizeme nalézt fadu dalSich
nahodnych pokusii, které se sice svoji podstatou liSi, nicméné¢ vedou na stejnou tabulku rozdéleni
pravdépodobnosti. Cili vlastnosti, odvozené z nasi druhé tabulky, plati nejen pro pokus narozeni ti déti, ale
i napt. pro hod tfemi mincemi. Dale nas tedy nezajima fyzikalni podstata nahodného pokusu, ale pouze
¢iselné hodnoty, kterych mutze nabyvat jakasi “fiktivni “ veli¢ina a pravdépodobnosti, s kterymi téchto
hodnot nabyva. Jinymi slovy, zajimé nas ndhodna veli¢ina a jeji rozd¢leni pravdépodobnosti.
nahodnou veli¢inou by mélo byt zobrazeni zdkladniho prostoru do mnoZiny realnych ¢&isel. Vzhledem
k tomu, Ze nepfedpokladame, Ze by Ctendf tohoto textu byl seznamen s pojmem méfitelné funkce, nelze
zavést presnou definici nahodné veliciny.

DEFINICE 6.1.1. : Nahodnou veli¢inou budeme nazyvat takovou veli¢inu, ktera nabyva své hodnoty
v zavislosti na vysledku ndhodného pokusu. Hodnoty ndhodné veli¢iny jsou realn4 ¢isla.

Pozndmka 1. : Pfesné je nahodna veli¢ina definovana jako libovolné, borelovsky méftitelné zobrazeni X
zakladniho prostoru S do mnoziny realnych Cisel R.

Protoze prakticky kazdé zobrazeni, se kterym se bézné setkdvame, je borelovsky méfitelné, mizeme definici
zjednodusit timto zptisobem:

Nahodnou veli¢inou nazyvame libovolné zobrazeni X zakladniho prostoru do mnoziny realnych cisel.
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Poznamka 2. : Elementarni jevy jsou nyni realnd cisla. Zakladni prostor S je mnozina redlnych cisel.
Néhodné jevy jsou podmnoziny realné piimky ve tvaru intervali nebo utvard, které z nich mohou vzniknout
jejich vzajemnymi priniky, sjednocenimi nebo dopliiky, pficemz tvoii pole nahodnych jevi.

Poznamka 3.: Nahodné veli¢iny budeme oznacovat velkymi tiskacimi pismeny (X, Y apod.), v piipade
velkého poctu nahodnych veliin pismeny s indexy (X;, X, apod.). Malym pismenem (x, y atd.) znaCime
hodnoty, kterych miize nahodna veli¢ina nabyvat.

K poznéni pravdépodobnostnich zédkonitosti, kterymi se fidi ndhodna veli¢ina, je nutné vymezit jeji
pole nahodnych jevil a pravdépodobnostni funkci P, definovanou na tomto poli. Pravdépodobnostni funkci P,
prislusejici ndhodné veli¢iné X, budeme nazyvat rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veliCiny X.
Zamyslime-li se nad tim, jak slozité mize pole nahodnych jevli vypadat (mohou to byt rizné podmnoziny
realné piimky), je ziejmé, ze by mohlo byt obtizné vyjadrit funkci P v explicitnim tvaru. Proto se hledaly
jednodussi zpusoby vyjadieni rozd€leni pravdépodobnosti nahodné veli¢iny. Jednim z nich je distribu¢ni
funkce. Tento pojem miizeme zavést diky tomu, ze ndhodné jevy jsou nyni reprezentovany podmnozinami
realné primky.

DEFINICE 6.1.2. : Distribué¢ni funkci nahodné veli¢iny X budeme nazyvat redlnou funkci F, definovanou
na mnozin¢ vSech realnych ¢isel R vztahem F(x) = P(X < x).

Zapis P(X < x) znamenad P(-c0 <X <x) neboli P(Xe (-, x)).
Mezi distribuéni funkci a rozdélenim pravdépodobnosti nahodné veliCiny existuje vzajemné
jednoznacny vztah. Riizné ndhodné velic¢iny maji rizné distribucni funkce. Existuji ale vlastnosti, které jsou

spole¢né vSem distribu¢nim funkcim. Tyto vlastnosti jsou vyjadieny v nasledujici véte.

VETA 6.1.1. : Necht F je distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny X .

Pak plati: a) F(x)>0 pro kazdé xeR (distribuéni funkce je nezaporna)
b) x;<x= F(x)) £F(x») (distribué¢ni funkce je neklesajici)
¢) lim F(x)=F(x,) pro kazdé xoeR (distribuc¢ni funkce je spojita zleva)

X—=>Xq

d) lim F(x)=0 lim F(x) =1
X—>—0 X—>00
e) Distribu¢ni funkce ma nejvyse spocetné bodl nespojitosti

Diitkaz:
a) Podle definice distribucni funkce plati: F(x) = P(X < x). Podle prvniho axiomu z axiomatické definice
pravdépodobnosti plati: P(A) > 0. Pak F(x) = P(X <x) > 0.
b) Pro kazdé x; <x, plati (-o0, X;) < (-0, X;) . Podle véty 3.2.4. miiZeme psat:
F(x;) = P(Xe(-, x;) £ P(Xe(-0, X) =F(xy).
¢) Duikaz této vlastnosti vynechame, protoZze nemame dostate¢ny matematicky aparat.
d) Protoze nerovnost X< oo je jev jisty, je pak P(X< o) = F(w0) =1
Nerovnost X< -0 je jev nemozny, pak P(X< -00) = F(-00) =0
¢) Oznaéme A mnozinu bodl nespojitosti dané distribu¢ni funkce. Pak A = DAH , kde A, je mnozina bodu
n=2
nespojitosti se skokem vét§im nez 1/n, kden=2, 3, ....
Z vlastnosti a), b), d) distribuc¢ni funkce vyplyva, Ze A, obsahuje nejvyse n - 1 bodd. MnoZina A je tedy
nejvyse spocetnd jako sjednoceni spocetné mnoho koneénych mnozZin.

Pozndmka 4: Misto limity lim F(x) =0, lim F(x) =1 budeme né€kdy pouZzivat struéného oznacéeni
X—>—00 X—>0
F(-0)=0 a F(w)=1.
VETA 6.1.2. : Kazdé4 redlna funkce F, definovana na mnozin& viech redlnych &isel, splitujici podminky

véty 6.1.1., je distribu¢ni funkci néjaké ndhodné velic¢iny X.
Diikaz : Neprovadime, nebot’ nemame vybudovany dostateény matematicky aparat.

Dalsi vlastnosti distribu¢ni funkce popisuje nésledujici véta. Uvadime ji opét bez dikazu.
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VETA 6.1.3. : Necht' F je distribuéni funkci nahodné veli¢iny X. Potom pro kazdé a <b (a,beR) plati:
P(X e<a,b)) = F(b) - F(a)

P )— 11m F(x)—F(a)

g}

€ ) F(b) - hrn F(x)

x—>a

(X=

(X e(a

(X e(a,b)) = Xli:g F(x) - F(a)
el

)

P(X e a,b) lim F(x)— lim F(x)
x—b" x—at

Poznamka 5: Pravdépodobnost P(X = a) nazyvame skok distribu¢ni funkce v bod¢ a. Jestlize P(X = a) # 0,
pak bod a je bodem nespojitosti distribu¢ni funkce F.

V dalsi casti se budeme zabyvat dvéma specialnimi typy nahodnych veli¢in, které maji pro aplikace
zvlasté velky vyznam. V praxi se snazime aproximovat kazdou ndhodnou veli¢inu pravé jednim z téchto
typu. Jsou to ndhodné veli¢iny diskrétniho nebo spojitého typu.

Kromé téchto zakladnich typt existuji i nahodné veliCiny, které nelze zatadit ani mezi nespojité, ani
mezi spojité. Vyznam téchto nahodnych veli¢in v praxi je maly, a proto jim nebudeme vénovat pozornost.

6.2. Nahodna velicina diskrétniho typu
DEFINICE 6.2.1. : Rikdme, Ze nadhodna veli¢ina X je diskrétni, jestlize nabyva jen spocetnd mnoha hodnot.

Rozd¢leni pravdépodobnosti diskrétni nahodné veli¢iny je moZzné popsat bud vyctem
pravdépodobnosti jejich hodnot nebo distribuéni funkei F.

Nahodna veli¢ina nabyva pii jednom pokusu pravé jedné hodnoty, takze vSechny jeji hodnoty tvori
rozklad zakladniho prostoru a tedy soucet pravdépodobnosti vSech moznych hodnot x; je roven jedné. Proto
pro pravdépodobnosti p(x;) vSech hodnot diskrétni nahodné veli¢iny X plati vztah

2.p(xi) =1
1
Vime, Zze nahodné jevy jsou intervaly nebo ttvary z nich sloZzené. Na zakladé véty 3.2.7. vypocitame
pravdépodobnost, Ze nahodna velic¢ina nabude hodnoty z intervalu <a,b) .

P(X e<a,b)) = > p(x;)

a<x;<b

Pravdépodobnostni funkci P je mozné vyjadfit dvéma zpusoby:
a) Matematickou formuli, tzn. funkci p(x)=P(X =x)

b) Tabulkou, ve které jsou vS§em moznym hodnotam x; nahodné veli¢iny X pfifazeny pravdépodobnosti p(x;).
X X X3 Xn >
p(xi) | p(x1) |[p(X) |... P(Xn) | ... 1

Distribuéni funkce F nahodné veli¢iny X je pravdépodobnost, ze hodnota nahodné veli¢iny X bude lezet v
intervalu (—OO,X). Pro libovolnou hodnotu x €(-00; ) ji vypocitame podle vztahu

Fx)= 2 p(x;)
Xi<X
Z uvedeného vyplyva, ze distribucni funkce diskrétni ndhodné veli¢iny méni své hodnoty skoky.
Mista skokil jsou uréena hodnotami xj, X,,.... , pfi¢emz velikost skoku v bodé x; se rovna pravdépodobnosti

p(x;). Mezi dvéma nasledujicimi body skoki x; a x;; je distribuéni funkce konstantni. Distribu¢ni funkce
diskrétni nahodné veliciny je schodovita funkce.
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6.3. Nahodna veliina spojitého typu

DEFINICE 6.3.1. : Nahodna veli¢ina X je spojita, jestlize existuje takova nezaporna funkce f, Ze pro kazdé

a<b, (a,beR), plati : P(X e(a, b>) =P(X &(a,b))= })f(x) dx

Funkci f nazyvame hustota pravdépodobnosti nahodné veli¢iny X.

b
Poznamka 1: Integral [f(x)dx by mél byt chapan jako Lebesgueiiv integral. Vzhledem k tomu, Ze u Stenafe

a
nepfedpokladdme znalost pojmi meéfitelné mnoziny, miry a méfitelné funkce, nemiZzeme operovat
b
s funkcemi integrovatelnymi v Lebesguové smyslu. Proto integral [f(x)dx budeme chépat jako Riemanniv

a
integral. Od funkce f pak musime pozadovat, aby byla integrace schopnd. Tim zGzime tfidu spojitych
nahodnych veliCin, protoze Riemannovsky integrovatelna funkce nemusi existovat pro kazdou nahodnou
veli¢inu.
Poznamka 2: Je nutné rozliSovat pravdépodobnost a funkci f, kterou nazyvame hustota pravdépodobnosti.
Hustota pravdépodobnosti miize nabyvat i hodnot vétSich nez 1.

Distribué¢ni funkce je definovana jako pravdépodobnost intervalu (—OO,X), proto ji mlizZzeme ve spojitém

pripadé vyjadrit jako integral z hustoty pravdépodobnosti
F(x)= [f(u)du

Z vyse uvedeného vztahu vyplyva, Ze v bodech spojitosti funkce F plati:
dF(x) —f(x)
dx

Vlastnosti hustoty pravdépodobnosti jsou formulovany v nasledujicich vétach:
VETA 6.3.1. : Necht’ funkce f je hustotou pravdépodobnosti nahodné veliciny X. Pak plati :
a)f(x)>0

b) Tf(x)dx =1

—00

Diitkaz: a) Dikaz plyne ptimo z definice, nebot’ pfedpokladame existenci nezaporné funkce f.

b) Na zakladé vztahti lim F(x) =1 a F(x) = [f(u)du plati: [f(x)dx = P(X € (~o,0))=1

—00 —00

VETA 6.3.2.: Kazda spojitd (az na koneéné mnoho bodil), realna funkce f redlné proménné x, splitujici
vlastnosti pfedchozi véty, je hustotou pravdépodobnosti nékteré nahodné veliiny X.
Diitkaz: Pro provedeni dikazu neni vybudovan dostate¢ny matematicky aparat.

VETA 6.3.3.: Necht X je spojitd nahodné veli¢ina. Potom plati: P(X =xX) =0
(Pravdépodobnost, Ze spojita nahodna veli¢ina nabyde jen jedné hodnoty, je rovna nule.)
Diikaz: Na zaklad¢é diive uvedeného vztahu P(X = a) lim F(x)—F(a) a definice distribu¢ni funkce

x—a’

spojité nahodné veli¢iny F(x) = [f(u)du mizeme dokazat, ze:

—00

P(X = x) = lim+ F(x)-F(x,) = lim+ Tf(u)du - Xj'of(u)du =0 o

X—>X( X—=>X0) —oo —o0
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7. NEKTERE DULEZITE TYPY ROZDELENI PRAVDEPODOBNOSTI

Rozd¢leni pravdépodobnosti nahodnych veli¢in je v literatuie zfidka uvedeno ve formé distribu¢ni
funkce. Diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti se uvadéji vétSinou pomoci vzorcl, ze kterych dosazenim
hodnoty nahodné veli¢iny x; dostaneme jeji pravdépodobnost p(x;). Spojita rozdéleni pravdépodobnosti se

vyjadiuji pomoci hustoty pravdépodobnosti.

V této kapitole je uveden piehled vybranych diskrétnich i spojitych rozdéleni pravdépodobnosti
véetné jejich popisu, zdkladnich vlastnosti, stfedni hodnoty a disperze. Je zfejmé, Ze uvedenim stiedni
hodnoty (EX) a disperze (DX) pro jednotliva rozdéleni pravdépodobnosti nelogicky predbihame posloupnost
jednotlivych témat a Ze Ctenaf neni s t€émito pojmy dosud sezndmen. SnaZzili jsme se ale uvést kompletni a
uceleny prehled jednotlivych rozd€leni pravdépodobnosti a oekavame, Ze se ¢tenat bude béhem studia k
této kapitole vracet.

7.1. Rozdéleni pravdépodobnosti diskrétnich nahodnvch veli¢in

7.1.1. Alternativni rozdéleni pravdépodobnosti

Toto rozdéleni je charakterizovano jedinym parametrem pe(0;1). Nahodna veli¢ina X nabyva jen
dvou hodnot, 0, nenastane-li sledovany jev, nebo 1, jestliZze jev nastane. Potom

PX=1)=p

PX=0)=¢q kdeq=1-p
Pravdépodobnostni funkce P je definovana: P(X = k) =p* (1 - p)'™ prok=0,1
EX=p, DX=pq

Alternativni rozdéleni pravdépodobnosti je zvlastnim piipadem binomického rozdéleni pro n=1.

7.1.2. Geometrické rozdéleni pravdépodobnosti

Je charakterizovano jedinym parametrem pe(0;1). Nahodna veli¢ina X nabyva celych nezapornych
hodnot, pravdépodobnostni funkce P je definovana vztahem

P(X=k)=p"q k=0,1,2, ... q=1-p

ex=2  px=-L

q q

Typické pouziti : Pravdépodobnost uspésnosti pokusu je p. Ptdme se, kolik usp€Snych pokust bude
predchazet prvnimu netispéSnému pokusu.

7.1.3. Binomické rozdéleni pravdépodobnosti

Je charakterizovano dvéma parametry p, n, kde pe(0;1) a neN. Nahodna veli¢ina X nabyva celych
nezapornych hodnot az do n. Pravdépodobnostni funkce P je definovana vztahem

Pec=10= (1) pt e k=0,1,2,..n q=1-p
EX=np, DX=npq
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Typické pouziti : Pravdépodobnost, ze pokus bude uspesny, je p. Ptame se, kolik bude tispésnych pokusi pti
n nezavislych opakovanich pokusu.

Binomické rozdé€leni pravdépodobnosti je rozdélenim souctu n nezavislych nahodnych veli€in, fidicich se
stejnym alternativnim rozdélenim.

P Binomické rozdé€leni pravdépodobnosti (p =0,3)
025
e N~= 15
02+ *
°
m
0,15 + o N -
n
n
01+ =
° e .n 30
0,05 + n ™
) L4 K
0 t-lio—'%oﬂ:m“i““mr“
0 5 10 15 20 25 30
Obr.c.7.1.

7.1.4. Hypergeometrické rozdéleni pravdépodobnosti

Je charakterizovéno tfemi parametry N, M, n, kde M, N, n jsou pfirozena ¢isla, splitujici nasledujici
podminky: N>M, N >n, M >m, N - M >n - m. Nahodna veli¢ina X nabyva celych nezdpornych hodnot az
pon (X=0,1,2,....,n). Pravdépodobnostni funkce je definovana vztahem:

(3)-(3 =3

P(X=m)= m=0,1,2,..,n
()
n
EX =n.- M DX=n-M(1—M)N_n
NU N/ N-1

Typické pouziti : Celkovy rozsah souboru je N prvki, z nichz M mé nami sledovanou vlastnost. Provedeme
vybér n prvkd, pricemz vybrany prvek zpét do souboru nevracime. Ptame se, kolik vybranych prvki bude
mit sledovanou vlastnost.

7.1.5. Poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti

Je charakterizovano jednim parametrem A >0. Nahodna veli¢ina X nabyva vsech celych nezapornych hodnot
(X=0,1,2,...). Pravdépodobnostni funkce P je definovana vztahem:

)\’k
PX=k)= e*- 2 k=0,1,2,...
k!
EX =AM\ DX =A
Typické pouziti :
Poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti udava pravdépodobnost, ze pii velkém poctu nezavislych pokusi se
sledovany jev vyskytne k-krat, kdyz pravdépodobnost, Ze tento jev nastane v jednom pokusu, je velmi mala.

Poissonovo rozdéleni dobie aproximuje rozdéleni binomické za podminek, ze p < 0,1 a n > 30.

Timto rozdé€lenim lze vyjadfit rozdéleni poctu vyskytu jevu v ¢asovém intervalu, kde A je stfedni hodnota
poctu vyskytu jevu ze jednotku Casu (napi. poCet poruch zafizeni za 500 hodin provozu, pocet zakazniku,
vstupujicich do urcité stanice obsluhy za 1 hodinu, pocet Castic v jednotce plochy nebo objemu, pocet

22



7.NEKTERE DULEZITE TYPY ROZDELENI PRAVDEPODOBNOSTI

telefonnich hovort, spojovanych operatorkou v telefonni ustiedné za 15 minut apod.).

Lze dokézat, ze rozdéleni pravdépodobnosti souctu nezavislych nahodnych veli¢in, majicich Poissonovo
rozdéleni, je téZ Poissonovym rozdélenim.

P 04 Poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti
0,35
03
0,25
0.2
0,15
0,1
0,05

Obr.¢.7.2.

7.2. Rozdéleni pravdépodobnosti spojitych nahodnvch veli¢in

Drive, nez se budeme zabyvat konkrétnimi rozdélenimi pravdépodobnosti, zopakujeme dvé dilezité funkce.

Gama funkce je definovédna vztahem:
I(p)= [e*x*'dx pro kazdé p>0
0

I'(p+1) =p I'(p) p>0
L'(p) = (p-1)! p je celé kladné Cislo

Beta funkce je definovana vztahem

1
B(a,b) = [x*'(1-x)""dx a>0, b>0
0

['(2)'(b)

Lze dokazat, ze plati : B(a,b) =
I'(a+Db)

7.2.1. Rovhomérné rozdéleni pravdépodobnosti

Nahodna veli¢éina X ma rovnomérné rozdéleni pravdépodobnosti, ma-li konstantni hustotu
pravdépodobnosti v intervalu hodnot, kterych miZe nabyvat.

Toto rozdéleni je charakterizovano dvéma parametry a, b, pro které plati -oo < a < b < . Hustota
pravdépodobnosti f je definovana:

1
0= 1b_a xeab)

0 x ¢(a,b)
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Jeji priibéh vypada nasledovne:

1 fx)

[on
|
)

Obr.¢.7.3. Hustota pravdépodobnosti rovnomémého rozloZeni pravdépodobnosti

0 x<a
Distribu¢ni funkce ma tvar: F(x)= z —a X € <a, b)
—a
1 x>b
Jeji pribéh je znazornény na obrazku
1 —_
p F(x)
05 +
0 1 1 1 1 1 !
a b X

Obr.¢.7.4. Distribu¢ni funkce rovnomérného rozlozeni pravdépodobnosti

:ﬂ DX_(b—a)2

EX

2 12

Rovnomérnym rozdélenim se fidi ndhodné veliciny, které maji stejnou moznost nabyt libovolné
hodnoty z néjakého konecného intervalu (chyby pii zaokrouhlovani Cisel, doby ¢ekani na to, Ze nastane
pravidelné se opakujiciho jev, apod.).

7.2.2. Exponencidlni rozdéleni pravdépodobnosti

Je charakterizovano jednim parametrem p. Parametr p je libovolné kladné ¢islo. Hustota pravdépodobnosti
je definovana vztahem:

e >0
f(x)_{“g §<0
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Jeji graf pro parametr p = 2 vypada nasledovné:

Hustota exponencialniho rozlozeni pravdépodobnosti
2,
1 4
1 : -— X
-3 -2 -1 0 1 2 3
Obr.c.7.5.
Distribuc¢ni funkce je potom déna vztahem:
I—-e™ x>0
F(x) =
) { 0 x<0
Jeji prubéh pro parametr p = 2 je znadzornén na nasledujicim obrazku.
Distribuéni funkce exponencialniho rozlozeni
pravdépodobnosti
05/
-3 -2 -1 0 1 2 3 X
Obr.c.7.6.
1 1
EX=— DX =—
n n

Typické pouziti : Exponencidlnim rozdélenim se tidi Zivotnost zafizeni, kterd nepodléhaji opotiebeni a
k jejichz destrukci dochazi nahle. Dale tomuto rozdéleni podléha doba obsluhy nebo doby mezi pfichody
dvou prvkd k obsluze v systémech hromadné obsluhy. Lze dokazat, Ze ma-li pocet prvkd, které piijdou
k obsluze za uréitou dobu, Poissonovo rozdé¢leni, pak doba mezi jejich pfichody k obsluze se fidi
exponencialnim rozlozenim pravdépodobnosti.

7.2.3. Normalni (Gaussovo) rozdéleni pravdépodobnosti

vvvvvv

podminek mizeme timto rozdé€lenim aproximovat néktera diskrétni rozdéleni.

Normalni rozd€leni je charakterizovano dvéma parametry u, 6 , kde -0 <pu <o a 0 < o < . Hustota
pravdépodobnosti je dana vztahem:

fx)= ———-¢ 202 xe( -0, ©)
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Jeji pribéh pro parametry p=0 a o =1 je zndzornény na obrazku:

Hustota normalniho rozloZzeni pravdépodobnosti s parametry 0 a 1
0
f{

0.3 - x)

0,2 +

0,1 +

1 T T T T 1 X
-3 -2 -1 0 1 2 3

Obr.c.7.7.
Z analytického vyjadieni hustoty pravdépodobnosti miizeme vyvodit jeji nasledujici vlastnosti:
- je symetrické vzhledem k parametru p
- v bod¢ p nabyva maxima pro dané o
- velikost maxima je nepfimo tmeérna velikosti parametru ¢

- inflexni body jsoup-capu+o

Z vyse uvedeného vyplyva, ze parametr pu posouva graf hustoty pravdépodobnosti ve sméru osy X,
parametr ¢ urcuje jeho pribéh. Cim je ¢ mensi, tim je graf "uzsi a vyssi", ¢im je ¢ veétsi, tim je graf "SirSi a
niz§i". Tuto zavislost znazornuje nasledujici obrazek.

Hustota normélniho rozlozeni pravd&podobnosti pro riizné hodnoty parametru 6

Obr.c.7.8.

Distribu¢ni funkce F,,; normalniho rozd€leni pravdépodobnosti s parametry p a ¢ je definovana
vztahem:

Integral na pravé strané neumime vypocitat analyticky, distribu¢ni funkci F, ; nemizeme vyjadfit
pomoci vzorce, jak jsme ucinili naptiklad u exponencialniho rozdé€leni pravdépodobnosti. Jeji hodnoty jsou
proto pocitany numericky a jsou tabelované. Pro libovolné parametry p a o by bylo nutné sestavit velké
mnozstvi tabulek. Tento problém je feSen tak, Ze se za zaklad bere normalni rozdéleni pravdépodobnosti
s parametry u = 0 a o = 1 a tabeluje se jen jeho distribu¢ni funkce. Toto rozdéleni pravdépodobnosti se
nazyva normalni normované rozdéleni pravdépodobnosti a znaci se N(0,1). Hustota pravdépodobnosti ma
tvar:
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[
2

(P(X): m‘e

Distribu¢ni funkci normovaného rozdéleni pravdépodobnosti budeme znacit ®(x).

y @ (x)

0,5

Obr.¢.7.9. Distribu¢ni funkce N(0,1) rozlozeni pravdépodobnosti

Nyni ukaZzeme, ze hodnotu distribu¢ni funkce normalniho rozdéleni pravdépodobnosti s libovolnymi
parametry u a o mizeme vyjadfit pomoci distribu¢ni funkce normalniho normovaného rozdéleni
pravdépodobnosti na zaklad€ vztahu

(y-n)*

. X 1 - , . -
Diikaz: F,o(x)= | e 29 dy = [ zavedeme tzv. normovaci substituci z = YR ]

“o A2T -0 c

-e¢ % je hustota pravdépodobnosti normalniho normovaného rozdéleni pravdépodobnosti,

protoZze

1
V2n

1 )
e 29" dosadimep=0ac=1.
V27 o

Pozndmka: Normalni rozdéleni pravdépodobnosti s parametry p a ¢ budeme znacit symbolem N(u,o).

o ¢em se snadno presvéd¢ime, kdyz ve funkci f(x) =

Pfi sestavovani tabulek N(0,1) rozdéleni pravdépodobnosti se vyuzivd toho, Ze hustota
pravdépodobnosti je suda funkce, tedy ze plati p(x) = ¢(-x). Pro distribu¢ni funkci potom plati:

O(x) =1-D(x)

Duikaz: O(-x) = _j f(u)du = [ zavedeme substituciy =-u ]
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— [f(=y)dy = [f(y)dy = [f(y)dy - [f(x)dy = 1 - d(y)

V tabulkach N(0,1) rozd¢€leni pravdépodobnosti jsou tabelované hodnoty distribu¢ni funkce jen pro
nezaporny argument. Hodnoty distribu¢ni funkce pro zdporné argumenty najdeme v téchto tabulkdch na
zakladé vyse uvedeného vztahu.

Stanovme nyni pravdépodobnost, Ze nadhodnd veli¢ina X, majici rozdéleni N(u,5), nabyde hodnoty z
intervalu (a, b), a,beR. Plati:

ma<x<by-®(b_“j—®(a_“)

() (&)

Odtud pro specialni hodnoty a a b dostaneme:

P(u-o < X < p+o)=0,6827 (pravidlo jednoho o)
P(u-20 <X <put20)=0,9545 (pravidlo dvou o)
P(u-30 <X <p+30)=0,9973 (pravidlo tii o)

Jednotlivé pravdépodobnosti jsou znazornény na nasledujicim obrazku.

fx)

w36 p26 po [ wo w26 3o

Obr.¢.7.10. Pravdépodobnosti intervali pt ko, k=1, 2, 3

EX =p DX =¢’

Typické pouziti : Normalnim rozd€lenim pravdépodobnosti se v praxi fidi nahodné veliiny, které nabyvaji
své hodnoty v disledku souctu velkého mnozstvi nezavislych vlivi, z nichz zadny nema dominujici vyznam.
Pouziva se v technice, pfirodnich védach, ekonomii a zvlaste ve statistice.

7.2.4. 7" - rozdéleni pravdépodobnosti s n-stupni volnosti

Toto rozdéleni je charakterizovano jedinym parametrem n. Hodnota n je celé kladné cislo.
Hustota pravdépodobnosti ma tvar:

0 x<0

n-2 X
2

f(x)= ;-x e ? x>0

72 .r(nj
2

Parametr n nazyvame pocet stupiii volnosti. Toto rozdéleni pravdépodobnosti se nékdy téz nazyva
Pearsonovo rozd¢leni pravdépodobnosti s n stupni volnosti.

Priibéh hustoty pravdépodobnosti zavisi na parametru n. Hustota pravdépodobnosti % rozdéleni

28



7.NEKTERE DULEZITE TYPY ROZDELENI PRAVDEPODOBNOSTI

pravdépodobnosti nabyva maxima v bodé€ x =n - 2 pro n > 2.

Nisledujici dva obrazky ukazuji hustotu pravdépodobnosti %> rozdéleni. Na prvnim z obrazki je
mozno vidét, jak se méni prubeh funkce v zavislosti na poctu stupiii volnosti, jednotlivé kiivky odpovidaji
jednomu, dvéma a Sesti stupiitim volnosti.

1,4 1
1,2 T
1 1\
0,8 +
0,6
04 -+ \_ n=2
0,2 + n=6

0 | ‘ ‘ : ] |

n=1

Obr.¢.7.11. Hustota y” rozloZeni pravd&podobnosti pro 1, 2 a 6 stupiiii volnosti

Druhy obrazek ukazuje podrobnéji na pribéh hustoty pravdépodobnosti tohoto rozdéleni pravdépodobnosti s
osmi stupni volnosti.

0,15 +

0,1+

0,05 +

0 1 1 1 !
0 5 10 15 20

Obr.¢.7.12. Hustota ” rozloZeni pravdépodobnosti pro 8 stupiiti volnosti

Hodnoty distribu¢ni funkce jsou po¢itany numericky a jsou tabelované.
EX=n DX=2n
v* - rozd&lenim pravdépodobnosti se fidi soudet druhych mocnin nezavislych nahodnych veli¢in, majicich

N(0,1) rozdéleni pravdépodobnosti (tzn. Y = Xf + X% + X§+ ........ +X121 ). Pocet stupiiti volnosti znaci

pocet nezavislych ndhodnych veli¢in ve vyse uvedeném souctu. Tento soucet je zakladem odhadd rozptylu
zakladniho souboru. Proto ma toto rozde¢leni velky vyznam predev§im v matematické statistice.

7.2.5. Studentovo t-rozloZeni pravdépodobnosti

Je charakterizovano jedinym parametrem n, kde n je celé kladné cislo. Hustota pravdépodobnosti je
definovéna vztahem :
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(n+1j n+l

F 2 _x2 _T

fx)= ——~——-|1+— x €(-0,©),n e N
«/E-«/E-r(gj

Toto rozdeleni pravdépodobnosti ma podobné vlastnosti jako normalni rozdéleni pravdépodobnosti. Je
symetrické podle osy y.

f(x)

Obr.¢.7.13. Hustota pravdépodobnosti Studentova rozloZzeni pravdépodobnosti s tfemi stupni volnosti

Hustota pravdépodobnosti Studentova rozlozeni pravdépodobnosti je suda funkce a pro distribu¢ni funkci
plati vztah :

F(x) =1 - F(x).

Hodnoty distribu¢ni funkce jsou tabelované. Pro n —o  konverguje toto rozdéleni pravdépodobnosti
k rozdéleni N(0,1).

EX=0 kdyzn>0, DX= kdyzn>?2

n —

Se Studentovym rozdélenim pravdépodobnosti se setkdvame pfedevS§im v matematické statistice (pfi
testovani hypotéz, intervalovych odhadech apod.). Studentovym rozd€lenim pravdépodobnosti se fidi
X
JY

veli¢ina Y ma y” - rozdéleni pravdépodobnosti s n-stupni volnosti.

nahodna veli¢ina T= Jn , kde nahodna veli¢ina X ma N(0,1) rozdéleni pravdépodobnosti a nahodna

7.2.6. F- rozdéleni pravdépodobnosti (Fisher-Snedecorovo)

F- rozdéleni pravdépodobnosti charakterizuji dva parametry n; a n,, pfi¢emz n;, n, € N.

Hustota pravdépodobnosti ma tvar:

r n, + n,
2 mo np np—2 _nj+ngy

———— - n? ‘n? -x 2 -(n1x+n2) 2 xe(O,oo)
n n

r lj'r(zj
(2 2

Jeji graf pro n;= 8 a n, =4 je znazornény na obrazku:
30
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Obr.¢.7.14. Graf hustoty pravdépodobnosti F- rozd€leni pravdépodobnosti

Hodnoty distribu¢ni funkce jsou tabelované.

2 —
2 pokud n,>2  D(F)= 2n;(n, +1, ~2)

0= 2 n,(n, —2) - (n, — 4)

pokud n, >4

F- rozdéleni pravdépodobnosti ma vyznam pro matematickou statistiku. Ridi se jim podil dvou nahodnych

. o 2 2 ot y ;
veliCin, majicich x; ~ a x;, rozdéleni pravdépodobnosti.

7.2.7. Erlangovo rozdéleni pravdépodobnosti

Je charakterizovano dvéma parametry A a k, kde 0 <A <o ak je celé kladné ¢islo.

Hustota pravdépodobnosti je definovana vztahem:

0 x<0
f(x) = ax)<!
) A- _“-(X) x>0
(k-1)!
Distribu¢ni funkce ma tvar:
0 x<0
= k-1 J
= ]

I X

-2 -1 0 1 2 3 4 5 6

Obr.c¢.7.15. Hustota Erlangova rozdéleni pravdépodobnosti s parametry k=4 a i =2
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-2 -1

Obr.¢.7.16. Distribu¢ni funkce Erlangova rozdéleni pravdépodobnosti s parametry k=4 a A =2

EX:E; DX:L
A A2

Pro k = 1 ptechazi Erlangovo rozdé€leni pravdépodobnosti v exponencialni rozdéleni s parametrem A. Timto
rozdélenim pravdépodobnosti se fidi soucet k nezdvislych nahodnych veli¢in, majicich exponencialni

rozdé¢leni pravdépodobnosti se stejnym parametrem A.

Erlangovo rozd¢leni pravdépodobnosti se uplatiiuje hlavné v teorii hromadné obsluhy.

7.2.8. I-rozdéleni pravdépodobnosti

Je charakterizovano dvéma parametry a, b, kde 0 < a, b < oo . Jeho hustota pravdépodobnosti je dana
vztahem:

0 x<0
f(x) = b’ xAl e x>0
I'(a)
y
1,5 +
14 %)
0,5
‘ 1 ! ‘ X
-0,5 0 0,5 1 1,5

Obr.¢.7.17. Hustota I'- rozd€leni pravdépodobnosti s parametrya=4ab =8

a a
b b

Pro a=n/2 a b= 1/2 dostavame ¥’ rozd&leni pravdépodobnosti s n stupni volnosti.

EX =

Pro a = k (k je celé kladné cislo) dostavame z tohoto rozdéleni Erlangovo rozdéleni pravdépodobnosti
s parametry b a k.

Pro a =1 dostavame exponencidlni rozd€leni pravdépodobnosti s parametrem b.

I'- rozdéleni pravdépodobnosti pouzivame pii simulovani rozdéleni pravdépodobnosti jizdni doby
dopravniho prostiedku.
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7.2.9. Beta rozdéleni

Rozdéleni nahodné veli¢iny X s hustotou pravdépodobnosti

1 -1 -1
—x7  (1-x) 0<x<l, p>0, q>0
f(x)= 1 B(p,q) 4= Pen
0 jinak
se nazyva beta rozdéleni s parametry p,q.
() o
\
61 : \
] \
) r[8,5]
4+ . |
R4 [ N
2 + 4 \
Y] \
- AN
Py L4 I AS
0 0,5 1 X

Obr.¢.7.18. Hustota Beta rozdéleni pravdépodobnosti s parametry
p=2,q=4 (plna ¢ara) ap =8, q =5 (Carkovana ¢ara)

EX=—— ; DX-= Pd
pP+q (p+q)°(p+q+1)
Rozdélenim beta se fidi variacni rozpéti nezavislych velic¢in X; , i = 1,2, ... , n. Ma-li kazda z téchto veli¢in

rovnomemé rozdéleni pravdépodobnosti s parametry 0 a 1, pak jejich variacni rozpéti mé beta rozdéleni
s parametry n-1a?2.

Timto rozdélenim se také tidi mnoho ndhodnych veli¢in pouzivanych v ekonomii, jejichz hodnoty jsou
omezené shora i zdola a u nichz pfedpokladame existenci jediného modu, leziciho uvnitt intervalu moznych
hodnot.

Pro parametr q, blizici se nekone¢nu, prechazi beta rozd€leni v gama rozdéleni. Pro p = q = 1 dostavame
rovnomérné rozdéleni na intervalu (0,1).

7.2.10. Weibullovo rozdéleni

Weibullovo rozdéleni je dano hustotou
fix)=c-p-x"" e p=>0,c>0,x>0

Weibullovo rozdéleni je velmi dilezité v technickych aplikacich. Charakterizuje rozdéleni zivota
vyrobktl (napi. pneumatik), doby do poruchy, doby na opravu i doby prostoji, doby bezporuchovosti
a zivotnosti u mnoha neopravovanych vyrobkl, jako jsou valiva loziska, elektrické prvky a pfistroje,
mechanické dily, podléhajici tinavovému poskozeni a korozi. Za urcitych predpokladt 1ze timto rozdélenim
vyjadrtit rozdéleni extrémnich hodnot, mezi néz patii kritické arovné vlastnosti, jejichz prekro¢enim dochazi
k destrukeci (napt. u pevnosti vyrobku).

Pro p = 1 dostaneme exponencialni rozd¢leni.

1 2
Exzr[—p”j-c p DX = r(p”)—rz(p“j P
p p p
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f(x)

0,5 +

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 35 X

Obr.¢.7.19. Hustota Weibullova rozd€leni pravdépodobnosti s parametry p =2, ¢ =3

7.2.11. Rayleighovo rozdéleni

x2

2b2

Hustota Rayleighova rozdé€leni pravdépodobnosti je dana vztahem f(x) = biz e prob>0, x>0

0,1+ f(x)

0,05 +

| | | | | | | 5
T T T T T T T T T i —

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Obr.¢.7.20. Hustota Rayleighova rozdéleni pravdépodobnosti s parametrem b=5

Rayleighovo rozdéleni je specialnim piipadem Weibullova rozdéleni pravdépodobnosti pro p = 2 a
1

262

Ex=b\/E : DX=(2—£)-b2
2 2

S Rayleighovym rozdélenim pravdépodobnosti se setkdvame v radioloka¢nich aplikacich statistické
dynamiky a v statistické dynamice pruznych soustav.
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8. VICEROZMERNA NAHODNA VELICINA

V tadé praktickych piikladi se nemlizeme omezit jen na jednu ndhodnou veli¢inu, nebot’ n¢které
nahodné jevy je mozné popsat jedin€ pomoci dvou nebo vice ndhodnych velicin. Pak zkoumame cely systém
nahodnych veli¢in, neboli tzv. ndhodny vektor a jeho rozdéleni pravdépodobnosti.

Jako piiklad maze slouzit popis polohy castice, pohybujici se ndhodné v prostoru. K uplnému popisu
musime znat tfi soufadnice, tedy hodnoty tfi nahodnych veli¢in (hodnoty na osach x, y a z).

Podrobngji si povsimneme dvourozmérné nahodné veli¢iny (ndhodného vektoru) (X,Y), kdy k
popisu ndhodného jevu vysta¢ime se dvéma ndhodnymi veli¢inami.

8.1. Dvourozmérna nahodna veli¢ina a jeji distribuéni funkce

DEFINICE 8.1.1.: Necht’ X a Y jsou dvé nahodné veli¢iny. Pak dvojici (X,Y) nazyvame dvourozmérna
nahodna veli¢ina (nebo téz dvourozmérny nahodny vektor).

Poznamka 1. Podobnym zptisobem se definuje n-rozmérna nahodna velicina:
Necht X;,X5, ... X, je systém n nahodnych veli¢in. Pak n-tici (X;,X,, ..., X,) nazyvame n-rozmeérnou
nahodnou veli¢inou (nebo téZ n-rozmeérny nadhodny vektor).

DEFINICE 8.1.2.: Distribu¢ni funkci F dvourozmérné nahodné veli¢iny (X,Y) rozumime realnou funkci
dvou redlnych argumenti x, y, definovanou jako pravdépodobnost souc¢asné¢ho nastoupeni dvou ndhodnych
jevi: X<x aY<y.

F(x,y)=P(X<x,Y<y) kde xe(-0, ®)aye(-0, ©)

Poznamka 2. Distribu¢ni funkce je definovéana jako pravdépodobnost, Ze nahodna veli¢ina X nabude hodnoty
mensi nez x a nadhodna veli¢ina Y nabude hodnoty mensi nezZ y. Dvourozmérna distribu¢ni funkce vyjadiuje
pak pravdépodobnost, ze nahodna veli¢ina (X,Y) nabyde hodnoty, ktera lezi uvnitt ¢tvrtroviny s vrcholem v
bodé¢ (x,y). Situaci znazoriuje nasledujici obrazek.

« Y (x.y)
X<x NY<y
0 X
Obr.c. 8.1.

Poznamka 3. Distribu¢ni funkce n-rozmérné nahodné veliiny se definuje analogickym zptisobem.

Necht' (X,Xs, ... X, ) je n-rozmérna nahodna veli¢ina. Distribuéni funkci F této nahodné veli¢iny rozumime
realnou funkci F n realnych argumenti x;,x,, ... ,X,, definovanou vztahem

F(x1,%2, ... ,X5 ) = P ( X< X1, X5< Xy, ... ,Xu< Xy) kde x;e(-0,©),i=1,2,...,n

Distribuéni funkce dvourozmérné nahodné veli¢iny ma nékteré vyznac¢né vlastnosti, analogické

vlastnostem distribu¢ni funkce jednorozmérné nahodné veliciny. Tyto vlastnosti jsou shrnuty v nasledujici
véte, kterou uvadime bez dukazu.
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V¢éta 8.1.1.: Necht F je distribucni funkce dvourozmémé nahodné veli¢iny (X,Y). Pak plati:
a) F(x,y)>0 xe&(-00,0), ye(-00,0)
b) Je neklesajici pro kazdou proménnou.
F(x1,y) £F(xp,y) pro kazdé x;, X, : X; <X,
F(x,y1) £F(x,y,) prokazdéy,y,:yi<y,
¢) Je zleva spojita pro kazdou proménnou:
lim F(x,y) = F(x,,y) pro kazdé x(, x, y eR

X—>Xq

lim F(x,y) = F(x,y,) prokazdé x,y,y, €R
¥y=>Yo

d) lim F(x,y)= lim F(x,y) =0 pro xe(-0,0), ye(-0,0)
X—>—0 y—>—00

lim F(x,y) =1
X—>®0
y—>®

v

Véta 8.1.1.plati i opaénym smérem:

Véta 8.1.2.: Kazda dvourozmérna realna funkce, definovana na celé rovin€ x,y a spliujici vlastnosti a) az d)
predchazejici vety (8.1.1.) je distribucni funkci n¢jaké ndhodné veliciny.

Z téchto vét plyne, ze vlastnosti a) az d) jsou nutnou a postacujici podminkou k tomu, aby né&jaka
dvourozmérma funkce byla distribu¢ni funkci néjaké nahodné veliciny.

Dvourozmérna distribu¢ni funkce, resp. dvourozmérné rozde€leni pravdépodobnosti se ¢asto nazyva
spoleCna (sdruzena, simultanni) distribu¢ni funkce, resp. spole¢né (sdruzené, simultanni) rozdéleni
pravdépodobnosti.

Zakladni prostor je nyni reprezentovan celou rovinou, elementarni jevy jsou body této roviny a
nahodné jevy se zobrazi jako geometrické utvary v roving.

Pravdépodobnost, Ze ndhodna veli¢ina X nabude hodnoty z intervalu <a1,a2) a soucasné nahodna

veli¢ina Y nabude hodnoty z intervalu <b1,b2), coz muizeme geometricky interpretovat jako

pravdépodobnost padnuti nahodného bodu (X,Y) do obdélniku, vymezeného nerovnostmi
a, <X<a, ab, <Y <b,, stanovime nasledujicim zpiisobem:

b,

b,

Obr.c.8.2.

P(al <X< ar A bl <Y< b2 ) = F(az,bz) - F(az,bl) - F(al,bz) + F(al,bl)
Pravdépodobnost ¢asti roviny, vyzna¢ené tmavym stinovanim, se od¢itd dvakrat, proto ji nakonec musime
jednou pficist.
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Jak jiz bylo feceno, ndhodné jevy jsou nyni reprezentovany geometrickymi utvary v roving.
V ptipade€, ktery jsme fesili, byl ndhodny jev zobrazen jako obdélnik s vrcholy v bodech (a;,b), (ap,bi),
(a2,by), (a1,by). Je ale ziejmé, ze neni kazdy nahodny jev tvaru obdélniku, ale obecné to mize byt libovolny
rovinny utvar D, jako napt. ukazuje nasledujici obrazek.

Obr.c. 8.3.

Rovinny ttvar D nelze sestavit ze ¢tvrtrovin, jak tomu bylo v pfedchazejicim ptipadé u obdélniku.
To znamena, ze pravdépodobnost libovolného nahodného jevu nemlzeme vyjadfit pomoci distribucni
funkce. Je to mozné pouze v piipadé€, kdy mizeme nahodny jev rozlozit na konecny pocet dvourozmérnych
intervalul.

8.2. Nezavislost nahodnych veli¢in

K tomu, abychom mohli definovat v pravdépodobnosti dilezity pojem nezavislosti ndhodnych
veli¢in, musime nejprve vybudovat ptisluSny matematicky aparat a definovat n€které dalsi pojmy.
Uvazujeme-li pouze pravdépodobnost, Ze nahodna veli¢ina X nabude hodnoty mens$i nez x bez
jakékoliv podminky pro veli¢inu Y (€ili pro jakoukoliv hodnotu nahodné veli¢iny Y), dostavame:
P(X<x, Y<o0) = F(x, o) = Fx(x).
Podobné pravdépodobnost, Ze nahodna veli¢ina Y nabude hodnoty mensi nez y bez ohledu na veli¢inu X:
P(X<e0, Y<y) =F(, y) = Fy(y).

DEFINICE 8.2.1.: Necht (X,Y) je dvourozméma nahodna veli¢ina s distribu¢ni funkci F. Funkci
Fx=F(x, o), resp. Fy = F(o0, y), budeme nazyvat marginalni distribué¢ni funkci nahodné veli¢iny X, resp.
Y.

Z definice plyne, Zze marginalni distribucni funkce je pravdépodobnost souc¢asného nastoupeni dvou
jevl X<x a Y<oo. Jev Y< oo nastava vzdy, proto skute¢nost, ze souc¢asn¢ nastanou jevy X< x a Y< oo zavisi
jen na tom, zda nastane jev X<x. Proto miizeme psat: P(X<x, Y< ) =P(X <x).

Pravdépodobnost P(X < x) je ale distribu¢ni funkci ndhodné velic¢iny X. Timto jsme ukézali, Ze marginalni
distribu¢ni funkce Fx ndhodné veli¢iny X neni ni¢im jinym, nez distribu¢ni funkci ndhodné veli¢iny X.

Stejnym zpusobem se da ukazat, ze margindlni distribu¢ni funkce Fy nahodné veli¢iny Y je

distribu¢ni funkci ndhodné veliCiny Y.

Pozndmka 1. Pro n-rozmérnou ndhodnou veli¢inu (X;,X,, ... ,X,) se margindlni distribu¢ni funkce Fy
1
nahodné veli¢iny X; definuje nasledujicim vztahem:
FXi (X;) = F(ono, ... , 0, X;, o0, ... , )

DEFINICE 8.2.2.: Necht (X,Y) je dvourozméréa nahodna veli¢ina s distribuéni funkci F. Rikame, Ze
nahodné veli¢iny X a Y jsou nezavislé, kdyz plati:

F(x,y) = Fx (x) -Fy(y) pro x e(-00,0), y e (-0,0),
kde Fx (x) a Fy(y) jsou marginalni distribuc¢ni funkce ndhodnych veli¢in X a Y.

Pojem nezavislosti mtizeme rozsifit na libovolny pocet nahodnych velicin, coz vyjadiuje nasledujici definice.
DEFINICE 8.2.3.: Necht' (X1,Xy, ... ,X;) je n-rozmérna nahodna veli¢ina s distribu¢ni funkcei F. Rikame, Ze
nahodné veli¢iny X,Xo, ... ,X, jsou nezavislé, kdyz plati:

F(x1,X2, ... , Xp) =FX1 (x1)- FX2 (X9) " oo FXn (x,) proxeR,i=1,2,...,n
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8.3. Dvourozmérna nahodna veli¢ina diskrétniho typu

DEFINICE 8.3.1.: Rikame, Ze dvourozmérna nahodna veli¢ina (X,Y) je diskrétni, jsou-li obé nahodné
veli¢iny X a Y diskrétni.

Jestlize kazda z veli¢in mlze nabyt pouze spocetné mnoha hodnot (obé veli¢iny jsou nespojité),
vyjadiujeme jejich rozdé€leni také sdruzenou pravdépodobnostni funkci P, ktera dvojicim hodnot (x;y;)
ptifazuje odpovidajici pravdépodobnosti, tzn.

P(X=xi;, Y=yj) = p(x:.y})

Sdruzend pravdépodobnostni funkce spliluje kromé samoziejmého pozadavku nezapornosti nasledujici
vztahy:

Zzp(xi’yj) =1

Pro pravdépodobnost ndhodného jevu, reprezentovaného oblasti D, miizeme psat:
P((XaY) eD= Z p(xi5Yj)

(xi,yj)eD

Pro distribu¢ni funkci plati: Fxy)= 2 2 p(x;,y;)

Xi<XYj<Y

Marginalni pravdépodobnostni funkce (pravdépodobnostni funkce jedné veli¢iny bez ohledu na hodnotu
veli¢iny druhé€) jsou souctem sdruzenych pravdépodobnosti pies vSechny hodnoty druhé ndhodné veli¢iny,
tzn.

px(xi) = 2 p(x;,y;)
J
a podobné¢ pv(y) = ZP(Xi )Y5)

Pro marginalni distribu¢ni funkce Fx a Fy dostavame v piipad¢ diskrétnich nahodnych veli¢in vztahy:

Fx(x) =F(x, ) = 3 2.p(x;,y;)

Fy(y) =F(o,y) =2 2 p(x;,y;)

Xj ¥j<y

VETA 8.3.1.: Necht (X,Y) je dvourozmérna nahodna veli¢ina. Nahodné veli¢iny X a Y jsou nezavislé,
jestlize plati: p(x;, yj) = px(xi) -pv(y;) pro kazdou dvojici (X;, y;).

Diitkaz: Formou cvi¢eni si mize ¢tenaf provést dukaz sam.

8.4. Dvourozmérna nahodna veli¢ina spojitého typu

DEFINICE 8.4.1.: Rikame, e dvourozméma nahodna veli¢ina (X,Y) je spojita, jestlize existuje takova
nezéaporna funkce f, Ze pro libovolny ndhodny jev D plati:

P(X,Y) e D= ﬂ f(x,y)dxdy
D

Funkce f se nazyva hustota pravdépodobnosti nahodné veli¢iny (X,Y).

VETA 8.4.1.: Necht funkce f je hustotou pravdépodobnosti nahodné veli¢iny (X,Y). Pak plati :

a) f(x,y) >0
b) T Tf(x, y)dxdy =1
Dutikaz: a) V definici 8.4.1. pozadujeme, aby_otzl_rflice f byla nezaporna.
b) Z definice 8.4.1. plyne: Of Off(x, y)dxdy =P((X,Y) € (-0, ) x (-0, 00)) =

=P(ro<X<w;-0<Y <ow)=1
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VETA 8.4.2.: Kazd4 realna funkce f dvou realnych argumentti x, y, splijici vlastnosti a) a b) véty 8.4.1.,
je hustotou pravdépodobnosti néjaké nahodné veli¢iny (X,Y).

Na provedeni diikazu neni vybudovan dostatecny matematicky aparat.
Distribuc¢ni funkce dvourozmérné spojité nahodné veli¢iny se vypo¢ita nasledujicim zptisobem:

Xy
F(x,y) = .[ J'f(u,v)dudv
—00 —00
Jak ze sdruzené hustoty pravdépodobnosti vypocitame sdruzenou distribu¢ni funkci ukazuje
piedchozi vztah. Opacnym zptisobem lze stanovit ze znamé distribuéni funkce hustotu pravdépodobnosti
v bodech x,y, ve kterych existuje derivace:

O°F(x,y)
fixy)= 2%
OX0y
O0"F(Xq,X,...,X
Pozndmka 1. Pro n-rozmérny nahodny vektor plati: f(x;,xs, ... , X,) = (x1,%) n)
0X10X,...0X,,
Pro marginalni distribu¢ni funkce plati nasledujici vztahy:
X o
Fx(x) =F(x,0)= [ [f(u,v)dudv

o Yy
Fy(y)=F(o,y)= [ [f(u,v)dudv
—00 —00
Distribu¢ni funkci ndhodného vektoru jsou jednoznac¢né ur€eny distribuéni funkce jednotlivych
slozek (tj. marginalni distribuc¢ni funkce). Obracené tvrzeni obecné neplati, marginalnimi distribu¢nimi
funkcemi neni jednoznacné urcena distribu¢ni funkce nahodného vektoru.

Marginalni hustoty pravdépodobnosti :

f) = [f(x,y)dy fy)= [f(x,y)dx

—00 00

Tyto vztahy dokaZeme odvodit ze vztahu pro margindlni distribu¢ni funkci nasledujicim zptisobem:

dix() _d 7 _©d =
dx  dx J Jf(u,v)dudv= | q [ £(u,v)dudv= [ f(x,v)dv

—00 —00 —00 —00 —00
Stejnym zptsobem se odvodi vztah pro marginalni hustotu pravdépodobnosti nahodné veli¢iny Y.

fx(x) =

VETA 8.4.3.: Necht (X,Y) je dvourozmérny nahodny vektor s hustotou pravdépodobnosti f. Nahodné
veli¢iny X a Y jsou nezavislé, prave kdyz plati:
f(x,y) = fx(x) - fx(y)

Diitkaz: Nahodné veli¢iny jsou nezavislé podle definice pravé tehdy, kdyz plati:

F(x,y) = Fx (x) -Fx(y) pro x €(-00,00), y €(-00,00).
Vyjadienim distribu¢nich funkci pomoci hustot pravdépodobnosti dostavame nasledujici vztah:

T }f(u,v)dudv = fo(u)du- },fY(V)dV= T }fx(u)'fY(V) dudv

—00 —00 —00 —00

Tato rovnost plati pouze v ptipad¢, ze f(u,v) = 5 (u) - £, (v) 0

Veétu 8.4.3. miizeme rozsifit na libovolny pocet nahodnych velicin.
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VETA 8.4.4.: Necht' (X,Xs, ....X,) je n-rozmérny ndhodny vektor se sdruzenou hustotou pravdépodobnosti
f. Nahodné veli¢iny X;,X,, ...,X, jsou nezavisl¢ prave tehdy, kdyz pro kazdou n-tici xi, X,, ..., X, plati:

f(X1,X2, «.0Xn ) = fx1 (x))- fx2 (x, )‘---'fxn (x,)

8.5. Podminéné rozdéleni pravdépodobnosti

U vicerozmérnych ndhodnych veli¢in nas vedle sdruzeného a marginalnich rozdéleni
pravdépodobnosti Casto zajimaji jes$té rozdeleni podminéna. Podminénym rozdélenim pravdépodobnosti
nahodné veli¢iny X vzhledem k y se rozumi rozdéleni nahodné veli¢iny X za podminky, Ze ndhodna veli¢ina
Y nabyla hodnoty y a podobné podminénym rozdélenim pravdépodobnosti nahodné veli¢iny Y vzhledem k x
se rozumi rozdéleni této veli¢iny za podminky, Ze nahodna veli¢ina X nabyla hodnoty x. Podminéné
rozdéleni pravdépodobnosti vychazi z definice podminéné pravdépodobnosti a je definovano jako podil
sdruzeného a marginalniho rozdéleni pravdépodobnosti.

Charakterizujeme-li rozdéleni distribuéni funkci, potom podminénd distribu¢ni funkce, kterou
budeme znacit F(x | y), udava pravdépodobnost, Ze nahodna veli¢ina X nabude hodnoty mensi neZ x pfi dané
hodnoté Y=1y.

a) Predpokladejme, ze ndhodnd veli¢ina (X.Y) je diskrétni.
P(Y =Y; NX= xi) p(xi,yj)

p(Yj|Xi):P(Y=yj|X:Xi): P(X=x,) B pPx(X;)

p(Xi Y j)
py(y j)
Upravou téchto vztaht 1ze vyjadiit spoleénou pravdépodobnost hodnot (x;, i)
p(Xi, ¥i) = Px(xi) - P(y;| %)
(i, ¥) = pv(¥) - POl )

a podobné p(xi‘yj) = kde px(xi) # 0 resp. py(y;) # 0

VETA 8.5.1.: Necht X, Y jsou nezavislé diskrétni ndhodné veli¢iny. Pak plati:
p(Xi | ¥i) = px(xi)
P | %) = py(y)
Diikaz: Jsou-li ndhodné veli¢iny X, Y nezavislé, pak podle véty 8.3.1.plati: p(x;, yj) = px(xi) pv(¥j)-
_ P(Xia}’j) _ px(xi)'pY(Yj) —p (X)
py(¥;) py(y;) A
Podobnym zptsobem lze dokéazat i druhou rovnost.

0

Potom: p(xi ‘yj)

VETA 8.5.2.: Necht’ (X,Y) je diskrétni nahodny vektor. Pak plati:

sz(xi‘yj) =1
>p(yifx ) =1
v
Diitkaz: Pouzitim vySe uvedenych vztahti dostaneme:
Z p(xiayj) p (
X _Py i) _
)= e

Podobné¢ se da dokazat i druhy vztah.

Podminéna distribu¢ni funkce diskrétnich nahodnych veli¢in X a Y ma tvar:
z p(xi’yj)

F(X‘y )=X’<;YTJ) kde py(y)#0
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Z p(XiayJ')
Fly|x =32 Kkde pPx(x,) =0
v Px (X)) *
b) Predpokladejme, Ze nahodné veli¢ina (X.Y) je spojita.
f(x,y) f(x,y)
Pak f(y|x)=——= apodobné¢ f(x|y|=—""= kde fx(x) # 0 resp. fy(y)#0
( | ) fx(x) ( | ) fy (y)

Upravou téchto vztahi 1ze vyjadiit spole¢nou hustotu pravdépodobnosti
fx, y) = fx(x) - f(y | x)
fx, y) = fy(y) - fix| )

VETA 8.5.3.: Necht' X, Y jsou nezavislé spojité nadhodné veli¢iny. Pak plati:
(x| y) = fx(x)
iy [ %) = fu(y)

Diitkaz: Jsou-li ndhodné veli¢iny X, Y nezavislé, pak podle véty 8.4.3. plati:
f(x,y) = fx(x) - fy(y)

f(x.y) _ fx(x) - fy(y) = £y ()

() KO) T

Podobnym zptisobem lze dokazat i druhou rovnost.

Potom: f(x| y) =

VETA 8.5.4.: Necht’ (X,Y) je dvourozmérna spojita ndhodna veli¢ina. Pak plati:
| f(x| y)dx =1
J f(ylxpy =1

Diitkaz: Pouzitim vySe uvedenych vztahti dostaneme:

T f(x| y)dx = O_|E> fxy) dx = ! Tf(x,y)dx =

- fy(y) =1
LR ) Loy YV .

Podobné se da dokéazat i druhy vztah.

Podminéna distribuéni funkce spojitych nahodnych veli¢in X a Y ma tvar:

Tf(u,y)du

F(x‘y )= _wa kde f,(y)=0
jy‘f(x,v)dv

F(x‘y ) = mf‘dee fx(x)=0
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9. FUNKCE NAHODNYCH VELICIN

9.1. Funkce jednorozmérné nahodné veli¢iny

Neékdy se pii feSeni Gloh v teorii pravdépodobnosti setkavame s problémem, Ze zndme rozdéleni
pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X a hledame, jaké je rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny Y,
kterd je funkci veli¢iny X, tzn. ze Y = g(X).

Zavedeme oznaeni: g,(A) = {x, g(x)eA}
Potom mizeme psat: Fy(y) =Px(Xe g(-,y)) (9.1.1)

O funkci g prfedpokladame, ze pro kazdy nahodny jev A z pole ndhodnych jevli nahodné veli¢iny Y
patii jev g.1(A) do pole ndhodnych jevii ndhodné veli¢iny X.

a) Predpokladejme, ze nahodna veli¢ina X je diskrétni. Na zakladé vztahu 9.1.1. a véty 3.2.7. plati:

Fvy)= 2ZPx(X=x)
g(x;)<y

b) Predpokladejme, ze nahodna veli¢ina X je spojita s hustotou pravdépodobnosti fx.

Budeme dale rozliSovat dva piipady:

1. Funkce g je v intervalu moznych hodnot ndhodné veli¢iny X ryze monotoénni a pro kazdé x existuje
nenulova derivace (g’ (x)= 0).

2. Funkce g neni v intervalu moznych hodnot nahodné veli¢iny X ryze monotdénni (nema jedinou inverzni
funkci).

ad 1) Je-li funkce g rostouci, to znamend, Ze pro vSechny mozné hodnoty nahodné veli¢iny X plati:
X< X, = y1 < ¥,, pak mizeme psat:
Fy(y) = Py(Y <y) = Px(X < g'(y)) = Fx(g"(¥))

y = g(x)
) /
vl 2
0 X1 X2

Obr.c. 9.1.

potom hustota pravdépodobnosti fy ndhodné veli¢iny Y se vypocita nasledujicim zptisobem:

B~ LR O)= SR 0= ) [ 0)

Je-1i funkce g klesajici, tzn., Ze pro vSechny mozné hodnoty ndhodné veli¢iny X plati:
X< Xp = Y| > ¥y, milZeme psat:

-1 -1
Fy(y) =Py(Y <y) =Px(X> g (y)) = 1 - Fx(g (¥))
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Y2
y=g(x)

Y1

0 X1 Xs

Obr.¢. 9.2.

potom hustota pravdépodobnosti fy nahodné veli¢iny Y se vypocita nasledujicim zptisobem:

B~ L RO)= 1R @)=l ) [0

Protoze derivace [g’l(y)] rostouci funkce g je kladna a derivace klesajici funkce g zaporna, mizeme oba

vysledky spojit v jeden a psat:

fy(y) = fx (g™ (y))-

¢ )] ‘
Na zaklad¢ uvedenych poznatkli mizeme vyslovit nasledujici vétu:

VETA 9.1.1.: Necht X je spojita nahodna veli¢ina s hustotou pravdépodobnosti fx a necht’ g je n&jaka ryze
monoténni funkce proménné x, majici v kazdém bod¢ x, nenulovou derivaci. Potom hustotu
pravdépodobnosti fy nahodné veli¢iny Y vypocitame podle vztahu:

fv(y) = fx(e (v)- ‘ ¢ )] ‘

ad 2) Nyni se budeme zabyvat situaci, kdy funkce g neni v oboru moznych hodnot ndhodné veli¢iny X ryze
monotoénni. Mezi nadhodnymi veli¢inami X a Y pak neexistuje vzajemné jednozna¢ny vztah a tedy ani
inverzni funkce g'. Distribuéni funkce Fy (y) = P(Y < y) pak vyjadfuje pravdépodobnost, 7¢ nahodna
veli¢ina X nabude hodnoty z kteréhokoliv intervalu, pro ktery je splnéna podminka Y <y. Ozna¢ime-li tyto
intervaly A;, kdei=1, 2, ..., n, potom

Fy (y)= P{(X €A )U(X €A, )u.| = TP(X €)= ¥ [f(x)dx

\ y=g()
y
<+ > na <+ > <
0 A Ay A; Ay
Obr.c. 9.3.
Hustotu pravdépodobnosti fy ndhodné veliiny Y ziskame derivaci distribu¢ni funkce
dF,
fy(y) = ——== )

dy
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9.2. Funkce dvourozmérnvch nahodnych veli¢in

Predpokladejme, ze (X,Y) je dvourozmérny nahodny vektor s distribucni funkci F. Hledame
rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny Z = h(X,Y), ktera je funkci obou ndhodnych veli¢in X a Y.
Pro distribu¢ni funkci ndhodné veli¢iny Z plati: Fxz)=P(Z <z)=Ph(X,Y)<z]

a) Pfedpokladejme, Ze nahodna veli¢ina (X,Y) je diskrétni. Na zaklad¢ vety 3.2.7. vypocitame distribu¢ni
funkci F7 ndhodné veliCiny Z:
Fxz)= X p(x.y;)
h(xj,yj)<z
b) Predpokladejme, ze ndhodna veli¢ina (X,Y) je spojitd s hustotou pravdépodobnosti f. Pro distribu¢ni
funkei pak plati vztah:
Fz)= [[f(x,y)dxdy (9.1.1.)

h(x,y)<z
Hustotu pravdépodobnosti dostaneme derivaci distribu¢ni funkce Fy.

f2(z) = diFZ (2)

z

Obdobného postupu bychom pouzili pfi hledani rozdéleni pravdépodobnosti funkce Y=h(X;, X,,...,X,)
n-rozmérného nahodného vektoru X= (X;, X,, ... , X,,). Distribu¢ni funkci Fy bychom ale ziskali integraci
sdruzené hustoty f(x;,Xs, ... , X,) pies n-rozmérnou oblast, ve které h(x;,x,, ... , X,) <y.

PRIKLAD 9.2.1.: Dvourozmérna nahodna veli¢ina (X,Y) ma sdruZenou hustotu pravdépodobnosti f,
pfiemz -0 < x < o0, -0 < y < co. Najdéte hustotu pravdépodobnosti f; ndhodné veli¢iny Z, kterd je s
nahodnou veli¢inou (X,Y) vazana funkénim vztahem Z=h(X,Y) =X+ Y.
Resent: Ze vztahu 9.2.1. plyne: Fx(z) =  [[f(x,y)dxdy

x+y<z
V nésledujici fazi vypoctu musime pfevést dvojny integral na dvojnasobny. Integracni oblast dvojného
integralu je vymezena nerovnosti X + y < z, coz znamena, ze bud’
-0<x<ow a -0<y<z-xX nebo -0<x<z-y a-0o<y<omo,

\y

z

y=z-x
0 z X
Obr.¢. 9.4.
Uvedeny dvojny integral miizeme nyni pievést na dvojnasobny a vypocitat distribucni funkci Fy
nahodné veli¢iny Z: Fxz)= [[f(x,y)dxdy= | If (x,y) dxdy
X+y<z —00 —00
Hustotu pravdépodobnosti f; dostaneme derivaci distribucni funkce:
d d 0 Z—X o
f,(z) = d—FZ(Z) 5 [ [f(x,y) dxdy = [f(x,z—x)dx
V4 —0 —o0 -0

Ukazali jsme, Ze plati: f(z) = [f(x,z—x)dx

—00

Jsou-li ndhodné veli¢iny X a Y nezavislé, pak podle véty 8.4.3. plati vztah
o0
f(z) = Ifx (x)- fy (z—x)dx , ktery symbolicky zapisujeme f; = fx - fy.

—o0

Tento vztah se Casto nazyva kenvoluce rozdéleni pravdépodobnosti nahodnych veli¢in X a Y.
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10. CHARAKTERISTIKY NAHODNYCH VELICIN

Znalost rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veli€iny, to znamena znalost pravdépodobnosti, s nimiz
nahodna veli¢ina nabude jednotlivych hodnot nebo hodnot z jednotlivych intervali a stejné tak vymezeni
hodnot, jichZ mize nadhodna veli¢ina nabyvat, nam poskytuje uplny obraz o nahodné veli¢iné.

V pfipadé, ze ndhodna veli¢ina nabyva pfiliS mnoha hodnot nebo ma slozitou funkci rozdéleni
pravdépodobnosti, ztrdcime ptehled o jejich jednotlivych vlastnostech. Proto je casto ucelné shrnout
informaci o nahodné veli¢iné¢ do jednoho nebo nékolika Cisel, ktera veli¢inu dobfe charakterizuji a jejichz
zpusob vypoctu je presne definovan.

Takova cisla, ktera vyjadiuji ur¢ité vlastnosti nahodné veli¢iny, nazyvame charakteristiky dané
nahodné veliCiny.
Mezi nejpouzivanéjsi charakteristiky nahodnych veli¢in patii jejich momenty.
Rozezndvame momenty - vSeobecné
- pocatecni (kolem pocatku)
- centralni (kolem stfedni hodnoty)

Poznamka: Ve vSech definicich a vétach, které jsou uvedeny v této kapitole, pfedpokladame existenci soucti
nebo integrall, které se v nich vyskytuji, tzn. absolutni konvergenci uvedenych fad resp. integrald.

10.1. VSeobecné momenty

DEFINICE 10.1.1.: Necht' X je libovolna nahodna veliCina, b je libovolné realné cislo a k pfirozené cislo.
Pak v§eobecnym momentem k-tého fadu nahodné veli¢iny X v bodé b rozumime ¢islo my (b), definované
vztahem:

m, (b) = ¥(x; - b)k p(x,) kdyZ je nahodna veli¢ina X diskrétni
m, (b) = f (x — b)*f(x)dx kdyz je nahodna veli¢ina X spojita

Mezi momenty nahodné veli¢iny X v bod€ b a v bod¢ ¢ plati vztah, ktery je vyjadfen nasledujici vétou:

VETA 10.1.1.: Necht’ X je libovolna nahodna veli¢ina a necht b a ¢ jsou libovolna dvé realna &isla. Pak
plati:
L k-i
m(6) = 3(4) m(@)-(c -
Diikaz:
a) Predpokladejme, Ze ndhodna velicina X je diskrétni.

m, (b) = ¥(x; - b) p(x)) = £(x;~c+c~b) p(x)) = zi()@(xj ~0)' (c~b) p(x)) =

J

=3 n) 2, n = 2l 5 mo

j i=0

b) Predpokladejme, Ze nahodna velic¢ina X je spojita.

T i(lf) (x—¢)' - (c—b)*f(x)dx =

—o0i=0

m, (b) = T(x— b)*f(x)dx = T(x— c+c—b)*f(x)dx =

= 5t oo o= (1) -0 myco
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Zname-li momenty ndhodné veli¢iny v bodé ¢, miizeme pomoci nich vyjadfit momenty v jiném bodée
b. Podminkou je ale znalost vSech momentt v bod¢ ¢ od nultého az po fad momentu, ktery chceme v bod¢ b
vyjadrit pravé pomoci momentt v bodé c.

VETA 10.1.2.: Necht' X je libovolna nahodna veli¢ina. Pak vzdy plati: mo(b)=1,b e R.
Diikaz: a) Necht’ X je diskrétni ndhodna veli¢ina. Pak m,(b) = Z(xi - b)op(xi) =y p(x;) =1

b) Je-li X spojita ndhodna veli¢ina, potom  my(b) = [(x—b)’f(x)dx = [(f(x)dx =1 0
Nejvyznamnéjsi postaveni mezi momenty zaujimaji tzv. poc¢ateéni a centralni momenty.

10.2. Poéate¢ni momenty

DEFINICE 10.2.1.: Po¢ate¢nim momentem k-tého fadu nadhodné veli¢iny X rozumime jeji  vSeobecny
moment k-tého fadu v bod¢ b = 0. Po¢ate¢ni momenty ozna¢ime symbolem v,.

Z definice vyplyva:
vy = inkp(xi) kdyz je nahodna veli¢ina X diskrétni
vy = jxkf (x)dx kdyZ je nahodna veli¢ina X spojita

Nejvyznamnéjsi z pocateCnich momentil je prvni pocatecni moment, ktery se nazyva stifedni
hodnota nahodné veli¢iny X a znaci se EX. Podrobngji se stfedni hodnotou budeme zabyvat v dalsi
kapitole.

PRIKLAD 10.2.1.: Na zakladé definice vypo¢itejte stfedni hodnotu nahodné veliginy X, kterd méa normélni
rozlozeni pravdépodobnosti N(u, ).

Reseni:
Hustota pravdépodobnosti této nahodné veli¢iny X je definovana vztahem:

_ew?
2-62

1

PR

Stfedni hodnota spojité nahodné veli¢iny se na zakladé definice prvniho po¢ateéniho momentu pocita podle

f(x) = ‘e x €(-00; o0)

vztahu: EX = [x-f(x)dx .

Potom:
(x u)
< 1 o X—U 1
EX= [ x- -e P dx = zavedeme substituci y = , dy=—dx
o A2m-o c c
2 2 2

1 -
= [ (yo+n)- ezd G- e 2dy+ . e 2dy=
Iy M \/2— y= Iy e y,L“JE y
2
Yy
—GJ_fyezdy+uJ_je 2dy=0+pu-1=p

Ukazali jsme, Ze parametr u normalniho rozlozeni pravdépodobnosti je jeho stifedni hodnotou.
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10.3. Centralni momenty

DEFINICE 10.3.1.: Centralnim momentem k-tého fadu nahodné veli¢iny X rozumime jeji ~ vSeobecny
moment k-t€ho fadu v bodé b = EX. Centralni momenty oznac¢ime symbolem L .

Z definice plyne:
b = 2(x — EX) px;) kdy? je ndhodna veligina X diskrétni
B = J(x- EX)*f(x)dx kdyZ je nahodna veli¢ina X spojita

Nejvyznamnéjsi z centralnich momentd je centralni moment druhého fadu p,, ktery se nazyva
disperze (rozptyl) ndhodné veli¢iny X a znaci se DX.
Od disperze je odvozena dalsi charakteristika, ktera se nazyva smérodatna odchylka nahodné veli¢iny X a
znaci se o. Je definovana jako druh4d odmocnina z disperze:

o =+vDX

VETA 10.3.1.: Necht X je libovolna nahodna veli¢ina. Pak plati: p, = 0
Diitkaz: a) Necht’ X je diskrétni ndhodna veli¢ina. Pak

w =2 (x —EX)-p(x;) =X xp(x;) - LEX-p(x;) =EX - EXY p(x;) = EX-EX = 0
b) Je-li X spojita ndhodna veli¢ina potom

j(x EX) f(x)dx—fxf(x)dx—jEX f(x)dx=EX — EXff(x)dx EX-EX=0

—00

PRIKLAD 10.3.1.: Na zakladé definice vypo¢itejte disperzi ndhodné veli¢iny X, ktera ma normalni rozlozeni
pravdépodobnosti N(u, o).
Reseni:

Hustota pravdépodobnosti této ndhodné veli€iny s normalnim rozloZzenim pravdépodobnosti je definovana

(x-)?
2~02

1

V2o

Disperze spojité nahodné veliiny se vypo¢ita jako druhy centralni moment:

vztahem: f{(x)= -e

DX = T(x - EX)? - f(x)dx .

Pak pro ndhodnou veli¢inu X s normalnim rozloZenim pravdépodobnosti pak plati:

(x u)

< 1 — X—u 1
DX= [ (x—p)*- e 297 dx = zavedeme substituci y= —— , dy= —dx
_j V21 o o o
0 2 1 _ﬁ y2
= G) - e 2dy= zavedeme substituci z=— , dz=yd
jw (yo) oo y 5 y dy

© 1 26 (3) 26° 1_(1 o’
=2 (22 6% — . %dz=2-6>- 22 e “dz = r[—):—-—r —j =—-\/;=c52
{ N \/_J “Jr 2 Jx 2

Poznamka: Funkce T je definovéna vztahem I'(p) = [x""'-e™*dx pro p>0.
0

Pti vypoctu jsme vyuzivali vlastnosti funkce I':  I'(p+1) =pIl'(p) ; F(%j =Jn

Zjistili jsme, Ze parametr 6 normalniho rozloZeni pravdépodobnosti je sou¢asné smérodatnou odchylkou.
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10.4. Momenty dvourozmérné nahodné veli¢iny

DEFINICE 10.4.1.: Necht’ (X,Y) je dvourozmérna nahodna veli¢ina, necht’ b, ¢ jsou libovolna realna cisla a
k, r libovolna pfirozena cisla. Pod v§eobecnym momentem k+r-t¢ho fadu v bodech b a ¢ budeme rozumét
¢islo my (b,c), definované vztahem

my(b,c)= > > (xi - b)k(yj - c)rp(xi,yj) , kdyz je nahodna veli¢ina (X,Y) diskrétni,
i
my,(b,c)= [ [(x— b)*(y —¢)" f(x,y)dxdy, kdyzZ je nahodna veli¢ina (X,Y) spojita.

Pro b =c = 0 dostaneme pocatecni moment k+r-tého fadu. Znac¢ime ho symbolem vy .

Vie = 20 xiky jrp(xi,y Do kdyz je nahodna veli¢ina (X,Y) diskrétni,
i
vie = | [x*y'f(x,y)dxdy , kdyZ je ndhodna veli¢ina (X,Y) spojita

Prob=EX a c=EY dostaneme centralni moment k+r-t¢ho fadu. Znacime ho symbolem . .
Plati vztahy:

W= 2.0, (Xi - EX)k(y i EY)rp(Xi,y i) kdyZ je ndhodna velicina (X,Y) diskrétni,
i
i = | [(x=EX)"(y-EY) f(x,y)dxdy, kdyZ je ndhodna veli¢ina (X,Y) spojita.

Z momentl dvourozmérné nahodné veliCiny se nejcastéji pouziva a za nejdilezitéjsi je povazovan
druhy smiSeny centralni moment p;;. Tento moment se nazyva kovariance a oznacuje se symbolem
cov(X,Y). Kovarianci vypocitime podle vztahu:

cov(X,Y)= ¥ ¥ (x; —EX)- (yj - EY) ‘p(x;,y;),  kdyZzje ndhodné veli¢ina (X,Y) diskrétni,
i

cov(X,Y)= [ [(x—EX)-(y—-EY)-f(x,y)dxdy, kdyz je ndhodna veli¢ina (X,Y) spojita.

—00 —00

Podrobnéji se budeme zabyvat kovarianci v kapitole 10.11.

10.5. Charakteristiky polohy

Charakteristiky polohy jsou ¢isla, ktera poskytuji informaci o tom, kde jsou na ¢iselné ose rozlozené
hodnoty ndhodné veliiny, pficemz jsou v Uvahu brany jejich pravdépodobnosti. Mezi nejbéznéjsi a
nejcastéji pouzivané charakteristiky polohy patfi:

a) Stiedni hodnota EX nahodné veli¢iny X. Podrobnéji se Ctenar seznami s touto charakteristikou
v kapitole 10.9.
b) Modus [i nahodné veli¢iny X je takova hodnota této nahodné veliiny, kterda ma nejvetsi

pravdépodobnost (kdyZ je ndhodna veli¢ina X diskrétni), nebo hodnota, v niz hustota pravdépodobnosti
nabyva maxima (kdyz je nahodna veli¢ina X spojita).

Neéktera rozdéleni pravdépodobnosti nemusi mit modus. Jedna se o takova rozdé€leni
pravdépodobnosti, kdy krajni hodnoty maji nejveétsi pravdépodobnosti nebo nejveétsi hustotu
pravdépodobnosti. Takova rozdéleni nazyvame antimodalni rozdéleni pravdépodobnosti. (Obr. 10.1.,10. 2.)

Na druhé stran¢ existuji rozd€leni pravdépodobnosti, ktera maji vice nez jeden modus. Takova
rozdéleni nazyvame vicemodalni rozdéleni pravdépodobnosti.(Obr.10.3.)
¢) Median [ nahodné veli¢iny X je takova hodnota ndhodné veli¢iny, pro kterou plati :

F(p)=05

Median d€li obor hodnot ndhodné veliCiny na dvé stejné pravdépodobné ¢asti. Pro diskrétni
nahodnou veli¢inu nemusi medidn vzdy existovat. V porovnani se stfedni hodnotou byva vsak vypocet
medianu jednodussi a je pfirozenéji interpretovatelny, u extrémné asymetrickych rozdéleni 1épe vystihuje
stfed rozd¢leni, nezli ho vystihuje stfedni hodnota.
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p(xs) °
o) p(x))
p(X4) - o
o ()t |
p(x3) 1 °
X1 Xé 0 X3 X4 X5
Obr. 10.1. Obr. 10.2.
1)
f(x)
0 X4 X5 X3
Obr.10.3.

10.6. Charakteristiky variability
Charakteristiky variability podavaji informaci, jak jsou hodnoty nahodné veliiny rozptylené na

vvvvvv

veli¢iny okolo jeji stfedni hodnoty. Jsou to predevsim:
a) Disperze DX nahodné veli¢iny X a s ni souvisejici smérodatna odchylka.

b) Stfedni absolutni odchylka MX nahodné veli¢iny X je Cislo, definované vztahem:
MX = Z|xi - EX| p(x;) pro diskrétni ndhodnou veli¢inu

MX = | |x - EX| f(x)dx pro spojitou ndhodnou veli¢inu

¢) Kvartilova odchylka KX nahodné veli¢iny X je ¢islo, definované vztahem:
KX'= (X075 - X025) 0,5 ;
kde pojem kvartilu je definovan v kapitole 10.7.

d) Variacni koeficient VX je relativni mirou variability nahodnych veli¢in s nenulovou stiedni hodnotou. Je
definovan vztahem:
VK= >
EX
Varia¢ni koeficient je bezrozmérna charakteristika a pouziva se pro porovnani variability nahodnych veli¢in,
lisicich se jednotkou méteni.
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10.7. Kvantil
Kvantily si miizeme pfedstavit jako body, které rozdéluji prostor hodnot ndhodné veli¢iny v urc¢itém
pravdépodobnostnim poméru.

DEFINICE 10.7.1.: Necht' F je distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny X. Necht a = sup{x: F(x) = 0} a
podobné b = inf{x: F(x) = 1}. Necht’ F(x) je v intervalu (a, b) rostouci a a je libovolné ¢islo z intervalu (0,1).
Potom ¢islo X, , dané rovnici F( X, ) = o, budeme nazyvat o kvantilem ndhodné velic¢iny X.

1 F(x

a] % X

a Xa Xo,5 b

Obr.10.4. Kvantily ndhodné veli¢iny X

Stanovené podminky mohou byt pfesné splnény jen u spojité nahodné veliCiny. Proto se kvantily
pouzivaji Castéji pro spojité ndhodné veli¢iny. Kvantily jsou povazovany za dulezity prostfedek popisu
celé¢ho rozdé€leni a jejich znalost umoziuje konstruovat intervaly, do nichz hodnota nahodné veli¢iny padne s
pifedem zvolenou pravdépodobnosti. Vybrané kvantily nékterych dulezitych rozdéleni pravdépodobnosti
byvaji tabelovany.

Volba kvantild zavisi na tom, jak podrobné informace o rozdéleni pravdépodobnosti jsou
pozadovany. Hrubsi ¢lenéni poskytuji kvantily X5 , X050 » Xo.75 » Nazyvané kvartily, které rozdéluji prostor
hodnot nahodné veli¢iny na ¢tyfi stejné pravdépodobné Casti. Tyto kvartily nesou specifické nazvy, a to:

Xo25 - dolni kvartil, x¢7s - horni kvartil , Xgso - median.

Podrobnéjsi informace o rozdéleni poskytuji decily Xo10 , X020 » --- » X090 , Vymezujici 10 Casti se
stejnou pravdépodobnosti a percentily Xoo1 , X002 , .. » Xogoo , vymezujici 100 casti se stejnou
pravdépodobnosti.

10.8. Charakteristiky Sikmosti a §picatosti (normované momenty)

Pro porovnani pritbéhu sledovaného rozdéleni pravdépodobnosti s priitbéhem normalniho rozdéleni
pravdépodobnosti N(0,1) jsou pouzivany koeficient asymetrie a koeficient excesu.

a) Koeficient asymetrie (Sikmosti) Sy se n¢kdy nazyva mira Sikmosti. Je definovan jako podil tietiho
centralniho momentu a téeti mocniny smérodatné odchylky:

_ M3
g =23
K i

Koeficient asymetrie udava miru bo¢ného odchyleni sledovaného rozdeleni pravdépodobnosti od
N(0,1) rozde€leni pravdépodobnosti. Pro normalni rozdéleni pravdépodobnosti se stfedni hodnotou v bodé 0 a
pro kazdé jiné rozdéleni pravdépodobnosti, symetrické podle osy y, je tento koeficient roven 0.

Koeficient asymetrie nabyva kladnych hodnot, kdyz strméji stoupd hustota pravdépodobnosti v levé
¢asti grafu a pozvolna klesa v pravé casti grafu (Obr.10.5.). Divodem je, Ze vazeny soucet tietich mocnin
velkych kladnych odchylek hodnot nahodné veliC¢iny od jeji stfedni hodnoty je vétsi nez soucet tietich
mocnin zapornych odchylek, proto tfeti centralni moment bude kladny a pak nabyva kladné hodnoty i
koeficient asymetrie.
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f(x) f(x)

Obr.10.5. Obr.10.6.

V opacném pripade€, kdy pozvolna stoupa hustota pravdépodobnosti v levé ¢asti grafu a strmé klesa v pravé
casti grafu, je vazeny soucet tretich mocnin zapornych odchylek hodnot ndhodné veli¢iny od jeji stfedni
hodnoty vétsi nez soucet tfetich mocnin kladnych odchylek, proto tieti centralni moment bude

zaporny a stejné tak i koeficient asymetrie bude zaporny (Obr.10.6.).

Poznamka 1.: Vypocet tfetiho centralniho momentu se zjednodusi pouzitim vypoctového tvaru:

s = E[(X - EX)’] = EX’ - 3EX’EX + 2(EX)’

b) Koeficient excesu (Spicatosti) E, se nékdy také nazyva mira strmosti. Je definovan jako podil ¢tvrtého
centralniho momentu a ¢tvrté mocniny smérodatné odchylky, zmenseny o tfi:
E.= Ha 3

4
(e}

Koeficient excesu udava miru $picatosti sledovaného rozdéleni pravdépodobnosti vzhledem k N(0,1)
rozd¢leni pravdépodobnosti. Pro toto rozdéleni pravdépodobnosti je koeficient excesu roven 0.
Koeficient excesu nabyvéd kladnych hodnot pro rozdéleni pravdépodobnosti, kterd jsou Spicatéjsi, nezli
normalni rozdéleni pravdépodobnosti s parametry 0 a 1. Pro plossi rozdéleni pravdépodobnosti je koeficient
excesu naopak zaporny.
Poznamka 2.: Vypocet ¢tvrtého centralniho momentu se zjednodusi pouzitim vypocétového tvaru:
s = E[(X - EX)"] = EX* - 4EX’EX + 6EX*(EX)’ - 3(EX)"

Obr.¢.10.7. Koeficient excesu
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10.9. Sti‘edni hodnota ndhodné veli¢iny
DEFINICE 10.9.1.: Necht’ X je libovolna nahodna veli¢ina. Stiedni hodnotou nahodné veli¢iny X budeme
nazyvat ¢islo EX, definované vztahem:
EX =% x,p(x,) pro diskrétni ndhodnou veli¢inu

EX= I xf(x) dx pro spojitou nahodnou veli¢inu

Stiedni hodnota charakterizuje polohu hodnot ndhodné veliiny na realné ptimce. VétSinou lezi v
okoli hodnot ndhodné veli¢iny s nejvétsimi pravdépodobnostmi resp. hustotou pravdépodobnosti.

Pojem stfedni hodnota zobecnime pro funkci g(X) ndhodné velic¢iny X.
Necht' X je ndhodna veli¢ina. Utvofime novou nahodnou veli¢inu Y = g (X). Jestlize zname rozdéleni
pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny Y, vypocitame jeji stfedni hodnotu podle vztahu z definice 10.9.1 .
Stfedni hodnotu nahodné veliciny Y mulZeme vypocitat jenom na zakladé znalosti rozdéleni
pravdépodobnosti nahodné veli¢iny X podle nasledujicich vztahi:
EY =) g(x;)p(x;) v diskrétnim pripad¢,

EY = [gx)f(x)dx  ve spojitém piipads.

Analogicky mizeme vypocitat stfedni hodnotu funkce dvourozmérné nahodné veli¢iny.
Necht (X,Y) je dvourozmérna nahodna veli¢ina. Utvoime novou ndhodnou veli¢inu
Z =h(X,Y). Pro jeji stfedni hodnotu pak plati :
EZ =3 > h(x; ,yj)~p(xi ,yj) v diskrétnim piipade,
i

EZ= [ [h(x,y)f(x,y)dx  ve spojitém piipadé.

-00-00

Na zaklad¢ uvedenych vztahi mizZzeme momenty nahodnych veli¢in vyjadfit jako stfedni hodnoty
urcitych funkei téchto ndhodnych veli¢in nésledujicim zptsobem :
m(b) = E [(X - b)"]
vi=E[X"]
W =E [(X - EX)"]

Specialné disperzi, tedy druhy centralni moment, mizeme vyjadfit nasledujicim zptsobem :
DX =E [(X - EX)*]

Podobn¢ pro momenty dvourozmérnych ndhodnych veli¢in plati:
my(a,b) = E [(X - a)* (Y - b)]
vie=E[X* Y
b = E [(X - EX)* (Y - EY)']

Pro smiseny moment druhého tadu (kovarianci nahodnych veli¢in X,Y) plati:
cov (X,Y)=E [(X-EX) (Y -EY)]

10.9.1. Viastnosti stiedni hodnoty

VLASTNOST 1.: Necht k je libovolna konstanta, pak plati:

Ek =k
Ditkaz: Konstantu k mizeme povazovat za nahodnou veliCinu, kterd nabyva jediné hodnoty k s
pravdépodobnosti 1. Rozdéleni pravdépodobnosti konstanty méa tvar P(X=k) = 1. Podle definice stfedni
hodnoty plati: EX=k - 1 =k. O
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VLASTNOST 2.: Necht’ X je nahodna veli¢ina a k libovolna konstanta. Pak plati:
E(kX) =kEX
Diikaz: Necht' X je nahodna veli¢ina diskrétniho typu. Pak plati:
E(kX) = kai p(x;) = kZXi p(x;) =k-EX
1 1

Necht’ X je nahodna velicina spojitého typu. Pak plati:

E(kX)ZTka(x)dx ZkTXf(x)dx =k-EX 0

-00

VLASTNOST 3.: Necht X,Y jsou dvé nahodné veliCiny, pak plati:
E(X+Y) = E(X)+E(Y)
Diikaz: Ptedpokladejme, ze nahodné veli¢iny X a Y jsou diskrétniho typu:

EX+Y) = 2200 +¥)) P(X5yj) = 220 Xi p(Xi,yj) + 2220 ¥ -P(Xi,¥) =
1] 1] 1]
= 22X 2, p(Xi,yp) + 20y p(Xiny)) = 2xipx (%) + 2y py(¥)) = EX+EY
1 ] ] 1 i j

Pro spojité nahodné veli¢iny X a Y plati:

E(X +Y) = I I(x+y) f(x,y)dxdy = f Ix f(x,y)dxdy+.|' fy f(x,y)dydx =

= J.XJ- f(x,y)dydx + .[ yf f(x,y)dxdy = .[x-fx(x)dx+jy-fY(y)dy:EX+EY 0

VLASTNOST 4.: Necht X, X, ..., X, je libovolny systém nahodnych veli¢in. Pak plati:
E(X]“‘ X2+ T Xn) = EX] + EX2 + ...+ EXn
Diikaz: Ditkaz provedeme metodou matematické indukce.
Ve vlastnosti 3 jsme dokazali platnost tohoto tvrzeni pro dvé nahodné veli¢iny X, X, :
Ukazali jsme, ze E(X+X;) = EX; + EX,
Predpokladejme, Ze vlastnost 4 plati pro k nahodnych veli¢in (k>2) a pokusime se dokazat, ze vlastnost 4
plati i pro k+1 nadhodnych veli¢in.

k k
Pfedpokladame, ze E(ZXJ = > EX,
i=1 i=1
S vyuzitim vlastnosti 3 dostavame:
k+1 k k k k+1
E ZXI =E in+Xk+1 =E le +EXk+l=ZEXi+EXk+1= ZEXI O
i=1 i=1

i=1 i=1 i=1

VLASTNOST 5.: Necht X, X,,.....X, je libovolna n-tice ndhodnych veli¢in, necht’ ki, k;,.....k,, b jsou
libovolné konstanty a necht’ n je prirozené Cislo. Pak plati:

i=1

i=1

Diikaz: Postupnym pouzitim vlastnosti 3, 1, 4, 2 dostaneme:
n n n
i=1 i=1 i=1

Poznamka 1.: Vlastnost 5 tikd, Ze sttedni hodnota linearni kombinace nahodnych veli¢in je stejnou linearni
kombinaci jejich stiednich hodnot.

VLASTNOST 6.: Necht’ X,Y jsou dvé libovolné nahodné veli¢iny. Pak plati:

E(XY)=EX:EY + cov(X.Y)
Diikaz: Podle vztahu uvedeného v kapitole 10.9. mizeme kovarianci vyjadtit pomoci stfedni hodnoty. Plati:
cov(X,Y) = E[(X-EX)-(Y - EY)] = E(XY - XEY - XEY + EXEY) =
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= E(XY)- E(YEX) -E(XEY)+ E(EXEY) = E(XY) -EXEY - EXEY + EXEY = E(XY) -EXEY
Dalsi upravou dostaneme: E(XY) = EXEY + cov(X,Y) 0

VLASTNOST 7.: Necht X,Y jsou dvé nezavislé nahodné veli¢iny. Pak plati:
E(XY)=EX:EY
Diikaz: Ptedpokladejme, ze ndhodné veliciny X a Y jsou diskrétni. Pak
E(XY) = zz Xin p(Xi’Yj)
ij
Jsou-li nahodné veli¢iny X a Y nezavislé, mizeme na zaklad¢ véty 8.3.1. psat:

220 XY P(Xiny) =22 Xy Px(X)py (¥)) - =2 % - px (X)X ¥ py(yj) = EXEY
i ] 1] 1 ]

Analogickym zptsobem dokazeme vlastnost 7 i pro spojité nahodné veliciny.

E(XY)= j jxy f(x,y)dxdy = j jxy fx (x) fy (y)dxdy = jfo(x) dx jy fy(y)dy = EXEY

—00 —00 —00 —00 —00 —00
Pozndmka 2.: Vlastnost 7 se da rozsifit i na libovolnou n-tici nezavislych nahodnych veli¢in. Toto rozsifeni

vyjadfuje vlastnost 8.

VLASTNOST 8.: Necht X, X,, ..., X, je n-tice nezavislych nahodnych veli¢in a necht n je né&jaké
ptirozené Cislo. Pak plati :

i e
i=1 i=1
Diikaz: Dikaz vlastnosti 8 provedeme metodou matematické indukce. Platnost vlastnosti 8 pro dvé nezavislé
nahodné veliciny je dokézana (vlastnost 7). Pfedpokladame, ze tvrzeni vlastnosti 8 plati pro k nezavislych
nahodnych veli¢in (k>2) a budeme dokazovat, ze plati i pro k+1 nezavislych nahodnych veli¢in.

k k
Predpokladame, Ze plati E(H X )21_[ EX,

i=1 i=1
S vyuzitim vlastnosti 7 dokazeme:

k+1

k+1 k k k
E[H Xij = E[H X; 'Xk+1j = E[H Xi)‘EXkH = [1EX; -EX,,, = [1EX; -
i=1 i=1

i=1 i=1 i=1

Poznamka 3.: Stiedni hodnotu n-rozmérné nahodné veli¢iny X = (X, Xs,.....X,) zapisujeme ve formé vektoru

10.10. Disperze nahodné veli¢iny

Disperze (rozptyl, variance) charakterizuje rozptyleni hodnot nahodné veli¢iny okolo jeji stfedni
hodnoty, pficemz jsou brany v uvahu pravdépodobnosti téchto hodnot.

DEFINICE 10.10.1.: Necht’ X je libovolna nahodna veli¢ina. Disperzi ndhodné veli¢iny X budeme rozumét
¢islo DX, definované vztahem:

DX = ¥ (x; — EX)*p(x,) pro diskrétni nahodnou veli¢inu X,
DX = [(x- EX)? f(x) dx pro spojitou nahodnou veli¢inu X.

Poznadmka 1.: Na zaklad¢ vztahli uvedenych v paragrafu 10.9. mizeme disperzi vyjadfit pomoci stfedni
hodnoty funkce g=X-EX:
DX =E[(X - EX)?]

Misto disperze se nékdy pouziva charakteristika ¢, nazvana smérodatna odchylka, definovana vztahem :
o= +DX
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VETA 10.10.1.: Necht’ X je nahodna veli¢ina s disperzi DX. Pak plati:
DX = EX? - (EX)?
Diikaz: DX = E[(X - EX)*] = E(X* - 2XEX + (EX)?) = EX* - E@XEX) + E(EX)* = EX* - 2(EX)* + E(EX)’ =
=EX? - (EX)? O

10.10.1. Viastnosti disperze

VLASTNOST 1. Necht k je libovolna konstanta, pak plati:
Dk=0
Diikaz: Konstantu k si miizeme ptedstavit jako nahodnou veli¢inu, nabyvajici jen jedné hodnoty k

s pravdépodobnosti 1. Pocitejme :
Dk = (k - Ek)* 1 = (k - k)*=0 O

VLASTNOST 2. Necht k je libovolna konstanta a X libovolna ndhodna velicina. Pak plati :
D(kX) = k* DX

Diikaz:
D(kX) = E[(kX - E(kX)*] = E[(kX - kEX)*] = E[k* (X-EX)’] = Kk* E[(X-EX)*] =k’ DX O

VLASTNOST 3. Necht’ X,Y jsou dvé libovolné nahodné veliCiny, pak plati:
D(X £ Y)=DX+DY % 2cov(X,Y)
Ditkazz: D(X + Y)=E[((X £ Y)-EX * Y)=E[((X * Y)-(EX % EY))’]=
=E[(X -EX) + (Y-EY))’]=E[(X-EX)* + 2(X-EX)(Y -EY)+ (Y -EY)]=
=E (X - EX)) + E((Y - EY))) + 2E((X-EX) (Y -EY))=DX + DY # 2cov(X)Y) o

VLASTNOST 4. Rozptyl souctu i rozdilu dvou nezavislych nahodnych veli¢in je roven souctu rozptyli
téchto veli¢in: DX +Y)=DX+DY
Diikaz: Vyjdeme z dlikazu pfedchozi vlastnosti. Poc¢itejme, ¢emu je rovna stfedni hodnota
E[(X - EX)(Y - EY)] pro nezavislé nadhodné veli¢iny X, Y:
E[(X - EX)(Y - EY)] = E(XY - YEX - XEY + EXEY) = EXEY - EYEX - EXEY + EXEY=0
Paktedy: D(XzY)=DX+DY 0

VLASTNOST 5. Necht X;,X,.....X, je libovolny systém nahodnych veli¢in a n je libovolné piirozené Cislo.
Pak plati :

D(; Xij Z DX; +2Y cov(X;.X;)
i= i<j

Diikaz: Dlkaz provedeme matematickou indukci. Pro dvé ndhodné veliciny plati vlastnost 3.
Predpokladame, 2e vlastnost 5 bude platit pro k (k>2) nahodnych veli€in, tzn.

k
D(ZXJ = ZDX +23 cov(X;,X;
i=1 i<j
a budeme dokazovat jeji platnost i pro k + 1 ndhodnych veli¢in. Pak plati:

k+1 k k k
D(ZXJ = D(in + Xkﬂj = D(ZXJ + DXy 41 +2COV|:(ZX1,X1(+J:| =

i=1 i=1

k-1
= ZDX +DX 1 +2> ZCOV(XI,X )+2ZCOV(X1,Xk+1) =
i=1 i=1 j=i+1 i=1

k+1 k k+1 k+1
_ ZIDX +2Z] z?ov(xl,x )= ZDX +2 3 cov(Xi,Xj)
1 i=1j=i+ i<j
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Poznamka2.: Uvédomime-li si, ze DX; = cov (X;,X;) a dale ze cov (X;X;) = cov (X, Xj), miZeme vztah
vyjadieny vlastnosti 5 ptfepsat nasledujicim zptisobem:

D(iXijz iicov(Xi,XJ)

i=1 j=1

DUSLEDEK : Jsou-li ndhodné veli¢iny X, Xs, ..., X, nezavislé, pak plati :
D(ZXi}Z DX;
i=1 i=1
Diikaz: Dukaz vyplyva ptimo z vlastnosti 5. Plati, ze kovariance nezavislych nahodnych veli¢in je rovna 0.
S touto vlastnosti kovariance se ¢tenat seznami v nésledujici kapitole.

VLASTNOST 6. Necht X, X, ..., X, je libovolna n-tice ndhodnych veli¢in, necht’ ¢y, ¢, ..., ¢, b jsou
libovolné konstanty a necht’ n je pfirozené ¢islo. Pak plati:

n n n-1 n
D(ZciXi +bj:2(ci2DXi)+2Z > cic;eov(X,, X )

i=1 i=1 i=1j=i+1

Diitkaz: S postupnym vyuzitim vlastnosti 3, 1, 5, 2 mizeme psat:

n n n-1 n n
D(;ciXi + bj = Z}D(ciXi )+ 2% Zlcov(ciXi ,¢i X )+ Db+ cov(Z}ciXi ,b) =
i= i= i=1 j=i+ i=

n n-1 n n
= Z(chXi) +23 > cicjcov(Xi,Xj):Z(cizDXi) + 2Zcicjcov(Xi,Xj) 0

i1 i=1 joit] i=1 i<j
V dikazu byly vyuzity nasledujici vlastnosti kovariance, se kterymi se setkdme v nasledujicim paragrafu:
cov(X,b)=0 a cov(cX,Y)=ccov(X,Y)

VLASTNOST 7. Necht X,Y jsou dvé nezavislé nahodné veli¢iny, pak plati:
D(XY)=DX DY + (EX)’ DY + (EY)’ DX
Diitkaz: Na zakladé diive uvedenych vztahd plati:
D(XY) = E[(XY - EXEY)*] = E(XY)’ - 2E(XY)EXEY + (EXEY)*= EX’EY” - (EXEY)’ =
=[DX+(EX)’]-[ DYHEY)]-(EXEY)’ = DXDY+EX)'DY+ (EY)’DX + (EXEY)> (EXEY)’= = DXDY +
(EX)’DY + (EY)’DX u

10.11. Kovariance nahodnvch veli¢in

Kovariance patfi mezi nejjednodussi charakteristiky zavislosti (t€snosti vztahu) mezi nahodnymi
veli¢inami X a Y.

DEFINICE 10.11.1.: Necht X,Y jsou libovolné dvé nahodné veli¢iny s kone¢nymi druhymi momenty. Cislo
cov(X,Y) definované vztahem
cov(X,Y) = ZZ(xi - EX)- (yj - EY)- p(xi ,yj) v diskrétnim pftipade¢,
i

cov(X,Y) = TT(X - EX)- (y - EY)- f(x,y)dxdy ve spojitém ptipadé.

-00-00

budeme nazyvat kovarianci nahodnych veli¢in X a Y.

Na zakladé vztahu pro stfedni hodnotu funkce nahodnych veli¢in (paragraf 10.9.) miZeme
kovarianci vyjadfit jako stfedni hodnotu soucinu odchylek obou veli¢in od jejich stfednich hodnot, tzn.
cov(X,Y)=E[(X - EX) - (Y - EY)]

V praxi se Castcji vyuziva vypoctovy tvar vySe uvedeného vztahu, coz vyjadfuje nasledujici véta:
VETA 10.11.1.: Necht X,Y jsou libovolné dvé ndhodné veli¢iny. Pak plati:
cov(X,Y) = E(XY) - EXEY
Diikaz: cov(X,Y) = E[(X - EX)(Y - EY)] = E[XY - XEY -YEX + EXEY]=E(XY)-E(XEY)-E(YEX)+
EXEY==E(XY) - EXEY - EYEX + EXEY = E(XY) - EXEY 0
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Dale jsou uvedeny nékteré dtlezité vlastnosti kovariance:

VLASTNOST 1. Necht’ X,Y jsou libovolné nahodné veli¢iny. Pak plati:
cov(X,Y) = cov(Y,X)

Diikaz: cov(X,Y) =E[(X -E X) (Y - EY)] = E[(Y - EY) (X-EX)] = cov(Y,X) 0

VLASTNOST 2. Necht' X je libovolna ndhodna veli¢ina a k realné ¢islo. Pak plati:
cov(X,k)=0

Diikaz: cov(X.k) = E(Xk) - EXEk=KEX - kKEX =0 0

VLASTNOST 3. Necht’ X,Y jsou libovolné dvé nahodné veliciny a k realné ¢islo. Pak plati:
cov(kX,Y) =k-cov(X, Y)
Diikaz: cov(kX,Y) = E(kXY) -E(kX)EY = kE(XY)- kKEXEY =k[E(XY)- EXEY] = kcov(XY) 0

VLASTNOST 4. Necht’ X,Y,Z jsou libovolné tii nahodné veli¢iny. Pak plati:
cov(X+Y, Z) =cov(X, Z) + cov(Y, Z)

Dtkaz:

cov(X+Y, Z2) =E[(X+Y - (EX+ EY)) (Z-EZ)| =E[(X-EX+ Y -EY) (Z-EZ)] =

=E[(X - EX) (Z - EZ) + (Y - EY) (Z - EZ)] = E[(X - EX) (Z - EZ)] + E[(Y - EY) (Z -EZ)] =
=cov(X, Z) + cov(Y, Z) 0

Vlastnost 4 miizeme roz§ifit na libovolny pocet nahodnych veli¢in. Pak plati nasledujici tvrzeni:

VLASTNOST 5. Necht' X, X5 ,......X, , Z jsou libovolné nahodné veli¢iny. Pak plati:
cov(i X, ,Zj = icov(Xi , Z)
i1

i=1

Dukaz: matematickou indukci.

Mezi nezavislosti ndhodnych veli¢in X, Y a jejich kovarianci existuje souvislost, kterou vyjadfuje nasledujici
véta :
VETA 10.11.2: Necht X,Y je dvojice nezavislych ndhodnych veli¢in. Pak plati:

cov(X,Y)=0
Diikaz:  Jestlize nahodné veli¢iny X a Y jsou nezavislé, potom i nahodné veli¢iny (X-EX) a (Y - EY) jsou
nezavislé a na zaklad¢ vlastnosti 7 stfedni hodnoty miizeme psat :
cov(X,Y)=E[(X-EX) (Y -EY)]=E(X-EX) E(Y-EY)=(EX-EX) (EY -EY) =0

OBRACENA VETA NEPLATI !
Jestlize cov(X,Y) = 0, nemusi to znamenat, ze nahodné veliiny jsou nezavislé. O tomto tvrzeni se mizZeme
presvédcit nasledujicim ptikladem:

PRIKLAD 10.11.1.: Pfedpokladejme, Ze ndhodna veli¢ina X ma normalni rozloZeni pravd&podobnosti
N(0,1). Utvofime novou nahodnou veli¢inu Y, které je s ndhodnou veli¢inou X ve vztahu Y = X Je ziejmé,
ze nahodné veli¢iny X a Y nejsou nezavislé. Je mozné ukazat, ze jejich kovariance je rovna 0.

Plati:

cov(X,Y) = E(XY) - EXEY = E(X-X?) - 0-EY = EX®

Vzhledem k tomu, ze N(0,1) rozd€leni pravdépodobnosti je symetrické podle osy y, je stfedni hodnota
nahodné veli¢iny X rovna 0 a pak i cov(X,Y) = 0.

Z uveden¢ho piikladu plyne, Ze rovnost cov(X,Y) = 0 jesté neznamena nezavislost téchto ndhodnych veli¢in.

Znac¢nou nevyhodou kovariance, jakozto miry zavislosti ndhodnych veli¢in, je to, Ze jeji hodnota je
dana nejen velikosti zavislosti téchto nahodnych velicin, ale zavisi i na jednotkach, ve kterych jsou méteny
hodnoty jednotlivych nahodnych velicin. Proto se misto kovariance pouziva jind charakteristika tésnosti
zavislosti nahodnych velic€in, a to koeficient korelace.
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10.12. Koeficient korelace

DEFINICE 10.12.1.: Necht X,Y jsou dv¢ libovolné nahodné veli¢iny s kone¢nymi druhymi momenty
a nenulovymi smérodatnymi odchylkami ox a oy . Cislo p definované vztahem
o= cov(X, Y)

Ox 'Oy

budeme nazyvat koeficientem korelace nahodnych veli¢in X a Y.
Je-li X nebo Y konstanta, pak p = 0.

Koeficient korelace je bezrozmérna veli¢ina, jejiz hodnota nezavisi na jednotkach, ve kterych jsou
vyjadieny hodnoty nahodnych veli¢in X a Y. Proto je koeficient korelace povazovan za objektivnéjsi miru
linearni zavislosti dvou nahodnych veli¢in, nezli kovariance.

VETA 10.12.1.: Necht XY jsou dvé& libovolné nahodné veliginy. Koeficient korelace t&chto ndhodnych
veli¢in je roven nule tehdy a jen tehdy, kdyz cov(X,Y) = 0.
Diikaz: Vyplyva z definice koeficientu korelace. 0

Pozndmka 1 : Z ptfedchazejici véty bezprostiedné plyne, Ze pro nezavislé ndhodné veliCiny X a Y je
koeficient korelace p = 0, a Ze tato rovnost jesté neznamena nezavislost nahodnych veli¢in X, Y.

Poznamka 2 : Necht' X,Y jsou dvé nahodné veli¢iny s koeficientem korelace p = 0.

Potom fikame, Ze nahodné veli¢iny X a Y jsou nekorelované.

VETA 10.12.2.: Necht p je koeficient korelace libovolnych nahodnych veli¢in X,Y.
Pak plati: -1€p<i
X-EX Y-EY
VDX VDY

veli¢ina Z mize nabyvat jen nezdpornych hodnot, proto i pro jeji stfedni hodnotu plati EZ > 0.
Pocitejme nyni, Cemu se rovna tato stfedni hodnota:

2
Diikaz: Necht' Z je nahodna veli¢ina tvaru Z = {t } , kde t je realny parametr. Nahodna

B7—E| ¢ X-EX Y-EY :E 2 (X - EX)? 5 (X=EX) (Y—EY)+(Y—EY)2 _
JDX DY DX VDX VDY DY
2 2
2 EX-EX)® 2t E[(X — EX)(Y - EY)]+ E(Y -EY)® _
DX 7DXA/DY DY
_ t2'DX_2t‘c0V(X,Y)+DY:t2 C2tep+l

DX 4DX+DY DY

Ze vztahu EZ > 0 plyne, Ze musi platit: t? —2t-p+12>0
Aby platila tato nerovnost, nesmi graf funkce f(t) = t*> —2t-p+1 protnout osu x kartézské soustavy

soutadnic. Tento pozadavek je splnén za piedpokladu, Ze kvadraticka rovnice t*> —2t-p+1 = 0 nebude mit
dva rzné realné koteny. Je znamo, Ze tento pripad nastane pravé tehdy, kdyz diskriminant D < 0. V nasem
ptipadé pak musi platit, Ze 4p° - 4 < 0, z &ehoZ plyne, Ze |p| <I. 0

VETA 10.12.3.: Necht XY jsou dvé nahodné veli¢iny. Koeficient korelace p = + 1 pravé tehdy, kdyz je

mezi ndhodnymi veli¢inami X, Y "Cistd" linearni zavislost, tj. kdyz plati Y = ¢X+b, kde c, b jsou realné
konstanty.

Diikaz:
Postacujici podminka: Necht' Y = ¢X + b. Vypocitejme kovarianci nahodnych veli¢in X a Y.
cov(X,Y) = E[(X-EX) - (Y - EY)] = E[(X-EX) - (¢X + b - cEX - b)] = E[¢(X-EX)’] = ¢ E[(X-EX)*] = ¢ DX
Pro koeficient korelace pak plati:
_ cov(X, Y) _¢-DX c

ox 0y ox|d-or
Jestlize ¢ <0, pak p=-1.
Jestlize ¢ > 0, pak p=-+1.
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X -EX , Y-EY
ayY'= .
Gx Oy

Nutna podminka: Predpokladejme, ze p = 1. Polozme déle X' =

Vypocitejme stiedni hodnotu soucinu X" Y.
X — EX Y—EY} E[(X—EX)-(Y—EY)]_p_

Ox Gy

EX-Y')= E{ 1

Gy ‘Oy
Dale vypocitejme disperzi rozdilu X'- Y".
DX'-Y)=E[(X-Y)]=EX?*-2XY +Y?)=EX?-2EXY)+EY?)=DX"-2+DY =1-2+1=0
Z rovnosti D(X’-Y") = 0 plyne, Ze rozdil X'-Y" nahodnych veli¢in X'a Y~ je s pravdépodobnosti 1 roven
néjaké konstanté c.
Jestlize ale E(X'-Y" ) = 0, musi byt konstanta ¢ = 0, z ¢ehoz plyne, Zze X'=Y'. Zpétnym dosazenim za X'a
Y’ dostaneme, ze Y =cX + b, kde

Oy

= a b=Y-2YEX.

Ox Ox
V ptipadé, Ze je p = -1 dokazeme, ze D(X'+Y ") = 0 a pokracujeme stejné jako ve vySe uvedené ¢asti diikazu.
0

Na zaklad¢ uvedené vety mizeme usuzovat, Ze hodnoty korelacniho koeficientu, které jsou blizké 1
nebo -1 ukazuji, Ze zavislost mezi ndhodnymi veli¢inami X a Y se velmi blizi linearni funkéni zavislosti.
Muzeme tedy fici, Ze koeficient korelace je ukazatelem miry tésnosti linearni zavislosti mezi ndhodnymi
veli¢inami X a Y.

Poznamka: Jestlize X = (X;, X,.....X,) je n-rozmérna ndhodna veli¢ina, potom jeji kovarianéni matici
nazyvame matici D, pro kterou plati :

cov(X,,X;) cov(X;,X,) .. cov(X;,X,)

cov(X,,X,) cov(X,,X,) .. cov(X,,X,)

cov(X,,X,) cov(X,,X,) .. cov(X,,X,)

Matice D je symetricka, cov(X;,X,)= cov(X,,X;) a na jeji hlavni diagonéle jsou uvedeny rozptyly
jednotlivych nahodnych veli¢in, nebot’ plati, ze cov(X;,X;)=DX;,i=1,2,...,n.
Z hodnot kovarian¢ni matice mohou byt vypocitany hodnoty korelacnich koeficientd
Pij = p(Xi,Xj), kde 1,_] = 1, 2, cee,
Tyto hodnoty korelacnich koeficienti se sestavuji opét do symetrické, tzv. korelacni matice

L pyp o P
P21 L py,
p =
pnl pn2 1

10.13. Podminéné stiredni hodnoty a disperze
Podobn¢ jako u jednorozmérnych rozd€leni pravdépodobnosti, informace o podminénych
rozd¢lenich pravdépodobnosti shrnuji podminéné charakteristiky, tzn. charakteristiky nahodné veli¢iny X
nebo Y, pocitané za podminky, Ze druha veli¢ina nabude urcité hodnoty.

DEFINICE 10.13.1.: Necht' (X,Y) je dvourozmémy nahodny vektor. Cislo E(X| y), definované vztahem
E(X|y) = inp(xi|y) pro diskrétni nahodnou veli¢inu,

E(X|y) = | xf(x|y) dx  pro spojitou nahodnou veli¢inu,

budeme nazyvat podminénou sti‘edni hodnotou ndhodné veli¢iny X pfi dané hodnoté y ndhodné veli¢iny Y.
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Cislo E(Y | x) definované vztahem

E(Y|x) =>y.p(y, |x) pro diskrétni ndhodnou veli¢inu,
E(Y|x) = jyf(y|x) dy pro spojitou nahodnou veli¢inu,

budeme nazyvat podminénou stiredni hodnotou ndhodné veli¢iny Y za podminky, Ze ndhodna veli¢ina X
nabyla hodnoty x.

DEFINICE 10.13.2.: Necht' (X,Y) je dvourozmérny nahodny vektor. Cislo D(X| y), definované vztahem
D(X]y) = X (x; —E(X|y)’p(x;]y) v diskrétnim ptipadg,
D(X|y) = [(x - E(X|y))* f(x]y) dx ve spojitém piipads,
budeme nazyvat podminénou disperzi ndhodné veli¢iny X pfi dané hodnoté y nahodné velic¢iny Y.
Cislo D(Y | x) definované vztahem
D(Y|X) =>(y; - E(Y|x))2p(yi|x) v diskrétnim ptipadé¢,
D(Y|x) = [(y-E(Y[x))*f(yx) dy ve spojitém piipads,
budeme nazyvat podminénou disperzi nahodné veli¢iny Y pti dané hodnoté x nahodné veli¢iny X.

DEFINICE 10.13.3.: Podmin&nou stfedni hodnotu E(Y | x), povazovanou za funkci promé&nné x, budeme
nazyvat regresni funkei ndhodné veli¢iny Y vzhledem k X a znacit

- y(x) = E(Y | x)
Analogicky funkci x(y) = E(X| y) nazyvame regresni funkci nahodné veli¢iny X vzhledem k Y.

Regresni funkce vyjadiuje zmény podminéné stiedni hodnoty jedné nahodné veliCiny pfi zméné
hodnot druhé nahodné veliiny. Graf regresni funkce nazyvame regresni kiivka.

Podobné jako podminéné stfedni hodnoty miZzeme uvazovat podminéné disperze D(X| y) resp.
D(Yl x) jako funkce promé&nné y resp. x. Tato funkce se nazyva skedasticka a jeji tvar charakterizuje
ménlivost rozptylu nahodné veli¢iny Y v zavislosti na hodnotach x. Graf této funkce nazyvame skedasticka
kiivka nahodné veli¢iny X vzhledem k Y resp. Y vzhledem k X.
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11. REGRESE

11.1. Stochasticka zavislost

Predpokladejme, ze X a Y jsou dv€ nahodné veli¢iny, které jsou ve vzajemném vztahu Y = g(X).
V tomto ptipadé je nahodna veli¢ina Y zavisla na nahodné veli¢iné X. Zname-li funkci g a hodnotu ndhodné
veli¢iny X, umime pfesné¢ urcit i hodnotu ndhodné veli¢iny Y. Tato zavislost se pak nazyva funkéni
zavislost.

V praxi ovSem najdeme fadu piikladt, kdy mezi dvéma nahodnymi veli¢inami funkéni zavislost
neni. Jsou znamé piipady, kdy hodnoty, kterych nabyvaji nahodné veli¢iny X a Y, zavisi na n¢kolika
faktorech, které¢ maji soucasn¢ vliv na ob& ndhodné veliiny a téz na faktorech, které maji vliv jen na jednu
nahodnou veli¢inu.

V tomto pfipad¢ jsou nahodné veliiny také zavislé, ale nejedna se o funkéni zavislost, nybrz
o zavislost stochastickou.

DEFINICE 11.1.1.: Necht X,Y jsou dvé nahodné veli¢iny. Jestlize zména hodnoty jedné nahodné veli¢iny
vyvola zménu rozdé€leni pravdépodobnosti druhé ndhodné veliCiny , fikame, Ze nahodné veli¢iny X,Y jsou
stochasticky zavislé.

vvr

nahodné veliiny, souvisejicich se zménami hodnot druhé nadhodné veliCiny, to znamena, Ze se projevuji
prostfednictvim regresnich funkci.

Pomoci regresni funkce muzeme predpovidat, jaké hodnoty nabyde jedna nahodna veli¢ina, kdyz
zname hodnotu druhé ndhodné veli€iny. ProtoZze Y je ndhodna veli¢ina, nemusi vzdy pfi dané hodnoté x
nahodné veli¢iny X nabyt hodnoty E(Y | x) [hodnoty E(Y | x) zde nahodna veli¢ina Y nabyva ,,v praméru*],
ale bude nabyvat hodnoty rozptylené okolo ni. Mirou tohoto rozptylu je podminénéa disperze D(Y | x) resp.
D(X| y).

Predstavu o celkové presnosti pfedpovédi, tj. o presnosti, kterd bere ohled na kazdou hodnotu x
nahodné veli¢iny X, dava stfedni hodnota z jednotlivych podminénych disperzi, tj. E(D(Y | X)).

Vypo¢itame nyni, Semu se rovna stiedni hodnota E(D(Y | X)).
E(D(Y | X)) = B{E[Y - E(Y | X)]*} =
v ptipad¢ diskrétnich ndhodnych veli¢in:

= T3y, - F6)PR(y ) ) = Ty - 70 P, y;) = E[(Y -0
[ L]
v ptipad¢ spojitych ndhodnych veli¢in:

= T Ty =TV E(]x) £ (x)dxdy = | [y —5(0)£(x.y)dxdy = E[(Y ~5(X))’]

Plati:  E(MD(Y|X)=E[(Y - y(X))]

Z uvedeného vztahu vyplyva, ze E(D(Y | X)). je vlastng stiedni kvadratickd chyba, které se
dopustime, kdyZ hodnoty nahodné veli¢iny Y nahrazujeme hodnotami regresni funkce y(x). Snadno se

miizeme piesvédéit o tom, Ze velidina E[(Y - g(x))? ] nabyde nejmensi hodnoty, kdyZ g(x) = y(x).

11.2. Linearni regresni funkce a korela¢ni koeficient

Predpokladejme, Ze regresni funkce y(X)je linearni funkci, tedy Ze ji miZzeme vyjadtit ve tvaru
y(x) =a+Bx.
Pfimku y(X) = o + Bx nazyvame regresni pfimkou a jeji smérnici 3 regresnim koeficientem.
Nagim tikolem je nalézt koeficienty a, P tak, aby byla splnéna podminka, e E[(Y - ¥ (X))* ] je minimalni.
Hledané koeficienty o, B dostaneme feSenim rovnic:
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GE[(Y-YX)* ] _, . GEIY-YOX'] _ (11.2.1)
oa op
Upravime vztah E[(Y - ¥ (X))’ ]:
E[(Y - VX))’ 1=E[(Y -a-PX ) ]=E[Y*+ o’ + (BX)* -2YBX - 2Ya + 20pX] =
=EY>+ o’ + B*EX® -2BE(XY) - 2aEY + 20BEX

Dosazenim tohoto upraveného vztahu do rovnic (11.2.1.) a zderivovanim dostaneme nasledujici rovnice:
200-2EY +2BEX=0
2BEX’ - 2E(XY) +2aEX =0

Upravime: 20+ 2BEX =2EY (11.2.2))
20EX +2BEX* = 2E(XY)

Reseni soustavy je nasledujiciho tvaru:

2 2EY
B ‘ZEX 2E(XY)‘ _ E(XY)-EX-EY cov(X,Y) oy
"2 2BX| EX2—(EX)’ DX "oy
2EX 2EX?

Neznamou o vypocitame dosazenim § do prvni rovnice v soustave (11.2.2.).

a=EY - BEX=EY - p-2Y EX

Ox

Hledana regresni piimka ma pak tvar : y(x) =EY + p- Oy (x-EX)
Ox
Dale budeme hledat hodnotu vyrazu E[(Y - y(X))* ] pro linearni regresni funkci. Plati:
E[(Y - y(X)’]=E[(Y - - BX)’]=E[(Y - EY - BX - BEX)* ] = E[(Y - EY)’] +
+ E[PA(X - EX)’] - 2BE[(Y - EY) (X - EX)] = DY + B’DX -2B-cov(X,Y) =

=DY + p? -z—Y-p'GX-Gy: ol (1-p%)
X

Plati tedy: E[(Y - y(X))*]1=o(1-p?)

Z uvedeného vztahu je zfejmé, ze v pfipad¢ linearni regrese je korelacni koeficient mirou
koncentrace hodnot nahodné veli¢iny Y okolo regresni ptimky. Jinymi slovy miZeme fici, Ze korelacni
koeficient vyjadfuje miru t€snosti linearni zavislosti ndhodnych veli¢in X a Y. V ptipadé¢, ze p = 1 nebo p =
-1, lezi hodnoty nahodné veli¢iny Y pfimo na regresni ptimce y(X). Mezi nahodnymi veli¢inami X a Y je
pak ,,Cista* linearni zavislost.

Pokud bychom chtéli vyjadfit rovnici regresni piimky ndhodné veli¢iny X vzhledem k nahodné
veli¢iné Y, provedeme formalni zaménu X a Y ve vySe uvedenych vztazich a ziskame koeficienty linearni
regrese o.” a fB’.

Br= p-2X 4 o =EX-p-ZXEY
Oy Oy

r . ’ ~r —_— G
Pak mé rovnice regresni pfimky tvar: ~ X(y) =EX+ p-—= (y - EY)
Oy
Porovnanim obou rovnic regresnich ptimek zjistime, ze v ptipadé, ze p =1 nebo p = -1 urcuji obe
rovnice stejnou pfimku. To znamena, ze regresni pfimka nahodné veli¢iny Y vzhledem k nahodné veli¢iné X
a regresni ptimka ndhodné veli¢iny X vzhledem k ndhodné veli¢in€¢ Y jsou totozné.
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12. MOMENTOVA VYTVORUJICI FUNKCE

12.1. Momentova vytvorujici funkce, definice a vlastnosti

K vypoctu momenti diskrétni i spojité nahodné veli¢iny X je velice uziteCna znalost momentové
vytvotujici funkce mx(t), ktera je definovéna jako stfedni hodnota funkce e™. Podminkou je existence této
stiedni hodnoty alespoii pro malé hodnoty t.

DEFINICE 12.1.1.: Necht X je libovolna nahodna veli¢ina. Momentovou vytvotujici funkei rozumime
funkci my(t) readlné proménné t, definovanou vztahem

mx(t) = E(e™)
za predpokladu, ze stiedni hodnota existuje.

Pro nékterd rozdeleni pravdépodobnosti momentova vytvorujici funkce neexistuje, ale vSechna
rozdéleni maji tzv. charakteristickou funkci E(e"™) , kde i’ = -1. Tato charakteristicka funkce ma podobné
vlastnosti jako momentova vytvotujici funkce, jeji pouziti pfedpokladd znalost operaci s komplexni
proménnou.

Momentové vytvofujici funkce diskrétni ndhodné veli¢iny X mé tvar: my(t) = Y. e™ p(x;)
i

o0
Momentova vytvortujici funkce spojité ndhodné veli¢iny X ma tvar:  mx(t) = Ietx f(x)dx
—00

VETA 12.1.1.: Poéateéni moment k-tého fadu je roven k-té derivaci momentové vytvotujici funkce nahodné

veli¢iny X v bod¢ t =0, tzn.
a® }
(k) X( ) = Vk
|:d t=0

Diikaz: Predpokladejme, ze nahodna veli¢ina X je diskrétni. Potom

4 4o ) 4 -
dt(k) X() - d (k) (e ): Z (X ) Zd (k) p(x ) ZX p(X )

dt™ 5
k-ta derivace v bod¢ t = 0 se pak rovna:

d(k) k.t k
{—mx(t)} {ZX Hp(x; )} ZZXiP(Xi)ZVk
t=0 =0

dt(k) :
Predpokladejme, ze nahodna veli¢ina X je spojita. Potom
d(k) d(k) d(k) @ © d(k) . © .
ey my (t) = E(e™)= 4 j e*f(x)dx = | 1 e™f(x)dx = [x*e™f(x)dx
(k) o o
t=0 - t=0 —®

Momentova vytvorujici funkce se pouziva nejen pro vypocet momentd, ale i v dalSich oblastech
teorie pravdépodobnosti. Jednou z téchto vyznacnych oblasti jsou limitni véty a na nich zaloZena teorie
velkych vybéra. Pti diikazech téchto limitnich vét se vyuZzivaji dvé dilezité vlastnosti momentové vytvorujici
funkce, které nyni bez diikazu uvedeme.

VLASTNOST 1. : Vztah mezi rozdélenim pravdépodobnosti dané ndhodné veliciny a momentovou
vytvorujici funkei je vzajemné jednoznaény.

Tato vlastnost 1 tika, Ze jednomu rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veli¢iny X odpovidé jen
jedna momentova vytvorujici funkce (pokud existuje) a jedné momentové vytvorujici funkci odpovida prave
jedno rozdéleni pravdépodobnosti. Jinymi slovy, maji-li nahodné veli¢iny totéz rozd€leni pravdépodobnosti,
maji také stejnou momentovou vytvorujici funkci a naopak. Tato vlastnost mize byt vyuzita pii hledani
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rozdéleni pravdépodobnosti funkei nahodnych veli€in, pokud je pfimé urceni rozdéleni pravdépodobnosti
velmi t€zké nebo piimo nemozné.

VLASTNOST 2. : Jestlize posloupnost momentovych vytvorujicich funkci konverguje k momentové
vytvotujici funkci néjakého rozdéleni pravdépodobnosti, pak i posloupnost odpovidajicich rozdéleni
pravdépodobnosti konverguje ke stejnému rozdé€leni pravdépodobnosti.

PRIKLAD 1.: Najdéte momentovou vytvofujici funkci normalniho rozdéleni pravdépodobnosti N(p, o)
a vypocitejte jeho disperzi.

Resent:
” ES
my(t)= [ e ——¢ 20" dx =
o A2W-C
. - dx
zavedeme substituci ~ ——F = y —=dy
6 o
1 = - I T = N P . e GV
= t(oy+u) 2 — pt 2 . 5 _
= — [e e 2dy= [ete dy = [ e dy =
V2T e V2T Z V2T e
utJrﬂ 0 _ (yfm)z
=e 2 J' e 2 dy —

N

substituci y - ot = z; dy = dz pfevedeme tento integral na integral hustoty N(0,1) rozdéleni pravdépodobnosti:

2 2 2

G I

=e 2 [——e 2dz=e 2
“wAl2TC

Momentova vytvof’ujici funkce ma pak tvar:
(crt)2
t—l

mx(t) =€ 2

Dalsim nasim ukolem je vypocitat disperzi. Disperze je druhy centrdlni moment p,. Momentova
vytvotujici funkce ale poskytuje jen po¢ateéni momenty. Ze vztahu pro vypocet disperze DX = EX® - (EX)?
plyne, Ze p, = v, - v

r (o)® (o’
d d we—— HtH=——
vi= | —my(t) =|l—e 2 =le 2 -(u+o’t) =pu
e 7, | dt
- t=0 t=0
r (ot) (ot)’ (ov)’
d2 d2 t+—— ut+ ut+
vy = d—zmx(t) =l—e ? =le 2 -(u+c’ty’+e 2?2 .o’ =u’ +o’
t t
L t=0 t=0 t=0

DX=v, -vii=p’+c’—p’ =0

12.2. Momentova vytvorujici funkce sou¢tu nahodnvch velié¢in

VETA 12.2.1.: Necht X, Xa, . .., X, je systém nezavislych ndhodnych veli¢in. Oznaéme
Y=X+X,+... +X,.Pak plati:

mY(t):mX] (t)'mxz(t)'---'mxn(t)
Xt n
Ditkaz:  my(t)=E(")=E| e’ = E(H exitj
i=1
Kdyby nahodné veli¢iny X;, X,, . . ., X, byly nezavislé, budou nezavislé¢ i ndhodné veliCiny eXit 2 na

zaklad¢ vlastnosti stiedni hodnoty €. 8 z kapitoly 10.9. E(I_n[ X, leg[ EX, mlzeme psat:
i=1

i=l1
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E(lg[exitj:1£[E(ex‘t)=12[mxi (t) 0
i=1 i=1 i=1

PRIKLAD 2.: Necht X;, Xa, . . ., X, je n-tice nezavislych nahodnych veli¢in, z nichz kazda ma normalni
rozdéleni pravdépodobnosti N(w;, o;) 1= 1, 2, . . ., n. Najdéte rozdeleni pravdépodobnosti nahodné veliciny

n
Y= 2:)(i.

i=1
Reseni: Nahodna veli¢ina Y je souctem nezavislych ndhodnych velicin X;, i = 1, 2, ..., n. Jeji momentovou
vytvorujici funkci miizeme vypocitat podle vztahu z véty 12.2.1.:
my(t) =my, (t) - my,(t)- ... -my,(t)
Vzhledem k tomu, ze nahodné veli¢iny X; maji normalni rozloZeni pravdépodobnosti N(p;,c;), i=1,2,...,n
, miZeme psat:

n

- 2.2
22 N > oit
n n w4 Giz;z é[”‘t + 02 J Z“it + FIT
my() = [Tmy, ©=IT ¢ —ec = e
i=1 i=1

n
R z Giztz
Dot

Porovname-li vyraz e * s momentovou vytvofujici funkci normélniho rozdéleni pravdépodobnosti
N(u,0) vidime, Ze tento vyraz vyjadfuje momentovou vytvorujici funkci normalniho rozdéleni

pravdépodobnosti s parametry N [Z w;, /Z o} J .
i=1 i=1

Na zakladé¢ uvedeného piikladu mizeme tvrdit, Ze soucet nezavislych nahodnych veli¢in s
normélnim rozdélenim pravdépodobnosti je opét ndhodnd velicina s normalnim rozdélenim
pravdépodobnosti s parametry uvedenymi v piikladu.

65



TEORIE PRAVDEPODOBNOSTI

12. LIMITNI VETY

Limitni véty vyjadfuji statistické zakonitosti, které se projevuji pfi mnohondsobném opakovani
nahodného pokusu. Limitni véty se rozd€luji na dva typy: zakony velkych Cisel a centralni limitni véty.

12.1. Cebysevova nerovnost

Cebys$evova nerovnost nepatii mezi limitni véty, ale jeji znalost je v této kapitole nezbytna.
Cebysevova nerovnost se uplatiuje pii odhadech pravdépodobnosti nahodnych veli¢in, jejichZ rozdéleni neni
ani piiblizn€ znamé, ale jsou-li znamé jeho charakteristiky - sttedni hodnota a rozptyl.

VETA 12.1.1.: Necht X je libovolna nahodn veli¢ina se stfedni hodnotou EX a disperzi DX. Necht € je
libovolné kladné ¢islo. Pak plati:
DX

P(|X-EX|28)S8—2

Tuto nerovnost nazyvame CebySevovou nerovnosti.

Ditkaz: Necht X je ndhodna veli¢ina diskrétniho typu. Potom pravdépodobnost P(| X - EX| >¢) mizeme
vyjadit jako soucet P(|X-EX|>¢) = Y p(x;)
‘xi—EX‘Zs
Pocitejme nyni pravou stranu:
DX = X(x, —Ex)2p<xi>z‘ Z —Ex)2p<xi)z‘ Tept)=e’  Tpx)= e P(X-EX| 2¢)
i x; —EX|>¢ x;—EX|>¢ x; —EX|>¢

Osamostatnénim vyrazu P(| X-EX| >¢ ) dostavame tvrzeni véty 12.1.1.

Necht’ X je nahodna veli¢ina spojitého typu. Pak dostavame:
P(X-EXI>¢) = [f(x)dx

|x—EX|>&

DX = T(x—EX)zf(x)dx > [(x-EX)’f(x)dx> [e*f(x)dx=g [f(x)dx= &> P(X-EX|>¢)

|x—EX|>¢ |x-EX|>¢ |x-EX|>¢

DX
Odsud plyne, 7e ~ P(X-EX|ze)< —- 0
€

Poznamka 1.: N&kdy se Cebysevova nerovnost zapisuje ve tvaru :

P(X-EX/<g)>1- 22
€

Poznamka 2.: Jestlize v CebySevové nerovnosti polozime & = 3o , dostavame
DX
P(X-EX|<30 )>1- 2:§
(o) 9

Z uvedené nerovnosti vyplyvd, ze bez ohledu na rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X
bude pravdépodobnost toho, Ze se hodnota této nahodné veli¢iny neodchyli od jeji stfedni hodnoty o vice nez
trojnasobek smérodatné odchylky vétsi nebo rovna 8/9. Pro vétSinu rozdéleni pravdépodobnosti byva tato
pravdépodobnost podstatné vys$si. Napiiklad pro normalni rozdéleni pravdépodobnosti je tato
pravdépodobnost rovna 0,997. Na této vlastnosti je zalozené tzv. pravidlo tii sigma, které fik4, ze pokud
nezname rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veliciny X, ale zname jeji sttedni hodnotu EX  a disperzi DX,
muzeme interval (EX- 36; EX + 30) povaZovat za interval prakticky moznych hodnot ndhodné veli¢iny X.
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12.2. Konvergence podle pravdépodobnosti

DEFINICE 12.2.1.: Necht X;,X,, ..., X, je posloupnost nahodnych veli¢in. Rikame, Ze uvedena posloupnost
konverguje podle pravdépodobnosti P k n¢jaké konstanté c, kdyZ pro libovolné ¢islo & > 0 plati:
lim P(‘Xn - c‘ < 8) =1

n—oo

Jina formulace stejné definice:

DEFINICE 12.2.2.: Rikame, Ze posloupnost ndhodnych velicin X;, X,, .., X, konverguje podle

pravdépodobnosti P k Cislu c, jestlize ke kazdé dvojici Cisel €, d existuje takové N, Ze pro vSechna n >N plati:
P(X,-cl<e)>1-8

Vyse uvedené vztahy mizeme piepsat nasledujicim zptisobem :

limP(IXn - c| > s): 0

P(X,-c|l>e)< 5

Posledni uvedené vztahy fikaji, Ze se zvétSujicim se n klesa pravdépodobnost toho, Ze se hodnota
nahodné veli¢iny X, bude lisit od ¢isla ¢ o vice nez g, ¢ili Ze se pravdépodobnost odchylek od konstanty ¢
zmensSuje.

Vztah limP(IXn —C| > s)z 0 ftika, ze pro n blizici se nekonecnu (hodné¢ velké hodnoty n) je
n—oo

pravdépodobnost hodnoty x,, kterd se li§i od c o vice nez g, nulova. Ze skutecnosti, Ze pravdépodobnost

néjakého nahodného jevu je nulova ale jeSté nevyplyva, Ze tento jev je nemozny. Tedy i pfes platnost

uvedeného vztahu se miize stat, ze pro n — oo budou existovat takové hodnoty x, , které se budou lisit od ¢

o n¢jakou kladnou konstantu.

12.3. Zakon velkych disel

Zakon velkych ¢isel umoznuje propojeni teorie pravdépodobnosti jako teoretické discipliny a jejiho
vyuziti v praktickych tlohach matematické statistiky. Zde nachazi Siroké uplatnéni, protoze mnohé vysledky
jsou zaloZené pravé na jeho tvrzeni.

Provadime-li na jednom pfistroji, ktery neni zatiZzen systematickou chybou a kde odchylky od piesné
hodnoty jsou pouze nahodné, opakovana méteni, intuitivné ocekavame, ze bude primérna hodnota méfeni
(empiricka charakteristika) blizka ptesné hodnoté (teoretické charakteristice).

Muzeme pak fici, Ze zvétSuje-li se pocet pokust, lze za urcitych podminek o¢ekavat, ze empiricka
charakteristika se bude blizit charakteristice teoretické. To je obecné vyjadieni zakona velkych cisel
a konkrétni podminky jeho plsobeni vyjadiuji jednotlivé dil¢i véty.

Uvadime nékolik formulaci zakona velkych ¢isel.

VETA 12.3.1. (Cebysevova): Necht' X;, X,, ..., X, je n-tice nezavislych ndhodnych veli¢in se stfednimi
hodnotami EX;, EX., ..., EX, a disperzemi DX, DXy, ..., DX, shora ohrani¢enymi kladnou konstantou c.
Pak plati:

12 12
lim P( —>X,— X EX; <8J=1
n—w ni=1 ni=|
kde € je libovolné mala kladna konstanta.
Diitkaz:
Oznatme Y = liXi
1 i=1
12 1 n &
Potom: EY = E(—ZXJ = —E(ZX]») =—> EX,
ni= n \is=l ni=
la 1 n 1 &
DY =D|-XX; |=—=D| XX, |=— X DX,
n - n i=1 n” iz

PiepiSeme CebySevovu nerovnost pro nahodnou veli¢inu Y:
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DY EDXi

P(Y-EYl<g)>1-—-=1- n-e ¢

>1_ —1_

g’ n’e’ =1 n’e’ : n e’

Limitnim pfechodem pro n — o pfejde vyse uvedend nerovnost na tvar:
P(Y-EYl<g)>1

Protoze pravdépodobnost libovolného nahodného jevu je vzdy shora ohrani¢ena ¢islem 1, musi platit
P(Y-EYl<g)<1

Ze soucasné platnosti obou vztahti plyne rovnost:
P(Y-EYl<e)=1 0

Zakon velkych cisel tika, Ze aritmeticky primér hodnot nahodnych veli¢in X, X,, ..., X, konverguje
podle pravdépodobnosti k aritmetickému primeéru jejich sttednich hodnot.

VETA 12.3.2.(Chin¢inova): Necht X, Xo, ..., X, je n-tice nezavislych nahodnych veli¢in, majicich stejné
rozdeleni pravdépodobnosti se stiedni hodnotou EX a kone¢nou disperzi DX. Pak pro libovolné € >0 plati:

lim P( <8J=1

n—oo
Diikaz: Diikaz vyplyva z platnosti Cebysevovy véty. V piipadé Chinginovy véty plati:
EY=E[1iXiJ=lE(iXij:liEXi:ln.EX:EX g

n i=1 n i=1 n i=1 n

1$x Bx

ni=l

Tato véta tikd, ze stfedni hodnotu nahodné veliCiny miZzeme s dostateCnou presnosti a
pravdépodobnosti vypocitat jako aritmeticky priamér jejich hodnot, ziskanych mnohondsobnym opakovanim
nahodného pokusu, ktery tato nahodna velicina reprezentuje.

Diilezité jsou i disledky CebySevovy véty, které nyni uvedeme a dokazeme. Historicky byly dokazany dfive
nez CebySevova véta.

VETA 12.3.3. (Bernoulliho zakon velkych é&isel): Necht nédhodna veli¢ina X, je rovna poétu Gspéchi,
dosazenych v sérii n nezavislych opakovanych Bernoulliho pokust. Necht p je pravdépodobnost tspéchu
v jednom pokusu, 0 < p < 1. Pak pro libovolné & >0 plati:

<8j=1

lim Pﬂﬁ -p
n—o n

Diitkaz: Uvazujeme posloupnost nahodnych veli¢in X, X,, ..., X, , které nabyvaji pouze dvou hodnot:

X;=0 jestlize nastane v i-tém pokusu neuspéch

X;=1 jestlize nastane v i-t¢ém pokusu tspéch

Plati: PXi=0)=1-p=q ; PX=1)=p

Pro stfedni hodnotu a disperzi nahodnych veli¢in X; mizeme psat:

EX;=0q+1p=p

DX =(0-pYq+qp=q (P’ +p-p)=qp

Ptedpoklady Chincinovy véty jsou splnény, takze plati:

1 :limP{ <8J=limP(liXi —P<8j

n—ow ni=1
Uvedeny disledek tika, Ze pravdépodobnost ndhodného jevu miizeme nahradit jeho relativni Cetnosti
ve velké sérii nahodnych opakovanych pokusd. Posloupnost relativnich ¢etnosti nahodného jevu konverguje
v ur¢itém smyslu k pravdépodobnosti jevu. Nejedna se ale o obvyklou konvergenci ¢iselné posloupnosti, ale
o tzv. konvergenci podle pravdépodobnosti.

1an
=¥ X,-EX
ni=1
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12.4. Centralni limitni véta

Centralni limitni véty tvofi druhou velice znamou skupinu vét z teorie pravdépodobnosti. Jejich
formulace zni zpravidla tak, Ze rozdéleni pravdépodobnosti souctu n nezavislych ndhodnych veli¢in X; se
stejnym rozdélenim pravdépodobnosti (i riznym od normalniho) se za velmi obecnych podminek blizi
s rostoucim n k normalnimu rozdéleni pravdépodobnosti.

Dobra shoda s normalnim rozdélenim pravdépodobnosti nastava pomérné brzy, proto je mozné pouzit
centralni limitni vétu v praxi i v ptipadé mensiho poctu ndhodnych velicin.

VETA 12.4.1. : Necht X,, X,, ..., X, je n-tice nezavislych nahodnych veli¢in, které maji stejné rozdéleni
pravdépodobnosti se stiedni hodnotou EX a kone¢nou disperzi DX. Pak nahodna veli¢ina

zx —nEX
=lim=——F—
n—oo O- \/_

ma normalni (Gaussovo) rozdeleni pravdépodobnosti N(0,1).
Diikaz:

Budeme uvazovat takové n-tice nahodnych veli¢in, pro které plati: |Xi| <K;i=1,2,...,; Kjelibovolné
konec¢né cislo ;

Ozna¢me Z; = X; — EX. Nahodna veli¢ina Z; ma stejné rozdéleni pravdépodobnosti jako nahodna veli¢ina X;,
ale stiedni hodnota EZ; = 0.

iz;
"o

kazdé kone¢né T existuje pak momentova vytvorujici funkce ndhodné veliiny Y, pro kterou plati:

Utvofime novou nahodnou veli¢inu Y, a vypocitame jeji momentovou vytvorujici funkci. Pro

my (t) = E(eY"t)z E|eo¥n |= ﬁ E[e“ i“ J = {mz( t H kdet e (-T, T)
" i=1 G\/H

Symbolem Z jsme oznaéili ndhodnou veli¢inu, ktera ma stejné rozd€leni pravdépodobnosti, jako nahodna
veli¢ina Z; ,kdei=1,2,..,n
Zt

Rozvinutim funkce e“ﬁ do Mac Laurinovy fady o tiech ¢lenech dostaneme:

) el | L@ @ h
mz(cﬁ) E[e J—E{l 0«/_ roln 3‘(0\/_) e ] kde W € (0, 1)

Uvédomime-li si, 7¢e EZ=0aEZ*=DZ, pak na zaklad€ vztahu v = E [Xk ] dostaneme:

(GJJ . “"[cf]

WZt

t 7 iy
kde =E| =.el
“’(GJHJ 3

Pro kazdé t € (-T, T) pak plati:

I SR 12.4
= ol 4.1,
@(G&J e P ( )

Momentovou vytvotujici funkci ndhodné veliiny Z rozepiSeme nasledujicim zptisobem:

2n-E(Z)°t

t2
=1 1 kd - govn 12.4.2.
[G/—j +—(1+ 0, (0)kdeo, () = Soloda] (124.2))
3.eGZTn

Ze vztahu (12.4.1.) a (12.4.2.) plyne, ze o, (t) < z ¢ehoz je ziejmé, ze lim o, (t) = 0.

t
3 G\/H ’ ’ n—oo
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Tato limita fika, ze k libovolnému ¢islu € > 0 existuje takové prirozené Cislo N, Ze pro kazdé n> N plati:
< o,(t) <e resp. l-e<1l+o,(t) <l+e¢

Potom: (1 + i(l - S)J <my (t) < (1 + i(l + 8)) (12.4.3)
2n " 2n

n
C e, oy X
Z teorie limit vime, ze llm(l + —) =e"

n—>o n

Limitnim pfechodem ve vySe uvedené nerovnosti (12.4.3.) dostavame:
2 2
—(1-¢) A t—(1-%—5)
e? <limmy (t)<e?
n—w n
Z uvedené nerovnosti je ziejmé, ze ¢im vetsi bude n, tim mensi € miizeme uvazovat. S rostouci hodnotou n
tZ

2
(1-¢) t—(He)
se hodnoty e?2 a

t2
e? budou méné lisit od hodnoty e 2 .
t2
Pomoci limity miiZzeme psat: rl)g my (t)=e?, coz je ale momentové vytvotujici funkce N(0,1) rozd¢leni
pravdépodobnosti. Z vlastnosti 2 momentové vytvoiujici funkce plyne, ze ndhodna veli€ina Y = limY, ma

n—oo

normalni rozdéleni pravdépodobnosti N(0,1). O

Dusledky centralni limitni véty vyjadiuji nasledujici véty, které uvadime jiz bez dukazu.

VETA 12.4.2. : Moivre-Laplaceova lokalni véta
Necht’ Py, P, ..., P, je posloupnost nezavislych opakovanych nahodnych pokust, pficemz v kazdém z nich
miiZze nastat ndhodny jev A s pravdépodobnosti p. Pak plati:
(m-np)’
1 —_ =7

limP,(m) =————-¢ *™
n—n A 27 npq

kde P,(m) je pravdépodobnost, Ze v sérii n pokust nastane jev A pravé m-krat a q = 1-p.

VETA 12.4.3.: Moivre-Laplaceova véta integralni

Necht’ Py, Ps, ..., P, je posloupnost n nezavislych opakovanych nahodnych pokust, pfi¢emz v kazdém z nich
miiZe nastat ndhodny jev A s pravdépodobnosti p. Pak plati:

limP,(m, <m<m,)=® m, 70p | _p| M 0P
kde P, (m; < m <m;,) je pravdépodobnost, ze ndhodny jev A nastane v sérii n pokust m; az m, krat, q=1-p
a @ je distribucni funkce N(0,1)rozdéleni pravdépodobnosti.

VETA 12.4.4.: Necht ndhodné veli¢ina X, ma binomické rozdéleni pravdépodobnosti s parametry n a p, kde
0< p <1. Pak pro n — o ma nahodna veli¢ina
Xn —np

vopq

asymptoticky normalni rozdéleni pravdépodobnosti N(0, 1).

Y:

VETA 12.4.5.: Necht nahodna veli¢ina X, ma Poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti s parametrem ni, kde
A > 0. Pak pro n — o0 ma nahodna veli¢ina
X, —nk

VnA

asymptoticky normalni rozdéleni pravdépodobnosti N(0, 1).

Y =
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VETA 12.4.6.: Necht’ nahodna veli¢ina X, ma Studentovo rozdéleni pravdépodobnosti t, . Pak pro n — co ma
nahodna veli¢ina

Y=X,
asymptoticky normalni rozdéleni pravdépodobnosti N(0, 1).

VETA 12.4.7.: Necht nédhodna veli¢ina X, ma X121 rozdéleni pravdépodobnosti . Pak pro n—>o mé nahodna
veli¢ina
X,—n

v2n

asymptoticky normalni rozdéleni pravdépodobnosti N(0, 1).

Y =
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13. SLOVNIK ANGLICKYCH EKVIVALENTU

alternativni rozd€leni pravdépodobnosti
aposteriorni pravdépodobnost
aproximace

Bayesova véta

binomické rozdéleni pravdépodobnosti
centralni limitni véta

centralni momenty

Cebysevova nerovnost

diskrétni nahodna velicina

distribu¢ni funkce

doplnék

dopliikovy jev

elementarni jev

exponencialni rozlozeni pravdépodobnosti
F-rozdéleni pravdépodobnosti
geometrické rozdéleni pravdépodobnosti
hustota pravdépodobnosti
hypergeometrické rozdéleni pravdépodobnosti
chi-kvadrat rozdéleni pravdépodobnosti
jev

jev jisty

jev nemozny

klasické pravdépodobnost

koeficient Sikmosti

koeficient Spicatosti

kombinace

kombinatorické pravidlo soucinu
korelace

korelacni koeficient

korelacni matice

kovarian¢ni matice

kvantil

kvartil

marginalni distribu¢ni funkce
marginalni pravdépodobnostni funkce
median

mezikvartilové rozpéti

modus

nahoda

nahodna veli¢ina

nahodny jev

nahodny pokus

nahodny vybér

navzajem disjunktni jevy

nezavislé jevy

nezavislé opakované pokusy

normalni rozdéleni pravdépodobnosti

normované normalni rozdéleni pravdépodobnosti

permutace

pocateCni momenty
podminéna pravdépodobnost
podminéné disperze
podminéné rozdéleni
podminéné stiedni hodnoty
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zero-one distribution
posterior probability
approximation

Bayes theorem

binomial distribution
central limit theorem
central moments
Chebyshev's inequality
discrete random variable
distribution function
complement
complementary event
simple event

exponential distribution
F-distribution

geometric distribution
probability density function
hypergeometric distribution
chi-square distribution
event

certain event

impossible event

classical probability
skewness

kurtosis

combination

fundamental counting rule
correlation

correlation coefficient
correlation matrix
covariance matrix

quantile

quartile

marginal distribution function
marginal probability function
median

interquartile range

mode

coincidence

random variable

random event

random experiment
random selection

mutually exclusive events
independent events
binomial experiments
normal probability distribution
standard normal distribution
permutation

initial moments

conditional probability
conditional variances
conditional distribution
conditional means



Poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti
pokus

pravdépodobnost

pravdépodobnostni funkce

pravidlo o nasobeni

pravidlo o s¢itani

regresni funkce

regresni koeficient

rovnoméerné rozdéleni pravdépodobnosti
rozd¢leni pravdépodobnosti

rozptyl

sdruzena distribucni funkce

sdruzena funkce pravdépodobnosti
sjednoceni jevi

skedasticka funkce

smérodatna odchylka

spocetnd mnozina

spojita nahodna veli¢ina

sttedni hodnota

Studentovo t-rozdéleni pravdépodobnosti
teorie pravdépodobnosti

uplna pravdépodobnost

vicerozmérna nahodna veli¢ina
vysledek

zakladni prostor

zakon velkych cisel

zavislé jevy
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13. SLOVNIK ANGLICKYCH EKVIVALENTU

Poisson’s distribution
experiment

probability

probability function
multiplication rule
addition rule

regression function
regression coefficient
uniform distribution
probability distribution
variance

joint distribution function
joint probability function
compound events
scedastic function
standard deviation
countable set

continuous random variable
mean

Student t-distribution
probability theory

total probability
multidimensional random variable
outcome

sample space

law of large numbers
dependent events
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