1 Limita posloupnosti

= hodnota, ke které se ¢leny posloupnosti {a,} , blizi, kdyz se
index n ,,blizi k nekonecnu.

Zapis: lim a, nebo zkracené lim a,,
n—oo

Podle toho, k ¢emu se ¢leny posloupnosti blizi, rozlisujeme 4 pripady:

1. lim a, = a, kde a je realné cislo.
n—o0

Posloupnost konverguje.

Posloupnost ma vlastni limitu a.

2. lim a, = oo.
n—oo

Posloupnost diverguje k oc.

Posloupnost ma nevlastni limitu oo.



3. lim q, = —oc.
n—oo
Posloupnost diverguje k —oc.

Posloupnost ma nevlastni limitu —oo.

4. lim a, neexistuje. V tomto ptripadé nenajdeme 1 hodnotu, ke které by
n—oo
se blizily vSechny ¢leny posloupnosti.
Posloupnost osciluje.

Posloupnost nema limitu.

Piiklad 1 Najdéte limitu posloupnosti a nakreslete ¢ast grafu posloupnosti.

LA

lim &
n—oo "



2. {2n+3}7,
lim (2n + 3)

n—00

3. {1-n},
lim (1 —n)

n—0o0

4 (=2},
lim (—2)"

n—o0

Vzhledem k tomu, Ze je limita posloupnosti definovana jako jedna hod-
nota, ke které se blizi (pfi rostoucim n) vSechny ¢leny posloupnosti, plati

nasledujici véta.

Veéta 1 Kazdd posloupnost md maximdlné jednu limitu, tj. jednu nebo Zddnou.



1.1 Vypocet limit posloupnosti

Limity posloupnosti z Piikladu 1 sly vypocitat piimym dosazenim. Ne vzdy
je zadani tak snadné, a proto se budeme nyni zabyvat tim, jak lze kompliko-

vangéjsi limity vypocitat.

1. Limita polynomu
Bud jde vypoéitat pifmym dosazenim oo za n nebo pifmo odhadnutim
vysledku ze zadani.
Vysledek = oo nebo —oo podle znaménka u ¢lenu s nejvyssi

mocninou

Piiklad 2 Najdéte limitu posloupnosti.

(a) lim (2n® —5n+1)

n—oo

(b) lim (5n% — 3n?)

n—o0

(c) lim (n*+ 5n + 10)

n—o0

2. Limita podilu polynomu
Bud jde vypocitat vytykanim a kracenim (ponékud zdlouhavé) nebo

piimo odhadnutim vysledku ze zadani na zakladé nédsledujici avahy:

~

e Pokud je nejvyssi mocnina v ¢itateli i ve jmenovateli stejna,
pak citatel i jmenovatel ”rostou stejné rychle”.

Limata je rovna podilu konstant u nejvyssich mocnin.
e Pokud je nejvyssi mocnina v Citateli mensi nez ve jmeno-
vateli, pak ”jmenovatel roste rychleji nez citatel”.

Limata je rovna 0.



e Pokud je nejvyssi mocnina v cCitateli vétsi nez ve jmenova-
teli, pak ”citatel roste rychleji nez jmenovatel”.
Limita je rovna oo nebo —oo, podle toho, jestli maji konstanty u

nejvyssich mocnin stejné nebo opacné znaménko.

Priklad 3 Vypocitejte limity posloupnosti.
3n?—3n+5

lim ———M8—
n—oo 2n?24+n4+1

n—oo 3 + 3n?

n*—n?+1

n—ooo 2n3 —n — 1

1 —2n?
m

n—oo 2 — bn

3. Limita podilu obsahujici a", kde a € R.
Bud jde vypocitat vytykdnim a kracenim (opét ponékud zdlouhavé)
nebo ptimo odhadnutim vysledku ze zadani na zékladé obdobné tvahy

jako dfive (roste-li rychleji ¢itatel nebo jmenovatel).
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Priklad 4 Vypocitejte limity posloupnosti

. 23" +3.2"
hm—
n—oo 2" 453"

. 5™ + 10™
hm S —
n—oo 2 - 97 — j{n

57 1 5. 8"
m—

548"

4. Limita posloupnosti, ktera je po dosazeni co za n ve tvaru 1
Vypocita se pomoci vzorcu

1 n n
lim (1 + —) =e, obecnéji lim (1 + é) = kde k eR
n n

n—oo n—oo

Definice 1 Cislo e definované vyse uvedenou limitou lim (1 + %)n se
n—oo

nazyva Eulerovo ¢islo. Je to iraciondlni ¢islo rovné piiblizne 2, 718. ..



Eulerovo cislo je zakladem prirozené exponencidlni funkce a prirozené

vvvvvv

stanty pouzivané v piirodnich a technickych védach. Je pojmenovano

podle matematika Leonharda Eulera.

Piiklad 5 Vypocitejte limity posloupnosti

) 2
lim {1+ —
n—00 n

) n4+4\"
lim
n— 00 n

Piiklady k procviceni:

Vypocitejte limity posloupnosti:

9n+2
a) Jim TS0
—n?4150
b) Jim = T
+2
o) lim 535
21 43.47
4 lim e
lig 5°2:3"
%
f) lim (5n% — n + 3)
n—oo
n—2\"
§) Jim, (%)
3n3—5n41
h) Jim 27;3+r? &
: —n+2
e
: n45\"
) Jlim (=2)
m) lim (3 —10n% +n)
n—oo



2 Ciselna rada
= soucet vSech ¢lenu posloupnosti {a,}, .

Zapis:
Zan nebo a; +as+as...

n=1

Podle toho, jaky ma& ¢iselna rada soucet, rozlisSujeme 4 pripady:

o0 . 7 7 v 7
L. > a, =s, kde s je realné cislo.

Rada %  a, konverguje.

n=1

Rada "7 | a, m4 soucet s.

2. Y % a, = oo.

Rada 3°°°  a, diverguje k oc.

n=1

Rada > 7  a, ma soucet co.

o0
3. ) o Gy = —00.
Rada >~ | a, diverguje k —oc.
Rada "7 | a, ma soucet —oo.
4. 3>  a, nema soucet.

n=1

Rada 3" | a, osciluje.



Na néasledujicim piikladu si ukazeme, jak odlisné jsou pojmy posloupnost

a Ciselna rada.

Priklad 6 Uvazujme posloupnost {a,} -, = {%}20:1 = {1,%,%,...}. Jed-

noduse lze vypocitat limita této posloupnosti:

osloupnos = _ (&1 onverguje a ma viastil 1l1imitu rovnu u.
Posloupnost {1} tedy k guj i vlastni limit 0

7 této posloupnosti lze vytvorit ¢iselnd rada
= =1 11
an = —=14+=-+-..
D =) L=l+5+3
n=1 n=1
Pokud bychom chtéli urcit, jaky mé tato fada soucet, muzeme postupovat

napf. nasledujicim zpusobem (kterym byl soucet nalezen uz ve stredovéku)

11 11 1
R R R RN R A
:1+(1)+(1+1) <1+1+l+—>+(1+
2 3 4 5 6 7 8 9
>1+<1>+<1+1>+<1+1+1+1)+<i+...
- 2 4 4 8 8 8 8 16

Z toho vyplyva, ze fada % diverguje a ma soucet oo.

Dokazat divergenci rady 2211% nebylo prilis obtizné. Vzhledem k tomu,
ze u komplikovanéjsich tad jsou dukazy konvergence/divergence podstatné

tezsi, byla odvozena jednoduchd pravidla pro konvergenci nékolika typu rad:



1. Geometricka rada
2 3
a+t+aq+aq” +aq” + ...

s kvocientem ¢ spliujicim —1 < ¢ < 1 konverguje a ma soucet

a
1—q

S =

Piiklad 7 Vysetrete konvergenci tady

>(3)

2. Geometricka rada
2 3
a+aq+ag® +ag® + ...

s kvocientem pro ¢ > 1 diverguje a ma soucet co nebo —oo (v zavislosti

na znaménku prvniho ¢lenu a).
Piiklad 8 Vysetrete konvergenci rady

()

n=1
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3. Rada

o0

1
> — kdeke€R
n

n=1

konverguje pro k£ > 1 a diverguje k oo pro £ < 1.

Poznamenejme, ze divergence této tady pro k = 1 uz byla ukazana v

Piikladu 6.

Priiklad 9 Vysetrete konvergenci rady
= 1

2
n
n=1

4. Konvergenci/divergenci fady neovlivni, zaménime-li n za linedrni ¢len

an+0b, kde a, b € R, a # 0.

Priklad 10 Vysetrete konvergenci rady

- 1
Z (3n + 5)2

n=1

= 1
; Vn+1

> 1
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5. Pokud lim a, # 0, pak fada Y, a, nekonverguje, tj. diverguje
n—oo

nebo osciluje.

Piiklad 11 Rozhodnéte o konvergenci rady

2.1 Ciselna fada s kladnymi ¢leny

Pro ¢iselné tady, které maji vSechny cleny kladné, byla odvozena specialni
kritéria, pomoci kterych Ize o konvergenci nebo divergenci takovych tad roz-
hodnout. My si pro ilustraci uvedeme jen dvé z nich - podilové a odmocninové

kritérium.

Véta 2 (Limitni podilové kriterium)

Necht > | a,, je fada s kladngmi cleny a existuje

. Ontl
lim ——= = L.

n—00  (y

Plati
(a) je-li L <1, pak > " | a, konverguje,
(b) je-li L > 1, pak >~ a, diverguje.
Priklad 12 Rozhodnéte o konvergenci fady
>
n
n=1
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Véta 3 (Limitni odmocninové kriterium)

Necht > | a,, je fada s kladngmi cleny a existuje

Jim = L.
Plati
(a) je-li L <1, pak " | a, konverguje,

(b) je-li L > 1, pak >~ a, diverguje.

Piiklad 13 Rozhodnéte o konvergenci fady

[e.e] 1 n
;(Zn—i-l) '

Priklady k procviceni:

1. VySettete konvergenci fady. Pokud se jednd o konvergentni geometrickou
fadu, stanovte jeji soucet.

a) > (%)n

b) X (3)"

C) foll nz_tbl
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d o, 2

) 2= 1 n+6)

) e 13n+6
2 (n+1)2
Yool ()"
Yot Gy

1)
i) Zn1m

)

—+

g

)
h)

1
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