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5 CiSELNE POSLOUPNOSTI

Zadani a graf posloupnosti

Umluva.
Termin posloupnost budeme v textu zkracovat: p - st.
Pokud tomu nebude jinak, budeme misto {a, }, -, psat stru¢né {a,}.

Sestrojenim grafu p-sti budeme rozumét znazornéni zadaného ¢i potfebného koneéného poctu
¢len( p-sti.

Pfiklad 1.1 Necht a,, = 3 — 2n. Napisme prvnich 5 ¢lent této p-sti a nakresleme jeji graf.

Reseni

P-st je zadana vzorcem pro n-ty ¢len. Za n postupné dosazujeme Cisla 1, 2, 3,4, 5; potom

a,=3-2-1= 1
a,=3-2-2=-1
az=3—-2-3=-3
a,=3—-2-4=-5
as=3—-2-5=-7

Vysledek: {3 — 2n} ={1,-1,-3,-5,-7, ... }.

y(a) ’
1

(=]
=
[
w
IN
wn
a

© % U a &AL N A o

Obr 1.1 Graf p-sti {3 - 2n}

Grafem p-sti je mnozina izolovanych bodU leZicich na pfimce y = 3 — 2x. (Nahradili jsme n pisme-
nem x a a, pismenem Yy a ziskali tak rovnici pfimky y = 3 — 2x.)
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Bnn_l} a nakresleme jeji graf.

Pfiklad 1.2 Uréeme prvnich 5 &lend p — sti {(—1)"

Reseni

P-st je zadana vzorcem pro n-ty ¢len. Za n postupné dosazujeme ¢isla 1, 2, 3,4, 5 ; potom

3-1-1
= —1_1 = = -
a; = (=1) 1
3218
4= ~ T2 2
pp 3318
4= R
PR S S G €
4= ~ T2 1
381
= ~ T 5 5
. S_qp31) _( 5, 5 8 1 14
Vysledek.{( 1) n}_{ 2,2, -5 = 5}
y(an) *
3
° [ ]
2
1
0
0 1 2 3 4 5 6
! x(n)
2 o
L4 °

. . n3n—1
Obr 1.2 Graf p-sti {( 1) — }

1-3x

Grafem p-sti jsou body, které lezi vidy na jedné vétvi hyperbol y = % ay=-—-
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=

1-3x

Obr 1. 3 Hyperboly y = 3xx—_1 ay =

X

Ptiklad 1.3 Napisme prvnich 5 ¢lend p-sti {2},.—, a nakresleme jeji graf.
Reseni
P-st je zadana vzorcem pro n-ty €len a v ném se n nevyskytuje, coz znamena, Ze vsechny ¢leny p-sti

jsou rovny Cislu 2; dana p-st je stacionarni (konstantni).

Vysledek: {2};_, ={2,2,2,2,2,...}.

y(@n) 3
2 [ ] (] [ ] [ ] (]
1
0
0 1 2 3 4 5 6
4 x(n)
-2
-3

Obr. 1. 4 Graf p-sti {2},

Grafem p-sti je mnoZina izolovanych bodu leZicich na pfimce y = 2, tj. na rovnobéice s osou x ve
vzdalenosti 2.
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Priklad 1.4 Urceme prvnich 5 ¢len( p-sti {#} a nakresleme jeji graf.
n=1

Reseni

P-st je zadana vzorcem pro n-ty ¢len. Za n postupné dosazujeme ¢isla 1, 2,3,4,5 ; potom

1+(=D' 0
w=—7p =370
1+ (-1 2
1+(-13 0
=7 =770
1+(-D* 2
w77t
1+(-1° 0
b= 770
Vysledek: {“(2;1)"} =1{0,2,0,2,0,...}
y(an) 3
2 [ J [ J
1
0 ® { {
0 1 2 3 4 5 6

Obr. 1.5 Graf p-sti {H(Z;l)n}
n=1

Liché ¢leny lezi na ose x (y = 0), sudé na rovnobézice y = 2 s osou x.



Priklad 1.5 Urceme prvnich 5 ¢lend p-sti{ !

Reseni

n2+1

} a nakresleme jeji graf.

CiSELNE POSLOUPNOSTI

P-st je zadana vzorcem pro n-ty ¢len. Za n postupné dosazujeme ¢isla 1, 2, 3,4, 5 ; potom

Vysledek: {

1
nz+1

J =t

y(an)

2’5’10’17’ 26’

1

4/5
3/5
2/5

1/5

Obr. 1.6 Graf p-sti {

1

MTT 1T

11

2=%% 1175

11

BT 11710

11

MR 1717

11

% =5211" 26

[ ]

[

® [ ]

1 2 3 4

1
nz+1
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1-cos m

Priklad 1.6 Urceme prvnich 5 ¢len( p-sti { } a nakresleme jeji graf.

Reseni

P-st je zadana vzorcem pro n-ty ¢len. Za n postupné dosazujeme ¢isla 1, 2, 3,4, 5 ; potom

_1l—-cosm 1—-(-1) 2

= Z=1
h 2 2 2
_1—c052n_1—1_ —0
2 2 2 27
~1-cos3m 1—-(-1) 1
BET T2 T
_1—cos4n_1—1_0
%4 2 2
_1—c0557r_1—(—1)_1
N
’ l1—-cosnm
Vysledek: { } ={1,0,1,0,1,..}.
y(an) ?
1 [ ] [ ] [ ]
0 L J L J
0 1 2 3 4 5 6
x(n)
Obr. 1.7 Graf p-sti {1_Cosn ”}

Liché ¢leny p-sti leZi na pfimce y = 1, sudé na ose x(y = 0).

10
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Ptiklad 1.7 Urceme prvnich 5 ¢lend p-sti {2™} a nakresleme jeji graf.

Reseni

P-st je zadana vzorcem pro n-ty ¢len. Za n postupné dosazujeme ¢isla 1, 2, 3,4, 5 ; potom

al - 21 == 2
az == 22 - 4’
a3 = 23 = 8
a, =2*=16
as = 25 =32
Vysledek: {2} = {2,4,8,16,32, ... }.
y(an) 3
[ J
30
25
20
15 ¢
10
°
> [ J
[ ]
0
0 1 2 3 4 5 6
x(n)

Obr. 1.8 Graf p-sti {2}

Cleny p-sti leZi na exponencidle y = 2*.
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Ptiklad 1.8 NapisSme prvnich 5 ¢lend p-sti {a,}:

a; =—-1,a,=2,a,41 = 2a, —ap_y n = 2.

Reseni

P-st je zadana rekurentné. Za n postupné dosazujeme Cisla 2, 3, 4; potom

a3:2a2_a1:2'2_(_1):5

a4:2a3_a2:2'5_2:8

as=2a,—a3;=2-8—-5=11

Vysledek: {a,} ={-1,2,5,8,11,...}.

Jisté jste poznali, Ze je to aritmetickd p-st s diferenci d = 3 a prvnim ¢lenem a1 = —1.

Pfiklad 1.9 Napisme prvnich 5 ¢lend p-sti {a,}:

a,=—-2,a,,1 =a,—n,n=1.

Reseni

P-st je zadana rekurentné. Za n postupné dosazujeme Cisla 1, 2. 3, 4; potom

Vysledek: {a,} ={-2,-3,-5,-8,—-12,...}.
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Ptiklad 1.10 Napisme prvnich 5 ¢lend p-sti {a,, }:
1

Ay =7, 0n4y = 3(n+ a,,n = 1.

Reseni

P-st je zadana rekurentné. Za n postupné dosazujeme Cisla 1, 2. 3, 4; potom

[uy

a2:3(1+1)a1:6'_:1

@)

a;=3Q2+1a,=9-1=9
a, =33+ 1a; =12-9 =108
as =3 (4+ 1)a, = 15-108 = 1620

Vysledek: {a,} = {% 1,9,108,1620, ... }

Ptiklad 1.11 Napisme prvnich 5 ¢lend p-sti {a,, }:

n
a, = _4,an+1 = 1+_,n2 1.
an

Reseni

P-st je zadana rekurentné. Za n postupné dosazujeme Cisla 1, 2. 3, 4; potom

NP L.
Ty T T ATy
1421424820
GEltg =ltg=lty=g
2
IR IO
s T T T T T T 1
3
S R S P P S
T R T
1

Vysledek: {a,} = {—4,
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Ptiklad 1.12 Napisme prvnich 5 ¢lend p-sti {a,, }:

a,=1a,=2,ay41 =0, ———,n=2.

Reseni

P-st je zadana rekurentné. Za n postupné dosazujeme Cisla 2, 3,4; potom

L1
B=h= T4
~ 1, 11
=B =727
~ 1 1 1
=™ T7717

Vysledek: {a,} =={1,2,1q§,-§,".}

Ptiklad 1.13 Napisme prvnich 5 ¢lend p-sti{a,}:
Aps1 =3 ay —2n,a5 = 7.

Reseni

P-st je zadana rekurentné a zname jeji ¢len as, pomoci néhoz vypocitame a,.
Clen as =3a,—2-4

7 = 3a, — 8
3a4=15:a4=5

Dale a, =3a3 —2-3

5=3a3_6

3a3=11:a3=?
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Potom a;=3a,—2-2
11
? = 3a2 - 4‘
i 23 23
= — = —
a, 3 a, 5
Dale a, =3a;—2-1
23
? = 3a1 - 2
3 41 41
= — = —
h=g T hT57
Vysledek: {a,} = {%,? % 5,7, }
Ptiklad 1.14 Napisme prvnich 5 ¢lend p-sti{a,}:
Api1 = Qu-q tnay,ay = —3,a3 = 2.

Reseni

CiSELNE POSLOUPNOSTI

P-st je zadana rekurentné a zname jeji ¢leny a4 a az, pomoci nichz vypocitame ¢len a,.

Clen a, =a, +3-a;g

_3=a2+3'2$a2=_9

Dale az;=a,+2-a,

2=a1+2'(_9)$a1=20

Potom as =az+4-a,

a5 :2+4(_3)$a5 :_10
Vysledek: {a,} = {20,-9,2,—3,—10,...}.

Ptiklad 1.15 Uréeme ¢len a,, posloupnosti {—1,1,—-1,1 -1, ... }.

Reseni

Vsimnéme si, Ze jednotlivé ¢leny p — sti jsou mocniny Cisla —1.

Vysledek: a,, = (—1)™.
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123 45
)

Priklad 1.16 Urceme clen a,, posloupnosti {— ===, e }
2’34’56

Reseni

V Citateli jsou postupné rostouci prirozena Cisla, ve jmenovateli je pfirozené Cislo o jednicku vétsi
nez v Citateli.

Vysledek: a,, = L,

n+1
|
- Y v . 11 1 1
Priklad 1.17 Urceme clen a,, posloupnosti {1, -, ——,—, }
4°9 25736
Reseni
Ve jmenovatelich jsou druhé mocniny pfirozenych Cisel a stfidaji se znaménka.
, . _ (_1)71—1
Vysledek: a,, = —
|
Priklad 1.18 Urceme clen a,, posloupnosti {27, 9,3, 1,%, }:
Reseni
Cleny jsou mocniny ¢&isla 3.
Vysledek: a,, = 3*™".
|

Priklad 1.19 PrepiSme ndsledujici rekurentni vzorec pro ¢len a,, = n - a,,_4 tak, aby uddval vztah pro
cleny as, A4z, Q-1

Reseni

Za n postupné dosazujeme 5,n + 2,n — 1.

as=5-as_1=5"a,

Uiz = (M+2) apyy = (M+2) " apyy

Ap1=Mm—-1-ap11=Mm-1)a,,

Vysledek: as = 5a4, a0 = N+ 2)anyq, g = (0 — Da,_,.
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Priklad 1.20 Prepisme ndsledujici rekurentni vzorec pro clen a,, = a,,_q1 + a,,_, + n tak, aby uddval
vztah pro cleny as, 4o, Ap_1-

Reseni

Za n postupné dosazujeme 5,n + 2,n — 1.

as=a,+as;+5
Apiz = Apyz_ 1+ aniz 2 +n+2=ay,,1+a, +n+2

an_l = an_l_l + an_1_2 +n— 1 = an_z + an_3 +n— 1

Vysledek: a; = a, +az +5,a,4, =apy1 +a,+n+2,a,1=a,_,+a,_ 3+n—1
|

Priklad 1.21 Prepisme ndsledujici rekurentni vzorec pro ¢lena, .1 = 1 + z_n tak, aby uddval vztah pro

cleny as, A4z, Q-1

Reseni

Za n postupné dosazujeme 4,n + 1,n — 2.

2-4 8
as=1+——=1+—
a4 a4
2:(n+1)
An+1+1 = Any2 = S —
An+1
2-(n—2)
p-241 = Ap-1 =1+ ——
An-2
Vysledek: as = 1+ 2, a,,, =1+ o = 14202
e an+1 an—»
|
Pfiklad 1.22 ZapisSme cleny a,,_1, Ap+q a uréeme a, + 1 a —aZ“, je-li ¢len a,, = i—z

2n—1

2n+1

aTl+1 = (n + 1)2
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Srovnej ¢len a,,q avyraza, + 1 !

2" 2" + n?
an, +1= ﬁ +1= T
2n+1
an+1 3 (n + 1)2 3 2n+1 nz 3 an
a, 2"  (m+1)?2 2" (n+1)?
n2
|
v L . 1
Priklad 1.23 Definujme rekurentné p-st {;}
Reseni
1 111 1 1
d=tri e
1 1
a, =—>n=—
" n a,
Potom
1 1 1 a, 1
= = = = 'a =
™+ 1., 1tay 1+4a !
n an
Ovérime pro nékolik prvnich ¢lena.
al = 1
- @ _ 1 _1
Q= Tia, 141
1 1
az 2 2
a3 = = = == —
1+ a, 1 E
1 1
as 3 3
a, = 1: 1=Z=Z atd.
1+ a—3 1+ 3 3
Vysledek: Rekurentni vzorec pro p-st {1} jea =2 g, =1
Yy : prop nJ nt1 = T .
|

Poznamka.

Nejcastéji byva p-st zadanda symbolicky, tj. vzorcem pro n-ty ¢len. ,Uhodnout” funkéni vzorec pro a,
z rekurentniho vzorce ¢i vyctu ¢lenl p-sti se podati jen v jednoduchych pripadech.
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Vlastnosti posloupnosti

Priklad 1.24 Zjistéme, zda je p-st {nz—tlz} monotdnni a omezend.

Reseni

Vypocitame prvnich pét ¢lenl p-sti a nakreslime jeji graf. Uzite¢né byva urcit také néktery z ¢lend
s velkym indexem, napf. n = 100, n = 1000 apod.

n+2 3 537 102 1002

{ 2n }:{E’l'E'Z’E'""W""M""}

y(an) 1 3/5
1 2/5
1 1/5
1 [ )
4/5 ¢
3/5
2/5
1/5
0 1 2 3 4 5 6

x(n)
Obr. 1.9 Graf p-sti {nz—;z}

Ze znalosti ¢len( a grafu dané p-sti usoudime, Ze p-st je klesajici. Tuto nasi domnénku vSak musime
dokazat. Pfesvédéime se, zda pro véechnan € N je

an > an+1,
. n+2  (n+1)+2 _ n+3 ]
U- 2n 7 2(n+1) | 2(n+1) /-2n(n+1)>0

m+2)(n+1)>m+3)n

n?4+3n+2>n*+3n

2> 0, coi plati,
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tim je dikaz toho, Ze p- st{ }Je klesajici, a tedy ryze monoténni a také monotoénni proveden.

Vzhledem k tomu, Ze je dana p-st klesajici, je shora omezena ¢lenem a; = E' Vypoctem nékolika
“ e . ” . o e . 102
¢lenu s veIkym indexem n odhadneme Cislo, kterym je p-st omezena zdola. Z ¢len p-sti a;gp = 200

10
a 1000 = 500 2% 12e usoudit, Ze a,, >3 S pro vSechnan € N.

Pfesvédcime se tedy, Zze pro kazdén € N je:

ansg a an>%
ntz 3 ntz2 1
2n T 2 n” 2
n+2<3n n+2>n
2n > 2 2>0
n=1

Dokazované nerovnosti jsou splnény pro vSechna n € N. Dokazali jsme, Ze pro vSechnan € N je
1 3 v , v . . . . .
5 < 0n < > COZ znamend, Ze p-st je omezena shora i zdola, a proto je omezena.

+ s s s
Zavér: P- st{ } je monotdnni, a to ryze monotdnni — klesajici, a omezena.

Priklad 1.25 Zjistéme, zda je p-st { } monotonni a omezend.

Reseni
Vypocitdme prvnich 5 ¢lent p-sti, ¢len a;o¢ @ a1900; Nacrtneme graf.

{ 4 }_{ 41 4 2 4 4 4 }
2—3n) 77757 137777 2987777 2998 7T
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x(n)
0
12 0 1 2 3 ) ® 6
1 °
-1 1/2
-2
2 1/2
-3
3 12
-4 °
-4 1/2

y(an)
Obr. 1.10 Graf p-sti {ﬁ}

Ze znalosti ¢lenu a grafu dané p-sti usoudime, Ze p-st je rostouci. Tuto nasi domnénku vsak musime
dokazat.

Pfesvédcime se, zda pro vSsechnan € N je a, < a,41, ti.

4 4 4 /
2-3n  2-3(n+1) -3n-1 4

|~

(2-3n)(-3n—1)>0
—-3n—-1<2-3n

-1 < 2, coz plati

e y 4. , o . L
Tim je dlkaz toho, Ze p-st {m} je rostouci, a tedy ryze monotdnni a také monotdnni proveden.

Vzhledem k tomu, Ze je dana p-st rostouci, je zdola omezend ¢lenem a; = —4. Z &len( p-sti
4 4 _— ¥4
= —_—— = - E N.
100 598 @ 31000 5595 Ize usoudit, Zze a,, < 0 pro kazdén

Presvédcime se tedy, Ze pro kazdén € N je

a, = —4 a a, <0
>4 /22 =3n)<0 * <0 /-(2=3n) <0
2—-3n 4 2—-3n
4>0 1<-1(2-3n)
1<-243n
3n=3
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Dokazované nerovnosti jsou splnény pro vSechnan € N. Dokazali jsme, Ze pro vsechna

22

neN je —4 <a, <0, coZ znamena, Ze p-st je omezend zdola i shora, a proto je omezena.

P 4 . (. O ; .
Zaveér: P-st {—} Je monotonni, a to ryze monotonni — rostouci a omezena.

2-3n

Priklad 1.26 Zjistéme, zda je p-st {n +

Reseni

1+(;1)”}

Vypocitame prvnich 6 ¢lend p-sti.

monotdnni a omezend.

1+ (-1

a, = ; )_1+0_1
1+ (—1)2

2= 2+—— =2+1=3
1+ (-1)3

s =3+ > =3+0=3
1+ (-1

a, =4 > 441=5
14 (-1)°

as =5 S——=5+0=5
1+ (-1)°
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y(an) 8

0 1 2 3 4 5 6 7
x(n)

Obr. 1.11 Graf p-sti {n + ﬂ}

2

Roste-li n, pak ¢leny p-sti bud’ také rostou nebo zlistanou stejné. Da se tedy usoudit, Ze p-st je ne-
klesajici.

Presvédcime se, zda pro vSechnan € N je

ap < Anyq

1+(-D"

_qyn+1
n+ 2t <ny1+ 2

2 /-2

1+(-D"<2+14+ (=)™

(—D* <2+ (-t

(D= (D"t <2
EDM1-(-D]=<2

(-D"-2<2

-Dr<1

1prosudan,tj.(-1)" = 1

1 prolichan,tj. (-1)" < 1.

Tim, je dikaz toho, Ze p-st je neklesajici, tedy monotdnni, proveden.

cozZ plati pro kazdé n € N, protoze (—1)" =
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Ponévad? je p-st neklesajici, je omezena zdola ¢islem a; = 1.
Pro kazdén € N je a, =1
1+ (D"
N (T> > 1

2n+1+ (-1 >2

n liché: 2Zn+1-1=>2
n=1
n sudé: 2n+1+1=2
n=0

Dokazovana nerovnost je splnéna pro vSechna n € N. Shora p-st omezena neni, je omezena pouze
zdola, neni tedy omezena:

fx 1+(-1D)™) . Ly, 0 , .
Zaveér: P-st {n + %} je monotodnni, a to neklesajici, neni omezend.

v, .. v . .. nm , , ’
Priklad 1.27 Zjistéme, zda je p-st {sm 7} monotdnni a omezena.

Reseni
Vypocteme 8 prvnich ¢lenl p-sti.

sin— = 3sin—, sin m, sin—, sin 2m, sin—, sin 3m, sin—, sin 4m«, ... ; =
2 2 SIS .5 T, sin— m
= {11 01_1; 0: 1; 01_1, O, }
y(an) 1 1/2
1 Y ®
1/2
0 ® PY ° ®
0 1 2 3 4 5 6 7 3 9
- 12
x(n)
-11)/2

. . nm
Obr. 1.12 Graf p-sti {sm 7}
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Posloupnost neni monoténni, protoze napf. a, > az a az < ay.

Z vlastnosti funkce sinus dostaneme, Ze plati |sin %| <1t.-1< sinnz—n <1l proVneN.

v . nm , , , . s
Zavér: P-st {sm 7} neni monotdnni a je omezena.

|
Priklad 1.28 Zjistéme, zda je p-st {%} monotdnni a omezend.
Reseni
Urcime nékolik prvnich ¢lenl p-sti.
{ k }—{3 1,-3,3,1,0,2 |
27’1-7 - 5’ ) r517r-"
y(@n)4
3 °
2
1 °
g °
0
. 0 ) 2 3 4 5 6 7 8
° x(n)
-2
3 °
-4
Obr. 1. 12. Graf p-sti {i}
2n-7
P-st neni monotdnni, protoze napt. a, > az a a; < a,.
Pocinaje ¢lenem a, je p-st zfejmé klesajici — ovéfime.
ProVn=>4je
Ane1 < ap a a, >0
3 3 3 1
2 D=7 Iy ez >0 /3@n-=7)>0
< /2(2n—=5)2n—="7) >0 2n-7>0
2n-5  2n-7 -z len n n
2n—7<2n-5 2n > 7

—7 < =5, cozplati n> %
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Z grafu i ¢len( p-sti usuzujeme, Ze je p-st omezend. ProVn € N je —3 < a,, < 3 — ovéfime.
3

—3s2n_7s3/:3
—1<—<1

2n-7

1 7 1 7
—1Smsl/.(2n—7)>0=>n>z —ISESI/.(Zn—7)<0@n<E
—2n+7<1<2n-7 —2n+7=21=22n-7
—2n+7<1A1 <2n-7 —2n+7=21A1 =22n-7
2Zn=>26A2n=8 2n<6A2n<8
n=3An=4 n<3An<4
n=4 n<3
Nerovnost —3 SLS 3 Nerovnost —3 SLS 3

2n-7 2n-7

je splnéna pron = 4. jesplnénapron=1,2,3.

3 . . .

Nerovnost —3 < py— < 3 je splnéna pro vSechnan € N.
.y 3 , . ,

Zaver: P-st {m} neni monotonni a je omezena.

n
n2+1

Ptiklad 1.29 DokaZme, Ze p-st {a,,} = { } je klesajici.
Reseni
Je-li klesajici, pak ap4q1 < a, © aneq1 —a, < 0proVn € N.

Staci ukazat, Ze rozdil a1 — a, < 0.

. on+1 n  m+DE*+1D)-n@*+2n+1+1)
It == D21 241 [(n+ )2 + 1](n2 + 1) -
nP+n’+n+1-n*-2n*-2n 1—n—n?

[(n+1)% +1](n* + 1) G+ D2+ UG+ D)
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protoZe &itatel zlomku 1 — n — n? < 0 a jmenovatel zlomku je kladny, ponévadz
n+1)?+1>0an?>+1>0.

Tim je diikaz proveden.

Vypocet limit

Poznamka.

Limita p—sti se uréuje vidy pro n — oo, proto misto lim a,, mizeme psat stru¢né lim a,,.

n—-oo

Pfipominame: Prehled limit vyznacnych p-sti

o1
lim—=0
noe [1]
n
lim (1 + —) =e
AN [2]
Oprolal <1
. 1proa=1
n _
1lll—>lga B +ooproa>1 [3]

neexistujeproa < -1

Clen a,, posloupnosti je mnohoclen

Postup feSeni

Vysledkem je vzdy nevlastni limita. MUZeme ji obdrzet pfimym vypocétem, pokud jsou operace s ne-
vlastnimi Cisly definovany. Pokud pfi vypoctu dospéjeme k neuréitému vyrazu co — oo, pak jej od-
stranime tak, Ze vytkneme nejvyssi mocninu n.
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Pfiklad 1.30 Vypoctéme lim (5n* + 3n3 — 7).
n—>00

Reseni
limGn*+3n3—-7)=5-0*+3:03—-7=50+30—-7=0+0—7=+00

n—-oo

Operace s nevlastnimi Cisly byly definovany, nevlastni limitu +oco jsme obdrzeli pfimym vypoctem.

|
Priklad 1.31 Vypocltéme lim (253n —0,1n% + —n)
n—-oo 100
Reseni
li (253 0,1 +1)253 3-01- 2+1 + ( )
— _— = = 0" — — 00 = 00 — 0O O = (00 — ©O
noes \ 22T " TT00" ’ 100
Obdrzeli jsme neurcity vyraz.
Vytkneme nejvy3si mocninu n, tj. n3a uZijeme vzorec [1], potom
li (253 ! )—1' 3.1 (253 0,1- 1+ ! 1)—
nmes | 7 1002]1_71153“ nosch n 100 n?)
(253 0,1- 0+m 0)=00'253=+oo
|
Poznamka.

Jisté jste si vSimli, Ze po vytknuti nejvyssi mocniny n jsme v zdvorce kromé koeficientu (konstanty) u
této mocniny n obdrzeli nulové limity. Je tedy zfejmé, Ze vysledky vypoctu limity tohoto typu p-sti
muUZeme psat ihned. Limita je vidy nevlastni; je to nekonecno opatfené stejnym znaménkem jaké
ma koeficient u nejvyssi mocniny cisla n.

Piiklad 1.32 Vypoctéme lim (—5n* + 3n + 1019).
n—-oo

Reseni

Vypocltem:

3 1010
lim (=5n* + 3n + 10'%) = (—0 + ©) = lim ln‘* ( 54+ —+ )l =

n—-oo n—,oo

3 10t
= lim n*- lim <—5+—+ i >=+00(—5+3-0+1010-0)=

n—-oo n—-oo n3

=+4o00-(=5)=—
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Struéné: U nejvy$si mocniny n, tji. u n* je koeficient —5, proto je vyslednd limita
—00,
|
Pfiklad 1.33 Vypoctéme lim (Vn — 3vn + 10).
n—>00
Reseni
Vypoctem:
lim (Yn — 3vn 4+ 10) = (o0 — ») = lim (n4 — 3n2 + 10)
n—-oo n—-oo
101 1 1 1 10
= lim n2<n 4—34+10n 2)] =limnz-lim|(—5-3+—]|=+40-(0-3+0)=-
n—oo n—-oo n—oo le nf
1
Strucné: Koeficient u nejvyssi mocniny n, tj. u nz, je —3, proto je vysledna limita —oo
|
Piklad 1.34 Vypoctéme lim (— — o=t 53n )
nsos \ 1000 s

Reseni

Vypocltem:

1 1
lim | — : > +5Yn >—(—oo+0+oo)—
< 1000 n_g \/‘

~ Jim ( L 3+5§)

T ate74n e\ 1000 © 0"
— 0+ 1li [5( ! 1Jrs)]—
— TR ™ T 1000 ¥ -

5
Strucné: Koeficient u nejvyssi mocniny n, tj. u ns, je 5, proto je vysledna limita +oo.
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Priklad 1.35 Vypoctéme Lim (53n3 — 13Vn7 — =),

n—-0o

Reseni

Vypoctem:

n—co 107

107

n—-oo

. 7 —23 3 _17
=31_{£10 [n4<5n 20 _13_Wn 12)] =

7
= lim n4 - lim

< 5
n—-oo n—-oo 20"1’123

3
—W>:oo-(0—13—0)=—oo

7
Stru¢né: Koeficient u nejvyssi mocniny n, tj. u n+, je —13, proto je vysledna limita —oo.

P¥iklad 1.36 Vypoctéme lim Y8n5 — 3n2 + 15.
n—>00

Reseni

Vypoctem

.3 .3 3 15
lim 3/8n5 — 302 + 15 = (00 — 0) = lim ns(g__3+_5) -

5
= limn3 - lim

n—,oo n—-oo

3

3 15
8——+—=0-Y8-0+0=00-2=+00

n3 ns

5
Stru¢né: Koeficient u nejvyssi mocniny n, tj. u ns, je 8, proto je vysledna limita +o.

3 3 7 3 1
1im<5W—13W— i/ﬁ):(oo—oo)=1im<5n§—13n1——n§)=

30
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Clen a,, posloupnosti je zlomek, v jehoz Citateli i
jmenovateli jsou mnohocleny

Podle véty o limité podilu obdrzime pfi vypoctu neurcity vyraz g

Postup feseni

Citatele i jmenovatele délime &len po €lenu nejvy$$i mocninou n ve jmenovateli nebo nejvy$$i moc-
niny v Citateli a ve jmenovateli vytkneme a zkratime. Tim jednotlivé ¢leny prevedeme na nulové
limity uZitim vzorce [1].

n3-5n2+4
5n3-3 '

P¥iklad 1.37 Vypoctéme lim
n—-00

Reseni

Délime &itatele i jmenovatele n3.

n® —5n% + 4 5, 4
Ok G W R l-9+3 1-040 1
now  5n3 —3 _(5)_1152, 51°-3 o 3 5-0 5
n3 n3

Vytkneme nejvyssi mocniny n v Citateli i ve jmenovateli.

5. 4 5. 4
 nd-5n2+4 ooy n3(1—ﬁ+p) o l-3+53 1-0+0 1
hm—=(—)= lim = lim = =—
n—oo 5n3 — 3 0 n—oo 3(5 i n—oo 5 i 5—-0 5
n "~ n3 " n3
]
2_
PFiklad 1.38 Vypoctéme lim 212,
n—oo 2n°+7n+2
Reseni
4n? —2n+4 4 2 4
. 4An*-2n+4 oo T3 . n Tty 0-0+0 0
hm—z( )=11m3—=11m = ===
noo2nd+7n+2 N0/ now2nP4+7n+2 now, 7 02 24040 2
7’l3 nZ Tl3
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v vy . 7—5n*
P¥iklad 1.39 Vypoctéme lim

n—-oo 3n+2n2'

Reseni
Y 7 — 5n* (oo) " Tz . o 5n 0—5-o0
_— — [ ol —_—m = = —O00
now3nt2n?  \eo)  noe3nt2n?  wew 3 0+2
n2 n
m
3_
PFiklad 1.40 Vypoctéme lim 2221
n-ooo 6M“+4
Reseni
22n3 — 5n
po22ni o5 gy T 22n——_22-oo—0_Jr
s T6nZ + 4 _(5)_712?0 62 +4 oo i & 640
—z Tz
n n
m
Poznamka.

Na zakladé postupu vypoctu Ize odvodit tento zavér:

Necht Kk je stupern mnohoclenu v dCitateli a 1 stuperi mnohodlenu ve jmenovateli a
ay a b; jsou koeficienty u n*a n!, pak plati:

Limita podilu mnohoclend je, tj.

a
{b—k,je—likzl
k 1
+...+
lim S50 L oje — lik <1
noe DNt e+ bo +00,je —lik > lasgnay =sgnb;,
—oo,je —lik >1lasgnag = —sgnby.

Vysledky ptikladl vySe uvedeného typu mohou zdatnéjsi studenti psat tedy pfimo, bez vypoctu,
musi vSak umét vysledek zdlvodnit. V tomto textu budou priklady reseny vétSinou podrobnym po-
stupem.

Poznamka.

PFi vypoctu nékterych limit je potfebné nejprve provést naznacené Upravy ve vzorci pro n-ty ¢len p-
sti a teprve pak urcit limitu.
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v vy . (2n-1)%2-(2n+1)?
Priklad 1.41 Vypoctéme Tlll_TLlo T e

Reseni
C @2n-1)?*-2n+1?* | 4n?—-4n+1-4n*-4n-1 —8n
lim = lim = lim =
noo (n+2)2+ (n—2)>2 noo n2+4n+4+n?—4n+4 n-w2n? + 8
oo - 0
=(—) = lim n__ =0.
(oo) noo ., % 2+0
n
|
vr v, v . (4n-3)(6—2n)
P¥iklad 1.42 Vypoctéme 7lll_rl}o BTV TE
Reseni
. (4n-3)6-2n) ~ —8n’+30n-18
noe  (n+ 4?2 nbe nZ+8n+16
30 18
oy . 8t —5 —8+0-0
=(—) = lim = = -8
(oo) noe 8 , 16 1+0+0
+ot+ =
n n
|

v e . (3n-2)(n?+2n-1)
Priklad 1.43 Vypoctéme Tlll_TLlo 2 @D G’

Reseni

. (Bn—-2)(n*+2n-1) . 3n3+4n? —7n+ 2
noe(n+2)2n— D@n+1) noe6n® +11n% —3n—2

Nasobeni v Citateli a ve jmenovateli je zdlouhavé. Vypocet Ize provést snadnéji: Stupen mnohoclenu
v Citateli i ve jmenovateli je 3. Nebudeme rozndasobovat, ale hned budeme Citatele i jmenovatele
délit n3.

3n—2 n*+2n-1
L n n? _
=M ¥2 2n—1 3nt1-

n n n

N [ I

B -6 172

. (Bn-=-2)(n*+2n-1) 00
now (n+ 2)(2n — 1)(3n + 1) ()




CiSELNE POSLOUPNOSTI 34

Jesté struénéjsi postup — o vysledku rozhoduji koeficienty u nejvy$dich mocnin, tj. n3, ostatni ¢leny
maji po vydéleni limitu 0.

. Bn—-2)(n*+2n-1) _(oo)_l_ 3+ 3 1
em+2)2n-D@Bn+1) N\  aleeni+o 6 2
|
v vex , 2n6-4\3
P¥iklad 1.44 Vypoctéme 7lll_rl}o (3n—n6) .
Reseni
43
N N A N I _(2)3_ .
noo\3n—nt) ~ \nbw3n—ns) ”I‘I’r"l"i_l “\-1/)
s
|
- vy x . (n+1)3-(n-1)3
Priklad 1.45 Vypoctéme Tlll_TLlo ST
Reseni
. (n+ —-n- . o n+3in"+3n+1—-—n"+3n"—-3n+
( 1)3 —( 1)3_1 3+3n%2+3 1 3+3n2-3 1
nl—{?o(n+1)2+(n—1)2_nl—r>{>lo n2+2n+1+n2-2n+1 B
2
. 6n?+2 o . b6t
= lim = (—) = lim =3
n—>002n2 + 2 [ele] n—>002 +£
nZ
|
v v x . [3n3+1 2 3n+5
Priklad 1.46 Vypoctéme Tlll_TLlo [2_4n3 (6 -t 2n2_4)].
Reseni
i 3n3+1< 2+3n+5)_ - 3n3+1 i (6 2 3n+5)_
noe |2 — 4n3 2 oz —a)| T Se 2 —an® nte n?z  2n2—4)
3+% 2 %+% 3 9
=1im2 | lim6 — lim — + lim =——(6-04+0)=—=
n—>oo__4 n—-oo n-on n—>002 _i 4- 2
n3 n?
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n(n®-2n’+4)  2n-3n3

Priklad 1.47 Vypoltéme lim [
n—00

4nt—8 n(1+4n?)1’
Redeni
2 4 2
. [n(®-2n*+4) 2n-3n? NG 1_H+F) n3(ﬁ_3)
lim int —8 _n(l + 4n?) = 7111m 8 B 1 -
n—oo — - 4 - 3(—
n (4 7 n (nz + 4)
-3 (-3)=1
=2 7)=
|
. vy . n+4 3—n3
Priklad 1.48 Vypoctéme Tlll_rl)lo [n2—5n 2n2-8n+1 ]
Reseni
1 4 3
I n+4 N 3—n3 i H+F+ A
nl—r>£10 n?2—-5n 2n?2-8n+ 15 _nl—r>£1° 1_5 2_§+1_5
Z
n n'n
0 —oo 0
=itz 0t =e
|
Priklad 1.49 Vypoitéme lim [* — 20|
ad l. ypocte en_m 4 7n3+8n4+2]
Reseni
po s it )5 1420t
nw |2 T3+ 8nt 12| nbwd nbe7nd +8nt+2

s Gt s 2 s 14
2 e 4(%+8+%) 4 8 4 4 4
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v v, v ] an*—n+2
P¥iklad 1.50 Vypoctéme rllll?o[ Pyrra Zn].
Reseni
1
 [4n*—n+2 A3t
lim 5 2 —2n| = lim —lim2n=4— 00 = —o0
n—oo +n n—oo n4 +1
v e . 2n’+16n | 1
Priklad 1.51 Vypoctéme rlll_tgo( —— ;).
Reseni
16
(27 +16n 1\ . " (2+—% 1 o0%-2
lim a— +—]=lim G +lim— = +0=0+0=o00
n—oo n n n—-oo n4 1 _ F
vr e . 4-3n3+15n ( 1 25 7+5n?
Priklad 1.52 Vypocltéme Tlll_TLlo [ o730 (1015 el )]

Reseni

lim

n—-0oo

4—-3n3+15n/ 1 25_|_7+5n2
2n2 — 30 1015 4n3 3—2n

4 15 7
i 2 (L 25
n—oo 2 _ @ n—-oo 1015 n—oo 4‘[’13 n—oo 3 _ 2
n2 n

( n-n3+15 4n2—3n+5)
2n3+4+2n2+10 8n2-5n

P¥iklad 1.53 Vypoctéme lim
n-—

o)

Reseni
1 15 3 5
_ n—-n3+15  4n?—-3n+5 ot At
lim + = lim + lim
n-e \2n3 + 2n% + 10 8n2 —5n noo 5 2 10 Tnse g S
n n3 n

36
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- iioo
2 8
|
- vex , n? 2n?+3
Priklad 1.54 Vypoctéme Tlll_TLlo (2n_1 i )
Reseni
2 2n*+3
lim == = (00— ) =
n-oo \2n — 1 n—2
~ i n*(n-2)—(2n*+3)2n-1) - —3n®—6n+3
 now 2n—-1n-2) Cnow 2n2—5n+4+2
6 3
[o'e) —3n — Z + F —00
:(—)zhm = > :2:—00
|
vr vy . 3n?
P¥iklad 1.55 Vypoctéme 7lll_rl}o (m — 3n).
Reseni
_ 3n? - 3n?2-3n(n+4)
Alia(n+4—3”> R T S
—12n o0 —12
= lim = (—) = lim —— = —12
n-on+ 4 (oe} n—-oo 1+ i

|

4 _ 2
Priklad 1.56 Vypoctéme lim( n-3 , sn )
n

500 \2n—3n2  6+5n

n* -3 5n? ~ (n*=3)(6 +5n) +5n%(2n — 3n?)
+ = (00 — ) = lim =
2n—3n? 6+ 5n n—oo (2n —3n2)(6 + 5n)
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n5(5—2 10 15 18)

o 5m®—9n*+10n3 -15n1—-18 [
= lim = ( )
n-oo —15n3 — 8n% + 12n

(0]

Funkcni vzorec pro n-ty clen posloupnosti obsahuje podil
odmocnin o riznych odmocnitelich, odmocnénec je
mnohoclen

Postup feseni

Délime Citatele i jmenovatele nejvyssi mocninou n ve jmenovateli.

Poznamka.
Predpokladem uUspésného rfeseni je znalost pocitani s odmocninami, uvadéni ¢isla pod odmocninu a
prevadéni odmocniny na mocninu s lomenym exponentem.

3/ 3_2..2
Piklad 1.57 Vypoctéme lim ——22*>
n

—00 n2-2n+1 '

Reseni

vy v . vee 3
Délime Citatele i jmenovatele n. UZijeme: n = Vn? = Vn3

m n3 —4n?2+5 3In3 —4n? +5

nd —4n o0 3

lim = (=) =i n = lim n -
0/ moe\n2—2n+1  no® Ip2 —2n 41

n-w \n2 —2n+1
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47 —
Priklad 1.58 Vypoctéme lim ~———1=°

n—-oo n+2

Reseni

vy ve. .. vev v 4
Délime Citatele i jmenovatele n, pficemz n = Vn*

4 Vnitsn-6  +[rit3n—6
Vni+3n=6 _ o W E3n-6 n_
_ _

lim —— == () = Jim P = lim S
n n
4 3 6
= lim—1+ﬁ_ﬂ— W_ 1
= im 2
1+ 0
|
3/5n—_3n3
PFiklad 1.59 Vypoctéme lim ———m 22
n—-oo n+2
Reseni
Délime Citatele i jmenovatele n; uZijeme Vn3
32 5
V2n—-3n3+5 [ — -3+
lim = (—) = lim Y — -3
n—-oo n+2 (o] n—oo 1 2
+ —_
|
452 7
PFiklad 1.60 Vypottéme lim =" 2
n—-oo n<+6n
Reseni
Délime &itatele i jmenovatele n2; uzijeme n? = Vn?®
4 4 i E i 4
. \/2712—57’17—3 (&9 . n6_n_n8 \/6
lim :(—): lim =—=0
n-o n2 + 6n 0/  n-w 6 1
1+ -
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3/ —_ 3
Priklad 1.61 Vypoctéme lim —=—%* ~*18

n—oo 8—n

Reseni

vy ve. .. Vo 3
Dé&lime Citatele i jmenovatele n; uZijeme n? = Yn3

, 3|6 64 18
o Von—64n3 +18 ooy NnZ T Vo644,
nl—r>rc>lo 8—n _(;)_nl—{rolo §_1 - -1 _—_]__
n
|
Priklad 1.62 Vypoctéme lim =22t Vi1
) yp n—ooo Vni—3n2-VnZ+sn.
Reseni
Citatele i jmenovatele délime n; n = VYn* = Vn3 = Vns
3 2 41 1
V27n3 —2n2 + Vn® — 1 o0 _ \/27_ﬁ+\/H_F
im — = = (—) = lim =
now \nt —3n2 — Yn? + 5n © n-0 4 3 s/1 5
1-5+ |3t
V27 3 5
SR iE
|

(VnZ+1-n)"

Priklad 1.63 Vypoctéme Tlll_rLlo T

Reseni

, ve .. vis Ve v v 3
Zlomek upravime a pak ¢itatele i jmenovatele délime n?, pficemz n?> = Ynb an = VnZ2.
J

2
. (\/n2+ —n) . n+1-2nvn2+1+n?
m = IIm =
n-o  3p6—2n n—oo VYné —2n

. 2n?2 —2nVvn?2+1+1 (oo) .
= lim =(—) = lim
n—co 3’/7’16 —2n oo n—oo 3 2
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_2-2yYT+0+40 2-2

=0
VY1=0 1

. oL . Jon-3V2n—3vn?
Priklad 1.64 Vypoctéme lim —————-

n-oo V4n+5

Reseni

1
Citatele i jmenovatele délime nz = /n.

) \/ 9n — 3v2n — 3vn3 @ TNt
im =(— =
n—-oo ‘/47’1 +5 [00) n—oo 5

\/9—3 0—-3v0 3
= lim =—
N—00 V4 +0 2

. " . J4n3—5+33V5n8—2nV13 2
Priklad 1.65 Vypoctéme lim :

n-oo V25n2+16

Reseni

X. .. Vs 6 12
Citatele i jmenovatele délime n; n = Vvn? = VYn® = "Vnl12,

\/4713 — 5433508 — 2nV13n°

= lim =
n—oo V25n2 + 16
4 —i+ 33 5n2 -2 13
n n2 n n
n—oo 16

25 +‘I’l_2
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= 0

_\/oo—0+33\/oo—2\/6_ Vo
- V25 +0 -5

vl 8

Funkcni vzorec pro n-ty clen posloupnosti obsahuje
dvojcleny druhych nebo tretich odmocnin z mnohoclenu
promeénné n

Postup feSeni

Rozsifime vhodnym vyrazem tak, abychom mobhli vyuZit vzorc(:

A2 -B?=(A-B)(A+B) (4]
A3 + B3 = (A + B)(A% ¥ AB + B?) [5]

Priklad 1.66 Vypoctéme lim (\/n2 + 4n — n)
n—-00
Reseni

UzZijeme vzorec [4], pficemz Vn? + 4n — n = A — B. Rozsifime tedy vyrazem

A+B=+n?+4n+n.

lim (\/n2+4n—n) = (00 — ) =

n—-oo

i (Vn2+4n—n)(\/n2+4n+n)_ i n? + 4n — n?

im im —————=

n-—oo vVnZ+4n+n n-oN\nZ2 + 4n+n
= lIiIm—=\—) = llIm

noeynZ+4n+n N

= :2
n—-oo 1 1
I

42
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Piklad 1.67 Vypoctéme lim (Vn? + 1 — Vn? — 4n).
n—-oo

Reseni

UZijeme vzorec [4].

rlli_r>r010(\/n2+1—\/n2—4n)=(oo—oo)=

. (VnZ+1-vn2—4n)(Vn2+1+vVn2—4n) = n?’+1-n?+4n
= 11m = lIm =
n—oo VnZ +1++vVn? —4n n-4/n2 + 1 4+vVn2 —4n
1
_ an+1 00 _ 4+ 4
= lim =(—)=11m =—=2
noo\nZ + 1 +yVn2 —4n 0/ noo 1 4 2
1+—=+ [1—=
n n
[ |
Pfiklad 1.68 Vypoctéme lim (\/n2 +3n —Vn? —3n),
n—-00
Reseni
UZijeme vzorec [4].
lim (\/n2 +3n—+/n2 — 3n> = (00— ) =
n—->0o
. (Vn2+3n—-vn2—=3n)(VnZ+3n+vn2-3n) | n?+3n—-n%+3n
= lim = lim =
n—oo Vn? +3n++vVn? —3n n-4/n2 + 3n +vn2 — 3n
6n 00 6 6
= lim =(—)=1im =—=3
n-®4/n2 + 3n 4+ vVn? — 3n o 2

\/1+H+\/1—H
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Priklad 1.69 Vypoctéme lim (n —Vn? + 3n).
n—>00

Reseni

UZijeme vzorec [4].

lim (n—\/nz +3n) = (00— ) =

n—co

(n—\/n2+3n)(n+\/n2+3n)_ - n?—n?-3n

= lim lim ————==
n-eo (n++Vn? +3n) oo +vn? + 3n
y —3n
= |lim —7—— — =
n>en +vn? + 3n
(™ i -3 3
- i —2= 3

n—>00 3
1+ ’1+H

Piklad 1.70 Vypoctéme lim (V1 + n — 1 + 2n).
n—->0oo

Reseni

UZijeme vzorec [4].

lim (V1+n—+v1+2n) = (0 — ) =

n—-oo

i Vi+n—-Vi+2n)(VI+n+vVi+2n)

n->00 Vi4+n++v1+2n
_ 1+n—-1-12n _ -n 0
= lim = lim =(—)=
nooyl4+n4+vV1l42n eVl4+n4+V142n \®

1

I —nz —00

n-oo 142

Loy [leg V402
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Pfiklad 1.71 Vypoctéme lim (VnZ + n+1—vVnZ —n + 1).
n—>00

Reseni
UZijeme vzorec [4].

lim (\/n2+n+1—\/n2—n+1):(oo—oo)

n—->0oo

o n?+n+1-n2+n-1
lim =
noo\n2 4n4+14+vn2—n+1

CiSELNE POSLOUPNOSTI

2n oo 2
T 1+ Vn? 7= ()= im 11 1,1
mmeynt+n+1+vnc—n+ n-o
\/1+H+_2+\/1 H-I_?
= lim——=1
oo 1 + 1

Priklad 1.72 Vypoctéme lim (\/n4 —-n+1- n).
n—>00

Reseni
UZijeme vzorec [4].

n*—n+1-—n?

(0/0]
n—>oo,ln4_n+1+n (OO) n—-oo 1_l+
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Priklad 1.73 Vypoctéme lim [n(n —Vn? + 1)]
n—>00

Reseni

UZijeme vzorec [4].

tim [ - n2+1>1=<oo—oo>am“;"i‘f:f;jh

- ()= =
=lim———=(—)=lim———-=——
n—oo 2 (e} n—oo 2
n+vns+1 1+ 11+ iz
n
|
Priklad 1.74 Vypoctéme lim (Vn? — 2n — vn? + 2n).
n—>00
Reseni
UZijeme vzorec [4].
n®—-2n-—n?-2n
lim (vn2? —2n —+/n2% + 2n) = (0 — ) = lim
""°°( ) n-w4In2 — 2n 4 /n? Ton
= |lm =|—) = IlIm = = —
nowan2 —2n4+yn2 4+ 2n  \©/ o 2 2 Vi+41
1—-=+ [1+=
n n
|

Priklad 1.75 Vypoctéme lim [Zn(v4n2 +3 - Zn)].
n—>00

Reseni

UZijeme vzorec [4].

" [2 ( IE 32 )] ( )= 1 2n(4n? + 3 — 4n?)
m n n —4Zn = (co—00) = lIm =
n—eo n-w  +4n2 + 3 4+ 2n

= |lim =|—) = lm
noo\4n2 +34+2n R

n—seo “Vit2 2
4+ 542 Vit
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Pfiklad 1.76 Vypoctéme lim (\/n +3vVn—vVn-— 1).
n—-00

Reseni

UZijeme vzorec [4].

7ii_r}l(f)lo(’n+3\/ﬁ—\/n—1>=(oo—oo)=

(Vs 3 — i) (Vs 3+ v )

= lim =

noee Vn+3vn+vn—-1
. n+3vn-n+1 _ 3vn+1 o0
= lim = lim = (—) =
o dn+3vn+vn—1 "°Vn+3vn+vn-1 °®
1
) 3 +\/—z 3 3
= |lim = = —
n—-oo T 1 \/T+\/T 2
1+ 3\/; + /1 -2
|
3
Priklad 1.77 Vypoltéme lim [nE(\/n3 F1-Vn3— 1)].
n—-oo
Reseni
UZijeme vzorec [4], pficemZzVn3 +1 —+vn3—1= A4 — B.
3
lim [nf(\/n3 +1—+/n3— 1)] = (00 — ) =
n—>00
3
y nz(Vn3 +1-vn3 - 1)(Vr3 + 1+Vn3 - 1)
= lim =
100 vnd+14+vVnd -1
3 3
nZn3+1-n3+1) _ 2n2 oo
oo 3+ 14+Vn3—1 w3+ 1+Vnd-—1 \®@
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Priklad 1.78 Vypoctéme lim [(\/n2 +5n+2—-—n-— 7)]
n—>00

Reseni
UzZijeme vzorec [4], pficemzvVn? +5n+2—-(n—7) = A —B..

lim (\/n2+5n+2—n+7)]=(00—oo)=

n—-oo

I [ViZ+5n+2—(n—D][Vn2+5n+2+ (n—7)]
= lim
n-o vn?+5n+2+n-7

C n?+5m+2—-(m?—14n+49) 19n — 47
= lim = lim =
n—oo vn?+5n+2+n-7 noo\n2 4+ 5n+24+n—7

19—ﬂ
n

- ox . 1
Priklad 1.79 Vypoctéme Tlll_TLlo NN

Reseni

UZijeme vzorec [4].

. 1 ( 1 ) . Von + 5+ 3vn
1m = = 11m
n-0\On +5—3yn \w—0w/ nso(\/9n+5—3vn)(VIn+5 + 3vVn)

Von+5+3vn _ VIn+5+3Vn _

=7£1_r>1(r)10 9MN+5—-—9n =rlzl—{£>lo 5
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- i TS 5] = o ) =

|
Priklad 1.80 Vypoctéme lim (3\/n2 +n3 — n)
n—-oo
Reseni
UZijeme vzorec [5], pficemi Yn2 + n3 —n = A — B. Roziifime tedy vyrazem
A% + AB + B = (n2 + n3)2 + n\nZ + n® + n?.
lim (3\/712 +n3 —n) = (00 —00) =
n—-0oo
(¥n? +n® —n) (3 (n%2 +n3)2 4+ nVn2 +nd + nz)
= lim =
n-o (2 + 132 + nVn? + n3 + n?
i Y2 +n3)3 —nd I n?
= lim = lim =
now (02 £ n3)2 4 nin2 + nd +n2 "o V(n? +n3)? + n¥n? + n3 + n?
0 ) 1 1 1
= (—) = lim =3 > = —
VAR N A VT r1vide1 3
(+1) +1J2+1+1
n n
|

Priklad 1.81 Vypoctéme lim (¥n—5— Yn+5).
n—->0oo

Reseni

UZijeme vzorec [5], pficemz A — B = \n — 5 — ¥n + 5. Rozéifime vyrazem

A2+AB+B2=3/(n-52+Vn—5-Yn+5+3/(n+5)>2

lim(Yn—5-Vn+5) = (00—0) =

n—co

; (Vn=5-3¥n+5)(Yn—-52+¥n-5¥n+5+3/(n+5)?)
~ nbe n—52+¥n-53m+5) + 3 (n+5)?2 -
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- VY —=5)3—=3(n+5)3
""°°\/(n—5)2+ YnZ =25 + \/(n+5)2

_ —10 -10
lim - . . = [
n>w 3 (n—5)2 + VnZ — 25 + i/ (n + 5)2

—10

(0]

lim =0

n—>003
/1—— + /1—§+ / 1+

Priklad 1.82 Vypoctéme lim (Y2n? — 3 — V4n? + 1).
n—->0oo

Reseni

UZijeme vzorec [5], pficemz A — B = Y2n? — 3 — V4n2 + 1. Rozditime vyrazem

A%+ AB + B2 = 3/(2n2 = 3)2 + 2n2 — 3- Y4n? + 1+ 3 (4n? + 1)2.

lim (2n2 =3 - {4n2 +1) = (o0 — o) =
n—oo

i (V2nZ =3 — VanZ + 1) (3/(2n? = 3)2 + Y (@nZ = 3)(4nZ + 1) + Y (nZ + 1)?)
= 11im

n-c Y (2n% —3)2 + 3/ (2n% — 3)(4n? + 1) + 3/ (4n? + 1)2

i 2n? —3—4n? -1
= lim =
noo 3 (2n2 — 3)2 4+ 1/(2n2 — 3)(4n2 + 1) + 3/ (4n? + 1)2

= lim 4 = (f) =
noe /(2% — 3)2 4+ 3/(2n2 — 3)(4n? + 1) + {/(4n? + 1)2

~2
- lim s G
@-2) + \/(2—1)(4+1)+ (++32)
— —©—0
Va+2+Va

50
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Priklad 1.83 Vypoctéme lim s————.
n-o V3in2+n3-n

Reseni

UZijeme vzorec [5], pfitem: A — B = V3nZ + n® —n.

-3 -3
lim = =
now 3f3n2 +nd3 —n (00— ®)

-3 (3\/(3712 +n3)2 4+ nV3n2 +nd + nz)

= lim
n>® (Y3n2 + n3 —n) (3\/ (3n2 +n3)2 + nV3n? + nd + nz)

-3 (3\/(3712 +n3)24+nV3n2 +nd + nz)
= llm 3 =
n—ooo (3n% + n3)3 — n3

. -3 (i/(3n2 +n3)24+nV3n2 +nd + nz) _ (f) _

n—oo 3n2

3 2
—3( /(%H) +1-3/%+1+1>
:T]ll_{lolo 3 =
C3(1+14+1)
_ . -

Funkcni vzorec pro n-ty clen posloupnosti obsahuje
faktorialy nebo soucet clenu aritmetické ¢i geometrické

posloupnosti

Postup feseni
Uzijeme definici faktoridlu a vzorce pro soucet prvnich n ¢lent aritmetické nebo geometrické p-sti,
pripadné dalsi vhodné vzorce.
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Pfipominame:
Aritmeticka p-st: s,, = g(al + a,).

q"-1
q-1

Geometricka p-st: s,, = a; ,q 1.

Faktoria: n!=n-(n—-1)- (n—2)-..-3-2-1.

PFiklad 1.84 Vypoctéme lim — 2!

nooo (m+1)!1—(n—1)! )

Reseni

UZijeme vzorec [8].

i (n+ 1)! i n+1)nn-1)!
e n+1D)!'—=(-1)! =l m+Dnn-D'—(n-1)

_ nm+Dnmn-1)! _ n>+n o0
= lim = lim ———= (_) =
noeo (n—D!I[(n+1)n—-1] noo n24+n-1 o
1+1
= lim n__ -1
now 11
n n2
P¥iklad 1.85 Vypoctéme lim SXr3n!
n—oco (n+2)!
Reseni
UZijeme vzorec [8].
. (n+D+3(n-1)! m+Dnr-D!'+3n-1)!
e (n+2)! Tabe n+2)(m+Dnm-1D!
_ (n—1)! [n?+n+3] _ n®+n+3 oo
= lim = lim = (_) =
noo (n+2) (n+ Hnn —1)! nooo 134 3n2 4+ 2n oS}

1 3
n?(1 +H+?) 1
= lim 3 = [—] =0

52

[6]

[7]
[8]
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Priklad 1.86 Vypoctéme lim 202!

n-oco n!

Reseni

UZijeme vzorec [8].

li

n+2)(n—2)!
m _

CiSELNE POSLOUPNOSTI

(n+2)(n—2)! B

n—oo n'

= lim

n—-oo

= lim

n—-0oo

PFiklad 1.87 Vypoctéme lim JH2Fm+D

nooo (M+2)!—(n+1)! )

Reseni

UZijeme vzorec [8].

m+2)+ (n+ 1)
lim

n-o (n4+2)—(n+1)!

m+D!'n+2+1]

= lim

noo (n+1)!'[n+2—1] T oo

PFiklad 1.88 Vypoctéme lim 2022
n—-oo 8(n+2)'
Reseni
UZijeme vzorec [8].
4(n+2)!—2n!

8(n + 2)!

n—oo

oo n(n— 1)(n—2)!

n+2 o)
m:(;)z
1 2
ntnz _0_,
1-1 1
n
|
_ n+2)(n+ D'+ (n+ 1!
Tl Mt )M+ DI -+ D!
3
n+3 00 T+
= lim = (—) = lim =1
n+1 0 n-oo 1
14
n
|

4(n+2)(n+ Dn! —2n!
8(n+2)(n+n!

n—oo
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b 8(n+2)(n + 1)n! = e 4(n2+3n+2)

2n!2n+2)(m+ 1D —-1]  ~ 2(n*+3n+2)-1

— lim 2n’+6n+3 (f) _

now  4n?+12n+8  \oo

2432+ iz 2 1
= lim —p 5 =7=3
n—-oo
4 4+ e + 2
|
PFiklad 1.89 Vypoctéme lim ZtDi-Zn=2)
n-oo (2n)!
Reseni
UZijeme vzorec [8].
@Cn+1D!'-=(2n-2)! I @2n+1)2n(2n-1)(2n-2)!-(2n-2)!
R 2n)! ~ e 2n(2n— D)(2n — 2)! -
3 Cn-2)![2n+1)2n(2n—-1) —1] I 8n°—2n—1 (oo) B
T oo 2n(2n—1)(2n — 2)! Tabe anZz—2n  \w/
2 1
n°(8-5-73) -8
= lim ( n Zn ) = 2 = o0
n—-oo 2 _ s
n2(4-3)
|
vs v, v . 14+2+4+3+4+n
P¥iklad 1.90 Vypoctéme 7lll_rl}o STt
Reseni
UZijeme vzorec [6].
n
142434+ +n 70 +n) , n?+n
lim = lim ———==1

im ————=
n—oo V25n* — 4n n-0o \/265n% —4n no© 24/25n% — 4n

Sl

1+ 1 1

= (=) = lim = =
(oo) 00 2\/7_% 2v25 10




55 CiSELNE POSLOUPNOSTI

Priklad 1.91 Vypoctéme lim [% AQ+24+3+-+ n)] .
n—->0oo

Reseni
UZijeme vzorec [6].

) 1 _ 1 n

n—co

1
n+1 o o I+- 01
=lim === (3) = Jim —"=3
|
vs v, v . 1+243+-+n n
P¥iklad 1.92 Vypoctéme 7lll_rl}o (T — 5)'
Reseni
UZijeme vzorec [6].
n
y <1+2+3+---+n n)—l' 7(1+n) n\
ng?o n+2 2 _nl—{?o n+2 2]
o n+n? n _ n+n2—n2—2n_1_ -n _(oo)_
Tt \2m+2) 2) At 2m+2)  nsw2n+4 \eo/
— 1
=lim —=—=
n—oo 4 2
2+
|

- vex . 12422432%4.-+n?
Priklad 1.93 Vypocltéme Tlll_TLlo h—DmiD

Reseni

UZijeme vzorec 12 + 22 + 32 + ...+ n? = % nn+1)(2n+1).

1242243244 n?
lim =
noo  nn—1)(n+2)
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56
_ %n(n+1)(2n+1) o0 _ %-1(1+%)(2+%) %-2 1
= =D+ 2) =(5) = Jim 1 2 1 3
1(1-7)(1+3)
|
v, v, v . 1-2+3—4+---—2n
P¥iklad 1.94 Vypoctéme 7lll_rl}o —va
Reseni
UZijeme vzorec [6].
o LZ243-44—2m 1434 k20— 1-(2+4+6++2)
m = |lim =
niso Nroe, i Nro,
; 7 (1+2n—1)—5(2+2n) ) F2n—%-2(1+n)
= 11m = |llm =
no Nro e N |
| n? —n—n? | -n (oo) " -1 .
= 1m = IIm ={—) = llm = —
n—oo \/m n—-oo \/m (00] n—oo 1 +i
n
|
Priklad 1.95 Vypoctéme lim ——3-
n—oo 1+E+"'+5—n
Reseni
UZijeme vzorec [3] a [7].
(1)n+1
) -1
3
1 . 3 1 n+1
1+1+...+in 1_1 -5 (—) -1
: 3 3 . 3 . 21\3
h_r)n 1 1~ h_r)n — T n+l 11_r>n n+1 =
O et ter 0 (LY IOy g
5 5 1.5 4[\5
o
3
_zl0-U 6
-5 5
z[0-1]
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57
cFEATL AL ST
Priklad 1.96 Vypoctéme lim +—24—2—"—.
noow ottt te st teen
Reseni
Uzijeme vzorec [7].
) 3+%+%+%+---+%
nl_I’rolo1+ 1 + 1 + 1 +...+L
556 5-62 5:63 56"
1 n+1
1. 1 1 1 1 (7) —
3(1+3+57+55++5m) E
T 22 2 o 1 2 _
= lim 1 1 1 1 B lim 15+ lim ——=——=
n—oo 1 1+_+_+_++_) n—-oo n—-oo 1
5( 662" 6 6" (g) —1
1'1—
z—1
1 n+1
T2 [(7) ‘1] 200 — 1)
=15+ lim —T =15 — =125
noe 61 S0-1
-3lg) -1 5(0-1)
2 .0
PHiklad 1.97 Vypoctéme lim % a,b € R,a € (0,1),b € (0,1).
Reseni
Uzijeme vzorec [7].
an+1_
lim 1+a+a?+--a™ _ 1im1.— “a—1 lim (b-1@"-1) _
noeo 14 b+ b2 + -+ + b7 n—>ool_b”+1—1_n—>oo(a—1)(b"—1)_
b—1

_(-1D0O-1) 1-b
T (a-1D)0-1) 1-a
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Funkcni vzorec pro n-ty clen posloupnosti obsahuje
exponencialni vyrazy a™, a € R.

Postup feSeni

Délime Citatele i jmenovatele vyrazem a®, ktery se nachazi ve jmenovateli a ma nejvétsi absolutni
hodnotu zakladu (pokud je to zZlomek a pokud nelze pocitat pfimo) a uzijeme vzorec [3], tj.

Oprolal <1
. 1proa=1
n _
1111_{?0“ " )+woproa>1

neexistuje proa < -1

n

Priklad 1.98 Vypoctéme lim .
n—oo 2n_3.7mn

Reseni

Délime citatele i jmenovatele vyrazem 7™.

3n 3\"
i 3 "y ) _ o —0
A3 e T 7T At T 0-3
77— 37w (5) -3-1
|
2n+1+6n
Priklad 1.99 Vypoctéme lim
n—00 3.57
Reseni
Délime Citatele i jmenovatele vyrazem 5™.
2ntl n 2\" 6\"
i 26" B YRR 2(5) +(5) _2-0+w
e = = = 00
oo 3-57  moe o 5% poo 301 3

5
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_2\n-—-1 cn
Priklad 1.100 Vypoctéme lim 2235

N—00 4-2n—g.5N—-1 °

Reseni

Délime Citatele i jmenovatele vyrazem 5™.

_o\n-1 n n-1
comiesse Cgresmg(og) #3150
n‘j{,‘o 4.2n_6.5n—1_n1_r>£10 4-2_71_6571—1 —nlj{}o 4-2n 6.1 —4.0_9_
57~ 65w (5) -6°3 5
3 15 5
6 6 2
5
|
vs v, v . (=2)+43"
P¥iklad 1.101 Vypoctéme 7lll_mo Conriasmt
Reseni
Délime Citatele i jmenovatele vyrazem 3™.
-2)* 3" -2\"
y (—2)"+3" o (3—n)+3_n o T) +1 o+ 1
noeo (—2)H + 371 nheo —2(=2)" 3™ nbew _—\" _ —2-0+3
T -2(5) +3
1
|
Priklad 1.102 Vypottéme lim "2 —¢7"""
fiklad 1. ypottéme lim — —o—
Reseni
Délime Citatele i jmenovatele vyrazem 7™.
_2\n+1 n—1 n n—1
(=3)"*t-6-7"" S Tan _3(_§) -7 7w
lim = lim 7 A lim 7 77 =
n—ooo 5.7n — 3n+2 n—>00 7n 3n+2 n
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6 6

_30_71 _z

5-9:0 5
2M43-5"+1

Priklad 1.103 Vypoctéme Tlll_tzlo Py pp—

Reseni

Délime Citatele i jmenovatele vyrazem 5™.

2n 5n+1

" 2" 4 3. 50+l _ ent 3 n
nl_I}l(f)lo 3.2n+2 4 .50 —nlj‘{; on+2 5n
S tomm

0+15 15 5

~12:046 6

l3n_j.gn+1

Pfiklad 1.104 Vypoctéme lim 2———.

ad 1.104 Vypocte e lim e
Redeni

Délime Citatele i jmenovatele vyrazem 5.

_13".__2_5n+1 .1.?2;_.2.§f:i

lim 4 = lim 4 5t 5™
n—oo 8§51 4 2.3n-2 -0 gn 3n-2
%-0—10__1()

8+%-0 8

= lim

= lim

n—-oo

2

WY s

n—-oo

(

3

5

)

n-2 -~
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(_2)n—1+5_427’l+1
3n+1l_p.4n+i1

Priklad 1.105 Vypoctéme lim
n—oo

X<

eseni

Citatele i jmenovatele délime vyrazem 4.

CiSELNE POSLOUPNOSTI

_27\n-1 2n+1 n-1
(_Z)n—l + 5 - 42n+1 ( %1_21 +5- 44n %(_ %) + 5. 4n+1
lim = lim = lim =
Nn—0co 3n+l _ 2. 4n+l N—00 3n+1 gn+1 N—0o 3 n
7" 7 3(3) —2-4
1
= 4 = —O0O
3-:0—-8
|
Nn_g.7n—1 n+2
PFiklad 1.106 Vypoctéme lim T2
Reseni
Délime &itatele i jmenovatele vyrazem 971,
n—1 n-1
pos g oG <5 e
lim = lim =
n—oo 271 —4.9n-1 n—-o0 7 n-1
2:7-(5) —4-1
_4-0—5-0+93 _ 93 729
 14-0-4 4 4
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5(—)"
Priklad 1.107 Vypoctéme lim )
n—

o (="

Reseni

v/ V. .. . 1
Délime citatele i jmenovatele vyrazem (— Z)".

1 n
_2
1., 5|1
) ) -3 L5
im = lim = lim
n-eo (l)n+1_(_1)n n-o 1\" n—>ool(—_4)n_1
5 4 1 5 _1 5\5
5\ _1
4
5-00
= = —00
1
§-0—1
_In-1,5n+1
Priklad 1.108 Vypoctéme lim —o——2
n—-oo (Z)n+1+6n
Reseni
Délime citatele i jmenovatele vyrazem 6".
1 n—-1 5 n
1/ ™5 5[ 32
(- 1)"-1 +(§)n+1 sl Tz2l%
I 5 2 Y _
im —7 = lim n =
n—oo 1 n—oo 1
(z) +o 1(7
|\ 1
1/ 1\"' , 5/5\" 1 5
. sCm) +2(@) _§0+3 0_o_,
n—oo 1/14\" 1 1
7(z2) +1 g 0+1

62
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n
Priklad 1.109 Vypoctéme limitu lim (xT”) a provedme diskusi vzhledem k x € R.

n—-oo

Reseni

Dle vzorce [3].

Je—IixT+2 > 1, pak lim (%) = o0.
n—->0oo
CX+2 . x+2\" .
Jeeh 5% = 1 pak lim () = lim1e =

Je-li |xT+2| < 1, pak lim (ﬂ)n =

n—-oo

Je—IixT+2 < —1, pak lim (

n—-oo

|><
| F
[\S]

n
) neexistuje.

x+ 2
2 >S1l=>x+2>4=>x>2
x+2
2 =l=>x+2=4=x=2
x+ 2 x+ 2
| 2 |<1@—1<T<1=>—4<x+2<4:>—6<x<2

x+2

<-12>x+2<—-4=>x<-6

Vysledek sestavime do prehledné tabulky:

X x < -6 —-6<x<?2 x=2 x> 2

limita neexistuje 0 1 +0o0

P¥iklad 1.110 Vypoctéme limitu lim 1967 a provedme diskusi vzhledem k x € R.
n—-oo 1—

Reseni

Délime citatele i jmenovatele vyrazem 3™.

n

R
S
VS
W
N——
S
T:
=)
VN
wl
N———
=~

1imx—=limi3n=lim 1)n_1= 01 =—1im(§).

n-ool— 31 nseo 1 5% n—oo
3n 3" (§
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n xn
Je- I|—>1Je lim (x) =400 = lim = —00
n—oo \3 n—oo 1-3M
n n
JeI|——1Je11m (f) =1 = lim =—= -1
n-ooo \3 n—oo 1-3M
n n
Je-li |f < 1,je lim (f) =0 = lim=—=0
3 n-ooo \3 n—oo 1-3m
n xM
Je- I|— —1, pak lim (g) neexistuje = lim —n neexistuje
n—oo n—)OO

Vysledek sestavime do prehledné tabulky:

x < -3

neexistuje

X

limita 0 ' —1

n
Vypocty limit uzitim vzorce lim (1 + %) =e

n—>~oo

Postup feseni

—3<x<3 x=3

64

Provedeme vhodné Upravy abychom mohli uzit vySe uvedeny vzorec, pfipadné dalsi vzorce, které

z ného substituci ziskame.

Pfipominame:
k n
lim (1 + —) = ek
n—oo n

n+k

) 1
i (1455g) =

Pfedpokladem uspésného reseni je znalost pocitani s mocninami.

Priklad 1.111 Vypoctéme limitu lim ( +3) .

n—-oo n

n n

om+3\"  /m 3 3
lim ( ) = lim (— +—) = lim <1 + )
n—-oo n n-oo \Nn n n—oo
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n
Priklad 1.112 Vypoctéme limitu lim ("—*2) .

n—ooo \n+1

Reseni

oom+2\"  m+1+1\"  m+1 1 \" 1 4\"
11m< ) = lim (—) = 11m< + ) = lim <1+ ) =
n-o \n + 1 n—oo n+1 no\n+1 n+1 n—oo n+1

1 n+1-1 1 n+1 1 -1
= lim (1+—> = lim <1+_) .<1_|_ ) —
n—o n+1 n—oo n+1 n+1
n+1 1 -1
Y o R PR
_rllg?o(l+n+1> 711—{?0(1-}_714-1) e-(1+0) erl=e
|
n
Priklad 1.113 Vypoctéme limitu lim ("—*2) n+ 4
n-ooo \n—4
Redeni
; (n”)n_' (n_4+4+2)n—' (n_4+ ° )n—l' (1+ )n_
nl—r>lc;lo n— _nl—l;?o n—4 _nl—l;?o n—4 n-—4 _nl—r>{>lo —4)
no e n%[ * —4 +n—4
n—4 4
=1im(1+—> 1im<1+—) =eb-(1+0)*=e®
n—oo —4 n—oo — 4
|

Priklad 1.114 Vypoctéme limitu lim (n—_g)z

n—ooo \n+2

n

n
] n— 3\2 . n+2—2-—3\2 ] —5\"
11m< ) = lim (—) = lim (1 +—) =
n-o \n + 2 n—-oo n+2 n—oo n+2

1 1

_5 n+2-2 E _5 n+2 _5 -2 E
= lim <1+—) = lim <1+_) .<1+ ) _
n—oo n+2 n—oo n+2 n+2
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e (1+0) 22 =e2

n—-1

P¥iklad 1.115 Vypoctéme limitu lim (n—_g) :.

n—ooo \n+3

n—8\ 3 n+3—-11\ 3 -11
lim( ) = lim (—) = lim (1+ )
n-o \n + 3 n-wo\ n+3 n-co n+3

1
3

_11 n+3
Y
n—co n+3

_11 n+3 §
= lim [(1 +—) l  lim
n-o n+3

= (e1)3-(140)

n+2

P¥iklad 1.116 Vypoctéme limitu lim (n—j) '

n—-oo

8 n-5+512 1
= lim l(l + —) l (14 0)2 = lim I(

_1u
_1:e 3

142 )
n—>5

66
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-PlU'l
4;00
Q

= lim l(l +—> l - lim (1 +—> = (98)4 (1+0)2 = e =¢?
n—-oo 5 n—oo n— 5

Pfiklad 1.117 Vypoctéme limitu lim [n=3"(n + 1)3"°].
n—-o0o

Reseni

Upravou mocnin postupné dostavame:

n + 1)3n5 + 1\
lim [n™3"(n 4+ 1)3"7°] = lim % = lim [(n ) l -lim(n+1)° =
n—oo n—-oo n n—oo n—oo
n3
= lim [(1+%) ] ‘lim ——=¢e3-0=0

n—oo n-ooo (n+1)3

2 2
P¥iklad 1.118 Vypoctéme limitu lim [n_E"(n + 1)5"].
n—-o0o
Reseni
Upravou mocnin postupné dostavame:

2

2
2 2 n+ 1)3" +1\"]?
lim |n 3"(n+1)3"] = 1m¥: lim I(n ) l =
n—-0o

n—oo n

3 3
Priklad 1.119 Vypoctéme limitu lim [(n + 1)§"+6n_§"].

n—-oo

Reseni

Upravou mocnin postupné dostavame:

3

n18
) l -lim(n+ 1)% =
n—-oo

3 3
: Sn+6, = . .
lim [(n + 1)8"™°n78"| = lim 2 = lim

(n+ 1)%"(71 +1)° I(n +1
ns8
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B~

Priklad 1.120 Vypoctéme limitu lim (2n+5)2.

n-o \ 2n

Reseni

Upravou mocnin postupné dostavame:

n
Priklad 1.121 Vypoctéme limitu lim (3n+1) .

n—ooo \3n+2

Reseni

Upravou mocnin postupné dostavame:

i <3n+1)"_1_ <3n+2—2+1>”_1. (1+ -1 ) B
e \3n+2) T ate\ 3n+2 Tabe\ T3n+2) T

lim (1 4+ — e lim (1 4+ — ’
_nl—g}o( +3n+2> _nl—g}o( +3n+2> N
1

_ 3n+2 § _1 - 1 2 1
= i i = (e 13- 3=e73
rlz‘i?o[<1+3n+2> l rll‘i?o<1+3n+z> (e):-(1+0)y3=e
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Vypocet limit, pfi nichz uzivame véty o limité posloupnosti

Pfipominame:
Véta (o limité tfi p-sti): [a]
Méjme tfi posloupnosti {a,}, {b,,} , {c,}.
Necht
1. a, < ¢, < b, pro skoro vSechnan €N,

2. lim a, = lim b,, = a,a € R".

n—-oo n—-oo

Potom existuje i limita posloupnosti {c,} a plati lim ¢, = a.
n—>oo

Véta (o limité soucinu nulové a omezené p-sti): [b]
Je-li lim a,, = 0 a posloupnost {b,,} je omezena, pak lim (a,, - b,) = 0.

n—oo n—-oo
Véta (o limité vybrané p-sti): [c]
Ma-li posloupnost {a,,} limitu a, a € R*, pak kazda posloupnost {akn} z ni vybrand ma také limitu a,

tj. lim a; = lim a, = a.

n—-oo n—-oo

n—cos

Priklad 1.122 Vypoctéme limitu lim

n—oo 5-3n

Reseni

n—cos

. co—nee , s v . vee v T , ,
lim —an [ ~ ] Upravime n-ty ¢len p-sti a uzijeme vétu o limité rozdilu p-sti.
n—>o0o - -

y n—cos4n__ n _ (cos4n>
e 5—3n _nl—l;{)loS—BTl et 5—3n
cteme lim <" = (2) = lim L = _1
Vypotteme lim 2= (Z) = lim r= = =3
Podle véty [b] je
I cos4n_l_ ( 4)_0
noo5—3n now\5—3n )

. 1 1 . . , " .
protoZe lim e 0 ap — st {cos4n} je omezend, nebot pro kazdé n € N je |cos4n| < 1.
n—>00 o—
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n-—cos cos4n _ 1 1

. . n .
Potom lim = lim — — lim
n-o 5-3n n—-oo 5—3n n—oo 5—3n 3 3

Vysledek: lim poeos 1

n-ooco 5-3n 3

3n-sinn

P¥iklad 1.123 Vypoctéme lim

n-ooo 2n+7 '

Reseni

. 3n-si co—neex v v

lim = [ ] UZijeme vétu [a].
n-ooo 2n+7 —o0

ProvVn € Nje|sinn| < 1,tedy —1 < sinn < 1.
Provedeme takové ,strategické” Upravy nerovnosti —1 < sinn < 1, abychom ,,uvniti“ nerovnosti
3n-si

2n+7

ziskali pozadovany vyraz
1<sinn<1/.(-1)
1> —sinn>-1/43n
3n+1=23n—-sinn=>3n-1/:2n+7)>0
3n+1 3n-sinn_ 3n-1
= = )
2n+7 2n+7 2n+7

coZ je splnéno pro vSechnan € N.

1
, . 3n+1 [ . 3t- 3 , .. 3n-1 3
Dale lim = (—) = lim —2 == ataké lim ==
n—oo 2n+7 n—oo 2+; 2 n—oo 2n+7 2

Jsou splnény oba predpoklady véty [a], proto hledana limita existuje a lim 3n—sinn _ 3

n-ooo 2n+7 E.
Jiny postup — uzitim véty [b].
y 3n —sinn _ 3n y ( 1 _ ) 3
im ———— = lim — lim sinn)==—-0==
n-co 2n+7 n-o2n+7 n-oo\2n+7 2 2
ZdGvodnéni: Protofe lim——=0 a |sinn| < 1provn € N,je lim (; sinn) =0 a
n—-oo 2n+7 n-ooo \2n+7

3n 3

m .
n-ooo 2n+7 2

, . 3n-sinn 3
Vysledek: lim ==
n-ooco 2n+7 2

Pfiklad 1.124 DokaZme, Ze p-st {(—1)™ n} nemd limitu.
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Reseni
K dikazu uzijeme vétu [c].
{(-1)"n}={-1,2,-3,4,-5,6, ...}
Uvazujme vybranou p-st {b, } lichych ¢len {—1, -3, -5, ... }, jeji limita 71i_r)r010bn = —00

a vybranou p-st {c,} sudych ¢lent {2, 4,6, ... }, jeji limita Tlll_{rolo Cp = +00.

Protoze lim b, = —o0 # +00 = lim ¢, limita p-sti {(—1)" n} podle véty [c] neexistuje.
n—->0oo n—-oo
|
. . . 3 n4+1—sin§ B L
P¥iklad 1.125 DokaZme, Ze p-st — (Mmd nevlastni limitu.
Reseni
3 .. n
I Vn4 +1- Slng [oo — neex_]
im =
n—oo n+2 00
3 7 .. n 3
. , n*+l-sing  Yn4+1 1 . n
Nejprve upravime = ——— -sin-.
n+2 n+2 n+2 5
3 1
T s oo . nts . 1 ..n .
Ztejmé lim = (—) = lim — =00 a lim (— sm—) = 0, protoze
n—ooo N+2 0 noco 1+ n—oo \n+2 5

.1 1 . n). s
Al_rgom = [;] = 0ap-st {sm E}Je omezena (véta[b]).

. n4+1—sin% . Vnte1 . 1 .n
Tedy lim ———— = = lim — lim (—-sin=) =00 — 0 = co.
n—oo n+2 n-oo nN+2 n—oo \n+2 5

3% .
, . n*+1-sing
Vysledek: lim ——= =00
n—oo n+2



CiSELNE POSLOUPNOSTI 72

eSlTl

Priklad 1.126 Vypoctéme lim —
n—oo

Reseni

UZijeme vétu [b].

P-st {sinn}je omezend,proVn € Nje—1 <sinn< 1= e ! <e5"" < el = p-st {esmn}je ome-

, .1
zenda lim =< = 0.
n—oon

coesSinn 1
Tedy lim —— = lim (—3 esmn) =0
n-oco N n—-oo \n

eSll’lTL

Vysledek: 7111_1)120 — =0
|
vs v v e 2M4(=2)" L
Priklad 1.127 DokaZme, Ze lim — — neexistuje.
n—00
Reseni
K dikazu uzijeme vétu [c].
2"+ (=2)"
{Z—n} = {0, 2, 0, 2, 0, 2, }
Vybrand p-st {b,} = {0,0,0, ... } lichych ¢len( je stacionarni a ma limitu lim b,, = 0.

n—-oo

Vybrand p-st {c,,} = {2, 2,2, ... } sudych ¢lend je stacionarni a ma limitu limc,, =

n—oo
{2"+(—2)"

- } podle véty [c] neexistuje.

Protoze lim b,, = 0 # 2 = lim ¢y, limita p-sti

n—-oo n—-oo
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CiSELNE RADY

Zadani rady

Pfipominame.

Ciselndfada Y ,a, =a; +a, +as..+a,+..,n€N,a, ER

Umluva.

74

Pokud tomu nebude jinak, budeme misto Y., ; a,, psat také stru¢né . a,,.

P¥iklad 2.1 Napisme prvnich 5 ¢lend fady Y- ﬁ

Reseni

Za n postupné dosazujeme Cisla 1, 2, 3,4, 5 a obdrZzime cleny:

__ 1 11
R I MT e 177
_ 1 _1 _ 1 _1
255173 =251 9
1 1
3727315
. Ly 1 i 1 1.1,
VysIedek.anlzn_l—1+3+5+7+9+
Ptiklad 2.2 Napisme prvnich 5 ¢lend fady Y- %
Reseni
Za n postupné dosazujeme Cisla 1, 2, 3,4, 5 a obdrzime cleny:
3-1-2 1 3:4-2 10
NTT T T2 4T T 17
3:2-2 4 3:5-2 13
27211 75 =52 11 26
3:-3-2
A3 = ———— = —
32+1 10

3n-2
n2+1

Vysledek: >.>°_;

I S S AN U S
2 5 10 17 2

1
2
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Ptiklad 2.3 Napisme prvnich 5 ¢lend fady Y- :_7'1

Reseni

Za n postupné dosazujeme Cisla 1, 2, 3,4, 5 a obdrZime cleny:

11 4! 4-3-2-1 3
M=3173 WEE= T 3
20 2-1 1 5! 5-4-3-2-1 15
wEp=E Ty BTETT 3
3! 3-2-1 3

Vysledek: Z;‘lez—i=%+%+%+§+1:5+

[ |
Ptiklad 2.4 Napisme prvnich 5 ¢lend fady Y o—1[4 + 3(n — 1)].
Reseni
Za n postupné dosazujeme Cisla 1, 2, 3,4, 5 a obdrZime cleny:
a;=4+31-1)=4 a, =4+3(4—-1)=13
a,=4+32-1)=7 ac:=4+3(5—-1)=16
az;=4+3(3-1)=10
Vysledek: >>°_[4+3(n—1)]=4+7+10+ 13+ 16 + -~
[ |

P¥iklad 2.5 Napisme prvnich 5 ¢lend fady Y- #

Reseni

Za n postupné dosazujeme Cisla 1, 2, 3,4, 5 a obdrZzime cleny:

B el e B et _e4
MTT 1) “TT 1T g
e? e? e’ e’
2T7 11 3 =TT r251 17
B e3 _e3
BTT11 5
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(-D"n

Pfiklad 2.6 Napisme prvnich 5 ¢lend fady Y54 -

Reseni

Za n postupné dosazujeme Cisla 1, 2, 3,4, 5 a obdrzime cleny:

(-1 -1 1 (-D* -4 4 1
W= TR T Tr T16 4
(-D?-2 2 1 (-1)° -5 5
T BT T3
_ (=13 -3 B 3
T 28 78
Y Ly (D' 101 3,1 5
Vysledek: >.>°_; P AL T it
|
Pfiklad 2.7 Napisme prvnich 5 ¢lend fady Y54 Sil:umt
Reseni
Za n postupné dosazujeme Cisla 1, 2, 3,4, 5 a obdrZzime cleny:
_sinln_O_ _sin4n_0_
T T T T
_sin27t_0_ _sin5n_0_
T =g =50
_ sin 3w _ 0 _
B=—g =30
Vysledek: ¥%_, 22 = 0 +0+0+0+0 + -
|
. - , . o (2+sinﬂ) cosnm
Pfiklad 2.8 Napisme prvnich 5 ¢lend fady Y54 Z—'
Reseni
Za n postupné dosazujeme Cisla 1, 2, 3,4, 5 a obdrZzime cleny:
(2 + sin 177T) coslmt  (2+41)-(-1)

1! 1
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(2+sm—)c052n (2+0)- 1
% 21
. (2+5Ln7)cos37t— 2_1).(_1):_1
; 3! 3-2-1 6
(2+5Ln7)cos47t 2+0)-1 1
A= 4! 4321 12
(2+sm—)c055n Q2+1-(- 1) 1
dg =

5-4-3-2-1 60

2+sin™E) cos nw
Vysledek: >.>°_; %

n!

=_3+1_l+i_i+...
6 12 60

Pfiklad 2.9 Napisme clen a, (n-ty &len) fady =+ =+ = + =+ —+ -

Reseni

Ve jmenovatelich zlomkU jsou suda Cisla 2, 4, 6, ..., kterd zapiseme 2n, kden € N.

. x R S Y oy o 1
Vysledek: Clen a,, = pw pfislusnou fadu zapiSeme Yo7 P

Pfiklad 2.10 Napisme clen ay, fady 1+ + 2+ % + = + -

Reseni

V Citateli je pfirozené Cislo, ve jmenovateli pfirozena mocnina Cisla 2.

Vysledek: Clen a,, =

2n-1°

Priklad 2.11 Napisme ¢len a,, fady 1 + + + = v + -t

Reseni

Ve jmenovateli jsou druhé mocniny pfirozenych Cisel.

Vysledek: Clen a,, = %
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Priklad 2.12 Napisme ¢len a,, fady% + % + % + % + -

Reseni
V Citatelich jsou pfirozena Cislan = 3, ve jmenovatelich, druhd mocnina pfirozeného Cisla

pocinaje 22.

. x _ n+2
Vysledek: Clen a,, = EYEIEE
|
PFiklad 2.13 Napisme clen ay, fady — + —— + ——+ — + -
riklad 2. apisme clen a, fady —+ -+ —+ —
Reseni
Ve jmenovateli je vidy soucin po sobé jdoucich lichych &isel, tj. (2n — 1) a (2n + 1).
. x _ 1
Vysledek: Clen a,, = D D
|
- - Y . 32 33 4 35
Priklad 2.14 Napisme ¢len a,, fady 3 + —+ —+ —+—+ -+
2 6 24 120
Reseni
V Citateli je prirozend mocnina Cisla 3, ve jmenovateli soucin ptirozenych Cisel 1 -2-3- ...
. x 3n
Vysledek: Clen a,, = —
|

Priklad 2.15 Napisme c¢len a,, fady 1 + % + 3+ % +5+ % + -

Reseni
Liché ¢leny fady jsou licha ptirozena Cisla. Sudé ¢leny fady jsou prevracené hodnoty sudych pfiroze-
nych Cisel.

v -1
Vysledek: Clen a,, = nD""".
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Priklad 2.16 Napisme prvni dva &leny a n-ty ¢len Fady, zndme-li posloupnost jejich ¢dstecnych souctu

{s,} = {—} Pokud rada konverguje, urcime i jeji soucet.

Reseni
Dt
==

Clena, =s; =

= (-1)?

Clena, =s,—s1 =5, —a; = > —(—1):5-}—1:5

= e _ ot ortt o g ns1=(-Dn n 2n-1

Clena, = s,—Sp_1 = ~ — = (-1) D (-1) ey 1) pron > 1.

Soucet rady

s=lims, = D% _ lim E (—1)"] = 0, protoze lim 1=0a posloupnost {(—1)™} je omezena.

n—oo n n—oo n-oon

Vysledek: Cleny fady jsou: a; = —1,a, = —, = (-1 )" pron > 1.

)
(=D" (2n-1)

Rada Y5, D)

konverguje a ma soucet s = 0.

Priklad 2.17 Napisme prvni dva ¢leny a n-ty ¢len fady, zndme-Ili posloupnost jejich ¢dstecnych soucti
2

5n vr . v .y
{sn} = {— — —} Ur&ime i soucet Fadly.

Reseni
2 51 5 1
Cleng; =, ==——=2—-==—=,
1 1+1 2 2
X 2 52 1 10 1 11
Clena, = s,—s; =5, —a :____(__):1__+____
2 2751 2 1=57 31 2 3 > p
~ 2 5n 2 5(n—1) 2 5n 2 5n-5
Clena,, = s,—S,— =————(———)=_____+ -
n n °n-1 n  n+1 n—1 (n-1)+1 n n+l1 n-1 n
3 5n 2

n n+1 n—1:
5n(n?—1)—-3n?-1)-5n’(n—-1) —-2n(n+1)

- nn— D+ 1) -
_5n®—=5n—-3n*+3-5n°+5n°-2n’-2n  3-7n

nn?—1) nn2-1)
Soucet fady s = hm Sp = lim (%—%) = hm;— hm%z 0—-5=-5
n—oo n—-oo n—oo -
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11 _ 3-7n

. x y T | _ 1
Vysledek: Cleny fady jsou: a; = S0y = ——, A = my— pron > 1.
~ 0 3-7n . ‘ v _

Rada Zn:l_n(n—l) konverguje a ma soucet s = —5.

Ptiklad 2.18 Napisme prvni dva &leny a n-ty ¢len fady, zndme-Ii posloupnost {s,} jejich Edstecnych
souctli:s; =0as, = ﬁpm n > 2. Urc¢ime i soucet rady.

Reseni
Vime, ze s; = 0,tedya; =51, =0
1

Clena, = s,—s; =m—0= 1

¢l e _ __1r 1 _ 11 (=2)*-(n-1D* 3-2n
BN =51 TG T {1 T eeD? | 2 (e Dme2)? | (D22

v Ly s T 1 1] _
Soucet radys-%g?osn—ig?o(n_l)z_[Oo]_o

Vysledek: Cleny fady jsou: a; = 0,a, = 1, a, 3 2n —pron > 2.

~ (—12(n-2)

Rada 22‘;3% konverguje a ma soucet s = 0.

Priklad 2.19 Napisme prvni dva &leny a n-ty ¢len Fady, zndme-li posloupnost jejich ¢dstecnych souctu
{s,} = {arctg n}. Uréime i soucet rady.

Reseni
Clena, =s, =arctg1 = %.
Clena, = s,—s; = arctg 2 — %.
Clena, = s,—s,_; = arctgn — arctg (n — 1).
Soutetfady s = lim s, = lim arctg = [arctg o] ==.
n—-oo n—-oo 2
Vysledek: Cleny fady jsou: a; = %, a, =arctg 2 — %, a, = arctgn — arctg (n — 1).

Rada Y% s[arctgn — arctg (n — 1)] konverguje a mé souéet s = g
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P¥iklad 2.20 UZitim definice souctu s fady vysetiime konvergenci fady Y., Wl(?mﬂ)

Reseni

1 v it (%A e %
Zlomek ——————rozloZime na parcialni (¢astecné) zlomky.
(3n-2)(3n+1)
1 A

= +
B3n-2)3n+1) 3n-2 3n+1

;A,BER

1=43n+1)+B(Bn-2)

Dosadime do rovnice n = —%an = ga vypocitame A a B.
1 1
n=—§: 1=A-O+B(—1—2):>B=—§

2 1
n=§1=A(2+1)+BO:>A=§

1
1

_ 3 _1( 1 1 )
(3n-2)(3n+1) 3n—-2 3n+1 3\3n-2 3n+1

W |~

Potom

N-ty ¢len posloupnosti ¢asteénych souctt {s, } je

_1(1 1,111 1 1,1 1 )_
Sn =3 472777 3n—5 3n—2 3n—-2 3n+1)
1 1
_ (11— )

3( 3n+ 1
I = i 1(1 1 )—11 0)=1-
nT;Sn—nL‘?o[z ‘3n+1]—§( 0 =3=s

Limita p-sti {s,,} je vlastni.

Vysledek: Rada Z;‘{’=3m konverguje a ma soucet s = %
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Geometricka rada

Pfipominame:
konverguje pro |q| <1< q€(—1;1) a

z v a
0 ma soudet s = ﬁ
Geometricka fada E aq™ !

n=1 diverguje pro |q| > 1

Podil % = ¢,q € R je kvocient geometrické fady; g nezdvisi na n, je to konstanta.
n

P¥iklad 2.21 Rozhodnéme, zda je fada Y.;—4 ﬁ geometricka; pokud ano, stanovime jeji soucet.

Reseni

Zjistime, zda je podil dvou po sobé nasledujicich ¢len( rfady konstantni.

1
i1 2(n+1)—1 2n-—1
a, 1 C2n+1
2n—1

Podil se méni v zavislosti na n, neni tedy konstantni, fada neni geometricka.
. x 1 . iy
Vysledek: Rada Z;‘l‘;lm neni geometricka rada.

n

- . . 3 L L,
Ptiklad 2.22 Rozhodnéme, zda je fada .- ey geometrickd; pokud ano, stanovime jeji soucet.

Reseni
3n+1
Podil Gny1 _ 540Dt 3"71-5-4" 3 .
ar, 3n 5. 4n+2.3n 4
5- 4n+1

je konstantni (nezavisi na n), fada je geometricka. Jeji kvocient je g = z.

Rada konverguje, protoze g = % € (—1;1). Jeji soucet vypocteme podle vzorce s = 1a_—1q.
31 3

% = 54~ g
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. = 3n . . y 3
Vysledek: Rada Z;‘fﬂmje geometrickd a ma soucet s = 2o

|
n+1
P¥iklad 2.23 Rozhodnéme, zda je fada .;_4 i? geometrickd; pokud ano, stanovime jeji soucet.
Reseni
2(n+1)+1
i1 (n+ 1)30FT 22 .- 30 _2n
Podil a, - 2(n+1) - (n+1)-3n+1. 204D - 3(n+1)
n-3"
zavisi na n, rada neni geometricka.
; o 2n+1 , . LY
Vysledek: Rada Zlem neni geometricka rada.
|

P¥iklad 2.24 Rozhodnéme, zda je fada Z;‘;lzn_gﬁ geometrickd; pokud ano, stanovime jeji soucet.

Reseni
1
Anyy1  n+l.3m+D-1 27 3n-1 1 1
Podil @, 1 Tontl.gn 2.3 6 1
zn . 37’1—1

je konstantni (nezavisi na n), fada je geometricka. Jeji kvocient je g = -.

Protoze q = % € (—1; 1), fada konverguje a ma soucet

1 1
o a 2T.31-1 7 6 3
S_l—q_ 1 "5 10 5
1-—= 2
6 6

. = 1, .y A 3
Vysledek: Rada Z;‘{”zlmje geometricka a ma soucet s = =
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- y . 3n — f
Priklad 2.25 Rozhodnéme, zda jefada )0, 7 - pErY geometricka; pokud ano, stanovime jeji soucet.

Reseni
3n+1
Aptq 7 - W 3n+1 . 2n+1 3
Podil @, 5.3 grgmz g 1
o . pn+l

je konstantni, neméni se v zavislosti na n.

Rada je geometricka, ale jeji kvocient g = % ¢ (—1; 1), coZz znamena, Ze fada diverguje k plus neko-
necnu (s = +).

Vysledek: Rada Y50, 7 - 5_23—n+1je geometricka, diverguje.

|
Pfiklad 2.26 Rozhodnéme, zda je Fada ¥,o_, 10~2" geometrickd; pokud ano, stanovime jeji soucet.

Reseni
10—2(n+1) 10—2M.109~2

a4 An+1 -2
Podil = = =107 =—=
an 10—2n 10—2n 100 q

. . . _— . y 1
je konstantni, fada je geometricka a konverguje, protoze q = 700 € (—1;1).

Urcéime soucet:

_10—2_ 1
“= T T 100
A 1
g W __To0 _Too_ 1
1—q 1 ~99 " 99
1——= —_
100 10

. < Zon s . . 1
Vysledek: RadaY >, 102" je geometrickd a ma soulet s = pvs
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n-—1

Ptiklad 2.27 Rozhodnéme, zda je fada .-, (— ?2) geometrickd; pokud ano, stanovime jeji sou-

Cet.

Reseni

N

_£ (n+1)-1 Q n
nt+1 _ 2 2 V2

Podil an, VZ\" L JZ n-1 2
-9

je konstantni, fada je geometricka a konverguje, protoze q = g € (—1;1).

Urcéime soucet:

1-1

V2

= —_—— = 1

«=(-%)
a; 1 1 2
s = = =
1—q | (_¥2Z) 2442 2+42
2 2
. > n-1 2
Vysledek Rada Yo (— 7) je geometrickd a ma soucet s = PN

Pfiklad 2.28 Rozhodnéme, zda je Fada Y. —— geometrickd; pokud ano, stanovime jeji soucet.

31 In
Reseni

Upravime Y. = =
P Y= 13n In3n = Xn= 13”nln3 Y= 13n In3

1
An+1 _ 301103 _ 1 _
Podil a, 1 3~ 1
3"In3
je konstantni, fada je geometrickd a konverguje, protoze
gl == € (-1,
q - 3 ) *
1 1
M =303~ 3In3
Potom
1 1
o % _3m3_3m3__1 _ 1
1—gq 1 2 2In3 In9
-3 3

3
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. O o n . . s . v _ 1
Vysledek: Rada Zn=1—3n nle geometrickd a ma soucet s = —

n
P¥iklad 2.29 Napisme prvni 3 ¢leny fady Y-y (L) ,X € R a rozhodnéme, zda je geometricka.

x—3
Uddme, pro kterd x existuje soucet rady a stanovime jej.

Reseni

0 1 \" 1 1 )2 13 v . R

neil—) =—+(—) +|=—) + ---, oborfady jsou redlna Cisla, ale x # 3.

x—3 x—-3 x—3 x-3
( 1 )n+1
. a oy 1, y . (e y . e .
Podil Z“ = X i 7w = — pfi pevné zvoleném x nezavisi na n, fada je geometricka a jeji kvocient
" =)
_ 1

q T x-3

Geometricka fada konverguje, kdyz |q| < 1, tj. |ﬁ| <lses -1< ﬁ <1
Vyresime nerovnici:

Prox —3 > 0obdrzime—x+3<1<x-3,tx>3,x>2ax >4
Uréime prunik intervalQ: (3,0) N (2, ) N (4, ), obdriime x € (4, ).

Prox —3 < 0obdriime—x+3>1>x—-3,tfx<3,x<2ax<4.
Uréime prunik intervalG: (—o,3) N (—0,2) N (=, 4), obdrzime x € (—o, 2).

Soucet rady

1 1
3 __x-3 __1
1—gq 1— 3_3 X ;:Ei;; 1 x—4

n
Vysledek: Soucet geometrické fady Yo (ﬁ) zavisi na hodnoté x, proto jej oznaéime s(x) = ﬁ
a existuje pro x € (—0,2) U (4, ).

Priklad 2.30 Rozhodnéme, pro kterd k € R konverguje geometrickd fada
10k + 100k? + --- + 10™k™ + ---

Reseni

10n+1kn+1

Je to geometricka rada, protoze podil aZ“ = = 10k je konstantni pro pevné k.

n 10mK™

Kvocient fady g = 10k.
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Geometricka fada konverguje, je-li |g] <1 & |10k] <1 = 10]k| <1 = |k| < % =
ke ( 1 1)
= ——;—).
10’10
Ponévad? a; = 10k, q = 10k je soucet fady

_a; 10k
ST ¢ 1-10k
- 5 oo oo . 1 1 . v 10
Vysledek: Rada },;7-; 10"k™ = Y7, (10k)™ konverguje pro k € (_E;E) amasoucet s = ——.

Priklad 2.31 Vypocitejme délku [ lomené ¢dary CC, + C;C, + C,C3 + -+ sestrojené v pravouhlém troj-
uhelniku ABC, jehoZ jeden z ostrych uhli je a, viz obrdzek

C1
G

C C

Reseni
V pravouhlém trojuhelniku BCC; je cosa = % = (CC, = BC - cosa

€103

v pravouhlém trojuhelniku CC;C, je cosa = . = C,C, = CCy - cosa = BC - cos?a.
1

ZFejmé C,C3 = BCcos3a atd. C,,_,C,, = BCcos"a.

Rada CC; + C,C, + C,C3 + - = BC - cosa + BC - cos?a + BCcos3a + -

je geometricka fada s kvocientem g = cosa, pro néjz plati |cosa| < 1, ponévadz a je ostry thel

v . Y v a BCcosa
aa; = BCcosa. Tato fada konverguje a jeji soucet s = ﬁ p—

T , (.. 4cosT 4z
Napf. je-lia = 3@ BC = 4cm, pak délka lomené ¢ary je ool
—COS— -
3

= 4.

NlHlN

N | B

Délka lomené ¢ary [ = 4cm.

BCcosa

Vysledek: Délka [ lomené Cary je l = .
1-cos
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Priklad 2.32 Vypocitejme obsah obrazce utvoreného z nekonecné mnoha obdélniki, jestlize se délky
jejich vodorovnych stran zmensuji v poméru 4:1 a délky jejich svislych stran se zvétsuji v poméru 1:2,
pficemZ obsah vychoziho obdélniku je 48cm?.

Reseni

4b

2b

1/4 a

1/16 a

Oznaéme strany obdélniku a a b, tedy ab = 48cm?, soucet obsahtl viech obdélnika P.

Peab+2 b+ L. ap+2.8b+—2 . 16b+
—avTy 16 64 464

P=abtiabtiab+iabt—ab+t
T ATy T AT gab T

Obdrzeli jsme geometrickou fadu, kde a; = ab a kvocient g = % € (—1;1). Tato fada konverguje a

‘ v a ab
ma souéet s = —— = —; = 2ab.

2

Vysledek: Hledany obsah P = 2 - 48cm? = 96cm?.



89 CISELNE RADY

Priklad 2.33 Je ddn rovnostranny trojuhelnik o strané a > 0; z jeho tfi vysek je sestaven novy troju-
helnik, z jeho vysek pak dalsi trojuhelnik atd. Vypocitejme obsah P vsech takovych trojuhelnikd.

Reseni:

a v

Pro rovnostranny trojuhelnik o strané a > 0 plati vzorce:

2 2_,2 2
V\?ékav:\/az—(g) =\/4a ~ = 3%=%\/§

2 4

a a a?
Obsah P ==->+3="+3

2
Vyska trojuhelniku A; je v; = %ﬁ obsah P; trojahelnika A je P, = “T\/§

(E‘E)Z‘/§ _ 3a%V3

2

Strana trojuhelniku A, je %\/§ a jeho obsah P, =

4 16
3 \2
Za) V3 2
Strana trojuhelniku A5 je %3 = %a a jeho obsah P; = (4 Z = 9a6f atd.
n-1,2
Potom P, = 34—:@
2 2 2
Obsah viech trojuhelnikd P = Py + P, + P3 + -+ = a:\/g + 3116\/5 + 96%\/5 + -
Pny1 _ 3"a%*V3 4m _3 . Y . _
P = anriaigays — g Colle konstanta, fada je geometricka.

2 v
Obdrzeli jsme geometrickou fadu v niz a; = aT\/§ a kvocient g = Z € (—1;1). Rada konverguje a

az az
. . a V3 _ V3
mé souget s = — 1q = ‘; - = 4— = a?/3.

4 2

Vysledek: Obsah P viech trojuhelnikd je P=a?v/3.
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Véta o souctu rad a nasobku rady Cislem

Pfipominame:

Konverguji-li fady Y:n—q @, @ Yom=q by, pak konvergujii fady Yo—(a, + b,) a Yoot k - a,, a plati

Z(an-l'bn) =Zan+zbn
n=1 n=1 n=1
z k-a,= kz a,
n=1 n=1

konstanta k € R.

2"+1
3n -’

P¥iklad 2.34 Vypocitejme soucet fady Yoy

Reseni
Nejprve upravime n-ty ¢len rady.
n

2"4+1 2" 1 2 1
In = "3m =3—n+3—n=(§) +(§)

Vyraz (g)nje n-ty ¢len fady Y4 G)n

n

n
Zrejmé Y., (g) je geometricka fada, a; = 2, q= 2 € (—1; 1), fada konverguje a ma soucet s; =
. (N\" sy 1\"
Obdobné: (5) je n-ty ¢len fady X4 (5)

b4 oo

v 1\ iy 1 1 Y . . v
Zrejmé )., (5) je geometricka fada, a; = 74=3€ (—1;1), fada konverguje a ma soucet s, =

1

3

2\" 1\"
Z konvergence fad Yo, (5) adoq (5) plyne konvergence fady

n n n 5
Yoy [(g) + G) ] = Z;‘f’zlzg—:l, jejiz souCets =s; +5,, tedys = 2 + % =
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Vysledek: Rada Y5,

2"+1 . , v 5
an konverguje a md soucet s = >

- v v Ly o 4M*t243.57
Priklad 2.35 Vypocitejme soucet fady Y-, —Zon—i "

Reseni
Nejprve upravime n-ty ¢len rady.

4n+2 +3- 5n 4n+2 3. 5n 43 . 4n—1 3:5- 5n—1
a, =

7 20m 1 7.20n 1 7.20n 1 7-20n 1 7a0n 1
_ 64 ( 4 )n‘l 15 ( 5 >"‘1 _ 64 <1>"‘1 15 <1)”‘1
7 \20 7 \20 7 \5 7 \4

1 n—-1 1 n—-1 1
Vyraz (E) je ¢len geometrické fady Y-, (E) ;a4 =1,q= - € (—1; 1). Tato fada konverguje

amésouéetsl=F=—=—

1 n—1 1 n—1 1
Vyraz (Z) je ¢len geometrické fady Y-, (Z) ;a4 =1,q= S € (—1; 1). Tato fada konverguje

. v 1
amasoucetszzﬁzyz—
4

oy 1\ 1 v 64 . . .y
Konverguje-li fada Y,;- (E) , pak konverguje i jeji ndasobek Cislem — a plati, Ze soucet rady
64 (1\""1 64 . . y ntoo . 15 (1\"71
Yoy 7(;) je —-s1. TotéZ plati i pro fadu Yo (Z) a jeji nasobek, tj. Z;o=17 (Z) ==

15
75

Y o 64 (M\™1 o 15 1\*1 y
Z konvergence fad Zn=17 (E) a Zn=17 (Z) plyne konvergence rady

64 (1\" 1 15 /1\n71 4n+243.5m , .
Yme1 7(—) + = (—) = Yo, ————atama soucet

5 7 4 7-20n—1
_64 15 645 154 80420 100
SE AT R Tyt 3T T Ty

. X 4n+243.0n L Y 100
Vysledek: Rada Z;‘{leﬁ konverguje a jeji soucet s = —
|
- o v Ly 42 1.2 1 2 1
Priklad 2.36 Vypocitejme soucet fady - — -+ -——+ ———+
3 4 9 16 27 64
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S y R 2 L 1

Liché ¢leny rady vyjadiime jako P sudé jako e

x Ly oy 2 1 .y .
Clen a, dané fady mulZeme zapsat takto: an =30~ Potom symbolicky zapis rady je

o (2 1
Ln=1 [3" 4n]'
n
Vadé Yo = MiZeme konstantu 2 vytknout, tj. 230 150 =2y 1( ) :

Rada Zn 1 G) je geometricka fada; a; = g,q = g € (—1; 1), rada konverguje a ma soucet s; =

aq 3

T
1— _1
q 1-3

1
>

/—\

Rada Z,‘;"zlfn =D %) je geometricka rada; a; = %, q= % € (—1; 1), rada konverguje a ma sou-

> | =

v _ aq _
CEtSl —E— 1_1
4

Wl

3m 4n

2 51_52—2 ___:

n

Z konvergence fad Zn 1 (%) aYo—q G) plyne konvergence fady Yo", [i —~1a jeji soudet s =

2
2 3 5

. Ly . . y 2
Vysledek: Dana fada konverguje a ma soucet s = 3

Poznamka.

UZitim znalosti vypoctu souctu geometrické fady Ize secist fadu tvaru Yo a,, - by, kde {a,,} je arit-
meticka posloupnost a {b,,} posloupnost geometricka s kvocientem |q| < 1.

PFiklad 2.37 Urcime soucet Fady Yy 2721—,:1

Reseni
Rada splfiuje vy$e uvedené podminky, protoze ji miiZeme zapsat ve tvaru

[ee)

5 fon-n2]

n=1
Posloupnost {2n — 1} je aritmeticka, protoze rozdil jejich dvou po sobé jdoucich ¢lend - diference d
- je konstantni.

Vskutku a,;q —a, = [2(n+1)—-1]1-2n—-1) =2n+1-2n+1=2=d
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1
= I =-=qe(-L1).

1. . . a
Posloupnost {— je geometrickd, protoze =X
2m an ST

Vyjadiime soucet s fady jako soucet jejich ¢len(, vyndsobime jej kvocientem q = % a odecteme jej

od plGvodniho souctu s.
5 7
ot —F )
odecéteme

R
2 16
s_1+<3 1>+<5 3>+(/ o N
5727274 "2) g7 8) "\16 16)
s_1+2+2+2+
2 2 4 8 16
s_1+ 1+1+1+ )
2 2 \2 4 8
\ )
Y

1
s 1 N 7 +1= 3
212072
2
=2 3 =3
s=2-5=
Vysledek: Rada Z;‘{”zl% konverguje a ma soucdet s = 3.
|

Ptiklad 2.38 Urceme soucet rady Y..7—, 3n—n_1

1

3n—1}

Reseni
Upravime n-ty ¢len fady na tvar Y o—, [n .

] . Posloupnost {n} je aritmeticka, posloupnost {

3n-1

je geometrickd s kvocientem g = é € (-1 1).

UZijeme postup uvedeny podrobné v ptikladu 2.36
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Vyjadfime soucet fady

3 4 5
S=1+§+3—2+§+§+
1 _ 1,2 3 4

35T 373273373
Loyt 1y

$T38T T3 T T3
\ )

Y

geometricka rada

2 1
- = —
3 1
1=3
2 1 3
37272
3
_9
7%

Vysledek: Rada Y5,

311.

. . . . . n3n+1
Ptiklad 2.39 Urceme soucet rady Y.oo—, —n

Reseni

n . , v 9
— konverguje a ma soucet s = -
4

! } odetteme

94

n
Upravime n-ty ¢len fady na tvar Yo [Sn (S) ] . Posloupnost {3n} je aritmeticka, s diferencid = 3,

p-st {(g)n} je geometricka s kvocientem q = % € (—

Vyjadrime soucet rady
2

=30 ro2) v +1(

1,1).

3

5

4

) b

} odecéteme
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2 _, 5 _,3_9
5° 773 2272
5

95 45
57227,

, ~ o n3mtt . . Y 45
Vysledek: Rada anls—n konverguje a ma soucet s = -

P¥iklad 2.40 Urceme soucet fady Y. or—o az+_nn

Reseni
n
Upravime n-ty ¢len fady na tvar Yo, [(a +n)- G) ] . Posloupnost {a + n} je aritmeticka, posloup-
n
nost {G) }je geometricka s kvocientem g = % € (—11).

Vyjadfime soucet fady
a+1 a+2 a+3

+
s=a+ + + + -/
2 3
2 2 2 } Odecteme
a
2

a+1 a+ 2
+

0 = + +
2 22 23
S g i
ST T ATy T T
\ y )

geometricka rada

1
S 2
—=a+————==a+1
2
s=2(a+1)

Vysledek: Dana rfada konverguje a ma soucet s = 2(a + 1).
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log2™
2n

Pfiklad 2.41 Urceme soucet fady Y.7—,
Reseni

n
Upravime n-ty ¢len fady na tvar X, [nlogZ-G) ] Posloupnost {nlog2} je aritmetickd

n\" . . 1
(d = log?2), posloupnost {(5) }je geometricka s kvocientem q = € (-1;1).

Vyjadfime soucet fady

log2 2log2 3log2 4log?2 1
sS=——t sttt/ v
s _log2 2log2 3log2 odecteme

2_22+23+24

s log2 N log2 log2 log2

STRT T T Tm T
S—l 2 <1+1+1+1+ )
A VR PRI EREY

\ )
Y
geometricka fada

1

S 2
E=log2- —T =log2-1=log2

1=3

s = 2log2 = log2? = log4

log2™ . . v -1
s konverguje a ma soucet s = log4.

Vysledek: RadaY s,

Nutna podminka konvergence rady

Pfipominame:
Véta (nutna podminka konvergence rady):

Konverguje-li fada Yo a,, pak lim a,, = 0.
n—-oo

Dusledek:
Je-li lim a,, # 0 nebo lim a, neexistuje, pak fada Y;,—; a,, diverguje.

n—->0o n—->0o
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3n%+n
n242

Ptiklad 2.40 Rozhodnéme o divergenci fady Y-,

Resen

=N

% . 3n+n o .3+
Vypoctemelim a,, = lim = (—) = lim —2% = 3;
n—oo n—oo n2+2

Neni splnéna nutnd podminka konvergence fady, ponévadz lima,, = 3 # 0.

Vysledek: Rada Y5, dlvergUJe

nZ

2

2n
Pfiklad 2.42 Rozhodnéme o divergenci fady Y. ———.
ad ozhodnéme o divergenci rady Zn_1n3+2n2+1
Reseni
2
Y . 2n? 0 . Py .
Vypocteme lim a, = lim —=———= (=)= lim —4*5=0;lima, =0
n—-oo n—ooo nN>+2n<+1 [ n—oo 1+E+n_3 -0

Nutna podminka konvergence rady je splnéna, fada mUze, ale nemusi konvergovat.

p . . 2n?
Vysledek: O divergenci fady Zﬁﬂﬁim nelze rozhodnout.

Ptiklad 2.43 Rozhodnéme o divergenci fady Y51 ———— —1

arctgn’
Reseni
Vypocteme
y _ 1 1 2
im a,, = lim = =—;
n-w ' nocoarctgn % T
] 2
lima, =—+0.
n—oo T

Neni splnéna nutnd podminka konvergence rady.

Vysledek: Rada Y5>, arct — diverguje.

CISELNE RADY
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5
Ptiklad 2.44 Rozhodnéme o divergenci fady Y.,.— en.

Reseni
. . 3 .5
Vypolteme lim a,, = lim en = e® = 1, protoze lim= = 0.
n—oo n—oo n

lima, =1+0.

n—oo

Nutna podminka konvergence rady neni splnéna.

.« 5
Vysledek: Rada Y5, en diverguje.

Ptiklad 2.45 Rozhodnéme o divergenci fady Y.,—; sinn.

Reseni

Vypocteme lim a,, = lim sinn — ta neexistuje.
n

—00 n—-oo

Nutna podminka konvergence fady neni splnéna.

Vysledek: Rada Y5, sinn diverguje.

Pfiklad 2.46 Rozhodnéme o divergenci rady Y., 23—:1

Redeni

2"+1 2\ n
¥ . 2™+ © . . 3) 3
Vypocteme lim a, = lim = (—) = lim =7 = lim M =0
n—oo n-oo 3M [ now S n—oo 1

1

Nutnd podminka konvergence rady je splnéna.

Vysledek: O divergenci rady Z;’lezg—zl nelze rozhodnout.
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Ptiklad 2.47 Rozhodnéme, zda mize byt rada Y-, konvergentn/

( 2)

Reseni

Vypocteme

= [i] =0 a posloupnost

[oe)

. cosn . v .
lim a,, = lim = lim ( -cosn) = 0, protoZze lim
n—-oo n—-oo Tl(TH'Z) n—oo TL(TH'Z) n—oo TL(Tl+2)

{cosn} je omezend, nebot Vn € N je |cosn| < 1. Nutnd podminka konvergence fady je spl-
nénd lim a, = 0.

n—-oo

Vysledek: Rada Y120, ——

muze (ale nemusi) byt konvergentni.

nn+2)
|
Ptiklad 2.48 Rozhodnéme, zda miZe byt fada Y ;- 17 konvergentn/
Reseni
Vypocteme
() i i )
,lli_{r()loa" :7111_{?01+4" - (;) B 711_{1201:_4" B lg?o(i) +1 =0
Nutnd podminka konvergence fady je splnéna.
Vysledek: Rada muze (ale nemusi) byt konvergentni.
|

P¥iklad 2.49 Rozhodnéme, zda maiZe byt fada Y- 1 konvergentn/
Reseni
Vypocteme
3 7 7 1
. n-— AT n
Tlll—I>l;>10an 7112206n+2 (5)_713?06_'_3_2;&0
n

Nutna podminka konvergence fady neni splnéna, lim a,, # 0, fada diverguje.
n—oo

. . 3n-7 oy L oy g ,
Vysledek: Rada Z,‘;‘Lle’:? nemuze byt konvergentni, fada je divergentni.



CiSELNE RADY 100

_1\yn+1
P¥iklad 2.50 Rozhodnéme, zda miZe byt fada Y-, C (1) konvergentni.

3n+1)-52n

Reseni
Vypocteme
. ] (_1)n+1 . n+1
fim = Ji oy = [y 0 =0
_ n+1y ; A 1 ; = i =
Posloupnost {(—1)"""} je omezend a ,11_{20 (3n+1)-52n [oo] 0.

Nutna podminka konvergence fady je splnéna, lim a,, = 0.

Vysledek: Rada muze (ale nemusi) byt konvergentni.

Prehled vyznacnych rad

(1) Geometricka rada

z ag™ konverguje pro |q| < 1 a ma souget s = —

n=1 diverguje pro |g| = 1

(2) ,UZite¢nd” Ffada

o)

1
——— —— konvergujeamasoucets=1
Z nn+1) gl

n=1

(3) Rada typu
i 1 < konverguje prok > 1
P nk diverguje pro k < 1 (k € R)

(4) Harmonicka rada (specidlni pripad rady (3))

[ee]
1 . i . y

Z — — diverguje a ma soucet s =+ o
n

n—oo



101 CiSELNE RADY

(5) Leibnizova rada

oo
1 : - C
Z (-t S konverguje relativné a ma soucet s = In 2

n—-oo

(6) Grandiho rfada

[o9)

Z (=)™ —— diverguje (osciluje) a nema soucet

n—-oo

(7) Aritmeticka rada

Z[al + (n—1)d] , konverguje pouze pro a1 = d = 0, pak ma soucet s = 0;
jinak diverguje

Poznamky.
1) Geometrickou a harmonickou fadu ¢asto uzivame ve srovnavacim kritériu k porovnavani
fad.

2) U geometrické fady dovedeme ihned rozhodnout podle jejiho kvocientu g, zda konverguje
¢i diverguje.

3) Konvergentni geometricka rada je jednou z mala rad, které umime secist.

4) Stejny konvergencni charakter maji i fady, které vzniknou z vyse uvedenych fad dosazenim
n+l,leR,zan.

Kriteria konvergence a divergence pro
rady s nezapornymi cleny

Umluva.

Casto budeme uZivat i struény symbol Y, misto Y o,.

Srovnavaci kritérium

Pfipominame:
Necht Y7o a, a Y= by, jsou Fady s nezdpornymi ¢leny takové, Ze pro skoro vSechna n plati
an < by.

e Pokud fada ;- b, konverguje, konverguje také fada Yo a,.

e Pokud fada };o-, a, diverguje, diverguje také fada X.;_; b,,.
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P¥iklad 2.51 Vysetfeme konvergenci fady Y ;r— —nz_ln+5-

Reseni
Pokusime se srovnat danou rfadu s nékterou z vyznacnych fad.
Pro kazdé n € N plati
n?—4n+5>n?2—4n+4 = (n—2)>
Potom
1 1

< , 2
n?—4n+5 (n—2)>? n

< . 1., w 1 . . , o 1,
Rada anlmje fada typu anlﬁ, k = 2 > 1, ataje konvergentni. Rada anlmje konver-

L Ly Y 1 .
gentni majoranta dané rady, proto rada Zlem konverguje.

|
P¥iklad 2.52 Vysetifeme konvergenci fady Y ;r— %
Reseni
Srovname danou fadu s fadou harmonickou. Pro kazdén € N jevn < n = \/iﬁ > %
Harmonickd Fada Z;‘l‘;l% diverguje, je minorantou fady Y o- %, proto fada Z;‘lev% diverguje.
|
Poznamka.
Je to soucasné i jedna z vyznaénych fad — fada typu Yo, %, kde k = % < 1, a ta diverguje.
P¥iklad 2.53 Vysetfeme konvergenci fady Y ;- T1—1
Reseni
Srovname danou fadu s fadou harmonickou, tj. 2??:1%0 niz vime, zZe diverguje.
Pro kazdé n € N plati
1 1 11
> — ==
2n—1 2n 2 n
Rada Z;‘l‘;l% je divergentni, proto je divergentni i fada Z;‘{;l% a znerovnosti
1 1_1.1 L Y o 1
i i plyne i divergence fady Z"=1_2n—1'
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1

Priklad 2.54 Vysetfeme konvergenci fady 1 + 312 + 5i2 + -4+ 12 + -
Reseni
Zkusime srovnat nasi fadu s nékterou z vyznacnych rad.
Pro kazdé n € N plati
1 1 1 1 1
= =—- n+1

(2n — 1)2 < 2n—-22 R2h-DZ 4 n—-1)% °

Rada Z;‘{Ll% je konvergentni, je to rada typu Z;‘{;l%,kde k = 2 > 1 tedy konverguje, viz (vy-

v iy Ly o 1, , .y o 1.
znacné tady). Proto také fada 2”=1_(n—1)2 je konvergentni a odtud plyne, Ze rada Zn=1—4 D2 je

konvergentni. Rada Yoy ﬁ konverguje a plati nerovnost

1 1 1
(2n-12 ~ (2n-2)2  [2(n-1)]?

— l . ; M oo 1 .
= 3 Gopw Proto rada Z"=1—(2n—1)2 konverguje.

1 _ 12“’ 1
2 n=1 2
(=)l ()
Z;’le(—ll)z konverguje, je to rada typu Z;’leﬁ, kde k = 2 > 1. Proto konverguje i jeji
-t
2
, 1 woo 1 o 1
nasobek Zznzl_(n_l)z = Z"=1—(2n—1)2'
2

[ee] 1 [ee]
Nebo: Zn:lm = Zn:l

1
Varngn”®

Priklad 2.55 Zjistéme, zda konverguje rada )’

Reseni

Pokusime se srovnat danou fadu s nékterou z vyznacnych rad.

Prokaidén € N je V4™ + n > /4" = \/(22)" = \/(2")2 = 2", potom také
1 1

N T

0<

. 1. iy . 1 . , . ,
Rada Zz—nje geometricka fada s kvocientem g = 5 € (—1,1), ataje konvergentni. Je-li konvergentni
1

Val+n

majoranta —rada Zzin, pak je konvergentni i minoranta. Rada ), je konvergentni.
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4
Vn+z’®

Reseni
UZijeme srovndvaci kritérium.

Prokazdéen e Njen+2 <n+2n = 3n;
odtudvn+2 <+3n

V___ V__/4
4 S 4 _ 41
n+2z V3n V3 Vn

Rada ) [i —|= i . Zi diverguje (typ fady Z%, k= % < 1) a plati nerovnost

4
m «/_
Minoranta diverguje, proto i jeji majoranta diverguje.

, proto fada ), \/_je divergentni.

1 1 1
1001 2001 3001 1000n

P¥iklad 2.57 Vysetfeme konvergenci rady

Reseni

Konvergenci vysetfime uZitim srovnavaciho kritéria. Srovname danou fadu s harmonickou fadou
1 . . 4 . , v . . “

Z— 0 niz vime, Ze diverguje. Odtud, na zakladé vét o konvergenci a divergenci fad dostaneme, Ze

také rada Z— diverguje a nasobek této rady, tj. rada Zm také diverguje.

Dale plati nerovnost
1
<
1000(n+1)  1000n+1
1
<
1000(n+1)  1000n

proV n € N.Ztoho, Ze fada ), diverguje a z nerovnosti

1000(n+1)

1
lyne, Ze fa diverguje.
plyne, Ze daZlOOOn erguje

Priklad 2.58 Vysetfeme konvergenci rady — + 5 + ﬁ + .-
Reseni
Urcime ¢len a,, fady.

1
(2n—1)-22n-1

an, =
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Zfejmé pro kazdén € N je
_ 1 < 1
- (2n—1)-22n-1— 22n-1'

an

1

< 1, . . 1 . x
Rada Zzzn—_lje geometricka rada s kvocientem q = S € (—1,1), a ta konverguje. Rada )’ ppT kon-
. , 1 1 y
<
verguje a plati nerovnost D1 = proto fada
> Gnze T konverguije.
|

D’Alembertovo (podilove) kritérium

Pfipominame limitni formu kritéria:
Necht Y.>°_; a, je fada s kladnymi ¢leny a necht existuje kone¢na nebo nevlastni limita lim % = L.
n—oo n
e Je-liL <1,pakrada -, a, konverguje,
e je—liL > 1,pakrada), -, a, diverguje,
e je—liL = 1,pako konvergenci rady Y:,—; a, nelze prostfednictvim limitniho podilového
kritéria rozhodnout.

1

Priklad 2.59 DokaZme konvergenci rady % + % + -+ + -+ uzitim limitniho podilového kri-

(2n+1)!
téria.
Reseni
Vypocitame
1
a ] 2n+ 1)!
lim 2~ 1im 2+ D +1]! _ lim g:
n-o @, n—oo 1 n-—-oo (27’1 + 3)'
(2n + 1)!
2n+ 1)! 1

= Jim 2n+3)2n+2)2n+ 1! A, 2n+3)2n+2)

=<

1 a
konverguje, protoze lim = < 1.
(2n+1)! onverguje, protoze n—oo Qan <

Vysledek: Rada ),
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Priklad 2.60 DokaZme konvergenci rady % + 22—2 + -+ zin + -+ uZitim limitniho podilového kritéria.

Reseni
Vypocitame
n+1

i an+1 2n+1 (n + 1) 2"

lim =1 = |

n-o a, n-oo 't n—oo n+1

277.
1
Tl Ton o) T AT T

Vysledek: Rada Z— konverguije, protoze lim =2 < 1.

n—-oo Aan

Reseni

~ < 0.

Provsechnan € N je a, = —=

Vsechny ¢leny fady jsou zdporné, proto nejprve provedeme nésledujici Upravu.

1—3n T3no1 3n-1

o y 47" oy N . T .
Ziskali jsme Fadu Zﬁ s kladnymi €leny, o jejiz konvergenci rozhodneme uzitim limitniho podilo-

vého kritéria.

Vypocteme
4" 1(n 4+ 1)
g Gt o 3T "+ DB -1
n a, e 4"n ~ e 4np(3n+l —1)
3n—1
1 1\"

=4- liml-ll_ﬁ- lim _(_)

n—co n—oo

/N
W = W
3
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4Mn
1_

Rada Z:n—_nl diverguje; vynasobime-li ji ¢islem —1, pak i fada ) o

diverguje (viz véta o nasobku
fady konstantou).

n

Vysledek: Rada Y f_:n diverguje.
|
Pfiklad 2.62 Vysetfeme konvergenci rady Y, ;Z/_;’)n .
n
Reseni
UZijeme limitni d’Alembertovo kritérium.
4(n+1)-3
+1
R CE 1(v3)" _ T DVR(v3)"
n-o q, n—-oo 4n — 3n n—-oo (47’1 _ 3)\/n—+1(\/§)n+1
Vn(V3)
= lim (4n + Dvn = i lim ﬂ lim L
A an = Vn T T3 VA an—3 ment1
1
1 4+ 1 1 1
=—lim —&-lim |—=—-1-V1=—=<1
\/_"_’°°4_§ n-o 1+1 V3 V3
n n
Vysledek: Rada Z\/;Z/_;)n konverguje.
|

Nyl
Pfiklad 2.63 Vysetfeme konvergenci ¢i divergenci fady Y, 371—: uZitim vhodného kritéria.

Reseni
Zvolime limitni d’Alembertovo kritérium, protoze v podilu aZ“ vyhodné vykratime.
3" 1(n 4+ 1)!
. Gnyr . (m+1)nH 3+ DIan
lim = lim ———5—= —
n-o d, n—oo 3" -n! n—o (n 4+ 1)7+13n - !
nn
_ 3(n+ Dn!n™ ) n" ] 1 _
= li =3lim ———— =3lim ———— = 3lim ———— =

T et D+ D onl Cnse (n+ 1P nqm(nﬂn S
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Vysledek: Rada 3n—:' diverguje.

Priklad 2.64 PouZitim limitniho d’Alembertova kritéria vysetfeme konvergenci Ci divergenci fady

(n)h?
Z (2n)!
Reseni
Vypocteme
[(n+ 1)!]?
a 1
lim —2% = lim —[Z(n +21)]' =
n-o a, n—oo (n!)
(2n)!

(Zjednodusime sloZzeny zlomek a vhodné rozepiseme faktorialy.)

[+ D2-2n) (n+ 1?2 2n)! - (nH)? 3
= DDz - A Gt D 2nt D) (DE
~ lim (‘I’l+1)2 =limn+1=(f)=
nbo2(n+1)2n+1) nowdn+2 o

1
:TILEEIOH_ZZ%< 1
4+=

. v (nh)? .
Vysledek: Rada ), —= konverguje.

2n)!
|
ws v . v 2 2'5 2:5-...-(3n-1) Ve, s . e s ’ .
Priklad 2.65 DokaZme konvergenci Fady T + = + -4+ 5 . @ns3) + .-+ uZitim limitniho podilového
kritéria.
Reseni
Vypocitame lim aZ“, pricemz vznikly sloZzeny zlomek upravime ihned na soucin dvou jednoduchych
n—oo n

zlomkad.
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At _ 2-5 (3n—1)[3(n+1)—1]_1-5-...-(4n—3) B
(15 (Mﬁﬁﬂ“n+ﬂ—3]25'm'8n—ﬂ>_

2
Cnowdn 4+ 1 o _nglgo4+l_z
Vysledek: Rada konverguje, protoze hm ;”1 < 1.
|
Priklad 2.66 Dokazme konvergenci r"adyé + 5 + -+ 13311—(:1_1) + -+ uZitim limitniho podilového
kritéria.
Reseni
Vypocitame lim aZ“, pricemz vznikly slozeny zlomek ihned zjednodusime.
n—oo n
 Qp4q ] 1:3- .- 2n—-1D[2(n+1) —1] 3"n
lim = lim . =
n-o @, n-oo 3n+l. (n 4+ 1)! 1-3-..-(2n-1)
Po zkraceni zlomka a dpravé (n + 1)! = (n + 1)n! obdrzime:
1
. 2n+1) - n! - lim 2n+1 (oo) . 2+5 2<1
= lim ————— = lim —) = lim =—
now3(m+1)-n! now3n+3 0 n—»oo3_|_§ 3
n
Vysledek: Dana fada konverguje, protoZe hm ;”1 <1.
|

P¥iklad 2.67 Rozhodnéme, pro kterd a, b € R konverguje nebo diverguje fada
(a+1)-(2a+1)---(na+1)
b+1D)-2b+1)----(nb+1)

,a>,b>0.

Reseni

UZijeme limitni d’Alembertovo kritérium.

Vypocteme
y Any1 I (a+1)-2a+1) - (na+1[(n+1)a+1]
Rt l((b YD -@b+1) b+ D[n+Db+1]

b+1)-2b+1)---(nb+1) - na+a+1

@+ -Qat1) - (mat)| nownb+b+1

o0 a+ + =

=(3) = lim -

1

—_n n_-=
b 17 p

b+-+7
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Je—Ii% < 1,tj. a < b, pak fada konverguje.
Je-Ii% > 1,tj. a > b, pak rada diverguje.

Pro a = b obdrzime aritmetickou fadu ), 1, a ta diverguje.

Zavér: Dana rada konverguje pro a < b a diverguje proa = b.

k

Piiklad 2.68 DokazZme, Ze plati lim - = 0,k > 0.

n—-oo

Reseni
Vyuzijeme nutné podminky konvergence rady.

. k" . sy K™ . Y , S
Vyraz - budeme povaZovat za n-ty ¢len fady ZF' Pokud je tato rada konvergentni, pak musi byt
! ! )

y . , y . .k
splnéna nutnd podminka konvergence fady, tj. lim a, = lim — = 0.
n—-oo

n-oo n!

Podle limitniho podilového kritéria rozhodneme o konvergenci rady.

kn+1
_ Qny . (m+ D! kMl k _[k]_
711—{?0 an _TP—@O km _r%ggok”(n+1)!_r%1—£?on+1_m_0<1
n!

Rada Z% konverguje, protorlli_{rolo a, = Tlll_rg% = 0,k > 0. Tim je dlkaz proveden.

P¥iklad 2.69 DokaZme, Ze plati lim Z_=0.

n-oo (2n)!
Reseni
Vyuzijeme nutné podminky konvergence rady.

n n
Vyraz % budeme povazovat za n-ty ¢len rady Z%. Pokud je tato fada konvergentni, pak musi
n
byt splnéna nutna podminka konvergence fady, tj. musi platit lim a, = lim — = 0.
n-oo n-oo (2n)!

O konvergenci rady rozhodneme podle limitniho podilového kritéria. Vypocteme aZ“, pricemz ih-
ned upravime slozeny zlomek.
(n+D™ @2n)! m+1D-(n+1D"*  (2n)!

] .
lim 22*L _ _
e @, mse2(n+ D]l nt nbe(2n+2)2n+ 1)(2n)! nt
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T e 2(n+ D2n+ Dnt

= —lim - lim
2n-02n+1 n-oow

n+1)-(n+D" 1 1 _ <n+1)"
n

n

1 1
:—-O-lim(1+—) =0re=0<1
2 n

n—-oo

Rada Zn— konverguje, proto musi platit lim a,, = lim = = 0. Tim je dikaz proveden.
(2n)! n-oo n-oco (2n)!

Cauchyovo (odmocninové) kritérium

Pfipominame limitni formu kritéria:

Necht Y, a, je fada snezapornymi ¢leny a necht existuje kone¢na nebo nevlastni limita

lim %/a, = L.

n—->oo
e Je-liL <1,pakrtada,_; a, konverguje,
e je—liL > 1,pakrada), -, a, diverguje,
e je—liL = 1nelze o konvergenci fady };-; a, prostfednictvim limitniho podilového krité-
ria rozhodnout.

Priklad 2.70 Uzitim limitniho odmocninového kritéria rozhodnéme o konvergenci ¢i divergenci Fady
5 (n+2 )"
2n-3/ °

Reseni

Vypocteme

n

(00

nl—r>rc>lo an_nl—{rolo 2n—3 ( )

n—oo 2n — 3

o n
Vysledek: Rada ), (%) konverguje.
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Priklad 2.71 UZitim limitniho odmocninového kritéria rozhodnéme o konvergenci Ci divergenci fady

) (31::42)71'

Reseni
Vypocteme
2
3n —2\" o 3n—2 o0 _ 3_5
Jim Yo =t (S55) = dm S = () = Jm — 3>
n

Vysledek: Rada Z( ) diverguje.

Priklad 2.72 Uzitim limitniho odmocninového kritéria rozhodnéme o konvergenci ¢i divergenci Fady
1

1
_\n
(arcsmn)

Reseni
Vypocteme
1 1 1
lim%/a, = lim" = lim =
(arcsin=) arcsin— limarcsin=
n n n—oo n
Spocteme limitu jmenovatele zlomku.
lim arcsm— = arcsin 11m = arcsin0 =0
n—00 n—)OO

. 1
Potom lim — =00 >1
n—-oo arcsm—

Vysledek: Rada Z—n) diverguje.
|
Priklad 2.73 Uzitim limitniho odmocninového kritéria rozhodnéme o konvergenci ¢i divergenci Fady
o 1
Zn=2 (ln )‘n ‘
Reseni
Vypocteme
1 1 1
lim%/a, = hm = lim =
noo V" nsw [(Inn)? noolnn lim Inn
n—-0oo

Urc¢ime limitu jmenovatele.

limnn=Im|lim n|=Inhoo =0

n—-oo n—-oo
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Potom lim — = [i] =0<1

n-ooo lnn o

Vysledek: Rada Y., konverguje.

(Inn)n

Priklad 2.74 UZitim limitniho odmocninového kritéria rozhodnéme o konvergenci Ci divergenci fady

mo (22)"

n
Reseni
Vypocteme

n n

’ n+3 3
=1im( ) =1im<1+;> =e3>1

n—-oo n—-oo

1im”\/a_n = lim "

n—-oo n—-oo

Vysledek: Rada ), (nTH) diverguje.

Priklad 2.75 Uzitim limitniho odmocninového kritéria rozhodnéme o konvergenci ¢i divergenci Fady
3n2 \"
Z (8n+5)

Reseni

Vypocteme

lim ’i/a_n = lim i

n—-oo n—-oo

~ 3n? o0 . 3n

= lim =(—)=1lm—=oo>1
n—>008n+5 (oo} n—oo 5

8+H

2

., x 3n n . .
Vysledek: Rada ), (m) diverguje.



CiSELNE RADY 14

Priklad 2.76 UZitim limitniho odmocninového kritéria rozhodnéme o konvergenci Ci divergenci fady
2

Yy ——.
(2+3)

Re3eni
Vypocteme
Yz lim (V)
lim % = lim 1= n->o =
n—oo n—-oo .
245 Jim(2+3)
1 <1
2

Uzili jsme znamou limitu: lim Vn = 1.

n—->0oo

n2

Vysledek: Rada Y —— konverguje.

(2+3)

Priklad 2.77 Uzitim limitniho odmocninového kritéria rozhodnéme o konvergenci ¢i divergenci Fady

n+1n2
£
Reseni
Vypocteme
n+ 1\" .
lim /@, = li . ( = i <1+1) 12t
nbe VI = UG e 3 _3n1—r>£10 n/ 3 e_3

(="
Vysledek: Rada Y, 3”n konverguje.
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Priklad 2.78 UZitim limitniho odmocninového kritéria rozhodnéme o konvergenci Ci divergenci fady

S
GG+2)

Reseni

Vypocteme

Uzili jsme zndmou limitu: lim V/n = 1.

n—-oo

n

Vysledek: Rada Y, —— diverguje.

2 1 2n
(§+z)

Priklad 2.79 UZitim limitniho odmocninového kritéria rozhodnéme o konvergenci Ci divergenci fady

z [oresin (5]

Reseni
Vypocteme
n
. _on (3 . [ n3 V3 _m
Al_r)l(r)lo,/an = Al_r)glo\/[arcsm <2n n 1>l = Al_r){)lo arcsin (Zn n 1) =arcsin— =3 >1
_ n3 o V3 V3
lim = (—) = lim ——=—
n-o2n+1 [ole] n—>002+1 2
n

n

Vysledek: Rada ), [arcsin (;n—ﬁ)] diverguje.
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Priklad 2.80 UZitim limitniho odmocninového kritéria rozhodnéme o konvergenci Ci divergenci fady

> arctg"( 2n” )

2n2-1

Reseni

Vypocteme

n

. _ 2n2 _ 2n? T
limV/a, = lim |arctg" | =———|= lim arctg ——— = arctgl = 7 <1

n—oo n—oo 2n? —1 n—oo 2n? —1
2n? 00 _ 2
n-o2n2 — 1 = (;) - Tlll—I>r0102_1_ 1
n
. 2
Vysledek: Rada ) arctg™ (272:_1) konverguje.

Priklad 2.81 UZitim srovndvaciho a odmocninového kritéria rozhodnéme o konvergenci rady
Z (n+2)"

(4n+1)45°
Reseni

Pro kazdén € N je

(n+2)" (n+2)" (n+2 )n
(4n+1)"+5  (4n+1)" \4n+1

n+2 )n

Uzijeme limitni odmocninové kritérium pro fadu ), (4n+1

2

lim " lim L e e W 1

oo VI = UG (4n+1> _nl—I>rc>lo4n+1_(;) n‘l?o4+1_Z<
n

. v v n+2\" . p ez e 2 ¥ v
Na zakladé konvergence rady Z(4n+1) a srovnavaciho kritéria dostavame, Ze fada
(n+2)™ .
———— konverguje.
Z:(4n+1)n+5 onverguje
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Raabeovo kritérium

Pfipominame limitni formu kritéria:

Necht existuje kone¢nd nebo nevlastni limita lim [n( In _ 1)] = L.
n—-oo an+1

e Je-liL > 1,pakrtada) -, a, konverguje,

e je-liL <1,pakrada), -, a, diverguje,

e je—liL = 1nelze o konvergenci fady Y, a, prostfednictvim limitniho Raabeova krité-
ria rozhodnout.

1

Ptiklad 2.82 Rozhodnéme o konvergenci fady ), GrDGaiD"

Reseni
, v , , ep 7. v a vew v . , v ,
Zkusime uZit podilové kritérium. Vypocteme Z—“, pficemz ihned upravime slozeny zlomek.
n

an+1 _ 1 . ~ )
a, [B(n+1)-2][3(n+1)+1] Bn-2)3n+1) =

_(Bn-2)3n+1) 9In®-3n-2
 (3n+1)(3n+4) 9n2+15n+4

Vypocteme

lim = = lim

An+1 im 97’12 —3n—-2 _ (OO) 9 -
n-o @, n-o9n2 4+ 15n + 4 n—o

(0]

Podilové kritérium nedava vysledek. UZijeme Raabeovo kritérium, které je ,siln&jsi.”

Vypocteme

_ a, _ 9n? + 15n + 4
hm[n( —1)]=11m n -1 =
n-oo Ani1 n—co 9nz—-3n—-2

_ M?+15n+4-9n*+3n+2\| =~ n(18n+6)  18n°+6n
~ b | In2 —3n—2 T aneOn? —3n—2 nowOnZ—3n—2
00 18+g
B P
(00} n—oo 3 2
Elrii
n n

Vysledek: Rada m konverguje.
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Pfiklad 2.83 Rozhodnéme o konvergenci rady Y, (2+ﬁ)_(2+@)_ )

Reseni
Vypocteme %, pficemz ihned upravime slozeny zlomek.
An+1 _ V(1 +1)! _
an  (24+V1)-(24V2)-..-(2+Vn)-(2+Vn+1)
(2+V1) (2+V2)- .. (2+Vn)  J@+ Dl Va1Vl
Vil T Q+vati) VAl (2+vntl) vm
_ Vn+1
C2+Vn+1
Vypocteme
1
. Ap+1 . vn + 1 co . 1+ H
lim =11m—=(—)=11m—=1
n—oo an n—>ooz+\/m 0 n—>ooi+ 1+l
Jn n

Uzitim podilového kritéria nelze rozhodnout. UzZijeme Raabeovo kritérium, které je ,siln&jsi“.

y [ ( an, 1)] " [ <2 +vVn+1 1)]
im |n - = lim |n| ——— — —
n—oo (it n—oo Vn+1

i [ (2+\/n+1—\/n+1>l i 2n
= lim |n = lim =
n—oo vn+1 noo4n 4+ 1
00 - 2vn
= (—) = lim =o00>1
(0] n—-oo 1
1+ n
. o Vn! .
Vysledek: Rada Z(2+«/I)-(2+«/§)-...-(2+\/ﬁ) konverguje.
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Ptiklad 2.84 Rozhodnéme, pro kterd a, b, d € R*konverguje fada
a N a(a+d) N a(a+d)(a+ 2d)
b bb+d) bb+d)(b+2d)

Reseni
a(a+d)(a+2d)-...(a+nd)

Urcéime ¢len a,, = .
n p(b+d)(b+2d)-...(b+nd)

v a vew v . , v ,
Vypocéteme ;’—“, pfi¢emz ihned upravime slozeny zlomek.
n

Any1 a(a+d)(a+2d) .- (a+nd)[a+ (n+ 1)d] . b(b+d)(b+2d):-..-(b+nd)
a, bb+d)b+2d)..-(b+nd)[b+n+1d] ala+d)(a+2d)-.. (a+nd)

_a+t(n+1)d a+nd+d
" b+Mm+1d b+nd+d

Podilové kritérium nedava vysledek, ponévadz

a d
Ay .. a+nd+d oo _ ptd+— d
lim = 1m—=(—)=11m =—=1
n-w @, n-o b +nd+d 00 neoog+d+g d

n n

UZijeme Raabeovo kritérium.

Vypocteme

) a, _ b+nd+d - nb+nd+d—-—a—nd—-d)
lim [n( — 1)] = lim [n (—— 1)] = lim =
n—co Ap1 n—oo a+nd+d n—oo a+nd+d

= lim =
n—-oo A d d
H+d+ﬁ

= lim

(b-a) o b- b—

oo

Vysledek: Dana rada konverguje pro b;—a > 1.
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Absolutné konvergentni rady

Pfipominame:
Rada Y%, a,, konverguje absolutng, pravé kdy? je splnéna nékterd z nasledujicich podminek:
e Existuje konvergentni fada Z;’f 1 by, tak, ze |a,| < b, provsechnan € N,
e existuje g € (0,1) tak, ze

| < g provSechnan € N,

e existuje g € (0,1) tak, ze /| anl < q provsechnan € N,

Intil — ], < 1, existuje lim Yf]a,| =L < 1.
an n—o

existuje lim

n—-oo

n(n 1) 1

Pfiklad 2.85 Rozhodnéme o absolutni konvergenci rady Y.(—1) g

Reseni

Rozepiseme rfadu

P Y E L G A O N T

Je to fada s libovolnymi ¢leny.

n(n- 1) 1

Rada 3 |( 1

= Zzinje geometricka rfada s kvocientem q = % € (—1,1) a ta konverguje.

nn-— 1)
Zavér: Rada Y (-1)" z —n konverguje absolutné.

Pfiklad 2.86 Rozhodnéme o absolutni konvergenci rady Z(—l)(rzl) %

=«

eseni

Cleny fady nabyvaiji kladnych i zapornych hodnot — je to Fada s libovolnymi €leny.

Rada (—1)(721) % = Z 3 je fada typu Z— kdek == > 1, a ta konverguje.

. n
Zavér: Rada Z(—l)(z) % konverguje absolutné.
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1
nn+1)’

Pfiklad 2.87 Rozhodnéme o absolutni konvergenci fady Y.(—1)™

Reseni

Rada ¥ |[(-D" ——| =T

nn+1)

D) je uvedena v prehledu vyznaénych rad. Je to ,uzite¢nd” rada, a

ta konverguje.

1
n(n+1)

Zavér: Rada Y (—1)" konverguje absolutné.

1

Ptiklad 2.88 Rozhodnéme o absolutni konvergenci rady Y.(—1)™ el

Reseni

o a1 _ 1 1 _1 1

Rada 3 |(-1)" o] = Z g =2 o =

Rada Y, L je fada typu Z%, kde k = 3 > 1, a ta konverguje. Konverguje i nasobek této rady,

(n+3)

tedy fada ), L

(2n+1)3

konverguje.

1
(2n+1)3

Zavér: Rada Y (—-1)" konverguje absolutné.

vs v , .y w© Sinn
Priklad 2.89 Rozhodnéme o absolutni konvergenci rady Y ;- —
Reseni
Cleny fady nabyvaiji kladnych i zdpornych hodnot — je to Fada s libovolnymi &leny. PouZijeme srov-
navaci kritérium pro absolutni konvergenci.
Pro kazdén € N je

sinn

|sinn| 1
= <

n2 n2 n2

Rada Zn—lz konverguje — typ fady Zﬁ, kdek =2 > 1.

S1

s v b4 nn . v
Zavér: Rada ), — konverguje absolutné.
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Pfiklad 2.90 Rozhodnéme o absolutni konvergenci rady Y.(—1)™ i—'
Reseni
Pouzijeme limitni podilové kritérium pro absolutni konvergenci
1 3n+1
| | mEDy| g | 3w
lim = lim - =lim|-17—F—|=lim —+=—=
n-w | a, n—oo (=1)n 3" n—co 3" (n+1)! n-o (n + 1)n!
n!
] 3 3
= lim =|—|l=0<1
noon + 1 0|

Zavér: Rada Y. (—D" jl—' konverguje absolutné.

sin2™m
en

Pfiklad 2.91 Rozhodnéme o absolutni konvergenci Fady Y.

Reseni

Je to fada s libovolnymi ¢leny. PouzZijeme srovnavaci kritérium pro absolutni konvergenci.

Pro kazdén € N je

sin2"
6n

[sin2™] 1
= < —

6" T 6"

o n
Rada Zﬁin =) (%) je geometricka rada, ktera konverguje, protoze q = % € (—1,1).

sin2™

Zévér:Rada } —

konverguje absolutné.

P¥iklad 2.92 Rozhodnéme o absolutni konvergenci rady
3 4

-G -6) ()
3 5 7
Reseni

Clena, = (—1)@ ( = )n.

2n—1

Pouzijeme limitni odmocninové kritérium pro absolutni konvergenci.

n

T noo2n—1

R ooon n(n-1) n n
Jim Vlay| = lim |(_1) : (Zn—l)
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ooy y 1 _ 1 1
=(5) = lim—5=3<1
2 =
n
L. . n(n-1) n n . .
Zavér: Rada ).(—1) = (m) konverguje absolutné.
|
n+n g,
Pfiklad 2.93 Rozhodnéme o absolutni konvergenci rady Y.(—1) 2 o
Reseni
Vypocteme
n+n n 1 2 3 4
-1z —=(CFD'=+C1D)3=-+(-D =4+ (D0 —+... =
DD = (DS (CDP (DO S+ (DY —
1 2 N 3 N 4
2 4 8 16
Pouzijeme limitni podilové kritérium pro absolutni konvergenci
(n+1)2%+(n+1)
lim & = lim (-1 2 (n+1) 2"
n-o a, n—co 2n+1 (_1)nzz+n_n
1
— DM (n+1 n+1 (oo 1+2
=lim( ™« )‘=1im =(—)=1im n_-_<1
n—oo Z’n n—oo 21’1 (00] n—oo
y nin
Zavér: Rada ).(—1) z o konverguje absolutné.
|
- ‘ , . n (2n+1\"
Pfiklad 2.94 Rozhodnéme o absolutni konvergenci fady Y,(—1) (m) .
Reseni
UZijeme limitni odmocninové kritérium pro absolutni konvergenci.
lim "Ta = 1 n (—1)n <2n+1)" o <2n+1)"_ . 2n+1
noe VI = RS (N an+3) | T ailbe \an+3) T atean+3
00 2 +% 1
S e T
(00} n—»oo4+_
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Zavér: Rada Y (—1)" (Zn—:) konverguje absolutné.
|
("
Pfiklad 2.95 Rozhodnéme, zda absolutné konverguje fada Y,(—1)™ ~2&
Reseni
Pouzijeme limitni odmocninové kritérium pro absolutni konvergenci.
(n + 1)"2 (n + 1)" (1 + 1)"
...n — i n — 1 n — n —
Jim Vlax| i‘m (D" 5w LT LT
=2 <1
13
("
Zavér: Rada Y (—1)" BLn konverguje absolutné.
|

n(n 1) nlo0

Pfiklad 2.96 Rozhodnéme, zda absolutné konverguje fada Y,(—1) z

5n °
Reseni
PouzZijeme limitni odmocninové kritérium pro absolutni konvergenci.
100
n(n-1) n1o0 (Vn) 1
11m a —hm 1 = lim ==-<1
| TlI \/‘( ) Sn N—00 5 5

Pro srovndani pocetnich postupl pouiijeme i limitni podilové kritérium pro absolutni konvergenci.

tim 1%41] Z i (- 1) (n +1)1° 5" _

n-oo | a, n—oo 5n+i (_1)71(712_1) . 7100
_ (n+1)100_(oo)_11_ <n+1>100_11 <1+1>1°°_1<1
T oo 51190 \w/  Sate\ n 5 nbo -5

(n—1) n100

Zavér: R — konverguje absolutné.
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nn-1) an

Pfiklad 2.97 Rozhodnéme o absolutni konvergenci rady Y.,(—1)" 2z —.

n!

Re3eni
Uréime

n(n-1) 2n2 o 21 L 24 s 29 . 16 10 225
DD T o= (D T (D S (FDP S (D T (D

2 24 29 216 225

12t 31 4! 5!

Jedna se o fadu s libovolnymi ¢leny. Pouzijeme limitni podilové kritérium pro absolutni konvergenci.

(n+1)n

(_1) 2 2(n+1)2
a T 2n2+2n+1n! 22n+1
lim [ = lim (7:1(-:_11)) = lim [(-1)" —————| = lim =
n-o | a, n-oo (—I)T 2712 n—oo n (n + 1)n| n-oon+1
n!
=00 >1

nn-1) ,n2

Zavér: Rada Y(—1) 2 —- diverguje.

P¥iklad 2.98 Rozhodnéme o konvergenci rady

Reseni
V fadé vidy po dvou kladnych €lenech nasleduji dva &leny zaporné. Rada neni alternujici — nelze
pouZit Leibnizovo kritérium. Zkusime zjistit, zda fada konverguje absolutné.

Vysetreni absolutni konvergence nam pomuzZe rozhodnout o konvergenci fad s libovolnymi ¢leny.
Z absolutni konvergence rady totiz plyne ,,obycejna“ konvergence rady.

Rada absolutnich hodnot je 11—2 + ziz + 3% + 4% + 5i2 + =) %, coz je fada typu ), %, kde
k = 2 > 1, a ta konverguje.

Z absolutni konvergence fady plyne i jeji konvergence.

Zavér: Dana rada konverguje.
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Alternujici rady

Pfipominame Leibnizovo kritérium:

Necht {a,} je nerostouci posloupnost kladnych &isel. Alternujici fada Yoo, (—1)™*1 a,, konverguije,
pravé kdyzZ lim a,, = 0. Pfitom soucet fady splfiuje nerovnostia; — a, < s < a,.
n—-oo

P¥iklad 2.99 Rozhodnéme o konvergenci alternujici fady podle Leibnizova kritéria.
= 1
Z(_l)n—l -
Inn
n=2

Reseni
Musime zjistit, zda jsou splnény vSechny podminky Leibnizova kritéria.
1) P-st {a,} = { }Je p-st kladnych Cisel, protoZe pro vSechna pfirozena cisla n vétsi nebo
rovna Cislu2jelnn > 0 = E >0

2) Provsechnan € N ddle plati, Ze n < n + 1. Fce Inx je rostouci, proto

Inn<In(n+1)= L

> m tj. an, > apqq. P- st{ }je klesajici, tedy nerostouci.

3) Dale vypocteme llm a, = lim m = [ ] = 0.
n—-oo

Vsechny podminky stanovené Leibnizovym kritériem, tj. podminky 1), 2) a 3) jsou splnény, dana rada
konverguje.

Zavér: Rada Yo, (—1)" 1 ﬁ konverguje.

P¥iklad 2.100 Rozhodnéme, zda je dand rada alternujici; pokud ano, pak pomoci Leibnizova kritéria
rozhodneme o jeji konvergenci.

;(_1)2 1 (D) 2n’

Reseni
Upravime ¢len a,, fady:

0o o8] (o0}

Z(_1)2n+1 (_1)571_2 —= Z(_1)2n+1—n+2 % — Z(_l)n+3 %

n=1 n=1 n=1

Rada je alternujici — plati sgn a,.; = —sgn a,,.



127 CISELNE RADY

ProVnENjean=%>0.

P-st{a,} = {%} je klesajici, protoze a,;; < a,.

5 5 ‘ ,
—<==n+1>n=1>0,cozZplati.
n+1 n

Déle lim a, = lim 5= [%] = 0.

n—oo n—-oon

Vsechny predpoklady Leibnizova kritéria jsou splnény.

Zavér: Rada Yo, (—1)2n+1 ;n konverguje.

(-2

P¥iklad 2.101 Rozhodnéme, zda je dand rada alternujici; pokud ano, pak pomoci Leibnizova kritéria
rozhodneme o jeji konvergenci.

O, (=D'n
;(_D e ey

Reseni

Upravime n-ty ¢len fady:

N n-1 (=D"n _ N n-i+n-2n __* N 4
;(_1) (-2 (n2+1) ;(_1) n2+1 ;(_1) n2+1

B n2+1 n+1

Vsechny Cleny fady jsou zaporné.

Zavér: Dana rada neni alternujici.
|
Priklad 2.102 Rozhodnéme, zda je dand rada alternujici; pokud ano, pak pomoci Leibnizova kritéria
rozhodneme o jeji konvergenci.
2
n
—1 n-1
Z( ) 3n2+1

Rada je alternujici — plati sgn a, ., = sgn a,.

o 2
CIenan=3nT;ﬁ>0,proVnEN.

=«

eseni



CiSELNE RADY 128

nZ
3nZ+1

Zjistime, zda je p-st { } klesajici, tedy zda a,, > a1 proVn € N.

n? S n+1)?  n’+2n+1 3?4+ 1)(3n% + 61 + 4)
2 +1 3t 2+l 3m+en+ta’ BN mron

3Int+6nd+4n?>3nt+6nd+3n2+n?+2n+1
0> 2n+1 neplati

P-st {a, } neni nerostouci, o konvergenci nelze podle Leibnizova kritéria rozhodnout.

VysSetfeme, zda je splnéna nutna podminka konvergence rady.

lim a, = lim (-1)"*1
n—00 n—->0o

- heexistuje
3nc+1

2

n . .
= diverguje.

fyspe B _1\n-1
Zavér: Rada ).(—1) -

n+1

" y .y _\n
Pfiklad 2.103 Rozhodnéme o konvergenci fady Y.(—1) i

Reseni
Je to alternuijici fada, pouzijeme Leibnizovo kritérium.

Z(_l)n n+1 2z 3 &
m+DVn+1-1 2v2-1 3V3-1 4/d-1

n+1

(n+1)Vn+1-1 > 0.

Pro kazdén € N je ¢len a,, =

Vypocteme rozdil a, 41 — a,.

n+2 n+1

= me2)Wnia—1  (m+DvnEi-1

ProVne€e Njeayy1 —a,

42+ DVn+1-1]-(n+D[(n+2)Vn+2-1]
- [(n+2)Vn+2 1] [(n+ DVn+1-1]

Jmenovatel zlomku je kladny — je sou¢inem dvou kladnych Cisel. O znaménku zlomku rozhoduje ¢i-
tatel, ktery upravime

n+2)(n+1D)Vn+1—-n-2-nm+1)(n+2)Vvn+2+n+1=
=(m+2)(n+D(Vn+1—-vVn+2)—1<0,protoze vyrazvn+ 1 —vVn + 2 < 0.
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+1 . iy . . N
P-st {(nﬂglﬁ}je klesajici, protoze jsme zjistili, Ze a1 —a, < 0= a,41 < a,.

Staci vypocitat

1,1
n+1 00 /13
lim a,, = lim (—) = lim Vn n =
n-oo n_’°°(71+1)W/7’l+ -1 (oe} n-oo 1+1 1+1_ 1
( ﬁ) n 3
=1=
Zavér: Rada Y (—1)" L konverguje
) (m+1)Vn+1-1 )
|
Pfiklad 2.104 Rozhodnéme o konvergenci ¢i divergenci Fady Yo ,(—1)" 1 (an_z), .
V pripadé konvergence zjistime, zda fada konverguje absolutné ¢i relativné.
Reseni
Rada je alternuijici.
Nejprve podle Leibnizova kritéria zjistime, zda fada konverguje.
P-st {a,} = { 2)'} je p-st kladnych Ccisel.
¢l = d = =
enad, = (2n—2)!' CeNani1 = Gorn—2l  (2n)!
ProVneN,n>1,je2n>2n—-2= (2n)! > (2n — 2)!
Odtud
1 1 . ) o
o < e’ tj. ape1 < an, p-st {(Zn—z)!} je klesajici.
Podle Leibnizova kritéria dana rada konverguje. Zjistime, zda fada konverguje absolutné.
1
1) ——
| " D" Zo =2
lim = lim 1 = lim - ‘| =
n-oo | ay n—oo (_1)71—1 S n—oo (27’1)'
(2n —2)!
_ (2n —2)! _ 1 [1] 0<1
= lim im—— = |[—| =
noo2n (2n—1) 2n—2)! n>02n (2n—1) oS}

Zavér: ﬁadaZ?{’:z(—l)""l konverguje absolutné.

2)'
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Poznamka.

Leibnizovo kritérium je vtomto pripadé zdlouhavéjsi a vySetfili jsme jim jen konvergenci rady. Na-
proti tomu uzitim podilového kritéria pro absolutni konvergenci jsme zjistili ihned, Ze fada konver-
guje absolutné, a tedy také konverguje.

(_1)11—1

Pfiklad 2.105 Rozhodnéme o konvergenci rady ). D)

V pripadé konvergence rady zjistime, zda konverguje absolutné nebo relativné.

Reseni

Rada je alternuijici, o konvergenci rozhodneme podle Leibnizova kritéria.

1

m>0DFOVTLEN.

Clen a, =

ProVneNje(n+1)(n+2)<(n+2)(n+3)

1 1
>
m+1)(n+2) (M+2)(n+3)
ap > Aniq
P-st {a,} je klesajici.
o L 1 e
imita 7111—I>rolo n = 7111—I>rc>lo (n+1)(n+2) [oo] =0

Podle Leibnizova kritéria rada konverguje. Vysetfime, zda rada konverguje absolutné.

>l 6| 2 e
m+Dn+2)| n+1D(n+2)
UZijeme limitni podilové kritérium.
C Apy1 L 1 o n*+3n+2
1 =1 . 1 2) = lim ——=
e a, nl—r>¥>lo(n+2)(n+3) (n+ D +2) nl—g}on2+5n+6

oo . 1"'%"‘% . .
= (;) = lim ——% = 1, to vSak nedava vysledek.

n—-oo 1+—+—5
nn

UZijeme Raabeovo kritérium.
_ a, _ n’+5n+6
hm[n( —1>]=11mn——1=
n—-oo Ansq n—oo n2+3n+2

I n2+5n+6—n2—3n—Zl - n(2n+4)
n _ _

lim

n—co

= lim ——— =
n2+3n+2 n-on? + 3n+ 2
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4
i 2 A =(2) = 1i T o
_nl—r>¥>lon2+3n+2_ 0 _nl—glol_l_é l_
n n?

v 1 .
Radazm konverguje.

. _1)n-1
Zavér: Rada )] (-1)

D) konverguje absolutné.

P¥iklad 2.106 Rozhodnéme, zda je dand rada alternujici; pokud ano, pak pomoci Leibnizova kritéria
rozhodneme o jeji konvergenci.
2(—2)-71 n3,

Reseni

Upravime n-ty ¢len fady.
2 : o z : e Z 1 1 (="
(_2) "nd = (_1 ) 2) "nTd = (_1)n ) 2Ny 3 = onp3

Rada je alternuijici.

1

Provn €N jea, = s 0.
Dale 2"n3 < 2 n3 < 2l (n + 1)3
1 1
>
23 " 2n*t1(n+1)3
Ap > Apiq

} je klesajici posloupnost kladnych &isel alima,, = lim L —
n

00 2nn3

Posloupnost {a,,} = {2"1113
1

-
(00)

Vsechny predpoklady Leibnizova kritéria jsou splnény.

Zavér: Rada Y,(—2)~™ n~3 konverguije.
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Poznamka.

Mohli jsme postupovat také takto:

(_1)n+1
N Sl 2Mim+1)3(
M a, |_Tll‘££‘o —Dr |-
2nn3
2"n3 n3
=lim|[-1—m—————| = lim—— =
o |2 I (n + 1)3| | noe 2(n + 1)3

~(Z)=tim ——=><1
Ty

Limitnim podilovym kritériem pro absolutni konvergenci jsme zjistili, Ze dana rada konverguje abso-
lutné, tedy konverguje.

Pfiklad 2.107 Rozhodnéme o konvergenci fady ). 5;21—11 .

Konverguje-li, pak rozhodneme, zda konverguje absolutné nebo relativné.

Reseni
Rada je alternuijici, uzijeme Leibnizovo kritérium.
1

Clen a, =T OproVn€eN.
. . y Ly (1.
Pro ¥ € N je T < 7=, 1] Gns1 <y, CO? 2namend, Ze posloupnost {an} = {7} je
klesajici.
Ddle lim a, = lim ; = [i] = 0.
n—-oo n-oo Vne+1 ©

Podle Leibnizova kritéria rada konverguje.

Rada absolutnich hodnot ), |5;2111| =) vsak diverguje, jak plyne ze srovnavaciho kritéria.

Vn2+1

ProVn €N je
1 1 1 1

> = =
VnZ+1 VnZ+nZ2 V2nz2 a2

S

&l

1. - 1 1 @l @t iy . .
kde ije divergentni minoranta. (Zﬁ =% Zn,Z ~je harmonicka fada, a ta diverguje).
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Vysledek: Rada ), 5;;_11 konverguje relativné.

|
Piklad 2.108 Rozhodnéme o konvergenci alternujici fady Y,(—1)""1 ﬁ
Reseni
Nejprve zkusime vysettit absolutni konvergenci rady.
Vypocteme
1
="
a 2 1) —1]3
lim =2 = lim [2(n + i ] =
n—oo an n—oo (—1)"‘1
(2n—1)3
1 3
C@n-1? ey (2-7)
= 1m—=(—)= lim ————==1
n-oo (Zn + 1)3 [o'e} n—-oo ) 1
+2)
Pouzité kritérium nedava vysledek. Nezbyva nez uzit Leibnizovo kritérium.
) 1 i ) o y
ProvneNjea, = GD? > 0 ap-st {(2n_1)3} je klesajici, protoze a, > a4
1 1
> .
2n—-1)3" (2n+1)3
Ddle lim a, = lim o = [2] = o
Zavér: Rada Z(—l)"_1 1)3 konverguje.
|

Poznamka.

Strucnéjsi postup:

Z|( 1)n- 1_1)3

2. 382

=y



CiSELNE RADY 134

Rada Y, ———je fada typu Z o kde k = 3 > 1, ata konverguje. Odtud pak dostaneme, Ze i ndsobek

TL——
2

této fady - Z =Y (2 konvergUJe a tedy fada Y (—1)" 1!

(n -z)

tedy konverguje.

FTEETE absolutné konverguje,

Zavér: Rada Y, FTEETE konverguje absolutné.

Priklad 2.109 Rozhodnéme o absolutni ¢i relativni konvergenci alternujici fady Y.(—1)""1 L

=
Reseni
Nejprve vySetfime konvergenci fady absolutnich hodnot.

Sl 2-3 &5

2
cozZ je fada typu Zﬁ, kde k = % < 1, ata diverguje.

Podle Leibnizova kritéria rozhodneme o konvergenci dané rady:

ProVnENjeanz\/%>O.

Délejevn <vn+1 :\/_ \/_@an>an+1

i} je klesajici posloupnost kladnych ¢isel.

Posloupnost {a,,} = {\/ﬁ

tim an = Jim = [5] =0

Zavér: Rada Y (—1)" 1 \/% konverguje relativné.

1

Piklad 2.110 Rozhodnéme o konvergenci ¢i divergenci Y.(—1)" 1 —-

V pripadé konvergence zjistime, zda rada konverguje absolutné ¢i relativné.

Reseni

Zkusime uZit podilové kritérium pro absolutni konvergenci
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1
n+1 =D* (n+1)2

n—oo n—oo _

n (_1)11 1F
im || oy S
Tane| T+ D2 nte(m+ 12

0 1

B W B

» T

Zvolené kritérium neddava vysledek. Na zakladé tohoto kritéria nelze o konvergenci ¢i divergenci roz-
hodnout. Rada je alternujici, uZijeme Leibnizovo kritérium.

ProVnENjean=%>0.

PoVneENjen<n+1=n%2<((n+1)>

A odtud
1 S 1
n?" (n+1)?

an > Ani
Posloupnost {a,} = {i} je klesajici posloupnost kladnych ¢isel a lim— = [—] =0
n n2 n2 o0 )
o ey 1 1 .
Podle Leibnizova kritéria fada };(—1)™ —~ konverguje.

Vysetfime konvergenci fady
Y [(=D)nrt % = Z%, a ta konverguje, protoze je to vyznac¢na fada typu Z%, kde

k=2>1.

f e 11 . y
Zavér: Rada),(—1)*?! = konverguje absolutné.

Poznamka.

| vtomto pripadé jsme mohli ihned vysetfit absolutni konvergenci fady a obesli bychom se bez Leib-
nizova kritéria.






