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Uvod

Vitejte ve svete statistiky

Vitejte ve studijni opote pro predmeét Zdklady statistiky, kterd je urcéena predevsim pro studenty
bakalarského studia. Skripta vas provedou zakladnimi teoretickymi pojmy a koncepty statistiky,
s dirazem na praktické aplikace, které jsou nezbytné pro analyzu a zpracovani dat ve vasi
budouci praxi.

Tato opora se Castecné prekryva s materidly pro navazujici studium. Zatimco bakalarské stu-
dium klade vétsi dliraz na teseni prikladii a pochopeni zdkladnich principii, v navazujicim
studiu dochéazi k rozsiteni témat (do hloubky i do sifky) a rozvoji praktickych dovednosti pro
pokrocilejsi aplikace statistiky.

Struktura skript

Struktura téchto skript je navrzena tak, aby jednotlivé kapitoly na sebe logicky navazovaly a
umoznily vam postupné prohlubovat vase znalosti. Kazda kapitola rozviji dovednosti, které jsou
potiebné pro zvladnuti pokrocilejsich témat v nasledujicich castech.

Kombinatorika — V této kapitole se seznamite se zdkladnimi pojmy kombinatoriky;,
jako jsou variace, permutace a kombinace. Znalost téchto pojmi je klicova pro pochopeni
dalsich kapitol, zejména pravdépodobnosti.

Pravdépodobnost jevi — Po tivodu do kombinatoriky se v této kapitole naucite za-
kladni principy pravdépodobnosti, véetné klasické a geometrické pravdépodobnosti, pod-
minéné pravdépodobnosti a Bayesovy véty. Tyto znalosti jsou nezbytné pro pochopeni
nasledujicich statistickych metod.

Nahodna velicina a jeji rozdéleni — Tato kapitola vas uvede do pojmu nahodné
veli¢iny a jejiho rozdéleni pravdépodobnosti. Seznamite se s diskrétnimi a spojitymi typy
rozdéleni, jejich charakteristikami a zakladnimi priklady.

Zakladni typy rozdéleni pravdépodobnosti — V této kapitole se podrobnéji zamérite
na zakladni typy rozdéleni pravdépodobnosti, véetné binomického, hypergeometrického,
Poissonova a norméalniho rozdéleni, které jsou bézné pouzivany v praxi.

Nahodny vektor — V této kapitole se seznamite s pojmem nahodného vektoru, tedy
soustavy vice nahodnych veli¢in, a s jeho rozdélenim. Naucite se pracovat s podminé-
nymi rozdélenimi a kovarianci, coz je klicové pro analyzu vztahi mezi vice nahodnymi
veli¢inami.

Statisticky soubor a jeho analyza — Naucite se, jak zpracovavat data z vybérovych
setteni, vytvaret tabulky cetnosti, grafy a pocitat charakteristiky polohy a variability.



Regresni a korela¢ni analyza — V této kapitole se naucite techniky, které vam umozni
analyzovat vztahy mezi dvéma nebo vice proménnymi. Tyto metody jsou Siroce vyuzivany
v praxi, napriklad pri predikci a modelovani.

Casové rady — Naucite se zakladni metody analyzy casovych tad, které jsou nezbytné
pro modelovani vyvoje veli¢in v ¢ase, jako jsou ekonomické ukazatele nebo finanéni data.

Induktivni statistika — Zde se seznamite s pokrocilejsimi metodami statistiky, jako jsou
odhady parametri, intervalové odhady a testovani hypotéz. Naucite se, jak aplikovat tyto
metody na redlnd data a jak z nich ¢init zavéry o populaci.

Vyuziti statistickych softwartt — Na zavér se naucite pouzivat moderni statistické
softwary, jako jsou MS Excel, R a Wolfram Alpha, k analyze dat a modelovani realnych
problémii. Kapitola zahrnuje praktické navody a priklady, jak efektivné vyuzivat tyto
nastroje.

Kazda kapitola je zamétrena na konkrétni téma a obsahuje jak teoreticky vyklad, tak i praktické
priklady, které vam umozni lépe pochopit a procvi¢it danou latku. Tato struktura vam poskytne
pevny zaklad pro dalsi studium statistiky a jejich aplikaci.

Co vas v kapitolach ceka

Kazda kapitola zac¢ina tivodni ¢asti, ktera vas seznami s tim, co bude v dané kapitole probirano.
V 1vodu jsou vzdy vytyceny cile, které byste méli po jejim prostudovani zvladnout. Kapitoly
dale obsahuji:

Teoreticky vyklad — Vysvétlime vam podstatu jednotlivych statistickych metod, po-
stupti a jejich aplikace.

ReSené priklady — Kazd4 kapitola obsahuje praktické piiklady, které vam pomohou
pochopit a procvicit si danou latku.

Ramecky — Diilezité informace jsou zvyraznény v rameccich, které obsahuji klicové body;,
jez byste si méli zapamatovat.

Shrnuti — Na konci kazdé kapitoly naleznete shrnuti hlavnich bod, které vam pomiize
pripomenout si probiranou latku.

Kontrolni otazky a priklady — Otazky na zavér kapitoly jsou vhodné pro kontrolu
pochopeni latky, kterou jste se pravé naucili. Odpovédi na né najdete vdané kapitole. U
prikladt jsou uvedeny vysledky v hranatych zavorkach, coz vAm umozni ovérit si spravnost
vypoctu.



Prakticka aplikace a vyznam softwaru

Statistika je néstroj, ktery je v praxi neocenitelny, a to jak pri analyze ekonomickych dat,
tak pfi feseni manazerskych problému. Ve skriptech se budeme zamérovat nejen na teoretické
znalosti, ale i na jejich praktické vyuziti. Proto klademe diraz na teseni praktickych tloh a
jejich vypocty, které vam umozni 1épe pochopit jednotlivé metody.

V prubéhu studia zjistite, ze statisticky software jako Excel a dalsi nastroje budou vasimi
skvélymi pomocniky. Excel vam umozni jednoduse a efektivné fesit vétsinu statistickych tloh,
coz je neocenitelnd dovednost v kazdodenni praxi.

Pokud zvladnete i praci s R, tak své schopnosti znésobite (koeficientem vétsim nez 1).

Motivace a podpora

Chceme, aby pro vas byla statistika zajimava a prinosna. Neberte ji jako obtizny predmét, ale
jako vyzvu, ktera vim otevie dvere k lepsimu porozuméni svétu dat a informaci. Kazdy priklad
je tu proto, aby vas pripravil na redlné situace, které vas mohou cekat v profesnim zivoteé.
Nasim cilem je, abyste si osvojili statistiku natolik, zZe ji budete schopni aplikovat s jistotou a
bez obav.

Nebojte se chyb ani naro¢nych tkold, jsme tu proto, abychom vas podporili na vasi cesté.
Statistika neni neprekonatelna prekazka, ale nastroj, ktery vam pomuze analyzovat svét kolem
vas. Vérime, ze tato skripta vam budou uzite¢nym privodcem a zZe se diky nim statistika stane
nejen srozumitelnou, ale i zabavnou.



Kapitola 1

Kombinatorika

Po prostudovani této kapitoly budete umét:
« rozliSovat mezi variacemi, kombinacemi a permutacemi, permutace (s opakovanim a

bez opakovani),
« rozlisovat mezi situacemi s opakovanim a bez opakovani,

« Tesit typové priklady zahrnujici uvedené pojmy.

Klicova slova:
Kombinatorika, faktoridl, kombinacni ¢islo, variace bez opakovani, variace s opakovanim,

kombinace bez opakovani, kombinace s opakovanim, permutace bez opakovani, permutace
s opakovanim, pravidlo soucinu, pravidlo souc¢tu, princip inkluze a exkluze.
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Nahled kapitoly

V této kapitole se zamérime na zakladni principy kombinatoriky, tedy metody, jak usporadat
nebo vybrat prvky z dané mnoziny. Budeme probirat variace, permutace a kombinace, coz jsou
klicové pojmy kombinatoriky. Zjistime, kolika zpusoby lze usporadat nebo vybrat urcité prvky
a jaké jsou rozdily mezi jednotlivymi metodami. Uvedeme priklady situaci, kdy zalezi na poradi
a kdy naopak ne. Diiraz bude kladen na teSeni praktickych prikladi, kde si studenti procviéi
pouziti kombinatorickych principti v redlnych tlohach.

Cile kapitoly

Po prostudovani této kapitoly by studenti méli byt schopni:
rozliSovat mezi variacemi, kombinacemi a permutacemi a jejich praktickym vyuzitim,
rozliSovat mezi situacemi s opakovanim a bez opakovani,

aplikovat uvedené pojmy na rizné typové priklady a resit tilohy z kombinatoriky,

a tim se nachystat na nasledujici kapitolu o pravdépodobnosti.

Casova naroénost

Pro zvladnuti této kapitoly se doporucuje vénovat studiu priblizné 4 hodin, coz zahrnuje precteni
teoretické casti, procviceni na prikladech a samostatné feseni tloh. Tento casovy odhad je
zameéren na ziskani dostatecné praktické dovednosti pri feseni kombinatorickych problémii.

1.1 Zakladni pojmy a vlastnosti

Co je to kombinatorika?

Definice 1.1. Kombinatorika je oblast matematiky, ktera se zabyva studiem usporadéni,
vybéru a poc¢tu prvkia v mnozinach. Hlavnim cilem kombinatoriky je zjistit, kolika zptisoby
lze usporadat nebo vybrat urcité prvky z dané mnoziny, pricemz mohou byt rtizné podminky;,
jako napriklad to, zda zéalezi na poradi prvka nebo zda se prvky mohou opakovat.
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Kombinatorika se nejcastéji zabyva tremi zakladnimi problémy:

Variace — Usporadani prvki, kde zalezi na poradi.
Permutace — Specidlni piipad variaci, kdy se usporadava cela mnozina prvkii.

Kombinace — Vybér prvki, kde na poradi nezélezi.

Kombinatorika nachazi uplatnéni v mnoha oblastech, jako je teorie pravdépodobnosti, statis-
tika, informatika, optimalizace, kryptografie a dalsi.

Kombinatorické pravidlo soucinu

Definice 1.2. Kombinatorické pravidlo soucinu rika, ze pokud lze urcity proces rozdeélit
na k po sobé jdoucich kroki, kde prvni krok lze provést n; zptsoby, druhy krok n, zptisoby,
..., & k-ty krok nj, zplisoby, potom celkovy pocet zplisobti, jak proces provést, je dan vztahem:

Priklad 1.3. V obchodé jsou na vybér 3 druhy predkrmii, 4 druhy hlavnich jidel a 2 druhy
dezertti. Kolik riznych jidelnich kombinaci lze sestavit?

Reseni: Podle pravidla soucinu je celkovy pocet moznych kombinaci jidla dan soucinem poctu
moznosti pro kazdy chod: 3-4 -2 = 24. O]

Kombinatorické pravidlo souctu

Definice 1.4. Kombinatorické pravidlo souctu iikd, Zze pokud lze vykonat proces bud
jednim z n; zpusobui, nebo druhym z nsy zptsobi, kde tyto zptsoby jsou vzajemné nesluci-
telné, potom celkovy pocet zpusobii, jak proces provést, je dan souctem:

ny + no.

Priklad 1.5. V knihovné méate na vybér 5 beletristickych knih a 3 odborné knihy. Kolik rtiznych
knih si mtzete vybrat, pokud si muzete vzit bud beletrii, nebo odbornou knihu?

Reseni: Podle pravidla souctu je celkovy pocet moznosti dan sou¢tem poctu moznosti pro kazdy
typ knihy: 5+3 =8. O]
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Kombinatoricky princip inkluze a exkluze

Definice 1.6. Kombinatoricky princip inkluze a exkluze pro n mnozin vyjadiuje
celkovy pocet prvki ve sjednoceni mnozin A, A, ..., A, nasledovneé:

[ATUA U UA, =D A= > JANA

=1 1<i<j<n

+ > JANANA] =+ (D) A N AN N A,

1<i<j<k<n

Tento vzorec postupné pricita velikosti jednotlivych mnozin, od¢ita jejich priniky, pricita
pruniky tfi mnozin, atd., az do priniku vSech n mnozin.

Specialni pripad pro n = 2

Definice 1.7. Pro dvé mnoziny A; a A, je vzorec jednodussi a vypada nasledovneé:

’Al U AQ‘ = ’A1’ + ’A2| - ’Al N A2|

Priklad 1.8. V tiidé je 30 studentii. 15 studentii navstévuje kurz matematiky, 10 studentii
kurz fyziky a 5 studenti oba kurzy. Kolik student navstévuje alespon jeden z téchto kurza?

Reseni: Aplikujeme princip inkluze a exkluze pro dvé mnoziny:
IMUF|=|M|+|F|-|MNF|=15+10—5 = 20.

Alespon jeden z kurzi navstévuje 20 studenti. O

Specialni pripad pron = 3

Definice 1.9. Pro tfi mnoziny A;, Ay a Az je vzorec nésledujici:

| A1 U Ay U As| = |Ay| + |Ag| + |As] — | A1 N As| — |A1 N As| — |Ay N Az| + |Ap N Ag N A3

Priklad 1.10. V knihovné, v oddéleni matematiky, fyziky a informatiky, je urcity pocet knih.
40 z nich obsahuje kapitoly o matematice, 25 o fyzice a 35 o informatice. Dale 10 z nich je
souCasné o matematice i fyzice, 15 o matematice i informatice, 5 o fyzice i informatice. 3 knihy
pokryvaji vSechny tii oblasti. Kolik knih tam tedy celkové je (pokud se v ném nenachdazeji zadné
jiné publikace)?

Reseni: Pouzijeme princip inkluze a exkluze pro t¥i mnoziny:

IMUFUI|=|M|+|F|+|I|-|MNF|—|MnIl—-|FNI|+|MnFNI|.
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Po dosazeni hodnot:
IMUFUI|=40+254+35—-10—15—-5+3="73.

V oddéleni je 73 knih. O]

Faktorial

Definice 1.11. Faktorial prirozeného ¢isla n, oznacovany n!, je definovan pro vsechna
nezaporna celd cisla.

Pro ta prirozena (tedy n > 0) jej definujeme jako souc¢in vSech piirozenych ¢isel, kterd jsou
<n:

Pro n = 0 definujeme:
ol =1.

Priklad 1.12. 5!=5-4-3-2-1 = 120.

Faktorial se vyuziva v rtznych oblastech matematiky, zejména v kombinatorice pro vypocet
poctu permutaci, variaci a kombinaci.

1.2 Variace

Variace jsou usporadané vybéry z dané mnoziny prvki. Existuji dvé varianty: variace bez
opakovani a variace s opakovanim.

1.2.1 Variace bez opakovani

Priklad 1.13. Vypiste vSechny usporadané dvojice ze zakladni mnoziny prvki {1, a, B}, pokud
se prvky nemohou opakovat? Kolik jich je?

Reseni: Takovym usporadanym dvojicim také fikame odborné ,variace druhé t¥idy ze tii prvki
bez opakovani“, ale miizeme pouzit i ,2-prvkové variace ze tii prvkl bez opakovani“. Jednoduse
vypiseme vsechny moznosti:

(1,a), (a,1), (1,B), (B,1), (a,B), (B,a).

Vidime, ze je jich celkové 6. O
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Pouzit vypis k urceni celkového poctu vSech variaci je pti vétsim n a k prinejmensim nepraktické.
Proto si budeme uvadét uzitecné vzorce.

Definice 1.14. Variace bez opakovani jsou uspordadané k-prvkové vybéry z n prvki, pricemz
kazdy prvek muze byt vybran pouze jednou. Pocet variaci k-té t¥idy z n prvka je:

= =n (=1 (k4 1),

k Cinitelu (&isel)

Priklad 1.15. Kolik ruznych uspotdadanych trojic miuzeme vybrat z mnoziny {1,2,3,4,5},
pokud se prvky nemohou opakovat?

Reseni: Jedna se o variace treti tridy z péti prvka bez opakovani. Poc¢et moznosti je

5! 51 120
(5—3)!2527:60 nebo Vi(5) =5-4-3 =060

V5(5) =

O
Priklad 1.16. Kolika zptsoby lze obsadit prvni tii mista v zavodé s 10 ucastniky, pokud se o

umisténi nelze délit?

Reseni: Vytvarime variace tieti tfidy z 10 prvkia bez opakovani:

100 10-9-8-71 10-9-8
(10 —3)! 7! 1

V5(10) = 10-9-8 = T720.
—_————

k=3 cisla od 10=n

1.2.2  Variace s opakovanim

Definice 1.17. Variace s opakovanim jsou usporadané k-prvkové vybéry z n prvki, pricemz
prvky se mohou opakovat (mohou byt opakované vybrany). Pocet variaci k-té t¥idy z n prvku
s opakovanim je:
Vitn)y=nF=n-n..... n.
k Cinitel (n)

Priklad 1.18. Kolik ruznych trojcifernych cisel 1ze vytvorit pomoci cifer 1, 2, 3, 4, 5, pokud
se cifry mohou opakovat?

Reseni: Jedna se o variace s opakovanim, takze:

Vi(5) = 5% = 125.
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Priklad 1.19. Kolik raznych ¢tyrmistnych PIN kéda lze vytvorit, pokud kazdé misto muze
obsahovat cifru od 0 do 9 a cifry se mohou opakovat?

Reseni: Jedna se o variace s opakovanim, kde n = 10 a k = 4:

Vi (10) = 10* = 10000.
O

Priklad 1.20. Kolik riznych znacek lze vytvorit v Morseové abecedé, pokud se sestavuji z tecek
a carek do skupin po jedné az trech znacich?

Reseni: PouZijeme kombinatorické pravidlo sou¢tu, nebot si tilohu rozdélime na t¥i neptekry-
vajici se pripady skupin po jednom (k = 1), dvou (k = 2) a tfech (k = 3) znacich.

Zakladni mnozina, ze které (opakované) vybirdme ma dva znaky, tecku a ¢arku (n = 2).

Situaci zvladneme i primo rozepsat:

Délka 1 (2 moZnosti): V*(2) = 21 =2

)

Délka 2 (4 moznosti): V5 (2) = 22 =4

"y ; )

Délka 3 (8 moznosti): V5 (2) =23 =8

Y Y ) Y Y Y Y

Celkovy pocet moznosti je tedy

Vi) + Va2 +V5(2) =2"+2°+2° =2+4+8=14.

1.3 Permutace

Permutace jsou usporddané vybéry ze vsech prvki dané mnoziny (specidlni piipad variaci, kdy
k = n). Opét rozliSujeme permutace bez opakovani a permutace s opakovanim.

1.3.1 Permutace bez opakovani

Definice 1.21. Permutace bez opakovani jsou usporadani vsech prvki dané mnoziny,
kde kazdy prvek se vyskytuje pouze jednou. Pokud mame n prvki, pocet jejich permutaci

bez opakovani je dan vztahem:
P(n) =nl.
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Piiklad 1.22. Vypiste vSechny permutace zakladni mnoziny prvka {1, a, B} (prvky jsou rizné,
tudiz se neopakuji)? Odpovidé jejich pocet vzorci?
Resenid: Jednoduse vypiSeme viechny moznosti:

(1,a,B), (a,1,B), (1,B,a), (B,1,a), (a,B,1), (B,a,l).
Vidime, ze je jich celkové 6, coz odpovida vzorci P(3) = 3! = 6. ]
Priklad 1.23. Kolik rtiznych zptsobt lze usporadat 6 knih na polici?

Reseni: Jedna se o permutace Sesti prvki:

P(6) = 6! = 720.

1.3.2 Permutace s opakovanim

Definice 1.24. Permutace s opakovanim nastavaji v situaci, kdy nékteré prvky zakladni
mnoziny nejsou jedinecné, tedy se opakuji. Pokud mame n prvki, kde se urcity prvek opakuje
nyi-krat, jiny prvek no-krat a tak dale az po ni-krat, pak pocet vsech moznych usporadani
(permutaci) téchto prvki je dan vzorcem:

n!

* _
Pnlyn%wvnk(n) o nl' . n2' e nkV

kde n = ny + ng + - - + ng je celkovy pocet prvki a ni, ns,...,n, jsou pocCty opakovani
jednotlivych prvki.

Tento vzorec zohlednuje, ze preusporadani opakujicich se prvka nevede k novym permuta-
cim.

Piiklad 1.25. Vypiste vSechny permutace zakladni mnoziny prvkua {1,a,a} (prvek a se opa-
kuje, tudiz jde o permutace s opakovanim)? Odpovida jejich pocet vzorci?

Reseni: Jednoduse vypiseme vsechny moznosti:

(1,a,a), (a,1,a), (a,a,l).

Priklad 1.26. Kolik rtznych Sesticifernych ¢isel lze vytvorit z cislic 1, 1, 2, 2, 2, 37

Reseni: V této mnoziné se ¢islice opakuji, takze pocet permutaci je:

6! 720

= —60.
203111 12

P2*,3,1(6) =
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Piiklad 1.27 (Usporadani pismen ve slové). Kolik ruznych usporadani pismen lze vytvorit ze
vsech deseti pismen slova STATISTIKA?

Resend: Slovo STATISTIKA maé celkem 10 pismen, pii¢emz se néktera pismena opakujf:
S2x)n =2, TEBx)nya=3, A2x)n3=2, I(2x)ny=2, K (Ix) nz=1.

Pocet vSech moznych usporadani (permutaci) je ddan vzorcem pro permutace s opakovanim:

10! 3628800 3628 800
Py 10) = = = = 75600.
2221(10) 21.31.21.21.11  2.6-2-2-1 48
Celkem lze vytvorit 75600 riznych usporadani pismen. n

Priklad 1.28 (Tvorba Sperkt). Mame k dispozici 8 kordlki, z nichz 4 jsou ¢éervené, 3 modré a
1 zeleny. Kolik rtiznych nahrdelniki lze vytvorit z téchto kordlkl, pokud nezéalezi na poradi, v
jakém jsou jednotlivé koralky stejné barvy umistény?

Reseni: Jedné se o permutace s opakovanim, protoZe kordlky stejné barvy jsou nerozlisitelné.
Celkovy pocet koralkt je 8, z toho 4 cervené, 3 modré a 1 zeleny. Pocet moznych usporadani
koralki je dan vzorcem:

8! 40320 40320

= = = 280.
a1 24-6-1 144

PZ,3,1(8) - 4

Lze tedy vytvorit 280 riznych nahrdelniki. n

1.4 Kombinace

Kombinace jsou vybéry prvka z dané mnoziny, pri kterych nezalezi na poradi. Rozlisujeme
kombinace bez opakovani a kombinace s opakovanim.

Kombinacni Cislo

Pojem kombinac¢niho ¢isla mé dlouhou historii, ktera sahd az do starovéké matematiky. Kom-
bina¢ni ¢isla byla poprvé popséna ve starovéké Indii a Ciné, kde se pouzivala pro vypocty
pravdépodobnosti a astrologickych predpovédi. Ve stredovéké Evropé se kombinacni ¢isla ob-
jevila v dilech matematikii, jako byl Blaise Pascal, ktery je studoval ve spojitosti se znamym
Pascalovym trojuhelnikem. Pascaltv trojuhelnik je geometrickym zobrazenim kombinacnich
¢isel a predstavuje jeden z nejznaméjsich zptisobu, jak tato Cisla zobrazit a pouzit v praxi.

V moderni matematice se kombinacni ¢isla stala zakladem kombinatoriky, teorie pravdépodob-
nosti a statistiky.
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Definice 1.29. Kombinacni ¢islo, oznacované jako (Z), vyjadiuje pocet moznych zpt-
sobii, jak vybrat k prvka z mnoziny n prvki, pokud nezalezi na potradi a kazdy prvek mize
byt vybran pouze jednou.

Vzorec pro vypocet kombinac¢niho ¢isla je dan vztahem:

(o) = e

kde n je celkovy pocet prvkii a k je pocet vybranych prvki.

Piiklad 1.30. Vypoditejte kombinacni &slo (7).

Reseni: Podle vzorce pro kombinac¢ni ¢islo:

N 7! _7-6:5-41 7-6-5 210
N 3:2-1 6

= =35
3)  31(7-3)! 314l

1.4.1 Kombinace bez opakovani

Definice 1.31. Kombinace bez opakovani je vybér k prvki z mnoziny n prvka, kde na
poradi nezélezi a kazdy prvek miize byt vybran pouze jednou. Pocet takovych kombinaci je

dan vztahem: '
n n!
Ciln) = (k:) T (= k)

kde n je celkovy pocet prvki a k je pocet vybranych prvki.

Priklad 1.32. Najdéte vsechny kombinace druhé t¥idy bez opakovani z mnoziny
M ={1,2,3,4,5}.

Reseni: Pouzijeme vzorec pro kombinace bez opakovani. Pocet kombinaci druhé tiidy bez opa-
kovani z 5 prvki je:

5 5! 5-4
Ca(5) = (2) T 2AG-2) 2

Vypiseme vSechny kombinace:

{1,27,{1, 3, {1, 4}, {1,5},{2, 3}, {2,4},{2,5}, {3, 4}, {3, 5}, {4,5}.
Celkem tedy existuje 10 rtiznych kombinaci druhé t¥idy bez opakovani. O

Priklad 1.33. Kolik rtiznych péticlennych tymi lze vybrat ze skupiny 12 studentti?
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Reseni: Jedna se o kombinace bez opakovani, protoze na poradi ¢lent tymu nezalezi a kazdy
student mtze byt vybran pouze jednou. Pocet kombinaci je dan vztahem:

12 12! 12-11-10-9-8
Cs5(12) = = = =792.
5(12) (5) 5112—5)!  5-4-3.2-1
Celkové 1ze tedy vybrat 792 riznych péticlennych tym. O

Priklad 1.34. Kolika riznymi zptsoby lze vybrat 3 knihy z police, kterd obsahuje 7 riiznych
knih?

Resend: V tomto piipadé také pracujeme s kombinacemi bez opakovani, protoze poradi vybra-
nych knih neni dilezité. Pocet kombinaci je:

7 7! 7-6-5
Ca() = (3) TR 3.2.1

Lze tedy vybrat 35 riiznych trojic knih. O]

Priklad 1.35. Kolika zpiisoby lze sestavit vybor slozeny ze 4 muzt a 3 zZen, pokud mame k
dispozici 8 muzi a 5 zen?

Reseni: Nejdrive vybereme 4 muze z 8 muzu:

8 8-7-6-5
04(8)_<4>_4.3.2-1_70'
Poté vybereme 3 Zeny z 5 Zen:
5 5-4-3
C5(5) (3) 3.2.1 0

Celkovy pocet ruznych zplisobt, jak sestavit vybor, je tedy:

Cy(8) - C3(5) = 70 - 10 = 700.
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1.4.2 Kombinace s opakovanim

Definice 1.36. Kombinace s opakovanim jsou vybéry k prvki z n riznych prvki, kde
je dovoleno, aby se jednotlivé prvky opakovaly. Na rozdil od kombinaci bez opakovani zde
nezalezi na poradi a zaroven se mohou prvky vyskytovat vicekrat.

Pocet kombinaci s opakovanim k-té tiidy z n prvki je dan vzorcem:

o (ntk—1\ (ntk—1)
O’“(”)_< k >_k!(n—1)!

Priklad 1.37. Najdéte vsechny kombinace druhé tfidy s opakovanim z mnoziny
M ={1,2,3,4,5}.

Reseni: Pouzijeme vzorec pro kombinace s opakovanim. Pocet kombinaci druhé ttidy s opako-

vanim z 5 prvku je:
5+2-1 6 6-5
o= (3 = () =

VypiSeme vsechny kombinace: {1,1}, {1,2}, {1,3}, {1,4}, {1,5}, {2,2}, {2,3}, {2,4}, {2,5},
{3,3}, {3,4}, {3,5}, {4,4}, {4,5}, {5,5}.

Celkem tedy existuje 15 rtiznych kombinaci druhé t¥idy s opakovanim. m

Priklad 1.38. Kolika zpiisoby lze vybrat 4 bonbony ze 3 rtiznych druht, pokud nezalezi na
poradi a mohou se opakovat?

Resend: Jedna se o kombinace s opakovanim, kde n = 3 a k = 4:
3+4-1 6
C;(3) = = = 15.

Priklad 1.39. Kolika zptsoby lze rozdélit 10 jablek mezi 3 déti, pokud kazdé dité mize dostat
libovolny pocet jablek?

]

Reseni: Jedné se o kombinace s opakovanim, kde n = 3 a k = 10:
. (3+10—-1Y\ [12\
a9 = (107 1) < (%) <0

Priklad 1.40. Kolika zptsoby lze rozdélit 8 identickych bonbént mezi 4 déti?
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Reseni: Jedna se o kombinace s opakovanim, kde n =4 a k = 8:

Cg@)::(L%:_1>::<§>=sm5

]
Priklad 1.41. Kolika zptsoby lze vybrat 6 kvétin z 5 druhti, pokud se mohou opakovat?
Reseni: Jedn4 se o kombinace s opakovanim, kde n = 5 a k = 6:
5+6—1 10
Ci(b) = = = 210.
0= ()= (0)
O

Priklad 1.42. Zjistéte, kolik existuje ruznych kvadri, pro néz plati, ze délka kazdé jejich hrany
je prirozené ¢islo z intervalu [2; 5], pficemz nezaleZi na poradi stran.

Reseni: Jedné se o kombinace s opakovanim, protoze nezélezi na poradi délek stran kvadru.
Pro kazdou stranu lze vybrat délku z mnoziny {2, 3,4, 5}, coz je vybér z 4 rtznych hodnot.

Pocet kombinaci tfeti t¥idy (tfi strany kvadru) z téchto ¢tyt prvka s opakovanim je dan vzorcem
pro kombinace s opakovanim:

. 34+4-1 6\ 6-5-4
@,(4):( ' >:(3):3'2.1:20.

Pocet rtznych kvadrii, pro néz plati, ze délka kazdé jejich hrany je prirozené ¢islo z intervalu
[2; 5], je tedy 20. ]

1.4.3 Souhrnné priklady

Priklad 1.43. Jsou dany cifry 1, 2, 3, 4, 5. Cifry nelze opakovat. Kolik je mozno vytvorit z
téchto cifer ¢isel, ktera jsou:

a) pétimistna, suda,

b) pétimistna, koncici dvojéislim 21,

¢) pétimistnd, mensi nez 30 000,

d) trojmistnd lich4,

e) C¢tyfmistnd, vétsi nez 2 000,

f) dvojmistnd nebo trojmistna.
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Reseni: ad a) Suda - to v tomto piipadé znamend, 7e Gislo konéi ciframi 2 nebo 4 (XXXX2,
XXXX4) - tzn. dvé moznosti. Na zbyvajicich ¢tyfech pozicich permutuji zbyvajici ¢tyri cifry,
takze vysledek:

2. P(4) =48.
ad b) Méame ¢islo XXX21. Tedy na tfech pozicich permutuji t¥i cifry:

P(3) = 6.

ad c) Mensi nez 30 000, to jsou ¢isla zac¢inajici ciframi 1 nebo 2, tedy dvé moznosti. Na zbyva-
jicich ¢tytech pozicich permutuji zbyvajici ¢tyti cifry:

2. P(4) =48.
ad d) Liché, tedy kondi ciframi 1, 3, 5 - tfi moznosti. Na zbyvajicich dvou pozicich se mohou
vyskytovat nékteré ze zbyvajicich ¢tyr cifer, pricemz zalezi na poradi - jedna se o variace druhé
tridy ze ctyr prvki:

3-V5(4) = 36.
ad e) Obdobné jako u predchozich:

4 - V3(4) = 96.

ad f)
Va(5) + V3(5) = 80.

]

Priklad 1.44. Kolik rtiznych statnich poznavacich znacek 4M9 XX-XX existuje s aspon dvéma
trojkami (na misté ¢ty X mohou byt jen ¢islice)?

Reseni: Aspoti dvé trojky, to jsou 2, 3 nebo 4 trojky. Za¢neme nejjednodussi moznosti:

4 trojky: Tzn. jedind moznost 4M9 33-33, takze:
Ty = 1
3 trojky: Existuji 4 moznosti, jak seskladat t¥i trojky na ¢tyfech pozicich (333X, 33X3, 3X33,

X333). Obecné to lze vyjadiit jako pocet permutaci 4 prvki s opakovanim, pricemz trojka se
opakuje trikrat:

Déle existuje 9 moznosti (zbyvajicich devét cifer), které mohou byt na ¢tvrté pozici. Obecné
lze vyjadrit napt. jako pocet variaci prvni tiidy z deviti prvki:

Vi(9) =9

Takze vysledny pocet pro 3 trojky:
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25 = P*(4) - Vi(9) = 4-9 = 36

2 trojky: Existuje opét P*(4) moznosti, jak sesklddat dvé trojky na Ctyfi pozice, pri¢emz
tentokrat se trojka opakuje dvakrat a zbyvajici dvé pozice nerozlisSujeme mezi sebou, takze se
také dvakrat opakuji (33XX, 3X3X, 3XX3, X33X, X3X3, XX33):

Na zbyvajicich dvou pozicich se muze stiidat zbyvajicich devét cifer, pficemz v dané dvojici
zalezi na poradi cifer a cifry se mohou i opakovat. To se da vyjadrit jako pocet variaci druhé
tridy z deviti prvkia s opakovanim:

V5 (9) =9 =81

Takze vysledny pocet pro 2 trojky:

2y = P*(4) - V5 (9) = 6- 81 = 486

Tzn., ze pocet statnich poznavacich znacek 4M9 XX-XX s aspon dvéma trojkami je:

T =24+ 23+ T2 =1+ 36+ 486 = 523

V této kapitole jsme se podrobné seznamili s kombinatorikou, coz je oblast matematiky;,
ktera se zabyva vybérem a usporadanim prvka v mnozinach. Probirali jsme rizné druhy
usporadani a vybéra prvki: variace, permutace a kombinace. Dale jsme rozliSovali mezi
situacemi, kdy se prvky mohou opakovat, a kdy se neopakuji.

Hlavni kombinatorické techniky, které jsme se naucili, zahrnuji:

Variace — Usporadané vybéry prvkia s ohledem na poradi. RozliSujeme variace s
opakovanim a bez opakovani.

Permutace — Usporadani vsech prvkt mnoziny. RozlisSujeme permutace s opakova-
nim a bez opakovani.

Kombinace — Vybéry prvki, kde nezélezi na poradi. RozliSujeme kombinace s opa-
kovanim a bez opakovani.

Kombinatorické pravidlo souc¢inu — Pouzivame, pokud je proces rozdélen na

nékolik krok.

Kombinatorické pravidlo souc¢tu — Pouzivame, pokud je vybér mozny z vice
neslucitelnych moznosti.

Princip inkluze a exkluze — Pouziva se k vypoctu poctu prvki ve sjednoceni
nékolika mnozin, zohlednujici priniky mezi mnozinami.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

. Stétni poznavaci znacku tvori dvé pismena, t¥i ¢islice a dalsi dvé pismena (forméat

AAXXXAA, kde A je pismeno a X ¢islice). Kolik riznych znacek lze vytvorit, pokud
muzeme vybirat z 25 pismen a 10 ¢islic?  [390 625 000]

. Kolik riiznych Sestimistnych ¢isel 1ze sestavit z cifer 1, 2 a 3, pokud se cifry mohou

opakovat? [729]

. Na MHD se kdysi pouzivaly listky s deviti ¢tverecky oznacenymi ¢isly 1 az 9. Po

nastoupeni cestujici zasunul listek do strojku, ktery prodirkoval ti nebo ¢tyfi z nich
(specificky pro dané vozidlo a den). Kolik je riznych zpisobtu prodirkovani listku?
210]

Kolika zptsoby muze sedét v kiné sedm kamaradu (A, B, C, D, E, F, G) na sedadlech
1 az 7 tak, aby kamarad B sedél na sedadle ¢. 4 a kamardd G na sedadle ¢. 27 [120]
Do tanec¢niho krouzku prislo 24 chlapcii a 15 divek. Kolik riznych part lze vytvorit,
pokud pér tvori vzdy dvojice chlapec-divka? [360]

Ve ttidé je 20 zdku. Kolika zptisoby lze vybrat dvojici pro tydenni sluzbu? [190]

. Kolik hract se zucastnilo turnaje ve stolnim tenise, pokud se v dvouhte odehralo 21

utkani a kazdy hra¢ hral s kazdym pravé jednou? [7]

. Ve tridé je 20 divek a 15 chlapci. Kolik rtiznych péticlennych hlidek na branné

zéavody lze vytvorit, pokud v kazdé hlidce maji byt 3 divky a 2 chlapci? [119 700]

Hokejové druzstvo ma 20 hraci: 13 atoc¢nikil, 5 obranct a 2 brankare. Kolik riznych
sestav muze trenér vytvorit, pokud sestava ma obsahovat 3 titoc¢niky, 2 obrance a 1
brankéare? [5720]

Ucitel ma k dispozici 20 aritmetickych a 30 geometrickych tloh. Na pisemné praci
maji byt dvé aritmetické a tii geometrické tlohy. Kolik mé ucitel moznosti k vytvo-
feni pisemné prace? [771400]

Ze 7T muzu a 4 zen mame vytvorit 6¢lennou skupinu, ve které maji byt 3 zeny. Kolika
zpusoby lze takovou skupinu vytvorit? [140]

Ucitel ma vybrat na recita¢ni soutéz tii studenty ze tiidy 3.A a dva studenty ze tiidy

3.B. V 3.A je 22 studentt a v 3.B je 17 studentti. Kolik ma ucitel moznosti vybéru?
[209 440]

Kolik existuje zptisobt, jak usporadat sedadla pro kamarady A, B, C, D a E tak,
aby kamardd A sedé¢l vedle kamardda C?  [48]

Latinska abeceda ma 26 pismen. Kolik riznych 6pismennych ,slov® lze vytvorit,
pokud pismena mohou byt opakovana? [308915 776]

Statni poznavaci znacku tvori 7 znakii. Na prvnich tfech pozicich mtze byt ¢islice
nebo pismeno, na zbyvajicich étytech jen ¢islice. Kolik rtiznych znacek lze vytvorit,
pokud pouzijeme 28 pismen a 10 ¢islic?  [548 720 000]

Na hodiné télesné vychovy stoji v fadé 5 divek, z nichz dvé jsou sestry. Kolika
zpusoby lze rozestavit divky tak, aby sestry staly vedle sebe? [48]
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Kapitola 2

Pravdepodobnost jevu

Po prostudovani této kapitoly budete umét:
« objasnit pojmy nahodny pokus, ndhodny jev, operace s jevy a jejich aplikace,

« predstavit klasickou a geometrickou pravdépodobnost,

« Tesit typové ulohy z oblasti pravdépodobnosti.

Klicova slova:

Nahodny pokus, nahodny jev, klasicka pravdépodobnost, geometricka pravdépodobnost,
operace s jevy, podminéna pravdépodobnost, nezavislé jevy, uplna pravdépodobnost,
Bayesova véta.
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Nahled kapitoly

V této kapitole se zamérime na zakladni principy pravdépodobnosti, které tvori jadro teorie
pravdépodobnosti a slouzi jako zaklad pro statistické analyzy. Probereme definice nahodnych
jevl, nahodného pokusu a klasické pravdépodobnosti. Budeme se vénovat také operacim s
jevy, jako je sjednoceni, prunik a doplnék. Dale si predstavime podminénou pravdépodobnost

vvvvvv

tola zahrnuje priklady z realného svéta, kde je tieba vypocitat pravdépodobnosti na zakladé
znamych jevi.

Cile kapitoly

Po prostudovani této kapitoly by studenti méli byt schopni:

rozliSovat mezi riznymi druhy nahodnych jevi a aplikovat jejich definice,
pouzivat klasickou a geometrickou pravdépodobnost pro feseni praktickych tloh,
vypocitat podminénou pravdépodobnost a rozhodnout o nezavislosti jevi,

resit ulohy s pouzitim Bayesovy véty a uplné pravdépodobnosti.
Casova naro¢nost

Pro zvladnuti této kapitoly se doporucuje vénovat studiu priblizné 5 hodin, véetné procvic¢eni
praktickych prikladti a samostatného reseni uloh.

2.1 Zakladni pojmy

Definice 2.1. Nahodny pokus je proces, jehoz vysledek neni jisty a mtize nabyvat rtiznych
hodnot v zavislosti na ndhodé. Nahodny pokus lze opakovat za stejnych podminek, avsak
jeho vysledek se muze pokazdé lisit. Prikladem ndhodného pokusu je hod kostkou, kde
nevime, jaké ¢islo padne, nebo losovani micku z osudi. Vysledky ndhodného pokusu tvori
mnozinu moznych vysledki, kterou nazyvame prostor elementarnich jevii.

Definice 2.2. Nahodny jev je podmnozina prostoru elementarnich jevi, kterd zahrnuje
jeden nebo vice moznych vysledki ndhodného pokusu. Nahodny jev tedy nastava, pokud
vysledek ndhodného pokusu spadéa do této podmnoziny.

Napriklad pri hodu kostkou muzeme definovat ndhodny jev A, Ze padne sudé ¢islo. V tomto
ptipadé je ndhodny jev A = {2, 4,6}, protoze tyto vysledky odpovidaji sudym ¢islam.
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Druhy nahodnych jevu

Definice 2.3. Jev jisty — Jev, ktery nastane vzdy, tj. obsahuje vSechny mozné vy-
sledky nahodného pokusu. Jeho pravdépodobnost je 1. Napriklad pti hodu kostkou je
jevem jistym, Ze padne ¢islo mezi 1 a 6.

P(J) =1

Jev nemozny — Jev, ktery nikdy nenastane, tj. neobsahuje zadny vysledek nédhod-
ného pokusu. Jeho pravdépodobnost je 0. Naptiklad ptfi hodu klasickou kostkou je
nemoznym jevem, ze padne ¢islo 7.

P@)=0

Jev elementarni — Jev, ktery obsahuje pravé jeden mozny vysledek ndhodného po-
kusu. Napiiklad pri hodu kostkou je elementarnim jevem A, ze padne ¢islo 3: A = {3}.

Jev slozeny — Jev, ktery obsahuje vice nez jeden mozny vysledek nadhodného pokusu.
Naptiklad pri hodu kostkou mize byt slozenym jevem B, ze padne sudé ¢islo, coz
zahrnuje vysledky B = {2,4,6}.

Jev opacny (doplnék jevu) — Jev, ktery nastane tehdy, kdyZ nenastane zadany
jev. Opacny jev k jevu A se oznacuje jako A€. Napriklad pii hodu kostkou, pokud
je jev A, ze padne ¢islo 3, je jev A° jevem, ze padne jakékoli ¢islo jiné nez 3, tedy
A =1{1,2,4,5,6}.

Neslucitelné (disjunktni) jevy — Dva jevy jsou neslucitelné, pokud nemohou nastat
soucasné. To znamena, ze nemaji zadny spolecny vysledek. Napriklad pri hodu kostkou
jsou jevy A, ze padne sudé ¢islo, a B, ze padne liché ¢islo, neslucitelné: AN B = ().

Slucitelné jevy — Dva jevy jsou slucitelné, pokud mohou nastat soucasné. To zna-
menda, ze maji alespon jeden spoleény vysledek. Napriklad pri hodu kostkou jsou jevy
A, ze padne ¢islo mensi nez 4, a B, Ze padne sudé ¢islo, sluéitelné, protoze ANB = {2}.

2.2 Klasicka pravdéepodobnost

Definice 2.4. Pfi splnéni nize uvedenych predpokladii definujeme klasickou pravdépo-

dobnost jako

P(A) Pocet priznivych vysledkii

B Celkovy pocet moznych vysledkii’
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Predpoklady klasické pravdépodobnosti:

1. Konecny pocet moznych vysledkti: Predpokldada se, Zze jev ma konecny pocet
moznych vysledku (elementarnich jevii), které jsou vSechny jasné definovany a lze je
spocitat.

2. Stejna pravdépodobnost vsech vysledki: Kazdy z moznych vysledki je stejné
pravdépodobny. To znamend, ze zadny vysledek neni preferovan nebo diskriminovan,
coz je klicovy predpoklad této definice. Napriklad pri hodu férovou kostkou ma kazda
strana stejnou Sanci padnout.

3. Urcitelnost jevi: Vsechny mozné vysledky (elementarni jevy) jsou dopfedu znamy a
Ize je spocitat. V praxi to znamend, ze prostor elementarnich jevi je jasné definovany
a kazdy vysledek je predem urcitelny.

4. Nezavislost pokusti: Pokud klasickou pravdépodobnost aplikujeme na opakované
pokusy (napf. hody kostkou), predpokladd se, Ze jednotlivé pokusy jsou na sobé ne-
zavislé — vysledek jednoho pokusu neovliviiuje vysledky dalsich pokust.

Tyto predpoklady omezuji klasickou pravdépodobnost na situace, kde je mozné zarucit stejné
sance vsech vysledkii a kde je poc¢et moznych vysledki konecny a jasné definovany.

Priklad 2.5. Klasickym prikladem ndhodného pokusu je hod hraci kostkou. Budeme si na ném
ilustrovat koncept ndhodného pokusu a jevu.

Reseni: Néahodny pokus: hod hraci kostkou
Elementarni jevy: ,padne 1“ ... Ey, ,padne 2 ... Fs, ... ;padne 6“ ... Eg
Jevy Fy, Es, ..., Eg vymezuji zdkladni prostor €2. V tomto zédkladnim prostoru mohou byt

naptiklad nasledujici jevy:

Nahodny jev A: ,padne liché ¢islo” ... A= E; + E3 + F5
Néhodny jev B: ,padne ¢islo > 4% ... B = Ey+ E5+ Fjs
Jev nemozny: ,padne ¢islo > 6°

Jev jisty: ,padne ¢islo < 7¢

Neslucitelné jevy: ,padne sudé ¢islo“ a ,padne liché ¢islo*

Priklad 2.6. Pri hodu kostkou urcete pravdépodobnost jevi:

a) jev A: ,padne ¢islo 5

b) jev B: ,padne ¢islo < 2¢
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Reseni: ad a) Pravdépodobnost jevu A:

ad b) Pravdépodobnost jevu B:

Priklad 2.7. S jakou pravdépodobnosti padne na dvou kostkach soucet:

a) Sest,

b) mensi nez 77

Reseni: ad a) Sestka padne v nasledujicich pifpadech:

1. kostka|2. kostka
1 5
5 1
2 4
4 2
3 3

Tedy existuje 5 moznosti. Pocet vSech moznosti je n = 6 x 6 = 36.

Pravdépodobnost:

5
P(soucet 6) = 3%

ad b) Soucet mensi nez 7 mize byt:

Soucet MozZnosti
5 (174)7 47 )7(27 3)7<37 2)

4
3
2

Celkovy pocet moznosti je 15.

Pravdépodobnost:

15
P(souet mensi nez 7) = %=1
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Priklad 2.8. V cele predbézného zadrzeni sedi vedle sebe 10 podezrelych, z toho 3 Zeny. Jaka
je pravdépodobnost, ze vSechny tii Zeny sedi vedle sebe?

Reseni: Pocet moznosti, jak usporadat 10 podezielych, odpovid4 po¢tu permutaci z 10 prvki:

n = 10!.

Pokud vsechny tti Zeny sedi vedle sebe, mtizeme je chapat jako jeden ,blok“. Tento ,blok* lze
umistit na 8 riznych pozic (napf. na pozice 1-2-3, 2-3-4, ..., 8-9-10). Uvnitt ,bloku“ mohou byt
zeny usporadany 3! zpusoby. Zbyvajicich 7 podezielych mize byt usporadano 7! zpusoby.

Celkovy pocet priznivych usporadani:

m=8xX3!x7=8x6xT7.

Pravdépodobnost:

m_8><6><7!_ 8% 6 1

P=— = = —.
n 10! 10x9x8 15

]

Priklad 2.9. Stanovte pravdépodobnost jevu, ze z 10 ndhodné vytazenych bridzovych karet
budou alespon 3 esa. (bridzové karty: 52 karet celkem, z toho 4 esa)

Reseni: Jev A — vybereme alespon 3 esa znamend, ze vybereme 3 nebo 4 esa. Tento jev se
rozklada na soucet dvou navzajem disjunktnich jevi:

A=A+ A,
kde
Aj: vybereme 3 esa,
As: vybereme 4 esa.
Pravdépodobnost:

P(A) = P(A) + P(Ay).

Vypocty jednotlivych pravdépodobnosti provedeme pomoci kombinaci:
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Hledana pravdépodobnost P(A) je sou¢tem téchto hodnot. O
Priklad 2.10. Pri slosovani sportky je z osudi postupné vylosovano 6 ¢isel ze 49. Po vylosovani
téchto ¢isel je ze zbyvajicich 43 ¢isel vylosovano dodatkové ¢islo. Pri spravném tipovani:

a) Sesti Cisel ziskdva sdzejici vyhru 1. poradi,

b) péti ¢isel a dodatkového ¢isla (5 + 1) ziskava sazejici vyhru 2. pofadi,

c) péti ¢isel ziskava sazejici vyhru 3. potadi,

d) ¢tyt cisel ziskava sdzejici vyhru 4. poradi,

e) tri ¢isel ziskava sazejici vyhru 5. poradi.

Vypocitejte pravdépodobnost, se kterou pri vsazeném jednom sloupci vyhrajete v 1. tahu vyhry
a) az e).

Resend: ad a) Pravdépodobnost uhodnuti vech 6 &isel:

I 1
(469) 13983816

P(6 cisel) =
ad b) Pravdépodobnost uhodnuti 5 ¢isel a dodatkového ¢isla:

6 1 42
RSP R
6

ad ¢) Pravdépodobnost uhodnuti 5 ¢isel:

P(5 cisel) = (g) = (413) 258
ad d) Pravdépodobnost uhodnuti 4 ¢isel:
6 43
P(4 ¢isel) = M‘

ad e) Pravdépodobnost uhodnuti 3 ¢isel:

P(3 cisel) = M
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2.3  Geometricka pravdepodobnost

Definice 2.11. Geometricka pravdépodobnost je pravdépodobnostni model, kde se
pravdépodobnost urcuje jako pomér dvou délek, ploch nebo objemii. Pouziva se v situacich,
kdy nahodny pokus zavisi na kontinuu, tedy na case, délce nebo plose.

Matematicky se geometricka pravdépodobnost pocita jako:

P(A) = velikost priznivé oblasti

velikost celkové oblasti

Kde:

P(A) je pravdépodobnost vyskytu jevu A,
'prizniva oblast'je ¢ast celkové oblasti, kde nastane jev A,
'celkova oblast'je cely prostor moznych vysledki.

Geometrickd pravdépodobnost se casto pouziva v tlohach zahrnujicich ndhodné umisténi
bodu v oblasti, jako je napriklad tsecka nebo kruh.

Priklad 2.12. Jak je pravdépodobné, zZe meteorit padne na pevninu, vime-li, Ze pevnina ma
rozlohu 149 milion@i km? a moie 361 miliont km??

Reseni: Celkové plocha povrchu Zemé je:

S = 149 + 361 = 510 miliont km?2.

Pravdépodobnost, Ze meteorit padne na pevninu, je ddna podilem rozlohy pevniny a celkové
rozlohy povrchu Zemé:

149
P(pevnina) = — ~ 0.2922.
m

Priklad 2.13. Predstavte si kruh o poloméru 10 cm, ve kterém je vyznacena mensi kruhova
oblast s polomérem 5 c¢m. Jaka je pravdépodobnost, zZe ndhodné vybrany bod v kruhu spadne
do této mensi oblasti?
Reseni: Nejprve vypocitame plochy obou kruht. Plocha vétsiho kruhu je

Seetsi = m X 102 = 1007 cm?,
zatimco plocha mensiho kruhu je

Spensi = T X 52 = 257 cm?.
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Pravdépodobnost, ze ndhodné vybrany bod spadne do mensiho kruhu, je pak déana jako pomér
ploch:
Smenéf o 25m

P S kruh) = =
(mensi kruh) 5. 1007

= 0,25.
O
Priklad 2.14. Dva znami se domluvi, Ze se sejdou na urc¢itém misté mezi 15. a 16. hodinou,

pricemz doba ¢ekani je 20 minut. Jaka je pravdépodobnost, ze se pfi této dohodé setkaji?

Reseni: Ozna¢me: -  jako ¢as po 15. hodiné, kdy pfijde prvni osoba, - y jako ¢as po 15. hodiné,
kdy prijde druhé osoba.

Podminka pro setkani je |x — y| < 20 minut. Celkovy ¢asovy interval je 60 minut.

Geometricky jde o vypocet obsahu priznivé oblasti v jednotkovém ¢tverci 60 x 60 (v minutéch).
Ptizniva oblast je obdélnik vymezeny rovnici |z — y| < 20.

Celkova plocha ¢tverce:

|| = 60 x 60 = 3600 minut*.
Prizniva plocha:
|A] = 3600 — (40 x 40) = 2000 minut?.
Pravdépodobnost setkani je:

A 2000

2.4  Statisticka pravdepodobnost

Definice 2.15. Statistickou pravdépodobnost definujeme jako relativni Cetnost, s ja-
kou urcity jev nastdava v dlouhodobém opakovani experimentu. Jeji vypocet se odvozuje z
pozorovanych dat a lze ji vyjadrit vztahem

Pocet vyskytu jevu A

P(A) = 1 .
(4) = lim, Celkov§ pocet pokusi
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Predpoklady statistické pravdépodobnosti:

1. Opakovatelnost experimentu: Pokus, pti kterém je zkouman jev, lze opakovat za
stejnych podminek mnohokrat.

2. Stabilni vysledky pri velkém poctu pokusii: S nartistajicim poctem pokusti se re-
lativni cetnost vyskytu daného jevu stabilizuje a blizi se urc¢ité hodnoté. Tato hodnota
je povazovana za pravdépodobnost jevu.

3. Nezavislost pokusii: Jednotlivé pokusy jsou na sobé nezavislé, coz znamena, ze
vysledek jednoho pokusu nema vliv na vysledky dalsich pokusii.

4. Dostatecné velky pocet pokusti: Statistickd pravdépodobnost méa smysl pouze v
situacich, kdy je k dispozici velky pocet pokust nebo méreni. Relativni cetnost se totiz
stabilizuje az po dostatecné velkém poctu opakovani.

Statisticka pravdépodobnost je vhodnéa pro situace, kdy mame k dispozici data z opakovanych
pokust a miizeme na zakladé téchto dat odhadovat pravdépodobnost vyskytu rtznych jevi.

Aplikace v ruznych situacich

Statistickou pravdépodobnost lze aplikovat jak v diskrétnich, tak spojitych situacich, a to s
uréitymi rozdily:

Diskrétni konecna situace: V pripadé kone¢ného po¢tu moznych vysledki (napr. hod
kostkou) lze statistickou pravdépodobnost odhadnout z relativnich ¢etnosti jednotlivych
vysledkt v fadé pokust. Napriklad pokud hazime kostkou 100krat, pocet, kolikrat padne
¢islo 6, se muze stabilizovat kolem hodnoty é.

Diskrétni nekonecna situace: Pokud ma ndhodna veli¢ina nekonec¢né mnoho moznych
hodnot, ale tyto hodnoty jsou diskrétni (napt. pocet zakaznika prichézejicich do obchodu
za den), pak se pravdépodobnostni model zamétuje na odhad pravdépodobnosti jednotli-
vych hodnot nebo jejich intervalti pomoci ¢etnosti. Zde miize byt naptiklad dulezité urcit,
jak casto béhem jednoho dne prijde do obchodu presné 10 zdkaznikii, nebo tieba vic jak
50.

Spojita situace: U spojitych ndhodnych velic¢in (napt. vyska ndhodné vybraného ¢lo-
véka) nelze pfimo urcit pravdépodobnost, ze ndhodna veli¢ina nabude konkrétni hodnoty
(napt. presné 170 cm), protoZe tato pravdépodobnost je prakticky nulovi. Namisto toho
se pracuje s pravdépodobnosti, ze ndhodna veli¢ina spadne do urc¢itého intervalu, napt. ze
vyska c¢lovéka bude mezi 170 a 175 cm. Pravdépodobnost se odhaduje na zakladé relativ-
nich ¢etnosti hodnot spadajicich do téchto intervalii a k modelovani se pouzivaji hustoty
pravdépodobnosti.

V zavislosti na povaze nahodné veliciny a situace, ve které pracujeme, se zpusob aplikace
statistické pravdépodobnosti méni. Zatimco u diskrétnich situaci lze snadno spocitat cetnosti
jednotlivych hodnot, u spojitych situaci musime pracovat s intervaly hodnot a hustotami prav-
dépodobnosti.
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Piiklad 2.16 (spojity piipad). Sledujme dobu, po kterou se zakaznici zdrzuji v obchodé. Cas
pobytu byl zaznamenén a rozdélen do intervali o délce 5 minut. Data o ¢etnostech pro jednotlivé
intervaly jsou shrnuta v nésledujici tabulce:

Tab. 1: Cetnosti zdrzeni se zdkaznikii v obchodé (intervaly 5 minut)

Interval (min) | Cetnost
0-5 77
5-10 83
10-15 25
15-20 15
Celkem 200

Urcete jednotlivé statistické pravdépodobnosti.

Resend: 7 tabulky je ziejmé, ze celkem bylo sledovano 200 zékaznikii. Nyni spocitame statistickeé
pravdépodobnosti pro jednotlivé intervaly na zakladé relativnich ¢etnosti.

7
P(0-5 minut) = 200 = 0,385,

83
P(5-10 minut) = 200 = 0,415,

25
P(10-15 minut) = 200 = 0,125,

1
P(15-20 minut) = 2050 = 0,075.

Rozdéleni statistické pravdépodobnosti pro intervaly casu zdrzeni se zakazniki v obchodé je
tedy nasledujici:

Pravdépodobnost, ze se zdkaznik zdrzi v obchodé mezi 0 a 5 minutami, je 0,385.
Pravdépodobnost, ze se zdkaznik zdrzi mezi 5 a 10 minutami, je 0,415.
Pravdépodobnost, ze se zdkaznik zdrzi mezi 10 a 15 minutami, je 0,125.

Pravdépodobnost, ze se zdkaznik zdrzi mezi 15 a 20 minutami, je 0,075.

Celkové rozdéleni pravdépodobnosti je vytvoreno (odhadnuto) z relativnich ¢etnosti, které vy-
jadruji pravdépodobnosti pro jednotlivé intervaly. Toto rozdéleni miizeme pouzit k modelovani
délky pobytu zakaznikt v obchodé. O
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2.5 Podminéna pravdepodobnost a neza-
vislé jevy

Podminéna pravdépodobnost

Definice 2.17. Podminéna pravdépodobnost je pravdépodobnost jevu A za predpokladu,
ze nastal jev B. Oznacuje se P(A|B) a je definovana jako:

P(ANB)

kud P(B) > 0.
pB) 0 POk (B) >0

P(A|B) =

Tento koncept je uzite¢ny v mnoha praktickych situacich, napiiklad pti odhadu pravdépodob-
nosti uspéchu produktu na trhu, pokud vime, Ze byl Gspésny v podobném segmentu.

Nezavislé jevy

Definice 2.18. Nezavislé jevy jsou takové jevy, jejichz vyskyt jeden druhého neovliviiuje. To
znamena, ze pravdépodobnost vyskytu jednoho jevu neovliviiuje pravdépodobnost vyskytu
druhého jevu. Pokud jsou dva jevy A a B nezavislé, pak plati nasledujici rovnost:

P(ANB) = P(A) - P(B).

Tato rovnost iiké, ze pravdépodobnost soucasného vyskytu jevi A a B (jejich pruniku) je
soucinem pravdépodobnosti jednotlivych jevi. Nezavislost je diilezity koncept, ktery se casto
vyskytuje v redlnych situacich, naptiklad pri opakovanych nahodnych pokusech, jako je hézeni
kostkou nebo minci. V téchto pripadech vysledek jednoho hodu neovliviiuje vysledek nasledu-
jicich hodu, a proto jsou tyto pokusy nezavislé.
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Skupinové nezavislé jevy

Definice 2.19. Jevy A, B a C jsou skupinové nezavislé, jestlize plati nasledujici pod-
minky:

Nezavislost po dvou: Kazda dvojice jevii musi byt nezavisla, coz znamena, ze pro
vsechny dvojice jevi plati:

P(ANB) = P(A)- P(B),
P(ANC) = P(A)- P(C),
P(BNC) = P(B)- P(C).

Nezavislost po trech: Pro tii jevy zaroven musi platit, ze prunik vsech tii jeva
odpovida soucinu jejich pravdépodobnosti:

P(ANBNC)=P(A)-P(B)-P(C).

Pokud jsou splnény vsechny tyto podminky, fikame, ze jevy A, B a C jsou skupinoveé
nezavislé. Tato vlastnost je klicova v situacich, kde analyzujeme soubéh vice nezavislych
jevi, a je vyuzivana v pravdépodobnostnich modelech, jako je naptiklad rozklad nezavislych
nahodnych veli¢in.

Priklad 2.20. Hazime dvéma mincemi. Urcete pravdépodobnost jevu:

A: padne lic a rub,

B: na prvni minci padne lic.

Urcete pravdépodobnost jevu A za predpokladu, ze nastal jev B.

Reseni: Mozné vysledky hodu jsou: 1. mince | 2. mince
LIC LIC
LiC RUB
RUB LiC
RUB RUB

Pravdépodobnost jevu A (lic a rub) za predpokladu, Ze na prvni minci padl lic (jev B):
Pouzijeme vzorec pro podminénou pravdépodobnost:

P(AN B)

PAIB)= =55
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Jev AN B nastane, pokud padne lic na prvni minci a rub na druhé minci, coz je jedna moznost
z celkovych 4, tedy P(AN B) = 1. Pravdépodobnost jevu B (lic na prvn{ minci) je P(B) = 3.

Proto:

P(A|B) =

NN
|

O

Priklad 2.21. Studenti pii zkouseni mohou dostat t¥i otazky. Prvni student je pripraven pouze
na prvni otazku, druhy umi pouze druhou otazku, treti ovladd jen tieti otazku a ctvrty je
pripraven na vsechny tii otdzky. Uvazujme nyni tyto jevy:

Aq: vyvolany student dokaze zodpovédét prvni otazku,
Ag: vyvolany student dokaze zodpovédét druhou otazku,

Ajs: vyvolany student dokaze zodpoveédét treti otazku.
Ukazte, Ze jevy A1, As, Az jsou po dvou nezéavislé, ale nejsou vzajemné nezavislé (jako trojice).

Reseni: Pravdépodobnosti jednotlivich jevii:

P(A) = P(Ay) = P(A5) = 3 =05,

Nyni uvazujme pravdépodobnosti prinika dvojic jevi:
1
P(A1NAy) =PANA3) =P(AyNA3) = 1= 0,25.
Protoze P(A; N Aj) = P(A;) x P(4;) = 0,5 x 0,5 = 0,25 pro ¢ # j, jsou jevy A, As, A3 po

dvou nezavislé.

Nicméné, pro vzajemnou nezavislost by muselo platit, Ze:

P(Al N A2 N A3) = P(Al) X P(AQ) X P(Ag) = 0,5 X 0,5 X 0,5 = 0,125

Ale ve skutecnosti:

1
P(A1NAyNA;3) = 1= 0,25.

Proto nejsou jevy Ai, Ay, Az vzajemné nezavislé. n
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2.6  Uplna pravdépodobnost a Bayesova
veta

Uplna pravdépodobnost

Definice 2.22. Zikon uplné pravdépodobnosti umoznuje vypocitat pravdépodobnost jevu
na zakladé rozkladu prostoru jevi na nékolik disjunktnich (vzdjemné neslucitelnych) uda-
losti. Tento zakon vyuzivame zejména tehdy, kdyz pravdépodobnost jevu zavisi na nékolika
ruznych scénafich (podminkach), které tvoii aplny prostor moznych vysledku.

Formalné 1ze iplnou pravdépodobnost jevu A vyjadrit jako:
P(A)=P(ANBi)+ P(AN By) + -+ + P(AN B,),

kde By, Ba, ..., B, jsou vzajemné neslucitelné udélosti, které tvori aplny prostor (tedy By U
ByU---UB,=Q).

Pouzijeme-li pravidlo pro podminénou pravdépodobnost, mizeme tento vztah upravit:
P(A)=P(B) - P(A| Bi) + P(Bz) - P(A| By) + -+ P(By) - P(A| By),
kde P(A | B;) je podminéna pravdépodobnost jevu A za podminky, ze nastal jev B;.

Zakon uplné pravdépodobnosti nam tedy umoznuje vypocitat pravdépodobnost slozitych
jevl tim, ze je rozdélime na dil¢i podminéné pravdépodobnosti.

Priklad 2.23. V obchodé jsou tii pokladny, na nichz dojde k chybé v i¢tovani s pravdépodob-
nosti 0,1, 0,05 a 0,2. Z hlediska umisténi pokladen v obchodé jsou pravdépodobnosti odbaveni
pokladnami 0,3, 0,25 a 0,45. Jaka je pravdépodobnost, Ze osoba opoustéjici obchod ma chybny
ucet?

Reseni: Oznacme:

A: jev, ze doslo k chybé v uctovani,

H;: jev, ze zakaznik byl obslouzen na i-té pokladné, kde © = 1, 2, 3.

Potom hleddme pravdépodobnost P(A), kterou mizeme vyjadrit jako:

P(A) = P(ANH,) + P(AN Hy) + P(AN Hy).

Protoze jevy Hy, Hy a Hj jsou vzajemné neslucitelné, plati:

P(A) = P(Hy) - P(A| Hy) 4+ P(Hy) - P(A| Hy) + P(Hs) - P(A| Hs).
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Dosadime:

P(A) = 0,3 x 0,1 40,25 x 0,05+ 0,45 x 0,2.

Po vypoctu dostaneme:

P(A) = 0,03 +0,0125 + 0,09 = 0,1325.

Pravdépodobnost, ze zdkaznik ma chybny ucet, je tedy 0,1325. O

Bayesova véta

Definice 2.24. Bayesova véta je uziteény nastroj v pravdépodobnostni teorii, ktery umoz-
nuje prepocitat podminénou pravdépodobnost jevu za predpokladu, ze mame dodate¢nou
informaci. Vychazi z pravidla pro vypocet podminéné pravdépodobnosti a umoznuje nam
prepocitat pravdépodobnost pri¢iny za predpokladu, ze zname disledek. Matematicky je
Bayesova véta vyjadiena nasledovneé:

P(A| By) - P(By)

P(B; | A) = " P(A|B;)- P(B;)

kde P(B; | A) je pravdépodobnost jevu B; za predpokladu, Ze nastal jev A, P(A | B;) je
podminénd pravdépodobnost jevu A, pokud nastal jev B;, a P(B;) je pravdépodobnost jevu
B;. Jmenovatel predstavuje celkovou pravdépodobnost vyskytu jevu A.

Bayesova véta se casto pouziva v situacich, kde potfebujeme zpétné upravit pravdépodobnost
urc¢ité priciny na zakladé novych pozorovani.

Priklad 2.25 (Bayesova véta). V obchodé jsou tii pokladny, pricemz pravdépodobnost chyby
v uctovani na pokladnach je nasledujici: na prvni pokladné 0,1, na druhé 0,05 a na treti 0,2.
Pravdépodobnosti odbaveni zakaznikti jednotlivymi pokladnami jsou 0,3, 0,25 a 0,45. Pokud
dojde k chybé v uctovani, jaka je pravdépodobnost, Ze k ni doslo na tieti pokladné?

Reseni: Pouzijeme Bayesovu vétu. Oznacme:

A — jev, ze doslo k chybé,
B3 — jev, ze zakaznik byl obslouzen na tieti pokladné.

Chceme vypocitat P(Bs | A), tedy pravdépodobnost, ze chyba nastala na tiet{ pokladné za
predpokladu, ze chyba nastala.

Podle Bayesovy véty:
P(A| By) - P(B3)
(A| B1)- P(B1)+ P(A| Bz) - P(By) + P(A| B3) - P(B3)

P(B3|A):P
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Dosadime znamé hodnoty:

P(By | A) 0,2 x 0,45
3 T 0,1%x03+0,056x025+0,2x 0,45

Vypocitame:
0,09 0,09
P(Bs3 | A) = ’ = — ~ 0,6792.
(Bs | A) 0,03 +0,0125 40,09  0,1325 ’

Vysledek: Pravdépodobnost, Ze chyba v té¢tovani nastala na tieti pokladné, pokud vime, ze
chyba nastala, je priblizné 67,92%. ]

Poznamka 2.26. Tento priklad ukazuje, jak Bayesova véta umoznuje prepocitat pravdépo-
dobnost pric¢iny (pokladna, kde doslo k chybé) na zékladé nového dukazu (chyba v uctovani).
Pomoci znamych pravdépodobnosti chyby na jednotlivych pokladnach a pravdépodobnosti od-
baveni zakaznikl lze zpétné vypocitat pravdépodobnost, Ze chyba nastala pravé na treti po-
kladné.

Priklad 2.27 (Pozitivni lékarsky test). Prevalence vyskytu AIDS v populaci je 0,6 %. Pro
odhaleni nemoci se pouziva test, ktery s pravdépodobnosti 99,9 % je pozitivni, je-li dotycna
osoba nakazend (tzv. senzitivita testu), a s pravdépodobnosti 99 % je negativni, je-li dand osoba

zdrava (tzv. specificita testu). Jakd je pravdépodobnost, Ze osoba, kterda méla pozitivni test,
ma skutecné AIDS?

Reseni: Tento priklad resime pomoci Bayesovy véty, kterda nam umoznuje spocitat zpétnou
pravdépodobnost, ze osoba, ktera méla pozitivni test, je skutecné nakazena.

Oznacéme:

P(A) - pravdépodobnost, ze osoba ma AIDS (prevalence v populaci): P(A) = 0,006,

P(A) - pravdépodobnost, ze osoba nema AIDS: P(A) =1 — P(A) = 0,994,

P(T*]A) - pravdépodobnost pozitivniho testu, pokud mé osoba AIDS (senzitivita): P(T1|A) =
0,999,

P(TT|A) - pravdépodobnost pozitivniho testu, pokud osoba nemd AIDS (chybovost, tedy
1— specificita): P(TT[A) =1 —0,99 = 0,01.

Bayesova véta nam umoznuje vypocitat pravdépodobnost, ze osoba ma AIDS za predpokladu,
ze méla pozitivni test, tedy P(A|TT). Tento vztah je dan vzorcem:

P(T*|A) - P(A)
(T+]A) - P(A) + P(T*|A) - P(A)

P(AIT™) = -

Dosadime hodnoty:

0,999 x 0,006
P(A|ITY) = ’ : .
(AIT™) 0,999 x 0,006 + 0,01 x 0,994

Vypocitame jednotlivé ¢leny:

0,005994 ~0,005994

P(AIT") = =
(AIT™) 0,005994 + 0,00994  0,015934

~ (0,376.
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Odpoveéd: Pravdépodobnost, ze osoba, kterd meéla pozitivni test, skutecné ma AIDS, je pri-
blizné 37,6 %. O

2.7 Opakované pokusy

Definice 2.28. Opakované pokusy predstavuji situace, kdy se experiment, pri kterém
sledujeme urcity jev, opakuje vicekrat za stejnych podminek. Pti takovych pokusech nas
zajima, jak se chovaji pravdépodobnosti jednotlivych jevi v zavislosti na po¢tu pokust.

2.7.1 Nezavislé pokusy

Definice 2.29. Nezavislé opakované pokusy jsou takové, kde vysledek jednoho pokusu
nema zadny vliv na vysledky dalsSich pokusii. To znamenad, ze pravdépodobnost daného jevu
zustava ve vsech pokusech stejna.

Klasickym prikladem je opakovany hod minci, kde pravdépodobnost lice ¢i rubu zlstava kon-
stantni. Nezéavislé pokusy se ¢asto vyskytuji v hazardnich hrach (napt. opakované hody kostkou,
losovani v loterii) nebo v testech spolehlivosti vyrobki, kde zkousime nezavislé vzorky na stejné
podminky. Pokud mame naptiklad n nezavislych pokusi s pravdépodobnosti tspéchu p, celkova
pravdépodobnost, Ze jev nastane presné k-krat, je dana binomickym rozdélenim.

Definice 2.30 (Bernoulliho schéma). Méjme posloupnost n nezavislych dichotomickych
pokusi. V kazdém dil¢im pokuse muze nastat jev A (tspéch) s pravdépodobnosti p. Prav-
dépodobnost, ze nastalo pravé k tspécht, je rovna:

n

P<Ak') = (k)pkan7 kIO? 1727"'7n7

kde ¢ = 1 — p je pravdépodobnost netispéchu.
Nejpravdépodobnéjsi pocet tispéchi
Nejpravdépodobnéjsi pocet tispéchu k je takovy, ze splnuje nerovnici:

p-n+1)=1<k<p-(n+1).

Priklad 2.31. Hazime Sestkrat kostkou. Vypoctéte pravdépodobnost, ze z téchto Sesti hodu
padne Sestka pravé dvakrat.

Reseni: Tato tloha spadéd do oblasti binomického rozdéleni. Oznacme:
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p= %: pravdépodobnost, ze padne Sestka pri jednom hodu,
k = 2: pocet tispéchu (padnuti Sestky),
n = 6: pocet pokusil.

Pravdépodobnost P(k), ze padne Sestka pravé dvakrat, je ddna vzorcem pro binomické rozdeé-

leni:
n

P = () -

o= (3 )2

Dosadime:

Po vypoctu dostaneme:

1 625
P(2)=1 2
) o 36 1296 ~ 0,0729.
Pravdépodobnost, ze z Sesti hodt padne Sestka pravé dvakrat, je priblizné 0,0729. O

Priklad 2.32. Sportovni strelec zasahne cil pri kazdém vystielu s pravdépodobnosti p = 0,8.
Vypoctéte pravdépodobnost, ze pri 5 vystielech budou v cili:

1. prave 2 zéasahy,

2. nejvyse jeden zasah,

3. alespon 2 zasahy.

Reseni: 1. Pravdépodobnost prave 2 zdsahi:

() :
5 2)3
2
le 0,64 - 0,008
= 10-0,64 - 0,008 = 0,0512.

Odpovéd: Pravdépodobnost pravé 2 zasahu je 0,0512.

2. Pravdépodobnost nejvyse jednoho zasahu:

P(X<1)=P(X =0)+P(X =1),
= ((5)) (0,2)° =1-1-0,00032 = 0,00032,
= ( ) (0,2)* =5-0,8-0,0016 = 0,0064,

P(X <1)=0,00032 + 0,0064 = 0,00672.

Odpovéd: Pravdépodobnost nejvyse jednoho zasahu je 0,00672.
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3. Pravdépodobnost alespon dvou zasaht:
P(X>2)=1-P(X <1),
P(X >2)=1-0,00672 = 0,99328.
Odpovéd: Pravdépodobnost alespon dvou zasahu je 0,99328.

m
Priklad 2.33. Pravdépodobnost, ze ndhodné vybrany student bude znat ucivo, je 0,05. Jaka

je pravdépodobnost, ze mezi dvaceti vybranymi studenty bude:
a) pravé 5 znalych studentu,
b) nejvyse 2 znali studenti,

c) alespon jeden znaly student?

Reseni: Tato tloha opét spadé do oblasti binomického rozdéleni. Oznaéme:

p = 0,05: pravdépodobnost, Zze nahodné vybrany student zné ucivo,

n = 20: pocet pokust (studentt).

a) Pravdépodobnost, ze mezi 20 studenty bude pravé 5 znalych:
20
P6) = (%) 0055 095"
B 20!
~ 51(20 — 5)!
P(5) = 15504 - 0,0000003125 - 0,46329 = 0,00225.

P(5) -(0,05)° - (0,95)",

Pravdépodobnost, ze mezi 20 studenty bude pravé 5 znalych, je 0,00225.
b) Pravdépodobnost, ze mezi 20 studenty budou nejvyse 2 znali:

P(nejvyse 2) = P(0) + P(1) + P(2),

20
P(0) = (o) -(0,05)° - (0,95)* = 1-1-(0,95)%° = 0,35849,

20
P(1) = ( . ) -(0,05)" - (0,95)* =20-0,05 - 0,37735 = 0,37735,
20 20 - 19
P(2) = <2> -(0,05)% - (0,95)*® = —5— 0,00250,39759 = 0,18846,

P(nejvyse 2) = 0,35849 + 0,37735 + 0,18846 = 0,9243.
Pravdépodobnost, ze mezi 20 studenty budou nejvyse 2 znali, je 0,9243.
c¢) Pravdépodobnost, Ze mezi 20 studenty bude alespon jeden znaly:
P(alespon 1) =1 — P(0),
P(alespon 1) = 1 —0,35849 = 0,64151.
Pravdépodobnost, ze mezi 20 studenty bude alespon jeden znaly, je 0,64151.
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2.7.2 Zavislé pokusy

Definice 2.34. Zavislé opakované pokusy jsou takové, kde vysledek jednoho pokusu
ovliviiuje pravdépodobnost vysledku dalsich pokusti. To znamend, ze pravdépodobnosti se
mohou ménit v zavislosti na predchozich vysledcich.

Prikladem muze byt vybér kulicek z urny bez vraceni, kde po kazdém vybéru se méni pocet
kulicek a tim i pravdépodobnosti jednotlivych vysledkii. Takové situace casto nastéavaji v situa-
cich, kde dochazi k postupnému vybéru bez nahrazovani, napriklad pri losovani cen, kontrolach
kvality, ¢i simulacich, kde jsou vysledky zavislé na predchozich vybérech. V téchto situacich je
dilezité brat v ttvahu zmény v prostoru moznych vysledkt pti kazdém dalsim pokusu.

Definice 2.35 (Vybér bez vraceni). Mé&me soubor N prvki, z nichz M mé sledovanou
vlastnost. Postupné vybereme bez vraceni n prvki. Pravdépodobnost, ze vybereme k prvki,
které maji sledovanou vlastnost, je rovna:

pag= WG)

Q)

Cy M.

Priklad 2.36. V osudi jsou 2 bilé a 3 ¢erné koule. Vypoctéte pravdépodobnost toho, ze:

a) vytahneme nardz 3 koule a budou 2 ¢erné a 1 bil4,

b) vytdhneme po jedné bez vraceni 2 ¢erné a 1 bilou.

Reseni: ad a) Pravdépodobnost vytahnuti 2 ¢ernych a 1 bilé koule:

Pouzijeme kombinace:
po @) _8x2_ 6 _ o

(3) 10 10

ad b) Pravdépodobnost, Ze vytdhneme po jedné bez vraceni 2 cerné a 1 bilou v poradi CBC:

Moznosti jsou nasledujici:

(@3

BC,

X

CB,

(@

BC

Kazda z téchto moznosti ma stejnou pravdépodobnost:
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O
Priklad 2.37. Mezi 15 vyrobky je 5 zmetki. Vybereme 3 vyrobky. Jaka je pravdépodobnost,
ze jeden z nich je vadny, jestlize:
a) vybereme vSechny 3 najednou,

b) vybirdme po jednom bez vraceni.

Reseni: ad a) Pravdépodobnost, Ze 1 z 3 vybranych vyrobkt je vadny:

Pouzijeme kombinace:

ad b) Pravdépodobnost, ze pii postupném vybirani (bez vraceni) bude 1 z 3 vybranych vyrobkt
vadny:

Moznosti jsou nasledujici:

VDD,
DVD,

DDV.

Kazda z téchto moznosti méa vlastni pravdépodobnost:

5 10 9
P(VDD) = T X121 X 13
a podobné pro dalsi dvé moznosti.

Celkova pravdépodobnost:

P = P(VDD) + P(DVD) + P(DDV).
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2.8  Souhrnné priklady

Priklad 2.38. Méjme pét vstupenek po 100 K¢, tii vstupenky po 300 K¢ a dvé vstupenky po
500 K¢. Vyberme nadhodné tti vstupenky. Urcete pravdépodobnost toho, zZe:

a) alespon dvé z téchto vstupenek maji stejnou hodnotu,

b) vSechny t¥i vstupenky stoji dohromady 700 K¢.

Reseni: ad a) Budeme fesit pomoci opacného jevu. Opacny jev k ,alespoii dvé maji stejnou
hodnotu* je ,kazda ma jinou hodnotu“. Pocet moznosti, jak vybrat t¥i vstupenky s riznymi

hodnotami, je:
| SNGEIOETG)

()

P(zadné stejné hodnoty

Pravdépodobnost opacného jevu:
P(alespon dvé stejné hodnoty) = 1 — P(zadné stejné hodnoty).

ad b) Vsechny t¥i vstupenky stoji dohromady 700 K¢. To muze nastat v nasledujicich piipadech:
1. Jedna vstupenka za 100 K¢ a dvé vstupenky po 300 K¢.
2. Dvé vstupenky po 100 K¢ a jedna za 500 K¢c.
Pravdépodobnost je dana souctem pravdépodobnosti téchto dvou pripadi:

0,00
(130) (130) ’

5
P(celkem 700 K¢) = (1) +

]

Priklad 2.39. Z celkové produkce zévodu jsou 4 % zmetku a z dobrych vyrobku je 75 %
standardnich. Urcete pravdépodobnost, ze nahodné vybrany vyrobek je standardni.

Reseni: Oznacéme:

A: vybrany vyrobek neni zmetek,
B: vybrany vyrobek je standardni.

Vime, ze:

P(A)=1-0,04=0,96, P(B|A)=0,75.
Hledana pravdépodobnost je:

P(ANB) = P(A) x P(B| A) = 0,96 x 0,75 = 0,72.

Pravdépodobnost, ze ndhodné vybrany vyrobek je standardni, je tedy 0,72. O
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Priklad 2.40. Z vyrobku ur¢itého druhu dosahuje 95 % predepsanou kvalitu. V urcitém za-
vodé, ktery vyrabi 80 % celkové produkce, méa predepsanou kvalitu 98 % vyrobku. Mé&jme
nahodné vybrany vyrobek predepsané kvality. Jaka je pravdépodobnost, ze byl vyroben ve
vyse uvedeném zavodé?

Reseni: Oznacme:

A: vyrobek je vyroben ve zminéném zavodé,

B: vyrobek je predepsané kvality.

Hleddme P(A | B). PouZijeme Bayesovu vétu:

P(B| A) x P(A)

Vime, ze:

P(A)=0_8, P(B|A)=0,98.
Déle musime spocitat P(B), tedy pravdépodobnost, ze vyrobek je predepsané kvality:

P(B)=P(B|A) x P(A)+ P(B| A) x P(A),
kde P(A) =0,2 a P(B | A) = 0,95. Dosadime:
P(B) = 0,98 x 0,8 + 0,95 x 0,2 = 0,784 + 0,19 = 0,974.

Hledana pravdépodobnost je tedy:

0,98 x 0,8
P(A| B) = ’09# ~ 0,805.

Pravdépodobnost, ze vyrobek predepsané kvality pochézi ze zminéného zavodu, je priblizné
0,805. m

V této kapitole jsme se seznamili se zakladnimi principy pravdépodobnosti a jejimi apli-
kacemi na rtzné typy jevi. Hlavnimi pojmy, které jsme probirali, jsou:

Nahodny pokus — Proces, jehoz vysledek zavisi na ndhodé a nelze jej jednoznacné
predpovédét. Napriklad hod kostkou nebo slosovani.

Nahodny jev — Kazdy vysledek nebo skupina vysledkii nahodného pokusu. Mtze
jit o jednoduché jevy, jako naptiklad padnuti konkrétniho ¢isla pti hodu kostkou,
nebo slozené jevy, které zahrnuji vice moznosti.

Klasicka pravdépodobnost — Pravdépodobnost daného jevu se definuje jako podil
poctu priznivych pripadiil k celkovému poctu moznych pripadii, pokud jsou vsechny
stejné pravdépodobné. Napriklad pravdépodobnost, ze pri hodu kostkou padne sestka,
L1
je 6"



o1

Zaklady statistiky

Geometrickd pravdépodobnost — Pouziva se v situacich, kdy ndhodny pokus
zavisi na kontinuu (napft. délka, plocha, objem). Pravdépodobnost se urcuje jako
pomeér dvou délek, ploch nebo objemi.

Podminéna pravdépodobnost — Pravdépodobnost vyskytu jevu za predpokladu,
ze jiny jev jiz nastal. Tento koncept se casto pouziva v situacich, kdy vysledky jsou
zavislé na urcitych podminkach.

Nezavislost jevtli — Dva jevy jsou nezavislé, pokud vyskyt jednoho jevu neovliviiuje
pravdépodobnost vyskytu druhého jevu.

Uplna pravdépodobnost a Bayesova véta — Umoziiuji vypocitat pravdépodob-
nost jevi v situacich, kdy mame vice moznych scénaii a potiebujeme vzit v ivahu
vSechny mozné cesty vedouci k danému vysledku.

Kapitola zahrnovala také praktické priklady, kde jsme aplikovali vyse uvedené koncepty.
dépodobnosti. Tato kapitola poskytla dikladny tvod do teorie pravdépodobnosti a jejiho
praktického vyuziti.

1. Mame 230 vyrobki, mezi nimiz je 20 nekvalitnich. Vybereme 15 vyrobkt, pficemz
vybrané vyrobky nevracime zpét. Jaka je pravdépodobnost, ze mezi 15 vybranymi
bude 10 dobrych?  [0,00448]

2. Pacient se 1é¢i doma a od 7 do 20 hod. je mozné jej kontrolovat. Vychazky méa od 13
do 15 hod. Jaka je pravdépodobnost, ze mezi 7. a 20. hodinou bude doma k zastizeni?
[11/13]

3. Dva sportovni stfelci nezavisle na sobé strileji do jednoho terce. Kazdy po jednom
vystrelu. Pravdépodobnost zasahu prvniho stielce je 0,8, druhého 0,4. Pri stielbé byl
v terdi jeden zésah. Jaka je pravdépodobnost, Ze ter¢ zasahl prvni stielec?  [0,857]

4. Pravdépodobnost vyhry hrace je 0,6. Urcete, jaky je nejpravdépodobnéjsi pocet vy-
her hrace v deseti odehranych partiich.  [6]

5. Sérii 100 ks vyrobki je tfeba zkontrolovat ndhodnym vybérem. Cela je povazovana
za Spatnou, je-li aspon jeden z péti vybranych vyrobka vadny. Vypoctéte pravdépo-
dobnost, ze série je Spatnd, vime-li, ze obsahuje 5 % vadnych vyrobka.  [0,226]

6. V telefonnim seznamu nahodné vybereme jedno Sestimistné ¢islo (muze zacinat nu-
lou) a predpokladame, Ze v seznamu jsou pouzita vSechna Sestimistna ¢isla. Jaka je
pravdépodobnost, ze cislo:

a. neobsahuje 07 [0,53144]
b. obsahuje jednu 37  [0,4686]
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Kapitola 3

1 \/ &1

Nahodna velicina

Po prostudovani této kapitoly budete umét:
+ rozlisSovat mezi diskrétnimi a spojitymi nahodnymi veli¢inami a jejich pravdépodob-

nostnimi funkcemi,

« vypocitat stfedni hodnotu, rozptyl a smérodatnou odchylku pro rtzna rozdéleni
nahodnych veli¢in,

« chépat vyznam distribuc¢ni funkce a umét ji interpretovat pro rizné typy ndhodnych
velicin,

« vytvorit pravdépodobnostni a distribuc¢ni funkci pro diskrétni a spojitou nahodnou
veli¢inu a graficky je znazornit.

Klicova slova:

Diskrétni rozdéleni, spojité rozdéleni, pravdépodobnostni funkce, distribu¢ni funkce, hus-
tota pravdépodobnosti, stfedni hodnota, rozptyl, sikmost a Spicatost.
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Nahled kapitoly

Pro lepsi pochopeni toho, jak pravdépodobnost funguje, je dilezité se seznamit s pojmy nahod-
ného jevu a nahodné veli¢iny, které slouzi k popisu ndhodnych procest. Déale se podivame, jak
je mozné pomoci rozdéleni pravdépodobnosti urcit pravdépodobnost vyskytu rtuznych hodnot
nahodné veli¢iny v rdamci urcitého systému.

Kapitola se zaméruje na klicové koncepty, jako jsou pravdépodobnostni rozdéleni, diskrétni a
spojité nahodné velic¢iny, a zpiisoby vypoctu sttedni hodnoty, rozptylu a smérodatné odchylky.

Cile kapitoly
Cilem této kapitoly je zopakovani (srovnani znalosti) zakladu teorie pravdépodobnosti a téch

poznatkll o ndhodnych veli¢inach a jejich rozdélenich pravdépodobnosti, které budou potieba
v nasledujicich kapitolach.

Odhad ¢asu potiebného ke studiu

Pro zvladnuti této kapitoly je doporuceno vénovat studiu priblizné 4 az 5 hodin. Tento cas
zahrnuje ¢teni textu, pochopeni zédkladnich pojmu a principti pravdépodobnosti, feseni prikladi
a procviceni vypocti zakladnich pravdépodobnostnich charakteristik.

Nahodny jev a nahodna velicina

Definice 3.1. Nahodny jev je udélost, kterd mize, ale nemusi nastat v rdmci néjakého
pokusu nebo procesu. Mtzeme si ho predstavit jako vysledek experimentu, ktery zavisi na
ndhodé. Pravdépodobnost je mira, kterd kvantifikuje moznost, ze k danému nahodnému jevu
dojde, a pohybuje se v rozmezi od 0 (jevu nelze dosdéhnout) do 1 (jev nastane s jistotou).
Napriklad pravdépodobnost, ze pii hodu kostkou padne ¢islo 6, je %, protoze existuje 6
moznych vysledkl a kazdy ma stejnou Sanci nastat.

Definice 3.2. Ndhodna veli¢ina je proménnd, kterd muze nabyvat ruznych (redlnych)
hodnot v zavislosti na vysledku nahodného pokusu. Naptiklad pti hodu kostkou muize na-
hodné veli¢ina X predstavujici vysledek hodu nabyvat hodnot 1,2, 3,4,5 nebo 6. Kazdy z
téchto vysledki je vysledek ndhodného procesu.

Nahodné veli¢iny, které mohou nabyvat rtiznych hodnot v zavislosti na vysledku ndhodného
jevu, se pouzivaji k popisu vysledki nahodnych procest.
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Priklady ndhodnych veli¢in mohou byt:

Pocet 1vl pri deseti hodech minci.

Pocet zakazniki, kteri navstivi obchod v urc¢itém dni.
Vyska nahodné vybraného ¢loveka z populace.

Doba, za kterou prijede autobus na zastavku.
Vysledek hodu dvéma kostkami (soucet bodi).

Pocet vadnych kust ve vyrobni sérii 100 produktii.

Tyto priklady ukazuji rizné typy ndhodnych veli¢in — nékteré jsou diskrétni (pocet hlav, pocet
zéakaznikl), jiné spojité (vyska ¢lovéka, ¢as cekani).

Rozdéleni pravdépodobnosti

Rozdéleni pravdépodobnosti popisuje, jak jsou pravdépodobnosti jednotlivych moznych vy-
sledkti ndhodné veli¢iny rozlozeny. Napiiklad u hodu (férovou) kostkou maji vSechny vy-
sledky (hodnoty 1 az 6) stejnou pravdépodobnost, tedy . V praxi viak ne vzdy vSechny
vysledky maji stejnou pravdépodobnost. Rozdéleni pravdépodobnosti tedy udava, s jakou
pravdépodobnosti rtizné hodnoty nahodné veli¢iny nastanou.

Rozdéleni pravdépodobnosti nam tedy poskytuje obraz o tom, jak c¢asto miizeme ocekavat
jednotlivé vysledky ndhodného pokusu.

V zavislosti na typu ndhodné veli¢iny rozliSujeme dvé hlavni kategorie: diskrétni a spojité
nahodné veliciny.

3.1  Rozdeleni pravdepodobnosti diskrétni
nahodné veliciny

Diskrétni ndhodné veli¢ina nabyva pouze koneéného nebo spocetné nekoneé¢ného mnozstvi moz-
nych hodnot. Prikladem diskrétni ndhodné veliciny je pocet vadnych vyrobki v sérii nebo pocet
zakaznikl prichazejicich do obchodu za jeden den. Diskrétni nadhodna veli¢ina je jednoznacné
urcena posloupnosti redlnych ¢isel {x,} a posloupnosti pravdépodobnosti {p, = P(X = z,,)}.

Priklad 3.3. Diskrétni ndhodna veli¢ina X nabyva hodnot M = {1,2,4,5} s pravdépo-
dobnostmi  p(k) = P[X = k], kde
1

p(1) = 3 p(2) =+, p(4) ==, p(5) =~ a p(xr) =0 jinak.
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Zapisujeme také pomoci tabulky ¢i obrazku:

p(x)

A3 e
L e . i
‘ 16— } fffffffffffffffff I ffffffff {

Definice 3.4. Diskrétni ndhodné veli¢iny maji svou pravdépodobnostni funkci, ktera
ptifazuje kazdé hodnoté ndhodné velic¢iny uréitou pravdépodobnost P(X =uz;) =p;, =
1,....,m, kde z; je mozna hodnota diskrétni nahodné veli¢iny X, a p; je pravdépodobnost,
ze X nabude hodnoty x;.

N V)
[ =Y AN
NS

e

S

I

x5

S~—
W =

Vlastnosti pravdépodobnostni funkce:

p(zr) >0 VzeR,

> plx) =1,

zeM

Vypocet pravdépodobnosti (jevu B)

PXeB)= ) PX=z)= > pla)

n:xy EBNM n:xy € BNM

(soucet pravdépodobnosti vsech ¢isel/vysledku, kterd patii do B; jelikoz nenulové
pravdépodobnosti jsou jen v M, tak proto B N M.)

Definice 3.5 (Distribu¢ni funkce). Distribuéni funkce ndhodné veli¢iny X je redlnd
funkce F': R — (0;1) definovana vztahem

F(z)=P(X <z), zeR.

Priklad 3.6 (distribu¢ni funkce diskrétni ndhodné veli¢iny). Diskrétni ndhodna veli¢ina X
nabyva hodnot M = {1,2,4,5} s pravdépodobnostmi  p(k) = P(X = k), kde p(l) = %,
p(2) =1, p(4)=¢, p(5) =13 a p(z) =0 jinak.

Urcete prislusnou distribu¢ni funkci.

Reseni: Vychézime z toho, ze distribu¢ni funkce je ,zajimava“ jen v bodech, kde je pravdé-
podobnostni funkce kladna. V téchto bodech dochazi u distribuc¢ni funkce ke skokovému ristu
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pravé o hodnotu pravdépodobnostni funkce v tomto bodé. Mezi témito body je konstantni.
Praktické je tedy vypocitat hodnoty F' v téchto bodech a pripsat je do jiz znamé tabulky pro
pravdépodobnostni funkeci:

k o2 | 4 | s
PX-B |5 ] % %
P = e POC=R) | 3|1+ = 3 | 2 +i=1 3412
Déle F' muzeme zapsat na jednotlivych intervalech, které nam pokryji celé R:
r | (00, 1) [ (1,2) | (2,4) | (4,5) | (5,00)
IR AR
A nakonec i takto:
0 z<1,
% 1 <2 <2,
Flz)=(& 2<z<A4,
3 4<a<h,
1 x>5.
Nejnazornéjsi stejné budou grafy na obrazku 1.
1- 1- *r——

14

116

14

T . S 18 -

T e I S
116 —p-mmmmye T ””””””””” I ”””” { n

Obr. 1: Pravdépodobnostni a distribuc¢ni funkce k prikladu 3.6

7 prikladu 3.6 sice miizeme odpozorovat nékteré vlasnosti distribucni funkce, ale radéji si je
zde vypiseme:
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Vlastnosti distribuéni funkce:

F(z) € (0,1),

F' je neklesajici,

F' je zprava spojita,
F' je definovana na R,

lim F(z)=0, lim F(z)=1,

T—r—00 T—00

P(X =x0) = F(z9) — lim F(x) (vyska skoku v bodé x).

J,’—>Q?0

Priklad 3.7. V osudi je 5 bilych a 7 ¢ervenych mick. Nahodné veli¢ina X predstavuje po-
¢et bilych mickd mezi péti vybranymi. Vytvorte pravdépodobnostni a distribu¢ni funkci této
nahodné velic¢iny.

Reseni: Nahodné veli¢ina X nabyva hodnot {0,1,2,3,4,5}. Z teorie pravdépodobnosti vime,
ze se jedna o opakované zavislé pokusy. Mizeme tedy sestavit pravdépodobnostni funkci pro
jednotlivé hodnoty X:

X
| 21 | 175 | 350 | 210 | 35 | _1_
Di | 792 | 792 | 792 | 792 | 792 | 792

Pravdépodobnostni funkce mize byt graficky znazornéna pomoci bodového grafu, tiseckového
diagramu nebo histogramu.

Distribu¢ni funkce F(z) bude mit skoky v bodech 0,1,2,3,4,5. Hodnoty funkce F(z) jsou
urceny jako soucet vSech predchazejicich hodnot p;:

Tabulka pro distribuc¢ni funkci:

w0l sl

21

792

196

792

546

792

756

F(x;) 792
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Graf distribu¢ni funkce miize byt znazornén jako spojity schodovity diagram. O]

3.2 Rozdeleni pravdepodobnosti spojité
nahodné veliciny

Spojitda ndhodné velicina nabyva hodnot z néjakého intervalu redlnych ¢isel. Prikladem miize
byt vyska ndhodné vybraného ¢lovéka nebo doba, kterou zadkaznik stravi v obchodé. Spojité na-
hodné velic¢iny nemaji konkrétni pravdépodobnosti pro jednotlivé hodnoty (pravdépodobnostni
funkci), ale misto toho pracuji s tzv. hustotou pravdépodobnosti, kterda uréuje pravdépo-
dobnost, ze ndhodné veli¢ina nabyde hodnoty z urcitého intervalu.

Definice 3.8. Nahodna velicina X s distribu¢ni funkci F' se nazyva spojita, jestlize
existuje nezaporna funkce f: R — R takova, Ze

F@):[;jaym Vo € R

Funkce f(x) se nazyva hustota (rozdéleni pravdépodobnosti) ndhodné veli¢iny X.

Vlastnosti hustoty:

f(x) =20,

/_ O:O f(t)dt =1 = plocha pod kiivkou hustoty vyjadiuje pravdépodobnost,
f(x) = F'(z) v kazdém bodé z, kde F’ existuje,

Pla< X <b)= F(b)~ F) = [ f(t)dt.
Pa<X<b=Pla<X<b=Pa<X<b)=Pla<X<b),

HXGE:AJ@&.

Vypocet pravdépodobnosti pomoci F(z) a f(z) na nekoneéném intervalu:

_m§<m:£un:/0f@dt

—00

Toto je znazornéno na obrazku 2.
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Obr. 2: Vypocet pravdépodobnosti na nekoneéném intervalu

Vypocet pravdépodobnosti pomoci F(z) a f(zr) na kone¢ném intervalu:

P(—2 <€ <0)=F(0) - F(~2) = / F£(t) dt.

-2

Toto je zndzornéno na obrazku 3.

Obr. 3: Vypocet pravdépodobnosti na koneéném intervalu

Priklad 3.9. Nahodné veli¢ina X je dana distribuc¢ni funkci:

0, z<0,
F(z) = %, 0<z<d4,
1 T > 4.

Y

Urcete hustotu pravdépodobnosti f(x), znazornéte graficky F'(x) a f(z), a vypoctéte P(0,4 <
X < 1,6).
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Reseni: Hustotu pravdépodobnosti f(z) ziskdme derivaci distribu¢ni funkce F(z):

0, x <0,
fl@)=34(5)=% 0<e<4,
0, x > 4.

Graf distribu¢ni funkce F'(x) a hustoty pravdépodobnosti f(x) je nasledujici:

Distribuéni funkce F'(x): Kvadraticky nartust od 0 do 1 v intervalu 0 < z < 4.

Hustota pravdépodobnosti f(z): Linedrni funkce § v intervalu 0 < x < 4.

Pravdépodobnost P(0,4 < X < 1,6) vypocitame jako:

(1,6)2  (04)* 256 016 24

P04 <X <16) = F(16) - F(04) = . . =

= 0,6.

Priklad 3.10. Hustota pravdépodobnosti nahodné veli¢iny X ma tvar:

a-xr, 0< <2,
flx) = )
0, jinak.

Urcete koeficient a, distribu¢ni funkci F'(z) a vypoctéte P(0 < X < 1),

Reseni: Nejdiive uréime koeficient a. Plati, Ze integral hustoty pravdépodobnosti pies cely
definiéni obor musi byt roven 1:
2
/ a-xdr=1.
0

Po integraci dostavame:

Z toho plyne, ze 2a =1, tedy a = %

Distribuéni funkci F'(z) ziskdme integraci hustoty pravdépodobnosti:

0, x <0,
Fla)=S il tat=1.2 =2 0<z<2,
1, x> 2.

Nyni vypocitdme pravdépodobnost P(0 < X < 1):

12 1
PO<SX<1)=F1)~F(0)=—-0==02.

O

Priklad 3.11. Urcete konstanty A a B tak, aby funkce F(z) = A+ B - arctan(z) definovana
pro vSechna realna c¢isla byla distribuc¢ni funkci rozlozeni nahodné veliciny.
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Reseni: Aby funkce F(z) byla distribuéni funkei, musi spliiovat nasledujici podminky:

1. lim, o F(z) =0,

2. lim, o F(z) = 1.

Z prvni podminky plyne:

lim (A+ B-arctan(z)) = A+ B - (—W> = 0.

T—r—00
Z toho vyplyva, ze A = %.

7, druhé podminky plyne:

T—00

lim (A+ B -arctan(x)) = A+ B - g = 1.
Dosazenim A = % dostévame:

B 1

T
2 2

3

Tedy A = %
Distribu¢ni funkce ma tedy tvar:

1 1
F(z) = = + — - arctan(x).
2w

3.3  Ciselné charakteristiky nahodné veli-
ciny

Stredni hodnota, rozptyl a smérodatnd odchylka jsou klicové charakteristiky, které popisuji
rozdéleni nahodné veliciny.

Stredni hodnota

Definice 3.12. Stifedni hodnota (o¢ekdvand hodnota) diskrétni ndhodné veliciny X se
pocita jako vazeny prumeér vsech moznych hodnot ndhodné veli¢iny:
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Definice 3.13. Stiredni hodnota spojité ndhodné veliciny X je definovana jako integral
z hodnot nahodné veli¢iny vazenych hustotou pravdépodobnosti:

E(X) = /o:oxf(x) dx.

Rozptyl

Definice 3.14. Rozptyl diskrétni ndhodné veliciny méri, jak jsou jednotlivé hodnoty roz-
loZzeny kolem stifedni hodnoty:

D(X) =Var(X)=> (z; — E(X))* - P(X =2;) = Y _(2; — E(X))* - ps.

7 )

Definice 3.15. Rozptyl spojité ndhodné veli¢iny je definovan jako:

D(X) = Var(X) = / (z = E(X))* f(2) de = E(X?) — [E(X)]".

— 00

Smeérodatna odchylka

Definice 3.16. Smérodatnd odchylka je druhou odmocninou rozptylu: o(X) = /D(X).

Smérodatna odchylka nam poskytuje méritko, jak daleko jsou hodnoty ndhodné veliciny od jeji
stfedni hodnoty.

Koeficient Sikmosti a Spicatosti

Koeficienty Sikmosti a Spic¢atosti popisuji tvar kiivky hustoty nebo pravdépodobnostni funkce.

Definice 3.17 (Koeficient sikmosti ndhodné veli¢iny X).

v1 = 0: rozdéleni je symetrické,

71 > 0: rozdéleni je protahlé napravo (napf. mzdy),
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v1 < 0: rozdéleni je protahlé nalevo.

Vztah mezi koeficientem sikmosti, stfedni hodnotou, medidnem a modem:

»Meéri“ stupen koncentrace hodnot okolo stfedu ve srovnani s ostatnimi hodnotami,

veli¢ina s nizkym koeficientem Spicatosti (72 < 0) obsahuje hodnoty velmi vzdélené od
stredu,

¢im Spicatéjsi rozdéleni (7, > 0), tim vice jsou hodnoty soustfedéné okolo stredu.

Modus

Definice 3.19. Modus (nejcastéjsi hodnota) je hodnota ndhodné veli¢iny, kterd ma nej-
vyssi pravdépodobnost vyskytu. U diskrétni nahodné veli¢iny je to hodnota x, pro kterou
P(X = z) dosahuje maxima. U spojité nahodné veli¢iny je to hodnota, kde hustota prav-
dépodobnosti f(x) dosahuje svého vrcholu.

Priklad 3.20. Nahodné veli¢ina X je dana tabulkou:

Urcete jeji ¢iselné charakteristiky.

Reseni: Nejprve zjistime chybéjici hodnotu pravdépodobnosti py:
Ps = 1 - (pl +p2 +p3) =1- <073+071 +074) = 072

Nyni vypocitame jednotlivé ciselné charakteristiky. Pouzijeme nasledujici tabulku:
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T 112 3 4 | 3
pi |03]01] 04 |02 -
zi-pi 03102 1,2 | 08 | 25
2.p; 10304 3,6 | 32|75
23-p; 103/08]10,8 | 12,8 | 24,7
4opi103]1,6]32,4(512(855

Stfedni hodnota (pramér): E(X) = 2,5
Rozptyl: D(X) = 7,5 — (2,5)2 = 7,5 — 6,25 = 1,25
Smérodatna odchylka: o(X) = /1,25 ~ 1,118

Priklad 3.21. Nahodna veli¢cina X ma hustotu pravdépodobnosti:

2z, 0<z <1,
ﬂ@Z{ )
0, jinak.

Urcete jeji ¢iselné charakteristiky.

Reseni: Nejprve definujeme jednotlivé momenty:

1 1
Lk :/ xk-f(:v)dx:2/ M da
0 0
Vypocet jednotlivych moment:

1. Prvni moment pu; = E(X) (stfedni hodnota):

1

1 3 2
M1=2/ l‘2d$:2[$] = —.
0 3
2. 2. Druhy moment 5 (o¢ekdvand hodnota X?):
1 4101
:2/ Sqr—2 || =2
= 0 v [ 4 L 2
3. 3. Tfeti moment p3 (o¢ekdvand hodnota X3):
1 511 9
u3:2/ ddr =2 |2 =2
0 5], O
4. 4. Ctvrty moment sy (o¢ekdvand hodnota X*):

1 :U61 1
:2/ Sqr—=2 || =2
=2 [t 2] <



Nahodné veli¢ina

66

Vypocet rozptylu D(X): Rozptyl se vypocita jako:

Vypocéet Sikmosti v;: Sikmost (asymetrie) se vypocité jako:

= ps — 3pu - D(X) — i
(D(X))*2

Dosadime hodnoty:

Po zjednoduseni:

560 _ 6
_ 270 270 _ 210 _ 9
= 32 © L g
(i) 54
18

Vypocéet $picatosti vo: Spicatost (kurtéza) se vypocita jako:

1
1 34
3= 20— 108
3

W=

yy = 4 _ _
TOO? T (W)

N |

Vysledné ciselné charakteristiky jsou:

Stredni hodnota: F(X) =

b

wno

Rozptyl: D(X) = 15,

Smérodatnd odchylka: o(X) = \/%,
Sikmost: , = —&,

Spicatost: v, = 108.
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3.4  Kvantilové charakteristiky nahodné

veliciny

Kvantily spojitych rozdéleni

Definice

Definice 3.22. Kvantil spojitého rozdéleni je hodnota (viz obrazek 4), kterd rozdéluje
oblast pod hustotou pravdépodobnosti na dvé ¢asti. Pro p-kvantil x, plati, Ze plocha pod
kiivkou hustoty vlevo od x, je rovna p, tj.

P(X <) = Fla,) = [ fla)de =p,

kde p € (0,1).

Plocha p

|
Lp

Obr. 4: Znazornéni hustoty a p-kvantilu x, pro spojité rozdéleni pravdépodobnosti (viz defi-
nici 3.22)

Specialni kvantily:

Median (z5) je 50%-kvantil. Rozdéluje rozdéleni na dvé stejné ¢asti - jedna polovina
hodnot lezi pod medianem, druha polovina nad nim.

Kvartily jsou kvantily, které rozdéluji data na ¢tvrtiny. Prvni kvartil (@) je 25%-
kvantil, druhy kvartil je medidn (@) a treti kvartil (Q3) je 75%-kvantil.

Decily rozdéluji rozdéleni na desetiny. Naptiklad prvni decil (D;) je 10%-kvantil, paty
decil (Dj5) odpovidd medianu, a devaty decil (Dg) je 90%-kvantil.

Percentily rozdéluji rozdéleni na 100 ¢asti. Napiiklad prvni percentil (P;) je 1%-
kvantil, padesaty percentil (Pso) odpovidd medidanu a devadeséaty devaty percentil (Pyg)
je 99%-kvantil.
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Dalsi bézné pouzivané kvantily mohou zahrnovat tercily (déli rozdéleni na tretiny) a kvintily
(deli rozdéleni na pétiny).

Specidlnim pripadem kvantilu je kritickd hodnota, pouzivana pri statistickych testech.
Ta oznacuje mezni hodnotu, kterd oddéluje zamitnuti a nezamitnuti nulové hypotézy (viz
kapitolu Testovani statistickiyjch hypotéz).

Urcovani kvantilu

Kvantily se urcuji z tabulek nebo se pohodlné pocitaji pomoci softwaru. My budeme vétsinou
pouzivat excelovské funkce, jako jsou:

pro normalni rozdéleni funkce NORM. INV(p; wu; o),
pro Studentovo rozdéleni funkce T.INV(p; v) a

pro F-rozdéleni funkce F.INV(p; vi; 1vs).

Vsechny maji v nazvu INV. Tim se poukazuje na to, ze jde vlastné o inverzni funkci k distribu¢ni
funkci daného rozdéleni:
F(z,)=p <<= F(p)=ux,

tedy zatimco F' k zadané hodnoté x, na ose x vypocte pravdépodobnost p, tak F~! (tedy
inverze k F') vypocte k zadané pravdépodobnosti p hodnotu kvantilu z, na ose .

Priklad 3.23. Urcete prvni decil xo; a tfeti kvartil o 75 pro ndhodnou veli¢inu X s hustotou

pravdépodobnosti:
1
2 0 S x S 17
flx) = {2

0, jinak.

Resend: Hustota pravdépodobnosti f(x) je konstantn{ v intervalu 0 < z < 1. Distribu¢n{ funkce
F(z) je urcena jako integral hustoty:

0, x<0,
Flz) =45, 0<z<1,
1, =>1.

Decil xg; je hodnota, pro kterou plati F'(zo1) = 0,1. Hleddme tedy:

Zo1

2

=01 = To,1 = 0,2.

Treti kvartil zo 75 je hodnota, pro kterou plati F'(zg75) = 0,75:

Zo,75

2

= 0,75 = Zo,75 = 1,5

Vysledné hodnoty jsou:

Prvni decil: zp; = 0,2



69 Zaklady statistiky

Treti kvartil: 975 = 1,5

Priklad 3.24. Nahodna veli¢cina X ma hustotu pravdépodobnosti:

Urcete modus.

Reseni: Modus je hodnota, ve které hustota pravdépodobnosti f(x) dosahuje svého maxima.
Nejprve spocitame prvni derivaci funkce f(z):

f(z) = ; : (29@6_” — :UQe_’“n) = ;xe_z (2-2).

Poté polozime derivaci rovnu nule:

1

—ze ¥ (2—1x)=0.
2
Tato rovnice ma dvé feseni: x = 0 nebo x = 2. Jelikoz x = 0 neni v definicnim oboru, jedna
se 0 maximum v bodé z = 2. Ovéfime, zZe se skutecné jednd o maximum tim, Ze vypocitame

druhou derivaci: ] ]
f(z) = ie’x J2—2)—2]= —567“.

Protoze druhé derivace je zaporna pro x = 2, jedna se o maximum.

Vysledny modus je Mo = 2. O

Tato kapitola se zaméruje na nahodné veliCiny a jejich zakladni charakteristiky. Na-
hodné veli¢iny jsou proménné, které nabyvaji ruznych hodnot v zavislosti na vysledku
nadhodného pokusu. Vysvétluje rozdil mezi diskrétnimi a spojitymi nahodnymi velici-
nami, jejich pravdépodobnostnimi funkcemi a distribu¢nimi funkcemi.

Hlavnimi charakteristikami nahodnych veli¢in jsou stfedni hodnota a rozptyl, které
poskytuji informace o primérné hodnoté veli¢iny a o tom, jak moc se jednotlivé hodnoty
od této primérné hodnoty odchyluji. V kapitole jsou vysvétleny i dalsi charakteristiky,
jako sikmost a Spicatost, které popisuji asymetrii a tvar rozdéleni.

Pro diskrétni nadhodné veliciny jsou uvedeny postupy vypoctu stfedni hodnoty a roz-
ptylu na zdkladé pravdépodobnosti jednotlivych hodnot. U spojitych ndhodnych ve-
li¢in se pouzivaji integraly k urceni téchto charakteristik. Kapitola se rovnéz zabyva
vztahem mezi pravdépodobnostni a distribu¢ni funkci, kdy distribu¢ni funkce predsta-
vuje kumulativni pravdépodobnost.
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1. Co je to ndhodna veli¢ina?

2. Jaky je rozdil mezi diskrétni a spojitou nahodnou veli¢inou?

b

e BRI AR

10.

11.

12.

13.

Jakym zptisobem se vyjadiuje pravdépodobnostni funkce pro diskrétni ndhodnou
veli¢inu?

Co je to distribuc¢ni funkce a jaky mé vyznam?

Jak se pocita stredni hodnota pro diskrétni ndhodnou veli¢inu?

Jaky je vztah mezi pravdépodobnostni funkei a distribuéni funkei?

Co je to rozptyl a jak se pocita pro nahodnou veli¢inu?

Jaky je vyznam charakteristik Sikmosti a Spicatosti pro popis ndhodné veli¢iny?
Néhodnéa veli¢ina X nabyva hodnot 1,2,3,4 s pravdépodobnostmi 0,1;0,2;0,3;0.,4.
Vypocditejte stfedni hodnotu a rozptyl veli¢iny X. [Stfedni hodnota: 3,0; Rozptyl:
1,0]

Pro spojitou ndhodnou veli¢inu X je ddna hustota pravdépodobnosti f(x) = 2y* pro
y € [0,1]. Vypocitejte stiedni hodnotu a rozptyl této veli¢iny.  [Stfedni hodnota:
0,5; Rozptyl: %]

Predstavte si hod kostkou, kde ndhodna velicina X udava pocet padlych bodu. Se-
strojte pravdépodobnostni a distribuéni funkci této ndhodné veli¢iny.  [Pravdépo-
dobnostni funkce: P(X = k) = é pro k =1,2,3,4,5,6; Distribu¢ni funkce: F(z) =0
proz <1, F(z) =% prok <z <k+1aF(z) =1 proxz > 0]

Hustota pravdépodobnosti nahodné veli¢iny X ma tvar:

0, prox < 1,
flx) = a:—%, prol <z <2,
0, pro x > 2.

Urcete distribucni funkeci.  [Distribu¢ni funkce F(z) je ddna: F(z) = 0 pro z < 1,

F(x):%—%pr01§x<2,F(x):1prom22}

Néhodné veli¢ina X je urcena tabulkou: X‘—Z‘O‘ 2 ‘ 4 ‘ 6
p10,1]7]0,2/0,3]0,2

Urcete hodnotu pravdépodobnosti pro X = 0, distribuc¢ni funkci a pravdépodobnost

jevu, ze ndhodné veli¢ina nabude kladnych hodnot.  [Pravdépodobnost pro X = 0:

0,2; Pravdépodobnost kladnych hodnot: 0,7]
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Kapitola 4

Zakladni typy rozdeleni
pravdepodobnosti diskrétni

nahodné veliCiny

Po prostudovani této kapitoly budete umét:
« rozpoznat situace, kdy je vhodné k modelovani pouzit binomické, Poissonovo nebo
hypergeometrické rozdéleni,

« vypocitat pravdépodobnosti a dalsi charakteristiky u konkrétnich diskrétnich rozdé-
leni,

« aplikovat poznatky na modelovani situaci z realného zivota pomoci téchto rozdéleni.

« pomoci excelovskych funkci vypocist hodnoty pravdépodobnostnich a distribusnich
funkci.

Klicova slova:

Diskrétni ndhodnéa veli¢ina, rozdéleni pravdépodobnosti, pravdépodobnostni funkce, dis-
tribu¢ni funkce.
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Nahled kapitoly

V této kapitole se zamérime na zakladni typy rozdéleni pravdépodobnosti, které se pouzivaji u
diskrétnich ndhodnych veli¢in. Probereme binomické, hypergeometrické a Poissonovo. Ukazeme
si, jak kazdé z nich funguje a kdy se pouziva. Diraz bude kladen nejen na teorii, ale predevsim
na praktické priklady, které ukazi, jak tato rozdéleni pouzit pri feSeni realnych i nerealnych
problémii. Tato rozdéleni tvori zaklad pro mmnoho aplikaci statistiky a pravdépodobnosti v
praxi.

Cile kapitoly

Cilem je pochopit riizné typy rozdéleni pravdépodobnosti u diskrétnich nahodnych veli¢in s
ohledem na jejich vyuziti pri modelovani.

Casova naroénost

Na tuto kapitolu si vyhradte ptiblizné 3 hodiny. Tento ¢as zahrnuje jak studium teorie, tak
procvicovani prikladi a praktickych aplikaci, které vim pomohou lépe pochopit dané rozdéleni.

4.1 Binomicke rozdeleni

Definice

Definice 4.1. Binomické rozdéleni Bi(n,p) modeluje pocet tspécht v pevné daném
poctu nezavislych pokust, kde kazdy pokus méa dva mozné vysledky (tispéch nebo netispéch)
a pravdépodobnost tispéchu je konstantni.

Pravdépodobnost k tispéchii z n pokusii je dana vzorcem:

n

P(X =k)= <k>pk(1 —p)"",

kde n je pocet pokusi, k je pocet tspécht, p je pravdépodobnost tspéchu v kazdém pokusu
a (2) je kombinacni ¢islo.

Zakladni ¢iselné charakteristiky

Stiedni hodnota: F(X) = np,

Rozptyl: D(X) = np(1 — p).
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Grafy pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce

Grafy pravdépodobnostni funkce (PDF) a distribu¢ni funkce (CDF') pro binomické rozdéleni s

n=1

)
Il
b

S~

R

Obr.

0 a p = 0,5 jsou na obrazku 5.
0.3 ‘ ‘ 1 ‘
l'1Bi(10;0,5) j
0.8 |- ' -
02 [ 1 3 ’J‘
V| 0.6 | -
o1l | | l E} 0.4] | .
| ‘ ‘ | |
— Bi(10;0,5
O 1 | | 1 0 u_l | T ( T )
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
k k

5: Pravdépodobnostni a distribuc¢ni funkce binomického rozdéleni pro n = 10 a p = 0,5

Excelovské funkce

Pro préci s binomickym rozdélenim lze v Excelu pouzit nasledujici funkce:

4.2

Pravdépodobnostni funkce (PDF): Funkce BINOM.DIST (k; n; p; FALSE) vraci prav-
dépodobnost presné k tspéchu.

Distribuéni funkce (CDF): Funkce BINOM.DIST(k; n; p; TRUE) vraci pravdépodob-
nost nejvyse k uspéchi.

Hypergeometrické rozdeleni

Definice

Definice 4.2. Hypergeometrické rozdéleni Hg(N, M, n) modeluje pravdépodobnost k
uspéchi pri nahodném vybéru n objekti z populace N, kde M objekti z této populace jsou
uspéchy. Vybér probiha bez vraceni.

Pravdépodobnost k tispéchii je dana vzorcem:

kde N je velikost populace, M je pocet tspésnych objektt v populaci, n je pocet vybranych
objektl a k je pocet tspéchu.

1))

k:7< Rk
e

P(X
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Zakladni ¢iselné charakteristiky

Stfedni hodnota: E(X) = %/,

N—
N-1°

3

Rozptyl: D(X)

n% (1—

&S

Grafy pravdépodobnostni a distribuéni funkce

Grafy pravdépodobnostni funkce (PDF) a distribu¢ni funkce (CDF') pro hypergeometrické roz-
déleni s parametry N = 50, M = 20, n = 10 jsou na obrazku 6.

0.3 ‘ ‘
1
| 1Hg(50; 20; 10) ‘ ‘ I_]y—'
08| .
3 O 2 [ - —~ J
= 06| .
L v
= || = 04| |
< 0.1} . =
0.2} .
| | — Hg(50; 20; 10)
0 i i 1 0 | T T T
0 p) 4 6 8 10 0 2 4 6 s 10
k k

Obr. 6: Pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce hypergeometrického rozdéleni pro N = 50,
M=20an=10

Excelovské funkce

Pro préci s hypergeometrickym rozdélenim lze v Excelu pouzit nasledujici funkce:

Pravdépodobnostni funkce (PDF): Funkce HYPGEOM.DIST(k; n; M; N; FALSE) vraci
pravdépodobnost presné k tspéchi.

Distribu¢ni funkce (CDF): Funkce HYPGEOM.DIST(k; n; M; N; TRUE) vraci pravde-
podobnost nejvyse k tspéchii.
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4.3 Poissonovo rozdéeleni

Definice

Definice 4.3. Poissonovo rozdéleni Po(\) modeluje pocet udélosti, které nastanou v
pevné daném case nebo prostoru, za predpokladu, ze tyto udalosti nastavaji nezavisle na
sobé s konstantni stfedni intenzitou .

Pravdépodobnost, ze v daném intervalu nastane pravé k udalosti, je dana vzorcem:

Nee=A

kde A je oc¢ekavany pocet udalosti v daném intervalu a k je pocet udalosti.

Zakladni ¢iselné charakteristiky

Stfedni hodnota: E(X) = A,

Rozptyl: D(X) = A.

Grafy pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce

Grafy pravdépodobnostni funkce (PDF) a distribu¢ni funkce (CDF) pro Poissonovo rozdéleni
s parametrem A = 3 jsou na obrazku 7.

0.3 | ‘ ‘ 1 ‘
| 1Poisson(\ = 3) _I—"_‘
0.8} 8
3 02 [ B —
[ jl 0.6 [ a
. <
02 — s
0 ‘ ‘ ” |, | — Poisson(\ = 3)
[ [ 0 | I T T
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
k k

Obr. 7: Pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce Poissonova rozdéleni pro A = 3
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Excelovské funkce

Pro préci s Poissonovym rozdélenim lze v Excelu pouzit nasledujici funkce:

Pravdépodobnostni funkce (PDF): Funkce POISSON.DIST(k; A; FALSE) vraci prav-
dépodobnost presné k udalosti.

Distribuéni funkce (CDF): Funkce POISSON.DIST(k; A; TRUE) vraci pravdépodob-
nost nejvyse k udalosti.

14 Resené priklady

Neéektera dalsi rozdéleni

Priklad 4.4 (Alternativni rozdéleni Alt(p)). V tomto prikladu si ukdzeme alternativni roz-
déleni, které popisuje ndhodny experiment s dvéma moznymi vysledky. Uvazujme hod minci,
kde mohou nastat pouze dva vysledky: lic nebo rub. Tento experiment miizeme modelovat
alternativnim rozdélenim Alt(p), kde:

Prostor moznych vysledkt je Q2 = {lic, rub}.

Pravdépodobnost tspéchu (napt. padnuti lice) je p, pravdépodobnost netspéchu (padnuti
rubu) je 1 — p.

Vysledkem je ndhodné veli¢ina X, kterd nabyva hodnot 0 (netispéch) nebo 1 (tispéch). Tedy:
M ={0,1} a X ={0,1}.
Jedna se o typické pouziti alternativniho rozdéleni.

Priklad 4.5 (Rovnomérné rozdéleni R(n)). Rovnomérné rozdéleni R(n) popisuje situaci, kdy
vSechny mozné vysledky maji stejnou pravdépodobnost. Uvazujme hod klasickou Sestisténnou
kostkou, kde je pravdépodobnost kazdého ¢isla od 1 do 6 stejna:

Prostor moznych vysledku je M = {1,2,3,4,5,6}.
Kazdy z téchto vysledki ma pravdépodobnost %.

V tomto piipadé se jednd o rovnomérné rozdéleni R(6), které modeluje pravdépodobnostni
chovani pri hodu kostkou.

Binomické rozdeéleni

Priklad 4.6 (Binomické rozdéleni Bi(n,p)). Student ma potize s rannim vstavanim. Proto
nekdy zaspi a nestihne prednasku, kterd zacina jiz v 9 hodin. Pravdépodobnost, ze zaspi, je 0,3.
V semestru je 12 prednasek, coz znamena 12 nezavislych pokusti dorazit na prednasku vcas.
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Naleznéte pravdépodobnost, zZe student nestihne prednasku v dusledku zaspani v poloviné nebo
vice pripadi.

Jednd se o binomické rozdéleni Bi(n, p) s parametry n = 12 a p = 0,3. Hledana pravdépodobnost
je:
P(X >6)=1-P(X <6).

Tuto pravdépodobnost lze snadno vypocitat pomoci distribu¢ni funkce binomického rozdélent,
napriklad pomoci funkce BINOMDIST v Excelu.

Piiklad 4.7 (Binomické rozdéleni Bi(n,p)). V obchodé probihd reklamni akce, pii které za-
kaznici losuji ze 100 kupont. Kazdy kupon miize byt vyherni s pravdépodobnosti 0,05. Kazdy
zakaznik losuje jeden kupdn a Sance na vyhru je pro kazdého stejna. Jaka je pravdépodobnost,
ze z 20 zakazniki alespon 2 vyhraji?

Tento problém modelujeme jako binomické rozdéleni Bi(n,p) s parametry n = 20 a p = 0,05.
Hledame pravdépodobnost:

PX>2)=1-P(X<2)=1—-[P(X=0)+P(X =1)].
Pravdépodobnost P(X = 0) = 0,3585 a P(X = 1) = 0,3773. Proto:
P(X >2)=1— (0,3585 + 0,3773) = 0,2642.

Tuto pravdépodobnost lze také spocitat pomoci funkce BINOMDIST v Excelu.

Poissonovo rozdéleni

Priklad 4.8 (Poissonovo rozdéleni Po())). Predpokladejme, ze realitni maklér jednd v praméru
s péti zakazniky za den. Zjistéte, jaka je pravdépodobnost, ze pocet zakaznikii maklére za jeden
den bude vétsi nez 4.

Néhodné veli¢ina X — pocet zdkaznikia — spliuje kritéria pro Poissonovo rozdéleni Po()) s
parametrem A = 5. Hledame:

P(X>4)=1-P(X <4).
Tuto pravdépodobnost lze vypocitat pomoci funkce POISSON v Excelu.

Priklad 4.9 (Poissonovo rozdéleni Po(\)). V primeéru piistane na mistnim letisti béhem jedné
hodiny 3 letadla. Jaké je pravdépodobnost, ze béhem jedné hodiny pristanou presné 2 letadla?

Néhodné veli¢ina X — pocet pfistani — spliuje kritéria pro Poissonovo rozdéleni Po(\) s para-
metrem A = 3. Hledana pravdépodobnost je:

32673

P(X =2) ="

= 0,2240.

Tuto pravdépodobnost lze snadno vypocitat pomoci funkce POISSON v Excelu.

Hypergeometrické rozdéleni

Priklad 4.10 (Hypergeometrické rozdéleni H(N, M, n)). Mezi stovkou vyrobki je 20 zmetki.
Vybereme deset vyrobkt a sledujeme pocet zmetka mezi vybranymi.
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V tomto piipadé ma ndhodnd veli¢ina X hypergeometrické rozdéleni H (100,20, 10). Pravdépo-
dobnostni funkce je dana vztahem:

(M) (NfM)

o _ \k n—k

P(X =k)= 7( Z) :

kde N =100, M =20, n = 10 a k je pocet zmetkil mezi vybranymi vyrobky.

Naptiklad pravdépodobnost, ze mezi deseti vybranymi vyrobky budou 3 zmetky, lze vypocitat
jako P(X = 3).

Piiklad 4.11 (Hypergeometrické rozdéleni H (N, K,n)). V krabici je 20 kulic¢ek, z nichz 8 je
cervenych a 12 modrych. Nahodné vybereme 5 kulicek bez vraceni. Jaka je pravdépodobnost,
ze vybereme presné 3 cervené kulicky?

Tento problém modelujeme jako hypergeometrické rozdéleni H(N, K,n) s parametry:
N=20, K=8 n=5.

Hledana pravdépodobnost je:

Po dosazeni hodnot dostavame:

8\ (12
P(X =3) = (322%2) = 51(;552 = 0,2386.
5

Tuto pravdépodobnost lze také vypocitat pomoci funkce HYPGEOM.DIST v Excelu.

V této kapitole byla predstavena zakladni diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti, ktera se
Casto vyskytuji v praxi (nckterym jsme se vénovali podrobnéji, dalsim jen v praktickych
prikladech). Seznamili jsme se s charakteristikami a pouzitim téchto rozdéleni:

Alternativni rozdéleni A(p) — Popisuje ndhodny experiment s dvéma moznymi
vysledky (napt. tspéch/netspéch). Vyuziva se napt. pti modelovani hodu minci.

Rovnomérné rozdéleni R(n) — Predpoklada, ze vSechny vysledky maji stejnou
pravdépodobnost. Pouziva se napr. pri hodu kostkou, kde kazdé ¢islo ma stejnou
pravdépodobnost.

Binomické rozdéleni Bi(n,p) — Popisuje pocet tspécht pri pevné daném poctu
nezavislych pokusti, kde kazdy pokus mé stejnou pravdépodobnost tispéchu. Prikla-
dem je situace, kdy se sleduje pocet tispéchii pti opakovanych pokusech, jako je napft.
ranni dochazka studenta.

Poissonovo rozdéleni Po()\) — Pouziva se k modelovani poc¢tu vyskyti udélosti v
pevném casovém nebo prostorovém intervalu. V praxi muze jit napt. o modelovani
poctu zakazniki prichazejicich k realitnimu makléri.

Hypergeometrické rozdéleni H(N, M,n) — Popisuje pravdépodobnost uré¢itého
poctu uspéchi pri vybéru bez vraceni z konecné populace. Prikladem je sledovani
poctu vadnych vyrobku pri ndhodném vybéru z vyrobni davky.
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10.

11.

12.

Jaké jsou zakladni ¢iselné charakteristiky binomického rozdéleni?
Jak vypada pravdépodobnostni funkce binomického rozdéleni pro n = 10 a p = 0,57
Co modeluje Poissonovo rozdéleni?

Jaky je vzorec pro pravdépodobnost, ze Poissonova nahodné velicina X nabude
hodnoty k, pokud ma parametr \?

Jaky je vztah mezi stfedni hodnotou a rozptylem u Poissonova rozdéleni?
Jaké typické aplikace ma Poissonovo rozdéleni v redlném svété?

Co modeluje hypergeometrické rozdéleni?

Jaky je rozdil mezi binomickym a hypergeometrickym rozdélenim?

V dodévce 80 polotovari je 8 (tj. 10 %) vadnych. Ndhodné vybereme (najednou, tj.
,bez vraceni*) 5 kusu polotovaru k dalsi kompletaci. Jaka je pravdépodobnost, ze
mezi vybranymi prvky bude maximélné jeden vadny?  [0,7248]

Ve skladisti zavodu je 5 000 vyrobki stejného typu. Pravdépodobnost toho, Ze dany
vyrobek nevydrzi kontrolni zapojeni, je 0,1 %. Najdéte pravdépodobnost, ze z vy-
robku na skladé vice nez dva nevydrzi kontrolni zapojeni.  [0,0036]

Korektura 500 stranek obsahuje 500 nalezenych tiskovych chyb. Najdéte pravdépo-
dobnost toho, ze na strance jsou nejméné t¥i chyby.  [0,0803]

Najdéte pravdépodobnost toho, ze mezi 200 vyrobky se vyskytnou vice nez tii
zmetky, kdyz v priuméru je zmetkovitost vyroby téchto vyrobku 1 %. [0,1423]
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Kapitola 5

Zakladni typy rozdeleni
pravdepodobnosti spojité

1\

nahodné veliCiny

Po prostudovani této kapitoly budete umét:
« vyjmenovat zakladni spojita rozdéleni pravdépodobnosti i s jejich dulezitymi vlast-

nostmi,
« vypocitat zakladni charakteristiky danych typt rozdéleni pravdépodobnosti,

« pomoci excelovskych funkei vypocist hodnoty hustot a distribusnich funkei spojitych
rozdélent,

« pomoci excelovskych funkci vypocist kvantily spojitych rozdéleni.

Klicova slova:
Rozdéleni pravdépodobnosti, hustota funkce, distribuc¢ni funkce, sttedni hodnota, rozptyl,
kvantil.
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Nahled kapitoly

Tato kapitola se zaméruje na zakladni typy rozdéleni pravdépodobnosti pro spojité nahodné
veli¢iny. Seznamime se s rozdélenimi, jako je normalni, exponencialni a rovnomeérné rozdéleni.
Kazdé z téchto rozdéleni ma specifické vlastnosti a pouziva se v rtiznych situacich pii modelovani
nahodnych jevii. Kromeé teoretického popisu si také ukéazeme, jak tato rozdéleni aplikovat v praxi
a jak vypocitat pravdépodobnosti a dalsi charakteristiky. V kapitole jsou uvedeny priklady,
které demonstruji uziti spojitych rozdéleni v realnych situacich.

Cile kapitoly

Cilem je pochopit a rozlisovat zdkladni typy rozdéleni pravdépodobnosti pro spojité nahodné
veli¢iny a aplikovat tyto poznatky pri feSeni tloh z praxe.

Casova naroénost

Pro tuto kapitolu doporucujeme vyclenit ptiblizné 3 hodiny, které zahrnuji jak studium teore-
tickych ¢ésti, tak procvicovani praktickych priklada a aplikaci.

5.1 Normalni rozdéleni

Definice

Definice 5.1. Normalni rozdéleni N(u,c?) je rozdéleni pravdépodobnosti, které je sy-
metrické kolem stfedni hodnoty p a jeho tvar je zvonovity. Je urceno dvéma parametry:
stfedni hodnotou p a smérodatnou odchylkou o.

Hustota norméalniho rozdéleni je dana vzorcem:

f w5, 0%) = —— eXp<—<x_M)2>,

2o 202

kde 1 je stiedni hodnota a o2 je rozptyl.

Rozdéleni N(0;1) se nazyva normované (nebo standardizované) normadalni rozdéleni
a je ve statistice velmi dulezité.
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Obr. 8: Jeden z hrdych otcti norméalniho rozdéleni (vytvoreno pomoci ChatGPT, openAl)

Zakladni ¢iselné charakteristiky

Stfedni hodnota: u

Rozptyl: o2

Symetrie: Normalni rozdéleni je symetrické kolem stredni hodnoty pu.

Grafy hustot a distribuc¢ni funkce

Grafy znazornujici hustoty a distribuc¢ni funkce normalniho rozdéleni pro rizné hodnoty p a o
jsou uvedeny na obréazcich 9 a 10.
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Obr. 9: Grafy hustot a distribuc¢nich funkci norméalniho rozdéleni s riznymi rozptyly
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Obr.

tami

10: Grafy hustot a distribu¢nich funkci normélniho rozdéleni s riznymi sttednimi hodno-

Excelovskeé funkce

Pro praci s normalnim rozdélenim lze v Excelu pouzit nasledujici funkce:

Pro praci s normovanym normaélnim rozdélenim (u

Hustota pravdépodobnosti (PDF): Funkce NORM.DIST(x; wu; o; FALSE) vraci hod-
notu hustoty pravdépodobnosti.

Distribu¢ni funkce (CDF): Funkce NORM.DIST(x; p; o; TRUE) vraci hodnotu dis-
tribu¢ni funkece.

Kvantilova funkce: Funkce NORM. INV(p; p; o) vraci kvantil pro danou pravdépodob-
nost p, stredni hodnotu p a smérodatnou odchylku o.

0, 0 = 1) lze pouzit specializované

funkece:

Hustota pravdépodobnosti (PDF'): Funkce NORM.S.DIST(x; FALSE) vraci hodnotu
hustoty pravdépodobnosti.

Distribuéni funkce (CDF'): Funkce NORM.S.DIST(x; TRUE) vraci hodnotu distribu¢ni
funkce.

Kvantilova funkce: Funkce NORM.S.INV(p) vraci kvantil pro danou pravdépodobnost
.
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5.2 Rovnomeérné rozdéleni

Definice

Definice 5.2. Rovnomeérné rozdéleni U(a,b) je rozdéleni pravdépodobnosti, kde kazda
hodnota z intervalu [a, b] ma stejnou pravdépodobnost. Je uréeno dvéma parametry: dolni
mezi a a horni mezi b.

Hustota rovnomérného rozdéleni je dana vzorcem:

f(x;a,b) =

pro a<ux<b.
b—a

Toto rozdéleni se pouziva, pokud je kazda hodnota v ur¢itém rozsahu stejné pravdépodobna.

Zakladni ¢iselné charakteristiky

Stfedni hodnota: “T“’

(b—a)?
12

Rozptyl:

Symetrie: Rovnomérné rozdéleni je symetrické kolem stfedni hodnoty.

Grafy hustoty a distribuéni funkce

Grafy hustoty a distribuc¢ni funkce rovnomérného rozdéleni pro riizné hodnoty a a b jsou uvedeny
na obrazku 11.

0.6 1 1 T T
—U(0,5) 1H—u(0,5)
_U 1,4 _U 1,4 /l
04l (1,4) (1,4) ,
= | O Z ]
~ 0.2 = L3
| | | |
0 2 4 6 4 6
X X

Obr. 11: Grafy hustot a distribu¢nich funkci rovnomérného rozdéleni (rizné parametry a a b)



85

Zaklady statistiky

Excelovské funkce

Pro préaci s rovnomérnym rozdélenim lze v Excelu pouzit nasledujici funkce:

Hustota pravdépodobnosti (PDF): Funkce UNIFORM.DIST(x; a; b; FALSE) vraci
hodnotu hustoty pravdépodobnosti.

Distribu¢ni funkce (CDF): Funkce UNIFORM.DIST(x; a; b; TRUE) vraci hodnotu

distribu¢ni funkce.

Kvantilova funkce:

Funkce UNIFORM. INV(p; a; b) vraci kvantil pro danou pravdépo-

dobnost p, dolni mez a a horni mez b.

5.3 Exponencialni rozdeleni

Definice

casu).

Definice 5.3. Exponencialni rozdéleni Exp()) je rozdéleni pravdépodobnosti, které mo-
deluje dobu mezi nezavislymi ndhodnymi udalostmi, které se vyskytuji s konstantni prameér-
nou mirou. Parametr A pfedstavuje intenzitu udalosti (pramérny pocet vyskytu za jednotku

Hustota exponencialniho rozdéleni je dana vzorcem:

kde A > 0 je parametr udavajici rychlost procesu. Tento typ rozdéleni se pouziva pro mo-
delovani napriklad doby ¢ekani na prichod udalosti.

flz; N) = Xe™ pro x>0,

Zakladni ¢iselné charakteristiky

Stredni hodnota:

1

Rozptyl: 5

Asymetrie: Exponencialni rozdéleni je asymetrické, ma delsi pravy chvost.

1
A

Grafy hustoty a distribuéni funkce

Grafy hustoty a distribu¢ni funkce exponencialniho rozdéleni pro rtizné hodnoty A jsou uvedeny

na obrazku 12.
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Obr. 12: Grafy hustot a distribu¢nich funkei exponencialniho rozdéleni pro rizné parametry A

Excelovskeé funkce

Pro praci s exponencialnim rozdélenim lze v Excelu pouzit nasledujici funkce:

Hustota pravdépodobnosti (PDF): Funkce EXPON.DIST(x; A; FALSE) vraci hod-

notu hustoty pravdépodobnosti.

Distribu¢ni funkce (CDF): Funkce EXPON.DIST(x; A; TRUE) vraci hodnotu distri-

buc¢ni funkce.

Kvantilova funkce: Funkce EXPON. INV(p; A) vraci kvantil pro danou pravdépodobnost

p a parametr \.

5.4 Resené priklady

Priklad 5.4 (Rovnomeérné rozdéleni R(a,b)). Tramvajova linka ¢islo 8 odjizdi v dopolednich
hodinéch ze zastavky kazdych 10 minut. Vypoctéte pravdépodobnost, ze na ni budete dopoledne

¢ekat déle nez 7 minut.

Doba cekani je ndhodna veli¢ina X, kterd ma rovnomeérné rozdéleni pravdépodobnosti — v

nasem pripadé R(0, 10).

Reseni: Pro rovnomérné rozdéleni R(a,b) plati:

a<zx<hb,
0, jinak.

V nasem pripadé a = 0 a b = 10, takze hustota pravdépodobnosti je:

0<z <10,

jinak.

@) = {gj’
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Distribuéni funkce F(x) je:

0, x<0,
F(r)=q45, 0<2<10,
1, x>10.

Pravdépodobnost, ze budeme ¢ekat déle nez 7 minut, je:

7
P(X>7):1—F(7):1—E:0,3.
O
Priklad 5.5 (Exponencialni rozdéleni F(\)). Doba ¢ekani hosta na pivo je v restauraci U Lva
primérné 5 minut. Urcete:
1. hustotu pravdépodobnosti nahodné veli¢iny, kterd je dana dobou ¢ekani na pivo,

2. pravdépodobnost, ze budeme c¢ekat na pivo déle nez 12 minut,

3. dobu c¢ekani, béhem které bude zakaznik obslouzen s pravdépodobnosti 0,9.

Jedna se tedy o exponencialni rozdéleni pravdépodobnosti.

Reseni: 1. Hustota pravdépodobnosti pro exponencidlni rozdéleni F()\) je dana vztahem:
e ™ x>0,
flz) =
0, x < 0.

V nasem pripadé je stredni doba cekani % = 5, takze \ = é = 0,2. Hustota pravdépodob-
nosti tedy je:
0,2e792% 2 >0,
flz) =
0, x < 0.

2. Distribuéni funkce F'(z) je:

0 z <0
F:C — ) )
(z) {1—6_0’2”‘*’, x> 0.

Pravdépodobnost, ze budeme ¢ekat déle nez 12 minut, je:

P(X>12)=1-F(12) =1— (1 — e ") = ¢72*  0,0907.

3. Hledame dobu c¢ekani t, pri které bude zakaznik obslouzen s pravdépodobnosti 0,9:
PX<t)=1-e""=0,9.

Z toho plyne:

e =01 = -02=In(0,1) = t=

Zakaznik bude obslouzen s pravdépodobnosti 0,9 do 11,51 minut.
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Priklad 5.6 (Normalni rozdéleni N(u,0?)). Jaka je pravdépodobnost, Ze ndhodna veli¢ina X,
kterd ma rozdéleni N(10,9), nabude hodnoty:

1. mensi nez 16,

2. vétsi nez 10,

3. v mezich od 7 do 227

Resent: 1. Hustota pravdépodobnosti pro normdln{ rozdéleni N(u,0?) je ddna vztahem:
1 (z=p)?
fla) = — e T
o\ 2T

V nasem piipadé = 10 a 02 = 9, takZe hustota pravdépodobnosti je:

1 _ (z—10)2
€Tr) = ———€ 18
/(@) 3v2r

Distribuéni funkce F(x) je integrovana z hustoty pravdépodobnosti:
F(z)=P(X <z) proz e (—o0,00).
Hodnoty distribu¢ni funkce 1ze zjistit pomoci tabulek nebo napt. v Excelu funkci NORMDIST.
2. Pravdépodobnost, ze X < 16, je:

P(X < 16) = F(16) ~ NORMDIST(16,10,3,1) ~ 0,9772.

3. Pravdépodobnost, ze X > 10, je:

P(X >10)=1— F(10) = 1 — NORMDIST(10, 10, 3,1) = 0.5.

4. Pravdépodobnost, ze X nabude hodnoty v intervalu 7 < X < 22, je:

P(7 < X < 22) = F(22) — F(7) ~ NORMDIST(22, 10,3, 1) — NORMDIST(7, 10, 3, 1) ~ 0,8413.

]

V této kapitole jsme se zabyvali zdkladnimi spojitymi rozdélenimi pravdépodobnosti, ktera
se hojné pouzivaji v praxi. Seznamili jsme se s jejich vlastnostmi, praktickym pouzitim a
s metodami vypoctu pravdépodobnosti a charakteristik.

Rovnomérné rozdéleni R(a,b) — Tento typ rozdéleni se pouzivd tehdy, kdyz
méa nahodna veli¢ina stejnou pravdépodobnost vyskytu na kazdém bodé intervalu
(a,b). V této kapitole jsme si ukazali, jak vypocitat pravdépodobnosti a distribu¢ni
funkci rovnomérné rozdélené ndhodné veli¢iny a jaké jsou jeji zakladni charakteris-
tiky (stfedni hodnota, rozptyl).
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Exponencidlni rozdéleni E()\) — Exponencidlni rozdéleni se pouzivd pii mode-
lovani ¢asu mezi udalostmi v procesech, které se vyskytuji s konstantni intenzitou.
V praxi miize jit naptiklad o dobu c¢ekani na obsluhu. Zabyvali jsme se vypoctem
pravdépodobnosti, distribu¢ni funkei a ¢asovymi intervaly, v nichz nastanou urcité
udalosti s danou pravdépodobnosti.

Normalni rozdéleni N(u,0?) — Toto rozdéleni, ¢asto oznacované jako Gaussovo,
je jednim z nejdulezitéjsich rozdéleni v teorii pravdépodobnosti. Modeluje mnohé
realné procesy, jako jsou méreni s chybami. V kapitole jsme si ukazali, jak pomoci
normalniho rozdéleni odhadnout pravdépodobnosti pro rtzné intervaly hodnot, jak
vypocitat hodnoty distribu¢ni funkce a jak vyuzit tabulky ¢i software pti vypoctech.

V této kapitole jsme se zamérili také na aplikace téchto rozdéleni ve formé fesenych
prikladt, které zahrnovaly vypocty pravdépodobnosti a interpretace ziskanych vysledkii.
Naucili jsme se rozliSovat situace, kdy je vhodné pouzit jednotlivé typy spojitych rozdéleni,
a ziskali jsme praktické dovednosti pri jejich pouziti.

Kapitola poskytuje pevny zaklad pro pochopeni spojitych nahodnych veli¢in a jejich roz-
déleni, které jsou klicové pro analyzu a modelovani redlnych dat v rtznych oblastech, od
statistiky po strojové uceni.

10.

11.

Jaké jsou hlavni rozdily mezi spojitym a diskrétnim rozdélenim pravdépodobnosti?
Uvedte priklady spojitych rozdéleni.

Co je to distribuc¢ni funkce ndhodné veli¢iny a jaky je jeji vyznam? Jaky tvar ma
distribu¢ni funkce pro rovnomérné rozdéleni?

. Vysvétlete, co rozumime pod terminem hustota pravdépodobnosti. Jaka je hustota

pravdépodobnosti pro exponencidlni rozdéleni?

Jaké jsou zdkladni charakteristiky normalniho rozdéleni N(u,o?)? Pro¢ je toto roz-
déleni tak dulezité v teorii pravdépodobnosti a statistice?

Jaké jsou aplikace exponencialniho rozdéleni v praxi? Vysvétlete, v jakych situacich
je vhodné pouzit exponencialni rozdéleni.

. K ¢emu se pouziva rovnomeérné rozdéleni? Jak se vypocita stfedni hodnota a rozptyl

rovnomérné rozdélené nahodné velic¢iny?

Jakou roli hraje normalni rozdéleni pri testovani statistickych hypotéz? Jaké vlast-
nosti musi mit data, aby bylo mozné pouzit normalni rozdéleni pro analyzu?

Jaké jsou klicové rozdily mezi pravdépodobnostni funkei a hustotou pravdépodob-
nosti? Jakou hodnotu ma hustota pravdépodobnosti v konkrétnim bodé pro normalni
rozdéleni?

Co rozumime pod pojmem stiedni hodnota nahodné veliciny? Jak se lisi stredni
hodnota mezi rovhomérnym, exponencidlnim a normalnim rozdélenim?

Jaky je vztah mezi intenzitou A v exponencidlnim rozdéleni a stfedni dobou mezi
udalostmi?

Néhodna veli¢ina X mé rozdéleni N(0,1). Urcete:

a. P(X <2,31) [0,9896]
b. P(X <—1,1) [0,1357]
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c. P(—0,41 < X <2,92) [0,6599]

12. Vaha v uhelnych skladech vazi s chybou 30 kg, pri¢emz snizuje vahu. Ndhodné chyby
maji normalni rozdéleni pravdépodobnosti se ¢ = 100 kg. Jaka je pravdépodobnost,
ze chyba zjisténé vahy neprekroci v absolutni hodnoté 90 kg?  [0,6730]

13. Rovnomérné rozdélena nahodné velicina X na intervalu (2, 10). Vypoctéte:

a. Stfedni hodnotu a rozptyl.  [Stfedni hodnota: 6, Rozptyl: 5,33]
b. P(X >7) [0,375]

14. Cas mezi udédlostmi je modelovan exponencidlnim rozdélenim s intenzitou A = 0,5.
Jaka je pravdépodobnost, ze ¢as mezi dvéma udalostmi bude mensi nez 3 minuty?

[0,7769]
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Kapitola 6

Nahodny vektor

Po prostudovani této kapitoly budete umét:
« urcit hustotu pravdépodobnosti a distribu¢ni funkci ndhodného vektoru,
« vypocitat marginalni funkce ndhodného vektoru a charakteristiky ndhodného vek-
toru — kovarianci a koeficient korelace.

Klicova slova:

Nahodny vektor, hustota pravdépodobnosti, distribu¢ni funkce, kovariance, koeficient ko-
relace.
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Nahled kapitoly

V této kapitole se zamérime na pojem nahodného vektoru, coz je rozsiteni ndhodné velic¢iny
na pripad dvou nebo vice veli¢in soucasné. Probereme zakladni vlastnosti ndhodného vektoru,
spolecné a marginalni rozdéleni, a ukdzeme si, jak lze analyzovat zavislosti mezi jednotlivymi
slozkami vektoru. Déle se budeme vénovat vypoctu ciselnych charakteristik, jako je stredni
hodnota, kovariance a koeficient korelace, a jejich vyznamu pfi praci s nahodnymi veli¢inami.
Na praktickych ptikladech uvidime, jak lze tyto pojmy vyuzit.

Cile kapitoly

Cilem je pochopit, pro¢ je dulezité pracovat s vice nahodnymi velicinami soucasné a jaky prinos
to ma pro analyzu dat.

Casova naroénost

Pro zvladnuti této kapitoly doporuc¢ujeme vénovat priblizné 3 hodiny studiu teorie, vypoctu
charakteristik nahodného vektoru a teseni praktickych prikladi, které vam pomohou lépe po-
rozumeét zavislostem mezi ndhodnymi veli¢inami.

6.1 Dvourozmerny nahodny vektor

Néahodny vektor predstavuje rozsiteni pojmu nahodné velic¢iny na pripad dvou a vice nahodnych
veli¢in soucasné. Popisuje pravdépodobnostni chovani vice veli¢in a umoznuje analyzovat jejich
spolecnou distribuci a zavislosti mezi nimi. V této kapitole se zamérime na pripad dvourozmér-
ného ndhodného vektoru.

Definice 6.1 (Nahodny vektor). Nahodny vektor (X,Y") je usporddand dvojice ndhodnych
veli¢in. Pro popis jeho pravdépodobnostni struktury se vyuziva spole¢na pravdépodobnostni
funkce p(x,y) u diskrétnich veli¢in nebo hustota pravdépodobnosti f(z,y) u spojitych veli-
¢in.

Definice 6.2 (Spolecna pravdépodobnostni funkce a hustota pravdépodobnosti). V pripadé
diskrétnich veli¢in je spolend pravdépodobnostni funkce p(x,y) = P(X = z,Y = y) defi-
novana jako pravdépodobnost, ze X = z a Y = y. U spojitych veli¢in je spoleénd hustota
pravdépodobnosti f(z,y) definovana tak, ze:

P(X € (21,22),Y € (11, 12)) = / " / " (e y) dy de.

z1 Y1
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Definice 6.3 (Marginélni rozdéleni). Margindlni rozdéleni popisuje pravdépodobnostni cho-
vani jednotlivych slozek ndhodného vektoru. U diskrétnich veli¢in ziskdme marginalni prav-
dépodobnosti p; () a ps(y) jako:

Yy x
Pro spojité veli¢iny ziskdme margindlni hustoty fi(z) a fo(y) integraci:

@) = [~ tawdy b= [ fay)de

Definice 6.4 (Distribu¢ni funkce). Distribuéni funkce ndhodného vektoru F(z,y) je defi-
novana jako:
F(z,y)=P(X <z,Y <y).
U spojitych veli¢in plati:
Ty
F(z,y) = / / f(u,v) dv du.

Definice 6.5 (Podminéné rozdéleni). Podminéna pravdépodobnost p(x | y) je definovdana
jako:

p(r|y) = p;:(’y? pro  pa(y) > 0.

Pro spojité veli¢iny je podminénd hustota definovana obdobné:

f(z,y)
fz(y)

flx]y) = pro  fo(y) > 0.

Definice 6.6 (Ciselné charakteristiky ndhodného vektoru). Mezi zakladni charakteristiky
ndhodného vektoru (X,Y") patii stfedni hodnota, rozptyl a kovariance:

EX] =) z-pi(z) (diskrétni) nebo FE[X]|= /O:ox - fi(z)dx  (spojité).

Kovariance Cov(X,Y’) se pocitd jako:

Cov(X,Y) = E[(X — E[X]))(Y — E[Y])] = E[XY] - E[X|E[Y].
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zavislosti mezi velicinami X a Y. Definice koeficientu korelace je:

Cov(X,Y)

0x0y

p(X,Y) =

intervalu (—1,1).

Definice 6.7 (Koeficient korelace). Koeficient korelace p(X,Y’) vyjadiuje miru linedrni

kde ox a oy jsou smérodatné odchylky veli¢in X a Y. Hodnota p(X,Y) se pohybuje v

6.2 Resené priklady
Priklad 6.8. Najdéte konstantu ¢, tak aby funkce:

ﬂw):{cﬁ;, 2<0<3,0<y<1,

0, jinak.

byla hustotou pravdépodobnosti néjakého nahodného vektoru (X,Y).

Reseni: Aby byla f(z,y) hustotou pravdépodobnosti, musi platit:

1 3 g2
/ / c——dxdy = 1.
0o J2 1412

Nejprve vypocitame integral:

Y
/0/21+y2xy.

Integral lze rozdélit na vnitini a vnéjsi:

13x2dd 1 1 32dd
/0/21+y2 xy_/o 1+y2</zx x) v

Vnitini integral je:

Vnéjsi integral je:
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E |
/0 1+ 42 dy = [arctan(y)], = arctan(1) — arctan(0) = %

Celkovy integral je tedy:

13 p2 19 =« 197
/ / dedy=—+-— = —.
0o J2 1492 3 4 12

Aby byla f(x,y) hustotou pravdépodobnosti, musi platit:

197
2T,
“" 19

Z toho plyne:

12
c=—.
197

Hustota pravdépodobnosti je tedy:

197 T+y27

0, jinak.

12 z?
oo 2<x<3,0<y<1,
f(x,y)Z{

O

Priklad 6.9. Studenti z jedné studijni skupiny byli na zkousce z matematiky a fyziky s témito
vysledky (prvni hodnota v usporadané dvojici oznacuje vysledek studenta z matematiky, druhd
z fyziky):

—_
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1. Vytvorte pravdépodobnostni tabulku ndhodného vektoru, jehoz slozka X bude znamenat
vysledky u zkousky z matematiky a slozka Y bude znamenat vysledky u zkousky z fyziky.

2. Urcete marginalni pravdépodobnostni funkce p;(z) a pa(y).
3. Urcete distribu¢ni funkci F(z,y).

4. Urcete podminéné pravdépodobnosti p(z | y).
Resend: Studentii je podle zad4n{ 20 (n = 20).

ad 1. Vytvorime pravdépodobnostni tabulku pro ndhodny vektor (X,Y):
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X\Y| 1] 2] 3] 4
1 1005]005/005| 0
2 0,05 0,10 0
3 0 [0,10 025 0,10
4 0 |0,0 0,15

Hodnoty v prvnim fadku a prvnim sloupci jsou hodnoty, kterych mohou nabyvat nadhodné
veliciny X a Y. Ostatni ¢isla v tabulce znamenaji pravdépodobnosti vSech moznych dvojic,

napiiklad (hodnota v druhém fadku a druhém sloupci tabulky) p(1,1) = % = 0,05, nebot

hodnota (1,1) je jen jedna z dvaceti. Podobné tfeba p(3,2) = 2 = 0,10.

ad 2. Margindlni pravdépodobnostni funkce p;(z) a ps(y):

X\Y| 1 | 2| 3 | 4 p
1 ]0,05]005/005| 0 0,15
2 0,05|0,10 | 0 0,15
3 0 [0,10 0,25 0,10 0,45
4 0 [0,10 0,15 0,25
p2(y) | 0,05 | 0,20 | 0,50 | 0,25 1,00

Marginalni pravdépodobnostni funkce p; (z) jsou dany soucty pravdépodobnosti v fadcich,
p2(y) jsou dany soucty pravdépodobnosti ve sloupcich.
ad 3. Distribu¢ni funkce F(z,y):

Distribu¢ni funkce F(z,y) je souctem vsech pravdépodobnosti, kde X < z a ¥V < y.
Napriklad:

F(3,3) = P(X <3,Y <3)=0,05+ 0,05+ 0,05+ 0,05+ 0,10 + 0,10 + 0,25 = 0,65.
Tabulka hodnot distribu¢ni funkce F'(z,y) je nasledujici:

X\Y | 1 2 3 4 | F(z,y)
1 0,051 0,10 | 0,15 | 0,15 | 0,15
2 1005]015]025]025| 025
3 0,051 0,25 | 0,50 | 0,60 | 0,60
4 0,05 | 0,25 | 0,60 | 0,75 | 0,75

ad 4. Podminéné pravdépodobnosti p(z | y):

Podminéné pravdépodobnosti p(x | y) se vypodéitaji jako:

p(z,y)
P2(?/) '

p(r|y) =

Napiiklad p(3 | 3) = 222 = 0,50.
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Tabulka podminénych pravdépodobnosti p(x | y) je nésledujici:

X\Y| 1] 2] 3] 4
1 |1,00]025]0,10 0,00
2 10,00 |0,25 | 0,20 | 0,00
3 10,00|050 | 0,50 | 0,40
4 10,00 0,00 | 0,20 | 0,60

]

Priklad 6.10. Urcete ciselné charakteristiky ndhodného vektoru (X, Y'), ktery je zadan tabul-
kou:

WX | 2| 3|6
1 |0,15[020]0,10
3 10,200,05 | 0,30

Reseni: Budeme postupovat podle nésledujicich kroki:
1. Stfedn{ hodnota E(X) a E(Y):

Stredni hodnoty se vypocitaji jako vazeny primeér hodnot X a Y s vahami odpovidajicimi
pravdépodobnostem:

szz (i, y5),
Zzy] Izay]

Pro vypocet E(X):

E(X) = 2:(0,15+0,20)+3-(0,2040,05)+6-(0,10+0,30) = 2:0,35+3-0,25+6-0,40 = 0,70-+0,75+2,40 =

Pro vypocet E(Y):

E(Y) =1-(0,15+0,2040,10) +3- (0,20 + 0,05+ 0,30) = 1-0,45 4 3- 0,55 = 0,45+ 1,65 = 2,10.

2. Rozptyl D(X) a D(Y):

Rozptyl se vypocita jako:

3,85.



Néhodny vektor 98

Pro vypocet D(X):

D(X) = (2 —3,85)%- (0,154 0,20) + (3 — 3,85)% - (0,20 + 0,05) + (6 — 3,85)* - (0,10 + 0,30).

D(X) = (—1,85)-0,35+ (—0,85)2-0,25+2,152-0,40 = 3,4225-0,35+0,7225- 0,25+ 4,6225 - 0,40.

D(X) = 1,198875 + 0,180625 -+ 1,849 = 3,2285.

Pro vypocet D(Y):

D(Y) = (1 —2,10)*- (0,15 + 0,20 + 0,10) + (3 — 2,10)2 - (0,20 + 0,05 + 0,30).

D(Y) = (—1,10)*- 0,45 + 0,90 - 0,55 = 1,21 - 0,45 + 0,81 - 0,55 = 0,5445 + 0,4455 = 0,99.

3. Kovariance Cov(X,Y):

Kovariance se vypocita jako:

Cov(X,Y) =3 > (2 — BE(X)) - (y; — E(Y))  p(=i,y;).

g

Cov(X,Y) = (2 —3,85) - (1 —2,10) - 0,15 + (2 — 3,85) - (3 — 2,10) - 0,20 + ...

Cov(X,Y) = (—=1,85) - (—1,10) - 0,15 + (—1,85) - 0,90 - 0,20 + . ..

Cov(X,Y) =0,30525 — 0,333 + . ..
Pocitanim vSech ¢lent dostaneme hodnotu kovariance priblizné Cov(X,Y') = 0,465.
4. Koeficient korelace p(X,Y):
Koeficient korelace je dan vztahem:

Cov(X,Y)
D(X)-D(Y)

p(X,Y) =
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0465 0465 0465 _

X,Y) = _ _ ~
XY V/3.2285-0,99 /3,196 1,787

0,26.

Jedna se tedy o slabou pozitivni linedrni zavislost mezi ndhodnymi velicinami X a Y. O]

Priklad 6.11. Vypoctéte stredni hodnotu ndhodné veli¢iny X nahodného vektoru, ktery je
urc¢en hustotou pravdépodobnosti:

Isin(z+y), 0<z<Z,0<y<T,

fzy) = {O, jinak.

Reseni: Stiedni hodnota nadhodné veli¢iny X je dédna vztahem:

5z 1
E(X):/O /0 x'gsin(x—i-y)dxdy.

Nejprve vypocitame vnitini integral podle proménné x:

1 3 2
E(X):§./o /0 xsin(zx + y) dr dy.

Pro vypocet pouZijeme substituci u = z + y, coZ znamend du = dx a u se méni od y do y + 7.
Poté mame:

E(X) = 1/0; /yy+’2’(u — ) sin(u) du dy.

Nyni rozdélime integral na dva:

E(X) = ;/og (/nyrg usin(u) du — y/y+g sin(u) du) dy.

Prvni integral [wsin(u)du je:

/usin(u) du = —u cos(u) + sin(u).

Po dosazeni mezi u = y a u = y + § dostaneme:

/ng usin(u) du = — (y + 72T> cos (y + 72T> + sin (y + 72T> — (—ycos(y) +sin(y)).

Dale plati, Ze cos (y + g) = —sin(y) a sin (y + g) = cos(y), takze prvni ¢ast integralu je:
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+5
/y usin(u) du = ysin(y) + gcos(y) + cos(y) — y cos(y).
Yy

Druhy integral f;ﬁg sin(u) du je:

/sin(u) du = — cos(u),

takze po dosazeni mezi dostaneme:

/@/y+; sin(u) du = — cos (y + g) +cos(y) = sin(y) + cos(y).

Nakonec integrujeme vnéjsi integral podle y a dostaneme vyslednou hodnotu stredni hodnoty
E(X).

Po kompletnim vypoctu zjistime, ze:

V této kapitole jsme se seznamili s konceptem ndhodného vektoru, ktery predstavuje
rozsiteni pojmu nahodné veli¢iny na pripad dvou a vice ndhodnych veli¢in soucasné.
Néahodny vektor popisuje pravdépodobnostni chovani vice veli¢in a umoznuje analyzovat
jejich spolecnou distribuci a zavislosti mezi nimi.

V této kapitole jsme rovnéz resili praktické priklady, ve kterych jsme aplikovali vyse
uvedené koncepty. Nahodny vektor je dilezitym néstrojem pri analyze dat, kde je treba
zkoumat vice proménnych soucasné a jejich vzajemné vztahy. Tato kapitola poskytuje
zakladni porozumeéni tomu, jak tyto zavislosti modelovat a analyzovat.

Definice ndhodného vektoru: Nahodny vektor (X,Y') je usporddand dvojice na-
hodnych veli¢in. Pro popis jeho pravdépodobnostni struktury se vyuziva spolecna
pravdépodobnostni funkce (u diskrétnich veli¢in) nebo hustota pravdépodobnosti (u
spojitych veliin).

Spole¢na pravdépodobnostni funkce a hustota pravdépodobnosti: V pri-
padé diskrétnich veli¢in (X,Y) je spoletnd pravdépodobnostni funkce p(x,y) defi-
novana jako pravdépodobnost, ze X = x a Y = y. U spojitych veli¢in je obdobné
definovana spoleéna hustota pravdépodobnosti f(z,y).

Margindalni rozdéleni: Marginalni rozdéleni pi(x) a ps(y) popisuje pravdépodob-
nostni chovani jednotlivych slozek ndhodného vektoru. Ziskavé se souctem (u dis-
krétnich veli¢in) nebo integraci (u spojitych veli¢in) pres vSechny hodnoty druhé
velic¢iny.

Distribu¢ni funkce: Distribuéni funkce ndhodného vektoru F'(z,y) je definovdana
jako pravdépodobnost, ze X <z a Y <uy.
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Podminéné rozdéleni: Podminéné rozdéleni p(x | y) popisuje pravdépodobnost,
ze nahodnéa velicina X nabude hodnoty z, pokud je znamo, ze Y = y. Pro spojité
veli¢iny se obdobné definuje podminénda hustota pravdépodobnosti.

Ciselné charakteristiky ndhodného vektoru: Mezi zédkladni &selné charakte-
ristiky patii stfedni hodnota, rozptyl, kovariance a koeficient korelace. Tyto charak-
teristiky umoznuji popsat zavislosti mezi slozkami ndhodného vektoru a miru jejich
vzajemné zavislosti.

Koeficient korelace: Koeficient korelace p(X,Y) uddvd miru linedrni zévislosti
mezi veli¢inami X a Y. Hodnota p se pohybuje v intervalu (—1, 1), kde hodnoty
blizké 1 nebo -1 indikuji silnou pozitivni, resp. negativni zavislost, zatimco hodnoty
blizké 0 indikuji slabou nebo zadnou zavislost.

. Co je to dvourozmérny ndhodny vektor a jak se lisi od jednorozmérné nahodné

veli¢iny?

. Jak je definovana spoleéné pravdépodobnostni funkce dvou ndhodnych veli¢in X a

Y?

. Vysvétlete rozdil mezi margindlnim a podminénym rozdélenim ndhodného vektoru.
. Jak se vypocita marginalni rozdéleni z dvourozmérného nahodného vektoru?

. Jaka je definice kovariance a co vyjadiuje o zavislosti mezi ndhodnymi veli¢inami X

ayYy?

. Co vyjadruje koeficient korelace a v jakém intervalu se jeho hodnota pohybuje?
. Jaky je vztah mezi kovarianci a koeficientem korelace pro nahodny vektor (X, Y)?

. Uvedte priklad praktického vyuziti dvourozmérného ndhodného vektoru v ekonomii

nebo managementu.

. Nahodny vektor (X,Y) mé pravdépodobnostni funkci zadanou tabulkou:

X\v| 1| 2] 3
—1 10,15 ]0,05] 0,10
0 [0,010,10 | 0,15
0,05 | 0,10 | 0,20

Urcete:
a. P(X=0,Y =3) [0,15]
b. P(X <05,Y <25) [0,40]
P(X >0,Y >25) [0,20]
marginalni rozdéleni P(X) [P(X = —1) = 0,30, P(X = 0) = 0,35, P(X =
1) =0,35]
e. marginalni rozdéleni P(Y) [P(Y =1) =0,30,P(Y =2) =0,25,P(Y =3) =
0,45]

o

e

10. Pro nahodny vektor dany nésledujici tabulkou vypoctéte koeficient korelace:
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X\v| 1|0
1 ]005]0,01
0 002|092

[Koeficient korelace p(X,Y) ~ 0,7558]
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Kapitola 7

Statisticky soubor s jednim
argumentem

Po prostudovani této kapitoly budete umét:
« urc¢it zakladni popisné charakteristiky statistického souboru s jednim argumentem

(viz klicova slova),

« vyuzit k témto vypoctium statisticky software (Excel).

Klicova slova:
Zéakladni soubor, statisticka jednotka, Cetnosti, grafické znazornéni Cetnosti, aritmeticky

prumér, modus, kvantily, median, kvartily, decily, percentily, rozptyl, smérodatna od-
chylka.
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Nahled kapitoly

V predchozich kapitolach jsme se vénovali spiSe teoretickym modelim, zde se dostavame k
praci s daty. Tato kapitola se zaméruje na zdkladni popisné statistiky statistického souboru
s jednim argumentem (s jednou proménnou). Probereme rizné druhy cetnosti, jejich tabulkové
a grafické znazornovani, dale rizné miry polohy a variability dat. Prosté vSe, co ndm umozni
mit ucelenéjsi predstavu o rozlozeni dat. V nésledujici kapitole tyto prostiedky rozsifime na
dvourozmérny pripad, kde nam k popisu jednotlivych proménnych ptibude i jejich vzajemny
vztah.

Cile kapitoly

Cilem této kapitoly je ziskat zédkladni pottebné dovednosti pfi praci s jednoduchymi daty z po-
hledu popisné statistiky, tedy umét provadét pottebné vypocty a chapat jejich vysledky.

Casova naroénost

Pro tuto kapitolu doporucujeme vyclenit ptiblizné 3 hodiny, které zahrnuji jak studium teore-
tickych casti, tak procvicovani praktickych priklada a aplikaci.

7.1 Zakladni pojmy a vilastnosti

Pravdépodobnost vs. statistika

Pravdépodobnost je matematicky model reality. Jedna se o idealizovany, abstraktni model,
ktery pracuje s jednou nebo vice nahodnymi veli¢cinami, jejichz rozdéleni je znamé. Z podstaty
véci je tento model nepozorovatelny — predstavuje pouze nasi abstrakci skutec¢nosti.

Pravdépodobnost se zabyva nahodnymi velicinami a jejich rozdélenim.
Jejim cilem je popsat, jak by se ndhodné veli¢iny mohly chovat v urc¢itém modelu.

Pravdépodobnostni modely jsou pouzivany v mnoha oblastech pro predikci nejistych
jevi.

Statistika naopak vychazi z pozorovani (métfeni) hodnot konkrétnich velicin. Statistika zkouma
jevy na rozsahlém souboru dat a ¢ini o nich zavéry pomoci statistické indukce. Vysledky z
malého vzorku jsou zobecnovany na rozsahlejsi populaci.
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Statistika pouziva odhady, protoze zadny konecény vybér nemuze poskytovat tplnou
informaci o rozdéleni nahodnych veli¢in v populaci.

Statistika hledd pravidelnosti a souvislosti v datech a zobecnuje vysledky na Sirsi
soubor, nez byl ten, ze kterého byly odvozeny.

Vychazi z redlnych dat, na jejichz zakladé ¢ini zavéry o celkové populaci.

Priklady aplikaci statistiky:

Maji lidé, kteri pravidelné cvici, lepsi zdravotni ukazatele nez ti, ktefi necvici?
Je primérna vyse piijmi v urcité oblasti zavisla na vzdélani obyvatel?

Jaka je pravdépodobnost, Ze novy produkt na trhu uspéje na zakladé vysledki z testova-
ciho vzorku?

Data

Data predstavuji klicovy prvek statistickych analyz. Jedna se o pozorovani, kterd provadime za
ucelem zodpovézeni polozenych otazek.

Matematicky: data jsou realizaci nahodné veli¢iny. Jednd se tedy o konkrétni hod-
noty, které ndhodna veli¢ina miize nabyt pii experimentu nebo méteni.

Datové tabulky: Data jsou casto organizovana ve formeé tabulek, kde radky predsta-
vuji jednotliva pozorovani, zatimco sloupce odpovidaji méfenym proménnym.

Rédky: Pozorovani se tykaji nezévislych subjektd ndhodného vybéru, jako jsou
osoby, experimenty nebo jednotky sledovani.
Sloupce: Kazdy sloupec odpovida urcité mérené veli¢iné, napriklad vék, pohlavi,

vyska, vaha apod.

Software: Pro spravu a zpracovani dat se pouziva fada softwarovych nastroji. Nej-
castéji jsou vyuzivany databazové systémy nebo tabulkové procesory, jako je Excel.

Statisticky software: K analyze dat se specializované statistické programy, jako jsou
SAS, Statistica, SPSS, R nebo Python.

Ve statistice hraje spravna organizace a sprava dat zasadni roli, protoze dobfe strukturovana
data umoznuji efektivnéjsi analyzu a zajistuji spravnost vysledki.
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Popisna statistika

Popisné statistika predstavuje zakladni ¢ast statistické analyzy. Jejim cilem je sumarizovat a
jednoduse popsat data, ktera mame k dispozici.

Pojmovy aparat statistiky: Zahrnuje zakladni statistické pojmy, jako jsou priameér,
median, rozptyl, smérodatnd odchylka, kvartily a dalsi.

Zakladni nastroj analyzy dat: Pomoci popisnych statistik mtzeme rychle ziskat
prehled o zédkladnich vlastnostech dat. Napriklad primér poskytuje informaci o stiedni
hodnoté souboru, zatimco rozptyl ndm rekne, jak jsou data rozlozena kolem této hod-
noty.

Prostredky pro prezentaci dat a vysledkii: Popisna statistika je casto doprova-
zena vizualnimi nastroji, jako jsou grafy, tabulky a diagramy, které umoznuji efektivni
prezentaci dat a usnadnuji jejich interpretaci.

Prikladem aplikace popisné statistiky miize byt analyza pramérnych plat v rtiznych regionech,
kde nas muze zajimat nejen stiedni hodnota platu, ale také rozptyl a median, abychom lépe
porozumeéli rozlozeni prijmi v dané populaci.

Zakladni pojmy ve statistice

Pro préci se statistickymi daty je dilezité nejprve pochopit nékolik zakladnich pojmu:

Definice 7.1. Statisticka jednotka je objekt, ktery chceme zkoumat. Miize se jednat o
osoby, domacnosti, firmy, organismy, obce, kraje, atd. Kazda statistickd jednotka je nosite-
lem urcité vlastnosti, ktera nas zajima, a kterou zkoumame.

Definice 7.2. Statisticky soubor je mnozina statistickych jednotek, které jsou predmétem
naseho zkouméni:

Zakladni soubor: Mnozina vSech statistickych jednotek, jejichz vlastnosti chceme
poznat. Tento soubor zahrnuje veskeré objekty, které odpovidaji nasi studii, napf.
vSechny domécnosti v uréitém kraji.

Vybérovy soubor: Mnozina skutecné vysetfovanych statistickych jednotek, které
jsou nahodné vybrany ze zakladniho souboru. Tento vybér by mél byt reprezentativni
pro celou populaci.
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Definice 7.3. Statisticky znak je vlastnost, ktera je zjistovana na kazdé statistické jed-
notce. Tato vlastnost je v ramci statistiky povazovana za nahodnou veli¢inu. Mezi bézné
statistické znaky patti napt. pohlavi, vék, vyska, hmotnost, pocet déti, barva oci, dopravni
prostfedek, pocet trazi, jméno.

Definice 7.4. Rozsah souboru (oznacovan casto jako n) predstavuje pocet zkoumanych
statistickych jednotek v daném souboru.

Typy statistickych znaku

Statistické znaky se déli do nékolika kategorii podle svého charakteru:

Kvalitativni znaky (nékdy nazyvané kategorické): Jednd se o slovni nebo katego-
ridlni znaky, které nemohou byt vyjadreny numericky. Piikladem jsou pohlavi, barva
oc¢i, nebo dopravni prostredek, ktery statisticka jednotka pouziva.

Kvantitativni znaky (¢islené, numerické):

Spojité znaky: Mohou nabyvat jakékoli hodnoty na urcitych intervalech, napt.
vyska, hmotnost nebo vék. Tyto znaky mohou byt méreny s libovolnou presnosti.
Diskrétni znaky: Nabyvaji pouze urcitych konkrétnich hodnot, napt. pocet déti
nebo pocet urazu. Tyto znaky maji omezeny pocet moznych hodnot.

Alternativni znaky: Tyto znaky mohou nabyvat pouze dvou hodnot, napt. zda
osoba koufi ¢i nikoli, nebo zda byl test ispésny ¢i netispésny.

Mnozné znaky: Jedna se o znaky, které mohou nabyvat tii a vice hodnot, napf.
dopravni prosttedek (auto, kolo, autobus).

Jednorozmeérny statisticky soubor

V jednorozmérném statistickém souboru se zabyvame pouze jednim statistickym znakem X a
jeho hodnotami v ramci vybérového souboru.
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Oznacdeni:

{€1,...,en} vybérovy soubor: Kazd4 ¢; je statisticka jednotka.

X: statisticky znak, ktery zkoumame na kazdé statistické jednotce.

x;: hodnota znaku X na objektu ¢;, kde j =1,...,n.

(x1,...,2,): datovy soubor, ktery obsahuje hodnoty znaku X pro vSechny jednotky.
(1), .., %@m)): usporadany datovy soubor, tj. z() < -+ < 2.

(zq1), ..., xp)): vektor variant znaku X, tj. riizné hodnoty, které znak X nabyva, kde
T[) # T[j] Pro i # j.

Jednorozmeérny statisticky soubor ndm umoznuje analyzovat hodnoty urcitého znaku v ramci
vybérového souboru a zjistovat jejich rozlozeni.

7.2

Rozlozeni cetnosti

Rozlozeni cetnosti slouzi ke zprehlednéni datového souboru. Pii této analyze sledujeme, kolikrat
se jednotlivé hodnoty nebo intervaly hodnot vyskytuji v nasem vybérovém souboru.

Bodové rozlozeni ¢etnosti: Pouziva se pro diskrétni znaky s malym poc¢tem variant,
kdy cetnost prirazujeme jednotlivym variantdm (hodnotam).

Intervalové rozlozeni cCetnosti: Pouziva se pro diskrétni znaky s velkym poctem
variant nebo pro spojité znaky, kdy ¢etnost prirazujeme tridicim intervaltim.

Bodové rozlozeni cetnosti

Bodové rozlozeni ¢etnosti se vztahuje k jednotlivym hodnotam diskrétniho znaku a zahrnuje
nasledujici typy ¢etnosti:

Definice 7.5. (Absolutni) cetnost varianty x[;;: oznacovana jako

predstavuje pocet vyskytd hodnoty z(; ve vybérovém souboru.

nj,
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Definice 7.6. Relativni ¢etnost varianty z|;: oznacovdna jako

)
p] - n )
kde n je celkovy pocet pozorovani. Relativni ¢etnost mizeme chapat jako empirickou prav-

dépodobnost.

Definice 7.7. (Absolutni) kumulativni ¢etnost prvnich j variant: oznacovina jako
Nj:n1+-~—|—nj,

predstavuje soucet Cetnosti prvnich j variant.

Definice 7.8. Relativni kumulativni ¢etnost prvnich j variant: oznacovana jako
N.
Fj:#:p1+"'+Pj,

predstavuje kumulativni relativni ¢etnost, coz je suma relativnich ¢etnosti az po j-tou vari-
antu.

Definice 7.9. Empiricka distribuc¢ni funkce pro bodové rozlozeni ¢etnosti je definovana
nasledovné:
0  prox <y

F(x)=1{F;, proxy <x<zjpy, j=1,...,r—1
1 proz > xp

Tato funkce zachycuje rozlozeni Cetnosti ve vybérovém souboru a zobrazuje kumulativni
pravdépodobnost dosazeni ur¢ité hodnoty.

Priklad 7.10 (Bodové rozlozeni ¢etnosti). PTi zapoctu ze statistiky se studenti podrobili testu,
ve kterém mohli ziskat 0 az 15 bodt. Vysledky testu jsou nasledujici:

5,10,6,7,0,2,2 4,8, 10, 12, 15, 0,0, 4, 2, 7, 10, 15, 0, 6, 5, 5, 6, 9, 8, 7, 10, 12, 6, 0. Vytvorte

tabulku rozlozeni bodovych Cenosti (absolutnich, relativnich a kumulativnich relativnich) a
nakreslete graf empirické distribuc¢ni funkce.

Reseni: Bodové rozlozeni ¢etnosti je zobrazeno v tabulce 2 a graf empirické distribuéni funkce
na obrazku 13. ]

Tento priklad ilustruje zakladni praci s bodovym rozlozenim cetnosti, které umoznuje zjistit,
kolik studentii dosahlo urcitého vysledku v testu a jak se tyto vysledky kumuluji v ramci celého
souboru.
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Tab. 2: Bodové rozlozeni ¢etnosti vysledkt testu z prikladu 7.10

0,934
0,867

0,734
0,701

0,634 |
0,534 |
0,401 |

0,334 |
0,267 |-

0,167

Body | n; | p; (%) | F; (%)
0 51 16,7 16,7
2 31 10,0 26,7
4 21 6,7 33,4
5 2| 67 40,1
6 4] 133 53,4
7 3 100 63,4
8 2| 67 70,1
9 1] 33 734
10 41 133 86,7
12 21 6,7 93,4
15 21 67 100,0

Celkem | 30 | 100,0 _

S ——

|

|

|

|

0

| N
2 4 5 6

| I
7 8 9 10

12

15

Obr. 13: Graf empirické distribuéni funkce pro bodové rozlozeni ¢etnosti z prikladu 7.10
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Intervalové rozlozeni cetnosti

Od bodového se lisi tim, ze na pocatku celkovy interval (rozsah) hodnot rozdélime na mensi
podintervaly (rozsahy) a nasledné ¢etnosti pritazujeme celym témto podintervalim. Po tomto
kroku jiz vSe funguje jako u bodovych cetnosti. Ukazme si to na nasledujicim ptikladu.

Priklad 7.11 (Intervalové rozlozeni Cetnosti). U 70 Zen byla zmérena hladina hemoglobinu s
presnosti 0,1 g/100 ml. Vysledky jsou nasledujici:

10,2; 13,7; 10,4; 14,9; 11,5; 12,0; 11,0; 13,3; 12,9; 12,1; 9.4; 13,2; 10,8; 11,7; 10,5; 13,7; 11.,8;
14,1; 10,3; 13,6; 12,1; 12,9; 11,4; 12,7; 10,6; 11,4; 11,9; 9,3; 13,3; 14,6; 11,2; 11,7; 10,9; 10,4;
12,0; 12,9; 11,1; 10,2; 11,6; 12,5; 13,4; 12,1; 9,7; 11,3; 10,9; 14,7; 10,8; 13,3; 11,9; 11,4; 12.5;
13,0; 11,6; 13,4; 12,3; 11,0; 14,6; 11,1; 13,5; 10,9; 13,1; 11,8; 12,2.

Vytvorte tabulku rozlozeni intervalovych ¢enosti (absolutnich, relativnich a kumulativnich re-

lativnich).

Reseni: Intervalové rozlozeni ¢etnosti je zobrazeno v tabulce 3. O

Tab. 3: Intervalové rozlozeni ¢etnosti hladiny hemoglobinu u Zen z prikladu 7.11

Hladina hemoglobinu v g/100 ml | n; | p; (%) | F; (%)
8,0 — 8,9 1| 14 14
9,0 - 9,9 3| 43 5,7
10,0 — 10,9 14| 200 | 257
11,0 — 11,9 19| 271 | 529
12,0 — 12,9 14| 200 | 72,9
13,0 — 13,9 13| 186 | 914
14,0 — 14,9 51 7.1 98,6
15,0 — 15,9 1] 14 | 1000
Celkem 70 | 100,0 -

Tento priklad ilustruje zakladni praci s intervalovym rozlozenim c¢etnosti, které ndm umoznuje
zjistit rozlozeni hodnot v rdmci méreného souboru a sledovat kumulativni ¢etnosti pro jednotlivé
intervaly.

7.2.1 Grafické znazornéni cetnosti

Znazornujeme relativni a absolutni ¢etnosti nebo relativni a absolutni kumulativni ¢etnosti.
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Kolacovy graf

Kolacovy graf se pouziva pro zobrazeni absolutnich i relativnich ¢etnosti, ale v obou pripadech
vypadd stejné. Lisi se jen popiskami (absolutnimi nebo relativnimi, ale mohou tam byt i obé).
Na obrazku 14 je ptiklad kolac¢ového grafu, ktery zobrazuje rozlozeni prodeje riznych kategorii
produktt ve firme.

30% O Produkty A
25% O Produkty B
0 Produkty C
O Produkty D
10% O Produkty E

2
0% 15%

Obr. 14: Kolacovy graf rozlozeni prodeje produkti ve firmé

Histogram (sloupcovy graf)

Histogram je sloupcovy graf, ktery pouzivame pro znazornéni rozlozeni ¢etnosti. U bodového
rozlozeni Cetnosti prifadime hodnoté z[; obdélnik, jehoz vyska je imérna zjisténé cetnosti. Na
obrazku 15 je histogram vysledki testu ze statistiky z prikladu 7.10.

3 3

9l 2
H1
0 ’_‘
7T 8 9

10 12 15

0 2 4 5 6

Obr. 15: Histogram absolutnich ¢etnosti vysledkt testu ze statistiky z prikladu 7.10

Histogram pro hladinu hemoglobinu (v g/100 ml) z prikladu 7.11 je na obrazku 16. Kazdy
sloupec pokryva cely rozsah daného intervalu.
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0.1 ]

8 9 10 11 12 13 14 15

Obr. 16: Histogram relativnich ¢etnosti hladiny hemoglobinu z ptikladu 7.11
7.3  Charakteristiky polohy a variability

Charakteristiky polohy a variability jsou zakladnimi nastroji pro popis rozlozeni dat.

Mezi charakteristiky polohy patii napriklad aritmeticky primeér, median, modus a vybérové
kvantily. Tyto charakteristiky poskytuji informace o stiedni hodnoté dat a jejich umisténi.

Charakteristiky variability zahrnuji mj. rozptyl, smérodatnou odchylku, rozpéti a interkvar-
tilové rozpéti. Tyto charakteristiky popisuji, jak jsou data rozptylena kolem stredni hodnoty.
Spolecné tyto charakteristiky umoznuji komplexni popis a analyzu statistickych dat.

7.3.1 Miry polohy

Miry polohy, nebo také charakteristiky centralni tendence, popisuji sttedni hodnotu dat a po-

vvvvvv

Aritmeticky prameér — Aritmeticky primeér je nejbéznéjsi charakteristika centralni ten-
dence, ktera se pocita jako soucet vsech hodnot déleny jejich poctem:

1 n
T = — Li,
kde n je pocet hodnot a x; jsou jednotlivé hodnoty.

Median — Median je stfedni hodnota usporadanych dat. U lichého poctu hodnot je
median prostiedni hodnota, u sudého po¢tu hodnot je median priamér dvou prostiednich
hodnot. Median je vhodny pro data s odlehlymi hodnotami, protoze neni témito extrémy
ovlivnén.

Modus — Modus je hodnota, ktera se v datech vyskytuje nejcastéji. V nékterych pripadech
mohou data mit vice nez jeden modus, coz se oznacuje jako multimodélni rozdéleni.

Harmonicky prameér — Harmonicky prumér je vhodny pro prumérovani velic¢in, které
jsou podily nebo kde jsou extrémy ve vyznamu:

o n
Tharm = n 1 -
i=1 g,
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Geometricky prumér — Geometricky primér je vhodny pro data, ktera se vztahuji k
rastu nebo procentnim zménam:

1
n n
Tgeom = (H xz) .
=1

Vybérové kvantily — Vybérové kvantily jsou hodnoty, které déli setfazeny vybér do
daného poctu stejné velkych ¢asti. Nejcastéji pouzivané kvantily jsou:

Prvni kvartil (0,25 kvantil) — Hodnota, pod kterou lezi 25% dat.

Median (0,5 kvantil) — Hodnota, pod kterou lezi 50% dat.

Treti kvartil (0,75 kvantil) — Hodnota, pod kterou lezi 75% dat.
Vybérové kvantily se urcéi z usporadanych dat jako hodnoty, které odpovidaji pozicim

a(n + 1), kde a je dany kvantil a n je pocet pozorovani. Pokud pozice neni celé ¢islo,
pouziva se linedrni interpolace.

Tyto charakteristiky jsou klicové pro popis rozlozeni dat a maji siroké uplatnéni v mnoha

vvvvvv

demografické analyzy.

Aritmeticky prumer

Pozorovani x1, ..., x, jsou ndhodné hodnoty z nesetridéného nebo setridéného souboru. Arit-
meticky prameér je zakladni mirou polohy, kterd se poc¢ita jako soucet vSech pozorovani déleny
jejich poctem.

Definice 7.12. Aritmeticky priumér (nesetfidéného) souboru:

i‘:—:—
n n:

T+t T, 12%
=1

Definice 7.13. Aritmeticky primér setridéného souboru:

Mt tn  nZ

n. 1
5 xpn + + TN Zx[i]ni
=1

Definice 7.14 (Vazeny aritmeticky prumeér). Pokud je soubor rozdélen do s dil¢ich souborti,
které maji své vlastni priméry z; a rozsahy n;, mizeme vypocitat vazeny aritmeticky
prameér:

i=1 Tili

===
ny e g
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Tento vzorec se pouziva naptiklad pri vypoctech, kdy jednotlivé ¢asti souboru maji rizné vahy
nebo velikosti, které je treba zohlednit pti vypoctu celkového priméru.
Vhodné a nevhodné vyuziti aritmetického primeéru

Aritmeticky pramér je velmi uziteCna mira centralni tendence v situacich, kdy jsou data rov-
nomérné rozlozena a nejsou ovlivnéna extrémnimi hodnotami.

Vhodné vyuziti:

Aritmeticky primeér je vhodny pro soubory dat, které maji symetrické rozdéleni (naptiklad
normalni rozdéleni), protoze prumér zde dobfe reprezentuje stied dat.

Pouziva se ve statistikach vykonu, vyzkumu nebo finan¢ni analyze, kde jsou hodnoty
vyvazené a nemaji extrémni odchylky.

Nevhodné vyuziti:

Aritmeticky primeér je nevhodny pro soubory dat, které maji vyrazné asymetrické rozdeé-
leni nebo obsahuji odlehlé (extrémni) hodnoty. V téchto ptipadech mize prumér zkreslovat
skutecny stted dat. Naptiklad u prijmi, kde nékolik malo osob mé velmi vysoké prijmy,
bude aritmeticky primeér vyssi nez vétsina prijmu.

Primeér také nemusi byt reprezentativni v situacich, kde jsou data kategorizovana nebo

maji nominalni povahu (naptiklad jména nebo pohlavi), kde neni mozné spocitat ,pri-
)44
mer*,

V téchto pripadech je vhodnéjsi pouzit jiné miry polohy, jako je medidn nebo modus, které 1épe
popisuji stfedni hodnoty asymetrickych nebo kategorialnich dat.

Vybeérové kvantily

Definice 7.15. M¢jme setfidény soubor tedy hodnoty dat jsou usporadané vzestupné:
ra) < w2 < - < (), kde indexy oznacuji poradi hodnot v setfidéném souboru.

Vybérovy a-kvantil je hodnota, kterd rozdéluje serazeny datovy soubor na dvé ¢asti tak,

ze:

alespon 100 % vsech dat je mensich nebo rovnych Z,,

alespon 100(1 — «) % vSech dat je vétsich nebo rovnych z,.




Statisticky soubor s jednim argumentem 116

Uréeni vybérového a-kvantilu z dat

Postup uréeni vybérového a-kvantilu zavisi na tom, zda hodnota an (kde n je pocet pozorovani)
je prirozené ¢islo nebo nikoliv:

Pokud je an = ¢, kde c je prirozené ¢islo, pak vybérovy a-kvantil je primér hodnot
na pozicich z() a T(cq1):
7, = 2 +2~"U<c+1>

Pokud an neni ptirozené ¢islo, zaokrouhlujeme an na nejblizsi vyssi prirozené cislo ¢
a polozime:
To = QZ(C).

Pojmenované kvantily

Nékteré z kvantilit maji sva specifickd jména:

Median (0,5 kvantil) — Hodnota, kterd déli data na dvé stejné velké ¢asti, tedy 50% dat
je mensi nebo rovno této hodnoté a 50% je vétsi nebo rovno.

Kvartily — Specialni kvantily, které déli data na ctyti stejné ¢asti:

Prvni kvartil (0,25 kvantil) — Hodnota, pod kterou lezi 25% dat.
Druhy kvartil (0,5 kvantil) - Medidn.
Tieti kvartil (0,75 kvantil) — Hodnota, pod kterou lezi 75% dat.

Decily — Kvantily, které déli data na deset stejnych ¢asti:

Prvni decil (0,1 kvantil) - Hodnota, pod kterou lezi 10% dat.
Druhy decil (0,2 kvantil) — Hodnota, pod kterou lezi 20% dat, atd.
Devaty decil (0,9 kvantil) — Hodnota, pod kterou lezi 90% dat.

Percentily — Kvantily, které déli data na sto stejnych casti:

Prvni percentil (0,01 kvantil) — Hodnota, pod kterou lezi 1% dat.
Paty percentil (0,05 kvantil) — Hodnota, pod kterou lezi 5% dat.
Devadesaty paty percentil (0,95 kvantil) — Hodnota, pod kterou lezi 95% dat.

Median jako specialni pripad vybérového kvantilu

Median je speciadlnim pripadem vybérového kvantilu pro o = 0,5. Tento kvantil rozdéli data na
dvé stejné velké casti.
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Pripad lichého n Pro lichy pocet pozorovani n, hodnota n x 0,5 neni pfirozené ¢islo. Proto
podle obecného postupu vypoctu kvantilu zaokrouhlime n x 0,5 nahoru na nejblizsi celé ¢islo,
coz ur¢i poradi medianu:
Tos = l'(nTH)

Tento vzorec plyne z obecného pravidla zaokrouhleni kvantilu nahoru, kdy medidn je hodnota
na pozici “H.

Priklad 7.16. Mé&jme soubor o lichém poc¢tu hodnot n = 7, sefazenych jako z(;) < ) < --- <
7 (7). Medidn bude hodnota na pozici % =4, tedy Tos = x(4). O

Pripad sudého n Pro sudy pocet pozorovani n, hodnota n x 0,5 je prirozené cislo. Proto
median, stejné jako obecny kvantil pro prirozené hodnoty n x «, bude priimérem dvou hodnot
na pozicich:
(5) T (5 )

5 .

Zo5 =

Priklad 7.17. Pro soubor o sudém poc¢tu hodnot n = 8 je n x 0,5 = 4, takze median je
primérem hodnot na 4. a 5. pozici:

B T+ @
Fo5 = 4) : (5)'

O
Timto zpiisobem median vyplyva jako specidlni pripad obecného vypoctu vybérového kvantilu,

kde pro liché n postupujeme zaokrouhlenim nahoru a pro sudé n pouzijeme primér dvou
stfednich hodnot:

Definice 7.18. Méjme settidény soubor. Potom median definujeme takto:

T(ni1) pro liché n,
Med(x) = {Z'()75 =93z =
(3) (5 +)

pro sudé n.

Priklad 7.19 (n sudé). Ve vyrobé se v poslednim pil roce v jednotlivych mésicich vyskytl
nasledujici pocet trazi: 1, 3, 2, 4, 2, 4. Urcete medidn, dolni kvartil Zy 95 a horni kvartil Z¢ 75
poctu trazu za mésic.

Reseni: Pocty uspofdddme vzestupné:
1,2,2,3,4,4

Median:
B _x(3)+x(4)_2+3_

o5 2 2

2.5

Dolni kvartil: an = 60,25 = 1,5 = Tg25 = x(2) = 2

Horni kvartil: an =6-0,75 = 4,5 = To7 = 235 = 4
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]

Priklad 7.20 (n liché). Ve vyrobé se v poslednim pul roce v jednotlivych mésicich vyskytl
nasledujici pocet turazu: 1, 3, 2, 4, 2, 4, 1. Urcete median, dolni a horni kvartil po¢tu drazi za
mésic.

Reseni: Pocty usporadame vzestupneé:

1,1,2,2,3,4,4
Median:
n+1 7T+1 N
9 :TZ4Z>$075:$(4):2

Dolni kvartil: an = 7-0,25 = 1,75 = Zg 25 = 1(2) = 1

Horni kvartil: an =7-0,75 = 5,25 = To 75 = 15 = 4

Priklad 7.21. Uvazujme data = dand néasledujici tabulkou ;|1 2 34
n;|10 12 6 3

Urcete prvni decil Z 1, dolni kvartil a horni kvartil.

Reseni: Rozepiseme si data podle jejich velikosti a ¢etnosti:

Ty = =2Tao) = 1
Ty = "= T(22) = 2,
T(23) = "+ = T(28) = 3,
T29) =+ = T(31) = 4.

Vidime, Ze rozsah souboru je n = 31. Prejdeme k vypoctu jednotlivych kvantili:

0,1 kvantil: an =31-0,1=31= Tg; = x4 =1
Dolni kvartil: an = 310,25 = 7,75 = T2 = x3) = 1

Horni kvartil: an = 31-0,75 = 23,25 = Zg75 = T(24) = 3
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Vyuziti vybérovych kvantilu

Vybérové kvantily maji siroké vyuziti v riznych oborech statistiky a aplikovanych véd. Zde jsou
uvedeny nékteré praktické priklady vyuziti kvantili:

Hladina cholesterolu v krvi Jakou hladinu cholesterolu v krvi neprekroéi 90 % zdravé
populace Ceské republiky? Vybérovy 90% kvantil by zde predstavoval referenéni hodnotu
pro stanoveni diagnostickych limiti, ktera se bézné vyuziva v klinické praxi. Podobné
jsou stanoveny referenéni hodnoty pro dalsi ukazatele krevniho obrazu, napriklad hladinu
cukru, triglyceridii nebo krevni tlak.

Délka lisek Jakou délku neprekroci 95 % lisek? Zde muzeme vyuzit vybérového 5%
a 95% kvantilu k urceni rozmezi, ve kterém se nachdzi vétsina jedinct dané populace.
Naprtiklad, pokud délka lisek spadd do rozmezi 58-90 cm, muzeme Tici, Zze pouze 5 % lisek
je delsich nez 90 cm a pouze 5 % lisek je kratsich nez 58 cm. Tyto kvantily poméahaji
urcit, které jedince povazujeme za ,typické“ a které za extrémni.

Stoleta voda Jak definovat pojem stoleta voda? Vybérovy 99% kvantil se ¢asto pouziva
v hydrologii k definici staleté vody, coz je takova vyse maximalniho ro¢niho priutoku, ktera
je prekrocena pouze v 1 % pripadi. Tato hodnota je dulezitd pro planovani protipovod-
novych opatreni a pro stavbu infrastruktury v blizkosti vodnich tok.

Pozadavky na kapital pojistoven Jakou vysi kapitdlu musi pojistovny EU drzet, aby
snizily riziko platebni neschopnosti? Pojistovny jsou regulovany evropskou smérnici Sol-
vency II, kterd mimo jiné vyzaduje, aby pojistovny drzely kapital na trovni, kterd pokryva
99,5 % moznych financ¢nich rizik v prubéhu jednoho roku. Tento pozadavek odpovida vy-
bérovému 99,5% kvantilu. Smérnice tedy stanovuje, ze pouze v 0,5 % piipadu miZe nastat
situace, kdy by pojistovna nemohla splnit své zavazky.

Testovani pomoci SCIO test SCIO testy jsou jednim z nastroji pro hodnoceni drovné
znalosti zakt a studentt. Napriklad pri hodnoceni vysledki SCIO testu z matematiky se
Casto vyuziva kvantily pro stanoveni referencnich hranic. Vybérovy 25% kvantil urcuje
hranici pro ¢tvrtinu nejméné tspésnych studentti, zatimco vybérovy 75% kvantil identifi-
kvantili mohou skoly a zfizovatelé porovnavat vykonnost studenti mezi jednotlivymi
ro¢niky nebo regiony a stanovovat cile pro zlepseni vyuky.

Percentilové grafy Kvantily se také ¢asto pouzivaji k tvorbé percentilovych grafi, které
poskytuji prehled o rozlozeni dané populace. Percentilové grafy jsou bézné vyuzivany
naptiklad v pediatrii k porovnavani vyvoje rustu déti vici standardnim referenénim hod-
notam.

Shrnuti

Vybérové kvantily jsou univerzalnim nastrojem, ktery se vyuzivd v mnoha oblastech lidské
¢innosti — od mediciny, pres hydrologii az po finance a pojistovnictvi. Pomahaji urcit referenc¢ni
hodnoty, identifikovat extrémni pripady nebo poskytnout ndhled na distribuci dat.
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7.3.2 Miry variability

Miry absolutni variability

Miry absolutni variability popisuji rozsah variability bez ohledu na stfedni hodnotu dat. Mezi
tyto miry patii:

Definice 7.22. Variacni obor (1), z(,)) — Interval mezi nejmensi a nejvétsi hodno-
tou v datech.

Variacni rozpéti R = x(,) — x1) — Rozdil mezi nejvétsi a nejmensi hodnotou v
datech.

Kvartilové rozpéti Ry = Z¢75 — Zo.25 — Rozdil mezi tfetim a prvnim kvartilem.

Kvartilova odchylka RTQ — Polovina kvartilového rozpéti.

Definice 7.23. Rozptyl — Stfedni kvadratickd odchylka hodnot od priméru:

n—1

2 _
S, =

Pro seskupena data je rozptyl definovan jako:

1
n—1

2 _
Sy =

k
Z(ai — T)Qni,
=1

kde n; je cetnost hodnoty a;.

Definice 7.24. Smérodatna odchylka — Druha odmocnina rozptylu:

Sy = y/S2.

Miry relativni variability

Miry relativni variability se pouzivaji k porovnani variability mezi rtiznymi datovymi soubory,
které mohou mit rozdilné jednotky nebo méritko:
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Definice 7.25. Variacéni koeficient

Sz

Ve =

T

je relativni mira variability vyjadrenda jako podil smérodatné odchylky a aritmetického pri-
méru.

Relativni kvartilova odchylka

0, = Zo.75 — T0.25
r— < . <
Zo.75 T T0.25

je mira relativni variability zalozena na kvartilech.

Miry absolutni variability hodnoti rozptyl v datech pfimo, zatimco miry relativni variability
umoznuji lépe srovnavat datové soubory s riznymi méritky.

Priklad 7.26. Ve dvou firmach byly zkoumany meésiéni platy zaméstnanct. Ve firmé A jsou
platy néasledujici (v tisicich K¢): 25, 28, 30, 32, 35. Ve firmé B jsou platy (v tisicich K¢): 20,
22, 24, 26, 80. Porovnejte variabilitu plati ve firmach A a B pomoci rozptylu a variac¢niho
koeficientu.

Reseni: Nejprve vypoc¢teme aritmeticky primér pro obé firmy:

 25+28+30+32+35

TA 5 30,
20+22 424+ 26+ 80
rp = rest 5 TOF =34.,4.

Déle spocitame rozptyl pro obé firmy:

Pro firmu A:
1 1
§% = ] (25— 30) + (28 — 30)* + (30 — 30)* + (32 — 30)* + (35 — 30)*| = J =11
Pro firmu B:
1
sh = ] [(20 —34,4)% + (22 — 34,4)* + (24 — 34,4)* + (26 — 34,4)* + (80 — 34,4)2}

1
= 13637,6 =909,4.

Nyni vypocitame variacni koeficienty pro obé firmy:

Pro firmu A:

V11
V=24 V22 2011,
T A 30

Pro firmu B:

Csp A/O004
Vo= 2> = Y R 0T
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Zavér: Variabilita platt ve firmé A je vyrazné nizsi nez ve firmé B. Variacni koeficient ve firmé
B je mnohem vyssi kvuli extrémné vysokému platu (80 tisic K¢), ktery zvysuje rozptyl a tedy
i miru variability. [

7.4  Miry tvaru rozdeéleni

Kromé charakteristik polohy a variability existuji i charakteristiky, které popisuji tvar rozdéleni
dat. Mezi hlavni charakteristiky tvaru rozdéleni patii:

Definice 7.27. Vybérova Sikmost (skewness) méri asymetrii rozdéleni dat:
n

e (n— 1)n(n —2) 2 (Izs: x)s'

i=1

Kladna hodnota znaci pozitivni sikmost (ocas na pravé strané je delsi), zaporna hodnota
znadi negativni Sikmost (ocas na levé strané je delsi).

Definice 7.28. Vybérova sSpicatost (kurtosis) — Méri ,ostrost“ vrcholu rozdéleni dat:

iy (i — T)4

n- sk

Y2 = _37

nebo také korigovana verze, ktera funguje i pro malé vybéry:

n(n+1) i (:10Z — a:>4 3(n—1)2
T2 = - :
(n=1)(n=-2)(n-3) T\ s (n—2)(n —3)

Hodnota vyssi nez 0 znaci rozdéleni s vyssi Spicatosti nez normalni rozdéleni, hodnota nizsi
nez 0 znaci rozdéleni s plossim tvarem.

Priklad 7.29. V nasledujici tabulce jsou uvedeny hodnoty datového souboru: 2, 3, 5, 7, 8, 10.
Spocitejte vybérovou sikmost a Spicatost tohoto datového souboru.

Reseni: Nejprve vypoc¢teme aritmeticky pramér a smérodatnou odchylku:

2 1
_— +3—|—5—E7—|—8—|— 0:5.83.

Smérodatné odchylka (vybérova) je:

R 1
S¢ = J 51 Sz —7)? = \/5[(2 —5,83)2 4+ (3 —5,83)2+ -+ (10 — 5,83)2] = 2,93.
T i=1

Vybérova sikmost (skewness):
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Vybérova sikmost se poc¢ita podle vzorce:

T = (6_1)6(6_2);: (xls: x)g'

Pro nas datovy soubor po dosazeni jednotlivych clent ziskame:

v1 ~ 0,0465.

Tato hodnota znamend, Ze rozdéleni ma velmi malou pozitivni Sikmost (ocas na pravé strané
je nepatrné delsi).

Vybérova spicatost (kurtosis):
Vybérova spicatost se pocita podle vzorce:

6(6 +1) zi—T\* 3(6—1)2
72:(6—1)(6—2)(6—3)2( 5a )_(6—2)(6—3)'

i=1

Po dosazeni ¢lent a vypoctu ziskame:

"}/2 ~ —1,4137

Tato hodnota znamena, Ze rozdéleni ma plossi vrchol nez normélni rozdéleni. O]

75 Resené priklady

Priklad 7.30. Urcete relativni, kumulativni a relativni kumulativni ¢etnosti dat z tabulky:

Reseni: Nejprve vypocitame celkovy pocet prvki n:
5
n=> n;="7+44+ 56 + 30 + 12 = 149.
i=1

Relativni Cetnosti p;* se vypocitaji jako podil absolutni cetnosti n; a celkového poctu prvki
n:

X[j) 0 ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ >
n; 7 44 56 30 12 149
p; | 0,047 | 0,295 | 0,376 | 0,201 | 0,081 1

Nyni vypocitame kumulativni c¢etnosti N;:
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i
Ni = Z n;.
j=1

Napiiklad pro xp) = 1:

Ny =7+ 44 =51.

Podobné pro dalsi hodnoty:

Relativni kumulativni cetnosti F; se vypocitaji jako podil kumulativni ¢etnosti N; a celkového
poctu prvka n:

N;
F="0
n
Napiiklad pro zp3 = 2:
107
Fy=—= 18.
3= g9~ 0TIE
Tabulka relativnich kumulativnich ¢etnosti:
x[i] 0 1 2 3 4
F; 10,047 | 0,342 | 0,718 | 0,919 | 1

]

Priklad 7.31. Vypoctéte empirické charakteristiky: modus, kvartily, stfedni hodnotu, rozptyl,
smérodatnou odchylku, sikmost a Spicatost (exces) varia¢ni fady:

Resend: Nejprve vypoditame celkovy pocet prvki n:

5
n=>» n=7+44+51+30+ 12 = 144.
1=1

1. Modus:
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Modus je hodnota s nejvyssi cetnosti:

2. Kvartily:

Poradi kvartilti vypocitame pomoci « - n, kde a je hodnota kvantilu:

a=025: «a-n=0,25-144 = 36.

Kvartil Z¢ 25 je tedy priamér hodnot na pozicich 36 a 37 v usporddaném souboru, coz odpovida

hodnoté:
N I+1

Xo,25 = T 1.

Podobné pro medidn (druhy kvartil):

a=05: a-n=0>5-144=72.

Median Z 5 je tedy prameér hodnot na pozicich 72 a 73 v usporadaném souboru, coz odpovida

hodnoté:
- 2+2
33()75 = T = 2

A pro treti kvartil:
a=075: a-n=0,75144 = 108.

Treti kvartil Z¢ 75 je tedy priméru hodnot na pozicich 108 a 109 v uspofadaném souboru, coz

odpovida hodnoté:

- 3+3
1’07752723.

3. Aritmeticky prumér z:

Aritmeticky prumér se vypocita takto:

O apen 0-7T41-4442-5143-30+4-12 284 o7
r = = = — X .
Yo 144 144~

4. Rozptyl s
Rozptyl se vypocita jako:

52 = E?:1(«75[74 - T)2 "Ny
‘ Z?:l n;
(0 — 1,97)2 T+ (1- 1,97)2 A4+ (2 — 1,97)2 514 (3 — 1,97)2 30+ (4 — 1,97)2 212
144

~ 0,872.

5. Smérodatna odchylka s,:
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Smérodatna odchylka je odmocnina rozptylu:

50 = /52 ~ V0872 ~ 0,934,

6. Sikmost ~;:

Sikmost se vypoéita jako:

(a1
T = 5 .

. &3
i=1T4 " Sy

Po dosazeni ziskdme hodnotu priblizneé:

v ~ —0,11.

Hodnota blizka 0 naznacuje, ze rozdéleni je témér symetrické.
7. Spicatost ys:

Spicatost se vypodita jako:
(g — 7)o

= - 3.
" iy i 5k
Po dosazeni ziskame hodnotu priblizné:
Yo == —0,57.
Zaporna hodnota naznacuje ploché rozdéleni. O

V této kapitole jsme prozkoumali zakladni charakteristiky jednorozmérného statistického
souboru. Zamérili jsme se na popisné statistiky jako primeér, median, modus, rozptyl,
smérodatnou odchylku, sikmost a Spicatost.

Aritmeticky primér popisuje ,primérnou’ hodnotu v souboru.

Median rozdéluje soubor na dvé stejné velké casti a je méné citlivy na extrémni
hodnoty nez primer.

Modus je nejcastéji se vyskytujici hodnota.
Rozptyl a smérodatna odchylka udavaji, jak moc se hodnoty lisi od primeéru.

Sikmost hodnoti asymetrii rozlozeni, Spicatost popisuje tvar vrcholu rozlozeni.

Ukazali jsme si, jak tyto charakteristiky vypocitat a interpretovat. Jsou klicové pro ana-
Iyzu dat v riznych oblastech vyzkumu a praxe.
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Co je to aritmeticky prumér a jak se vypocita?

Jaky je rozdil mezi medidanem a aritmetickym priamérem?

Kdy je vhodnéjsi pouzit medidn misto praméru?

Co vyjadruje rozptyl a jaky ma vztah ke smérodatné odchylce?

Jaky vyznam m4 sikmost a Spicatost (exces) pri analyze rozlozeni dat?
Jak se vypocita relativni ¢etnost a kumulativni relativni ¢etnost?

Co jsou to kvartily, jaky je jejich vztah ke kvantilim?

® NS G W

Urcete medidan a pramér mési¢ni spotieby elektrické energie (kWh) v bytech z na-
sledujicich udaja: 169, 108, 26, 43, 114, 68, 35, 183, 103, 266, 74, 205, 62, 230, 85,
487, 120, 148, 91, 18, 58, 96, 295, 42, 137.  [103, 151,64]

9. Zkousky zivotnosti zarovek daly nésledujici vysledky (v hodinach): 606, 1249, 267,
44, 510, 340, 109, 1957, 463, 801, 1082, 169, 233, 1734, 1458, 80, 1023, 2736, 917,
459.

Urcete prumérnou dobu zivotnosti zérovek a jejich rozptyl.  [938,35, 757,9]
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Kapitola 8

Statisticky soubor se dvema
argumenty

Po prostudovani této kapitoly budete umét:
« urcit zakladni charakteristiky dvourozmérného statistického souboru,
« vypocitat sttedni hodnotu, rozptyl a kovarianci pro dvourozmérny soubor,

« vyuzit vhodné grafické nastroje pro vizualizaci dvourozmérnych dat,

- interpretovat vysledky analyzy zavislosti mezi dvéma znaky.

Klicova slova:

Dvourozmérny soubor, aritmeticky primeér, kovariance, rozptyl, smérodatna odchylka,
kontingencni tabulka, bodovy graf.
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Tab. 4: Ukazka dvourozmérného statistického souboru

Statisticka jednotka | Znak X (Vyska v cm) | Znak Y (Hmotnost v kg)
1 170 65
2 165 70
3 180 80
4 175 75
5 160 60

Nahled kapitoly

Zde ptimo navazujeme na predchozi kapitolu, jeji latku rozsitime na pripad dvou proménnych.
Novinkou budou pojmy specifické pro tento dvojrozmérny pripad, napriklad kontingencni ta-
bulky, bodové grafy a kovariance, které popisuji vztahy dvojice proménnych. Pokrocilejsi me-
tody, jako jsou regrese a korelace, si nechame az na dalsi kapitoly.

Cile kapitoly

Cilem této kapitoly je ziskat povédomi o rozdilu mezi jednorozmérnym a dvojrozmérnym prii-
padem a nachystat si pojem kovariance pro dalsi kapitolu.

Casova naroénost

Pro tuto kapitolu doporucujeme vyclenit ptiblizné 2 hodiny, které zahrnuji jak studium teore-
tickych ¢ésti, tak procvicovani praktickych priklada a aplikaci.

Uvod

Dvourozmérny statisticky soubor se sklada z dvojic hodnot (argumentii), kde kazdy argument
predstavuje hodnotu jiného statistického znaku méreného na stejnych statistickych jednotkach.
Tento typ souboru je pouzivan k analyze vztahi mezi dvéma riznymi proménnymi, napriklad
vyskou a hmotnosti osob, vékem a platem zaméstnanct, apod.

Kazda statisticka jednotka je tedy charakterizovana dvojici hodnot, které spolu mohou nebo
nemusi byt néjakym zptsobem zavislé. Dvourozmérny statisticky soubor nam umoznuje analy-
zovat nejen vlastnosti jednotlivych znakt samostatné, ale i vztah mezi nimi.

Priklad dvourozmérného statistického souboru je v tabulce 4:

V tomto ptikladu je znak X vyska v centimetrech a znak Y hmotnost v kilogramech. Kazdy
radek predstavuje jednu statistickou jednotku (naptiklad jednu osobu), na které jsou méreny
oba znaky soucasné.
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8.1  Zakladni pojmy

Statisticka jednotka: Objekt, na kterém jsou méreny oba znaky. Mtze to byt osoba,
firma, stroj apod. Kazda statistickd jednotka ma prifazenou dvojici hodnot — jednu
pro kazdy znak.

Znak X: Prvni proménnd, kterd je méfena na vsech statistickych jednotkach. Napti-
klad vyska osob nebo vék zaméstnancii.

Znak Y: Druha proménna, ktera je rovnéz mérena na stejnych statistickych jednot-
kach jako znak X. Napriklad hmotnost osob nebo plat zaméstnancii.

Dvojice hodnot: Kazda statistickd jednotka mé pfifazenou dvojici hodnot (z;,y;),
kde z; je hodnota znaku X a y; je hodnota znaku Y pro -tou statistickou jednotku.

Statisticky soubor: Mnozina vSech dvojic hodnot (z1,y1), (z2,%2),- .-, (Tn, Yn), kde
n je pocet statistickych jednotek.

Rozsah souboru: Pocet statistickych jednotek v souboru, oznacovany jako n. V dvou-
rozmérném souboru je rozsah stejny pro oba znaky, protoze oba znaky jsou méreny
na stejnych jednotkach.

Mizeme se vratit k tabulce 4, kde jsou statistickymi jednotkami jednotlivé osoby, znakem X
je vyska a znakem Y je hmotnost. Rozsah souboru n = 5.

8.2  Tabulkove a graficke zobrazeni dvou-
rozmernych dat

Pti praci s dvourozmérnym statistickym souborem je dilezité umét data spravné zobrazit.
Existuji rizné zpusoby, jak data vizualizovat a interpretovat. Mezi nejbéznéjsi metody patii
kontingencni tabulky a bodové grafy.

Kontingencni tabulky

Kontingené¢ni tabulky se pouzivaji pro dvourozmérné soubory s diskrétnimi znaky. Tabulka
obsahuje ¢etnosti vyskytu jednotlivych kombinaci hodnot znaki X a Y. Tyto tabulky poskytuji
prehled o tom, jak c¢asto se rizné kombinace hodnot vyskytuji ve statistickém souboru.
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Radky tabulky predstavuji jednotlivé kategorie znaku X.
Sloupce tabulky predstavuji jednotlivé kategorie znaku Y.

Bunky tabulky obsahuji absolutni ¢etnosti kombinaci hodnot X a Y.

Tab. 5: Ukazka kontingencni tabulky

Yi| Yy | Vs
X, 713
X, 12 | 4
X; 2

Priklad kontingenéni tabulky je v tabulce 5, kde jsou zobrazeny cetnosti kombinaci hodnot X
a Y. Napriklad hodnota 5 znamend, ze kombinace X; a Y; se vyskytuje pétkrat.

Kontingené¢ni tabulky jsou uziteéné pro analyzu zavislosti mezi dvéma diskrétnimi znaky. Mohou
byt zékladem pro dalsi metody analyzy, jako je napiiklad vypocet podminénych pravdépodob-

nosti nebo chi-kvadrat test zavislosti.

Bodové grafy

Bodové grafy (scatter plots) se pouzivaji pro dvourozmérné soubory, kde oba znaky nabyvaji
spojitych hodnot. Na ose z je vynasen znak X a na ose y znak Y. Kazd4 dvojice hodnot (z;, y;)

se zobrazuje jako bod v roviné.
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Obr. 17: Ukéazka bodového grafu

190

Priklad bodového grafu je na obrazku 17. Kazdy bod v grafu predstavuje jednu statistickou
jednotku a jeji hodnoty znaka X a Y. Napriklad bod na souradnicich (160, 60) odpovida
jednotce s vyskou 160 cm a hmotnosti 60 kg.
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Bodové grafy umoznuji vizualné analyzovat vztah mezi dvéma znaky. Pokud jsou body uspo-
radany podél urcité linie nebo ktivky, mize to naznacovat néjaky druh zavislosti mezi znaky
X a Y. Tyto grafy jsou zakladnim nastrojem pro identifikaci vzort a zavislosti v datech.

Interpretace grafickych zobrazeni

Graficka zobrazeni nam poméahaji lépe pochopit vztah mezi dvéma znaky. V pripadé bodového
grafu muze napriklad kladna korelace znamenat, ze vyssi hodnoty znaku X jsou casto dopro-
vazeny vyssimi hodnotami znaku Y. Naopak zaporna korelace by znamenala, ze vyssi hodnoty
jednoho znaku jsou spojeny s nizsimi hodnotami druhého.

Kontingenéni tabulky nam umoznuji odhalit zavislosti mezi kategoriemi dvou znakt. Pokud
se nékteré kombinace kategorii vyskytuji mnohem c¢astéji nez jiné, miize to naznacovat silnou
zavislost mezi znaky.

Tabulkové a grafické metody jsou dulezité nastroje pro prvni krok analyzy dvourozmeérnych
statistickych soubort, protoze poskytuji vizualni a kvantitativni prehled o datech.

8.3  Miry polohy a variability pro dvouroz-
merny soubor

8.3.1 Miry polohy

Podobné jako u jednorozmérného statistického souboru, mizeme i u dvourozmérného souboru
vypocitat miry polohy pro oba znaky X a Y. Tyto miry zahrnuji aritmeticky primeér, median
a modus.

Aritmeticky prameér

Pro kazdy znak zvlast mizeme vypocitat aritmeticky prumeér, ktery udava stredni hodnotu
daného znaku v souboru.

Zde X je primérna hodnota znaku X a Y je primérnd hodnota znaku Y. Vypocty probihaji
stejnym zptusobem jako v jednorozmérném souboru.

Piiklad 8.1. Pro dvourozmérny statisticky soubor z predchoziho piikladu (vyska a hmotnost
osob) bychom vypocitali primérnou vysku a hmotnost nasledovné:

_ 1704165 + 180 + 175 + 160
T = 3 =170 cm,
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65 + 70 + 80 + 75 + 60
5

Y= =70 kg.

Podobnym zptisobem by se vypocitaly mediany a modus pro oba znaky. O

8.3.2 Miry variability a kovariance

Miry variability pro dvourozmérny statisticky soubor jsou obdobné jako u jednorozmeérného
souboru, pri¢emz jsou vypocitavany zvlast pro kazdy znak X a Y.

Rozptyl a smérodatna odchylka

Rozptyl a smérodatna odchylka se pro dvourozmérny soubor pocitaji obdobné jako v jedno-
rozmérném piipadé, zvlast pro kazdy znak:

Smeérodatna odchylka je druhd odmocnina rozptylu:

— /2 — /2

Podrobnosti o rozptylu a smérodatné odchylce byly probrany v predchozi kapitole o jednoroz-
mérném statistickém souboru.

Kovariance

Kovariance méri miru vzajemné zavislosti mezi dvéma znaky X a Y. Je-li kovariance kladna,
znamena to, ze se vysoké hodnoty znaku X poji s vysokymi hodnotami znaku Y. Zaporna
kovariance naopak naznacuje, ze vyssi hodnoty jednoho znaku se poji s nizsimi hodnotami
druhého znaku.

Definice 8.2. Kovariance se vypocita podle vzorce:

1
n—1

Cov(X,Y) = z:(fcz —7)(yi — 7).

Pokud jsou hodnoty X a Y nezavislé, je jejich kovariance blizka nule.

Priklad 8.3. Uvazujme opét dvourozmérny statisticky soubor (vyska a hmotnost osob) (ta-
bulka 4). Vypocteme kovarianci.
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Reseni: Nejprve vypocitdme praméry:

Poté vypocitame kovarianci:

Cov(X,Y) = 511[(170— 170)(65—70)+ (165 —170) (70 — 70) +- - - + (160 — 170) (60— 70)] = 50.

Tato kladna hodnota kovariance naznacuje, ze mezi vyskou a hmotnosti existuje pozitivni vztah
— vyssi osoby maji obecné vyssi hmotnost. O]

8.4 Resené priklady

Priklad 8.4. Vypocitejte zakladni ¢iselné charakteristiky dvourozmérného statistického sou-
boru. Tabulka uvadi hodnoty X a Y pro jednotlivd pozorovani:

z\y 20| 30 |40 [ 50 | 60 | 70 | 80
250 | 19| 5
350 | 23 | 116 | 11
450 | 1 | 41 |98 ] 9

250 4 |32]65| 7

650 1 4 12146 | 3

750 112 1113

850 113 ] 2

Reseni: Pro teseni vypocitame:

1. Praméry:

1 1
T=——"-2 ~4811, = -—-22 ~ 4 .
T 510 59800 81,1, ¥ 510 030 0,80

2. Rozptyly:

1 1
2 = .1344 —481.1%°~1 2 — . —40.8%2 ~ 168.81.
X =t 34490000 — 481, 7587,65, s% =0 989900 — 40,8 68,8

3. Smérodatné odchylky:
Sx ~ 132,62, Sy &~ 12,99

4. Kovariance: ]
Cov(X,Y) = =10 - 11427500 — 481,1 - 40,8 ~ 1534,49.
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Priklad 8.5. Vypocitejte Ciselné charakteristiky dvourozmérného statistického souboru, ktery
je zadan tabulkou:

x \27 \31 \87 \93 \114 \124 \190 \193 \250 \254 \264 \272 \308 \324
y|28 21 |71|36] 30 43 | 54 | 54|59 | 25| 8 | 22|38] 22

Resend: Vypocty provedeme pomoci Excelu:

1. Praméry:

7989 1073
T=—~3l y=— ~4292.
T o7 319,56, ¥ oF .9

2. Rozptyly:

3371599
25

52945

s% = — 319,56% ~ 32745,37, 557::445547—-42,922:3 275,67.

3. Smeérodatné odchylky:
sx ~ 180,96, sy =~ 16,60.

4. Kovariance:

349250
Cov(X,Y) =

— 319,56 - 42,92 ~ 254,48,

V této kapitole jsme se sezndmili s dvourozmérnym statistickym souborem, ktery analy-
zuje dvojice hodnot (z;,y;) pro kazdou statistickou jednotku. Pro oba znaky jsme vypo-
¢itali zékladni miry polohy (primeér, medidn, modus) a variability (rozptyl, smérodatna
odchylka).

Predstavili jsme kovarianci jako nastroj k méreni zavislosti mezi dvéma znaky, kde kladné
kovariance ukazuje na pozitivni vztah a zaporna na negativni.

Kromé vypocti jsme se vénovali kontingenénim tabulkam pro diskrétni znaky a bodovym
grafim pro spojité znaky, které umoznuji vizualni analyzu vztahii mezi znaky.

Tato kapitola pripravuje zaklad pro dalsi analyzy zavislosti mezi dvéma znaky, které
budou nasledovat v ptistich kapitolach.
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8.5

AN

&

Kontrolni otazky

Jaky je rozdil mezi jednorozmérnym a dvourozmérnym statistickym souborem?
Jak vypocitame aritmeticky priamér pro dvourozmérny statisticky soubor?

Co znamena kovariance a jaky ma vyznam pii analyze dvourozmérného souboru?
Jakd je interpretace kladné a zaporné hodnoty kovariance?

Jaky graficky nastroj lze pouzit pro vizualizaci dvourozmérného statistického sou-
boru, kde oba znaky jsou spojité?

Jak funguje kontingené¢ni tabulka a kdy ji pouzijeme?

Jaky je vztah mezi rozptylem a smérodatnou odchylkou pro jednotlivé znaky v dvou-
rozmérném statistickém souboru?

Pro¢ pouzivame bodovy graf (scatter plot) pti analyze dvourozmérnych dat a co ndm
ukazuje o zavislosti mezi znaky X a Y?

U 130 zakrski bylo zjisténo staif stromu v letech (argument X) a sklizen v jistém
roce v kg (argument Y'). Podle idaju v tabulce urcete kovarianci.

X\Y |4]5 7189 10|11
3 160 0/0] 0 0
4 |(0|5|10|2]0]0 0
5 [0]0 28] 3 0
6 |00 0]0]12/10] 0
7 100 0/0| 8 |15/ 4
8 |00 0]4]16 0
9 (0|3]12|/2]0] 0 0

[Cov(X,Y) ~ 1,12]
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Kapitola 9

Regresni a korelacni
analyza

Po prostudovani této kapitoly budete umét:
« vysvétlit, co korela¢ni koeficient popisuje a jaké jsou jeho varianty,
« vypocitat Pearsontv korelac¢ni koeficient na zakladé zadanych dat.
- interpretovat vysledky korelacni analyzy,
« pouzivat Excel nebo jiny statisticky software k vypoctu korela¢nich koeficienti,
« odhadovat parametry linearniho regresniho modelu,

« aplikovat linearni regresi na realna data,

- pouzivat Excel a modul Analjza dat - Regrese pro vypocty.

Klicova slova:

Korelacni koeficient, statisticka zavislost, linedrni vztah, inedrni regrese, regresni analyza,
regresni koeficienty, Excel, modul Analyza dat.
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Nahled kapitoly

V této kapitole navazeme na predchozi kapitolu, kde jsme zkoumali vztah dvou statistickych
znakill. Zde se sezndmime s dvéma pokrocilejsimi metodami analyzy téchto zavislosti.

Korelaéni analyza slouzi k méteni sily a sméru linedrniho vztahu mezi dvéma proménnymi.
Probereme rtzné varianty korelac¢nich koeficienti a jejich vyuziti v praxi, zejména Pearsontv
korelacni koeficient, ktery je nejcastéji pouzivan. Ukazeme si také omezeni tohoto koeficientu a
situace, kdy je vhodné pouzit alternativni metody.

Metoda linearni regrese umoznuje odhadnout vztah mezi zavislou a nezavislou proménnou
pomoci primky (pfipadné i jiné kiivky).

Obé metody se naucime provadét i v Excelu.

Cile kapitoly

Cilem této kapitoly je praktické seznameni s dvéma metodami, korela¢ni a regresni analyzou,
které ndm umoznuji studovat vztah (zdvislost) dvou statistickych znaki.

Odhad ¢asu potirebného ke studiu

Odhaduje se, ze studium této kapitoly zabere priblizné 3 hodiny. Tento ¢as zahrnuje ¢teni textu,
pochopeni teoretickych koncepti a feSeni prikladu (i v Excelu).

9.1  Princip korelacni analyzy

Co je to korelaéni koeficient?

Korela¢ni koeficient je statisticka mira, ktera urcuje silu a smér vztahu mezi dvéma promén-
nymi. Pearsontiv korelacni koeficient, oznacovany jako r, méii linearni vztah mezi dvéma
spojitymi proménnymi a nabyva hodnot mezi -1 a 1. Pokud je r = 1, jedna se o perfektni
pozitivni linearni vztah, pokud r = —1, jedna se o perfektni negativni linearni vztah, a
pokud r = 0, neexistuje zadna linearni zavislost mezi proménnymi.

Vypocet korelaéniho koeficientu

Definice 9.1. Pearsontiv korela¢ni koeficient je definovan vztahem:

L_CovXY) | S(@i-7) (- 7)
XY S(w -7 Sy - 9)?

kde z; a y; jsou jednotlivé hodnoty obou proménnych, a T a i jsou jejich prameéry.
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Resené priklady

Priklad 9.2. Méjme data o prodejich produkti ve dvou riznych regionech. Vypocitejte Pear-
sonuv korela¢ni koeficient a urcete, zda mezi témito proménnymi existuje lineadrni vztah.

Prodeje (Region 1) |10 15 20 25 30
Prodeje (Region 2) [ 12 18 25 24 28

Reseni: Nejprve vypocitame priuméry 7 = 20 a § = 21.4. Poté provedeme vypocet Pearsonova
korelac¢niho koeficientu podle vyse uvedeného vzorce. Korela¢ni koeficient r ~ 0.88, coz ukazuje
na silnou pozitivni linearni zavislost mezi prodeji v obou regionech.

Excel: Korela¢ni koeficient lze spocitat pomoci funkce CORREL (arrayl, array2) v Excelu.

Priklad 9.3. Méjme data o poctu zakazniki navstévujicich obchod a primérné denni trzby.
Vypocitejte korelacni koeficient a urcete, zda existuje linearni zavislost.

Pocet zakaznikt ‘50 60 70 80 90
Dennf triby (v tis. K&) [20 25 30 28 35

Reseni: Vypocitame pruméry T = 70 aj = 27.6. Pomoci vzorce pro korelac¢ni koeficient ziskame
r =~ 0.91, coz znaci velmi silnou pozitivni linedrni zavislost mezi poc¢tem zdkazniki a trzbami.

Excel: Pomoci funkce CORREL (arrayl, array2) lze ziskat stejny vysledek. O]

Priklad 9.4. Zde jsou data pro prodej dvou produkti v riiznych tydnech. Urcete, zda mezi
prodejem téchto produkti existuje linearni vztah.

Prodeje produktuA‘lOO 105 110 95 115 90 120 85 125 80
Prodeje produktuB‘QOO 180 205 185 190 185 190 195 200 190

Resend: Prameéry pro produkt A a produkt B jsou 7 = 102.5 a 7 = 192. Po vypoctu korela¢niho
koeficientu dostaneme r ~ 0.08, coz naznacuje velmi slabou nebo zadnou linedrni zavislost mezi
prodeji téchto produkti.

Excel: Vypocet pomoci CORREL (arrayl, array2) v Excelu také ukazuje, ze korelace je blizka
nule, tedy nevyznamna. O

Historie a varianty korelacnich koeficientu

Historie korelac¢nich koeficienti saha az do 19. stoleti, kdy Francis Galton poprvé navrhl metody
pro kvantifikaci statistickych vztahii mezi proménnymi. Na jeho préaci navazal Karl Pearson,
ktery formalizoval a popularizoval Pearsoniiv korelac¢ni koeficient.
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V pritbéhu ¢asu byly vyvinuty dalsi varianty korelac¢nich koeficientii pro specifické tucely:

Spearmanuv korela¢ni koeficient (Spearman’s rho): Pouziva se, pokud data nejsou
normalné rozlozena nebo vykazuji monoténni, nikoli linedrni vztah.

Kendalltv tau: Méri silu vztahu mezi poradim hodnot a pouziva se zejména u malych
souborii dat.

Point-biserial correlation: Vyuziva se pro méreni korelace mezi spojitou a binarni pro-
meénnou.

Kazdy z téchto korelac¢nich koeficienti méa své specifické aplikace a zavisi na typu dat, které jsou
analyzovany. Korela¢ni analyza nasla vyuziti v mnoha oblastech, véetné psychologie, ekonomie,
marketingu a biostatistiky.

Kdy je korelacni koeficient vhodny?

Korela¢ni koeficient popisuje silu a smér linearniho vztahu mezi dvéma spojitymi proménnymi.
Jeho pouziti je vhodné, pokud jsou splnény nasledujici podminky:

Obé proménné maji priblizné normalni rozlozeni.
Vztah mezi proménnymi je linearni.

Nejsou pritomny vyrazné odlehlé hodnoty, které by ovlivnily vysledek.

Pouziti Pearsonova korela¢niho koeficientu je nevhodné, pokud vztah mezi proménnymi neni
linearni nebo pokud se jedna o ordinalni data, u nichz je vhodnéjsi pouzit Spearmantiv korela¢ni
koeficient nebo Kendalliiv tau.

Praktickeé cviceni

Meg¢jte nasledujici data pro dva produkty a urcete, zda existuje linedrni zavislost mezi jejich
prodeji:

Prodeje produktuA‘5 10 15 20 25
Prodeje produktuB‘S 12 17 22 24

Spocitejte korelacni koeficient pomoci vyse uvedeného vzorce nebo pomoci Excelu (CORREL (array1,
array2)). Na zdkladé vysledku urcete, zda mezi témito proménnymi existuje linearni zévislost.
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9.2  Princip linearni regrese

Uvodni priklad

Predstavte si, ze jste ekonomicky analytik ve spolec¢nosti, ktera chce predpovédét trzby na
zékladé vydaju na reklamu. Méate k dispozici nésledujici data z poslednich 10 mésicu (tabulka 6).

Tab. 6: Ukazkova data pro linedrni regresi

Mésic \ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Reklama (tis. K&)| 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65
Trzby (tis. K&) | 200 220 250 280 310 330 360 390 420 450

Cilem je zjistit, jak silny je vztah mezi vydaji na reklamu a trzbami, a vytvorit model, ktery
umozni predpovédét trzby pri ruznych drovnich vydaju na reklamu.

Formulace problému

Zavisla proménna (Y): Trzby (tis. K¢).

Nezavisld proménna (X): Vydaje na reklamu (tis. K¢).

Cil analyzy

Pomoci linearni regrese odhadnout vztah mezi vydaji na reklamu a trzbami a posoudit, zda je
tento vztah statisticky vyznamny.

Co je to linearni regrese?

Linedrni regrese je statistickd metoda pouzivana k modelovani vztahu mezi zavislou pro-
ménnou a jednou nebo vice nezavislymi proménnymi. V pripadé jednoduché linearni regrese
se jedna o vztah mezi dvéma proménnymi, ktery je modelovan pomoci primky.
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Regresni model

Linearni regresni model lze vyjadrit rovnici:

Y =50+ /i X +¢,

kde:

Y je zavisla proménna,

X je nezavisla proménna,

Bo je absolutni ¢len (intercept),
f1 je smérnice piimky (sklon),

¢ je ndhodnd chyba (rezidualni slozka).

Metoda nejmensich ¢tvercu

Parametry [y a (1 jsou odhadnuty pomoci metody nejmensich ctverci, kterd minimalizuje
soucet ¢tvercl odchylek mezi skuteénymi hodnotami Y a predikovanymi hodnotami Y':

min Z — ;) = mm Z — Bo — Brxi)*

Bo.B1 5

Odhady parametru

Odhady parametrii BO a Bl lze vypocitat pomoci vzorct:

B, — i (zi —T) (% — 1)
Yz -7

kde T a 7 jsou prumeéry X a Y.
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Predpoklady linearni regrese

Aby byly odhady parametrt platné, musi byt splnény nasledujici predpoklady:

Linearita: Vztah mezi X a Y je linearni.
Homoskedasticita: Rozptyl ndhodné slozky ¢ je konstantni pro vSechna X.
Nezavislost: Hodnoty nahodné slozky ¢ jsou nezavislé.

Normalita: Ndhodna slozka € je normalné rozlozena.

Historické poznamky

Metoda linearni regrese byla poprvé formalné predstavena anglickym statistikem Sir Francis
Galtonem v 19. stoleti pfi studiu dédi¢nosti vysky mezi rodi¢i a détmi. Termin regrese po-
chazi z Galtonova pozorovani, ze extrémni hodnoty maji tendenci “regresovat” k priméru v
nasledujici generaci.

Pozdéji Karl Pearson a Ronald A. Fisher rozvinuli matematické zédklady regresni analyzy
a metodu nejmensich ¢tverci, ktera je dnes standardnim néastrojem v statistice a ekonometrice.

Odhad parametru a interpretace

Vypocet odhadu

Pomoci vyse uvedenych vzorcii lze spocitat odhady Bg a (1 na zakladé dostupnych dat.

Interpretace parametrti

Smérnice primky (51): Uddva zménu v zavislé proménné Y pii jednotkové zméné
nezavislé proménné X.

Absolutni ¢len (Bo): Hodnota zavislé proménné Y, kdyz nezavisla proménnd X je
nulova.
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9.3 Resené piiklady

Priklad 9.5. Vyrovnejte data v tabulce regresni primkou:

Reseni: Ukazeme, jak by se tato tiloha Tesila v Excelu:

1. Nejdrive oznac¢ime data a klikneme na Viozit Graf, pricemz vybereme typ grafu XY bodovy
(obréazek 18).

Oditavec
Sedit] - Bxcel
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Doporutend  Tabulks Obricky | 8 Moje aplikace - Doporutent ™ MET B8 ™ oo ipenent Spojnicony Sioupcoy Veestupy/ | Prides Casové | Hypete
ingenéni tabully - e N graf - poklesy asa odk
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[x Is |15 |25 |as Jas |ss les |24
Iy 135  [s2 |58 61 |59 lsa 17
Bublisovi
@ Q,
2 Q8
cdove grafy
¥
9
8 -
6 . . ‘
.
. .
.
3
2
1
0
1 0 0 S0 & i

Obr. 18: Vlozeni bodového grafu

2. Méame-li aktivni okno grafu, v nabidce + vybereme moznost Spojnice trendu (obrazek 19).

Prvky grafu

Osy
O Nézvyos
B4 Nazev grafu
O Popisky dat

L O Chybové dsecky
[}
O
0O

K&
k)

Miizka

Legenda

Spojnicetrendu >

Obr. 19: Pridani spojnice trendu
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3. V ramci volby muzete volit i jiné kiivky nez primku, a také vlozit rovnici primky piimo
do grafu (obréazek 20):

15 5 35 Jas I3 Tes | 2
52 55 6.1 5.3 l6a |78 |

Obr. 20: Nastaveni lineadrni regrese

4. Vysledkem je rovnice regrese y = 0,0561 - x + 3,8089. Z grafu vidime, ze rovnice dobte
vystihuje zavislost proménnych.

Reseni bez pouziti Excelu:

Pro vypocet regresni primky pouzijeme vzorce:

y:BAl‘ZB‘I‘BO,
kde:
5 :nZiUiyi—Z-iEiZyi
ol - (Cw)?
BOZZyZ-—ain_

n

Pro nase data:
> @i =54 15+ 25+ 35 + 45 + 55 4 65 = 245,
> yi=35+52+55+6,1+59+64+78=404,
> af =52 4+ 15° + 257 + 35% 4 45° + 557 + 65° = 8575,

S wiyi=5-35+15-52+25-55+35-6,1+45-59+55- 6,4+ 65- 7,8 = 1601,5.

Dosadime do vzoret:

4 — 7-1601,5 — 245 - 40,4

L T 78575 — 2452
. 40,4 — 0,0561 - 245
b= -

= 0,0561,

= 3,8089.
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Rovnice regresni primky je tedy:
y = 0,0561 - z + 3,80809.
O
Priklad 9.6. Pouzijte data z uvodniho piikladu (tabulka 6) a odhadnéte lir}eérnAi regresni
model pro vztah mezi vydaji na reklamu a trzbami. Urcete odhady parametri 3y a (.
Reseni: Krok 1: Vypodet praméri

10 2, 2042
f:zz_lm _ 20425+ +65:42757
10 10

X0y, 2004220 + - -+ 450
v 10 10
Krok 2: Vypocet odhadu Bl

= 321.

B = 12y (@ — ) (yi — ?)

Zzlgl(xi —7)?

Spocitame jednotlivé sumy:
> (i =)y —9) = Y_(wiyi) — nzy,
> (xi =) => ] —nx°
Vypocty:

Vytvorime tabulku pro vypocty (¢ast vypocti):

ilx |y | xy | x
1120 | 200 4000 400
2 1 25 | 220 5500 625
3 1 30 | 250 7500 900
4 | 35 | 280 9800 1225
5140 | 310 | 12400 | 1600
6 | 45 | 330 | 14850 | 2025
7| 50 | 360 | 18000 | 2500
& | 55 | 390 | 21450 | 3025
9 | 60 | 420 | 25200 | 3600
10| 65 | 450 | 29250 | 4225
> 14251 3210 | 147950 | 20125

A tedy
~ Yawy,—nwy 147950 — 10 - 42,5 - 321

A Sa2—nz2 20125 —10- (42,5)2

~ 5,H882.
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Vypocet 50: X .
Bo =7 — 1T = 321 — 5,5882 - 42,5 = 321 — 237,5 = 83,5.

Regresni rovnice:

A,

Y = 5,5882X + 83.,5.

Vypocty v Excelu: Kromé postupu primo v Excelu, jak jsme si to predvedli v predchozim
prikladu, mizeme pouzit i pokrocilejsi modul Analjza dat - Regrese:

Postup:

1. Vlozime data do dvou sloupci: X (Reklama) a Y (Trzby).

2. Spustime Analyza dat a vybereme Regrese.

3. Nastavime vstupni rozsahy pro zavislou a nezavislou proménnou.

4. Zvolime vystupni oblast a pripadné dalsi moznosti (napt. reziduélni grafy).

Vystupem bude tabulka s odhady parametrii, ale také jejich smérodatnymi chybami, hod-
notami ¢-statistik a P-hodnotami.

Interpretace vysledki z Excelu:

Vysledky mohou vypadat naptiklad takto:

Parametr ‘ Odhad ‘ Smeér. chyba ‘ t ‘ P-hodnota
Bo 83,5 5,0 16,7 0,0000
B 5,5882 0,2 27,9 0,0000

Rozhodnuti:

Protoze P-hodnota pro Bl je mnohem mensi nez a = 0,05, zamitame nulovou hypotézu Hy :
B1 = 0. Regresni koeficient 3; je tedy statisticky vyznamny.

]

V této kapitole jsme se zabyvali korela¢ni a regresni analyzou, kterd slouzi k analyze
zavislosti mezi dvéma kvantitativnimi znaky. Korelace hodnoti silu a smér linearniho
vztahu mezi dvéma proménnymi pomoci korela¢niho koeficientu rxy . Pozitivni korelace
znaci, ze s rustem jedné proménné roste i druhd, zatimco negativni korelace ukazuje
opacny vztah.

Regresni analyza pak umoznuje vyjadrit tento vztah pomoci matematického modelu. Nej-
castéji se pouziva linearni regresni model, ktery popisuje vztah mezi zavisle proménnou
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Y a nezavislou proménnou X pomoci primky. Parametry modelu, jako je smérnice a
prusecik, jsou odhadovany metodou nejmensich ¢tverct.

V ramci kapitoly jsme si ukazali, jak tyto metody aplikovat na konkrétni data, jak inter-
pretovat vysledky korelace a regrese. Diilezitou soucasti byla také vizualizace dat pomoci
bodovych grafii a regresnich primek.

Co je korela¢ni koeficient a jaka je jeho interpretace?

Jaky je rozdil mezi korelacni a regresni analyzou?

Jak se vypocita koeficient korelace ryy mezi dvéma proménnymi?
Co znamena hodnota korelac¢niho koeficientu blizka 1, 0 nebo —17
Co je to linearni regrese a k ¢emu slouzi?

Jak se odhaduji parametry linedrniho regresniho modelu?

Co vyjadruje smérnice a prusecik regresni primky?

Jaké grafické néstroje se pouzivaji k vizualizaci vysledkii korelacni a regresni analyzy?

© X N o O W

Uvazujme nasledujici data, kterd predstavuji pocet hodin fyzického cviceni za tyden
a spotiebu kalorii (v tisicich) péti osob:

Osoba | Hodiny cvic¢eni za tyden (X) | Spotfeba kalorii (Y, v tisicich)
1 3 2.2
2 5 2.8
3 7 3,1
4 8 3,5
> 10 4,0

Vypocitejte korela¢ni koeficient mezi poctem hodin cviceni a spotiebou kalorii a
interpretujte vysledek.  [r = 0,98]

10. V nasledujici tabulce jsou uvedeny hodnoty proménnych X a Y, kde X predstavuje
pocet hodin studia a Y dosazené skore v testu:

Osoba | Hodiny studia (X) | Skére (Y)
1 2 20
2 3 95
3 4 60
4 ) 60
5 6 70

Urcete parametry linearni regresni primky pro zavislost skére na poc¢tu hodin studia
(vztah mezi X a Y') a napiste rovnici regresni primky. [Y = 2X + 51]
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Kapitola 10

Casové fady

Po prostudovani této kapitoly budete umét:
« definovat a vysvétlit zdkladni pojmy c¢asovych rad,
« popsat klicové slozky casovych fad, jako jsou trend, sezénnost a nahodna slozka,

« rozlisit mezi stacionarnimi a nestacionarnimi ¢asovymi radami,

« interpretovat grafickou analyzu casovych rad.

Klicova slova:
Casova Tada, trend, sezénnost, cykli¢nost, stacionarita, graficka analjza.
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Nahled kapitoly

V této kapitole se seznamime s konceptem casovych Tad a jejich zadkladnimi charakteristikami.
Casové fady predstavuji posloupnost hodnot sledovanych (vétsinou) v pravidelnych ¢asovych
intervalech. Tyto rady se pouzivaji k analyze dat v mnoha oblastech, jako jsou ekonomie, finance
a dalsi discipliny. Probereme zakladni slozky ¢asovych rad, jako jsou trend, sezonnost, cyklické
jevy a nahodné vykyvy. Naucime se, jak tyto slozky rozlisit a interpretovat pomoci grafickych
metod.

Cile kapitoly
Cilem této kapitoly je predstavit casové rady jako dilezity nastroj pro analyzu dat sledova-

nych v case. Studenti se nau¢i rozpoznavat zakladni slozky casovych rad, pochopi rozdil mezi
stacionarnimi a nestacionarnimi fadami a budou schopni provést zakladni grafickou analyzu.

Odhad ¢asu potiebného ke studiu

Odhaduje se, ze studium této kapitoly zabere priblizné 2 hodiny. Tento ¢as zahrnuje ¢teni textu,
pochopeni teoretickych konceptii a interpretaci grafickych analyz casovych rad.

Uvod

Definice 10.1. Casové fady piedstavuji posloupnost hodnot, které jsou zaznamenavany v
pravidelnych nebo nepravidelnych ¢asovych intervalech. Kazda hodnota ¢asové rady odpo-
vida urcitému okamziku nebo casovému tseku. Tento typ dat umoznuje analyzovat zmény
proménné v Case a muze odhalit ruzné vzorce chovani promény dat, jako jsou trendy (rust
nebo pokles ve vétsim ¢asovém méritku) nebo sezénni vykyvy.

Prikladem casové fady miize byt vyvoj ceny akcii na burze, poc¢et prodanych vyrobki v obchodé
za jednotlivé mésice nebo denni teplota zaznamenana meteorologickou stanici.

Kde se ¢asové rady vyuzivaji?

Casové fady se vyuzivaji v mnoha oblastech, kde je tfeba analyzovat a predvidat vyvoj veli¢in
v case. Mezi nejcastéjsi aplikace patfi:
FEkonomie a finance: Analyza vyvoje cen akcii, kurzi mén, inflace nebo nezaméstnanosti.
Marketing: Predpovédi poptavky, prodejnich trendi, ¢i sezénnich vykyvi v trzbach.

Meteorologie: Analyza teplotnich zmén, srazkovych thrn nebo predpovédi pocasi na
zakladé historickych dat.

Vijrobni procesy: Monitoring a analyza vykonnosti vyrobnich zafizeni v case, sledovani
kvality nebo optimalizace vyrobnich kapacit.
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Diky témto aplikacim je mozné provadét analyzy, které pomahaji organizacim predvidat bu-
douci vyvoj a 1épe planovat své aktivity.

101 Zakladni pojmy casovych rad

Pozorovani a casova osa

Casové fada je posloupnost hodnot urcité velic¢iny, které jsou méfeny nebo zaznamenavany v
néjakych (vétsinou pravidelnych) c¢asovych intervalech.

Definice 10.2. Kazda casova rada ma dveé klicové slozky:

Casovd osa: Zahrnuje jednotlivé ¢asové body (napt. dny, mésice, roky), ve kterych
jsou hodnoty proménné zaznamenany.

Hodnoty proménné: Reprezentuji sledovanou veli¢inu (napf. teplotu, cenu akcii, pro-
deje).

Casové Tady jsou dilezité pro zkoumani zmén a trendtt v pribéhu casu, coz nam potencialné
umoznuje predikovat budouci hodnoty na zakladé predchozich dat.

Trend, sezénnost, cyklichost a nahodna slozka

Definice 10.3. Casovou fadu muZzeme rozloZit na nékolik zdkladnich sloZzek:

Trend: Dlouhodoby smér vyvoje casové fady, ktery miize byt vzestupny, sestupny nebo
konstantni. Predstavuje systematickou zménu hodnot v case.

Sezonnost: Kratkodobé pravidelné fluktuace, které se opakuji v urcitém casovém ob-
dobi (napf. ro¢ni obdobi, mésiéni prodeje).

Cyklicnost: Dlouhodobé nepravidelné vykyvy, které nejsou striktné periodické, ale
mohou souviset s ekonomickymi nebo jinymi cykly.

Ndhodnd sloZka: Nepravidelné, nepredvidatelné vykyvy, které nelze vysvétlit trendem,
sezonnosti ani cykliénosti. Tato slozka predstavuje vlivy, které nejsou systematické a
mohou byt zptsobeny ruznymi nahodnymi faktory.

Rozklad casové Tady na tyto slozky nam umoznuje lépe pochopit jeji strukturu a provadét
analyzy, které jsou uzitecné napriklad pri modelovani a predikci.



153

Zaklady statistiky

10.2

Typy casovych rad

Deterministické a stochastické ¢asové rady

Definice 10.4. Casové fady miizeme rozdélit do dvou zédkladnich kategorif:

Deterministické casové rady: U téchto fad je budouci vyvoj plné uréen predchozimi
hodnotami. Neobsahuji zadnou nahodnou slozku a jsou ¢asto popsany jednoduchymi
matematickymi funkcemi, napriklad linedirnim nebo exponencidlnim trendem.

Stochastické casové rady: Tyto fady obsahuji ndhodnou slozku, coz znamena, Ze jejich
budouci vyvoj neni zcela predvidatelny. Prikladem je fluktuace na finan¢nich trzich,
kde se vyvoj ceny akcie v ¢ase neda presné urcit.

Rozliseni mezi deterministickymi a stochastickymi fadami je klicové pro vybér vhodnych metod
analyzy a predpoveédi.

Stacionarni a nestacionarni ¢asové rady

Definice 10.5. Dalsi dilezité déleni ¢asovych Tad je na stacionarni a nestacionarni:

Staciondrni casové rady: Casova fada je stacionarni, pokud jeji statistické vlastnosti
(napr. prumér a rozptyl) zistévaji v ¢ase konstantni. To znamend, ze v prubéhu ¢asu
nepozorujeme zadny vyrazny trend ani zmény v kolisani hodnot. Stacionarni casové
fady jsou casto jednodussi na analyzu a modelovani.

Nestaciondrni casové rady: V téchto fadach dochazi ke zménam v case, napriklad k
rustu nebo poklesu priameéru, zménam v rozptylu nebo vyskytu sezonnich vykyvi. Pro
analyzu nestacionarnich casovych tfad je obvykle nutné aplikovat metody, které tyto
zmeény zohledni, naptiklad diferenciaci.

Stacionarita je dilezity koncept, protoze mnoho statistickych metod predpoklada, ze ¢asova
rada je stacionarni. Pokud neni, je tfeba pouzit vhodné transformace, které pomohou dosdhnout
stacionarity.
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10.3  Analyza ¢asovych rad

Graficka analyza ¢asovych rad

Jednim z prvnich krokt pri analyze casové rady je vizualni zkouméani jejich vlastnosti pomoci
grafi. Grafickd analyza casovych fad nam umoznuje identifikovat zakladni slozky casové tady,
jako jsou trend, sezénnost nebo nahodné vykyvy.

Definice 10.6. Mezi nejcastéji pouzivané grafické nastroje patii:

Casovyj graf: Zobrazuje hodnoty ¢asové fady na vertikdlni ose a ¢asové body na ho-
rizontalni ose. Tento graf je idedlni pro identifikaci dlouhodobych trendt a sezénnich
vykyvii.

Sezonni diagram: Pouziva se k vizualizaci opakujicich se sezénnich vzorcli. Umoznuje
snadno rozpoznat, zda ma casova fada pravidelné sezénni fluktuace v pribéhu jednot-
livych obdobi (napriklad rizné mésice nebo ro¢ni obdobi).

Bodovy diagram (scatter plot): Mtze byt pouzit ke zkouméani zavislosti mezi hodnotami
casové Tady v ruznych casovych intervalech. Tento graf muze odhalit autokorelaci
(zavislost mezi hodnotami v riznych ¢asech).

Grafickd analyza poskytuje rychly prehled o strukture c¢asové fady a je ¢asto prvnim krokem
pred aplikaci pokrocilejsich analytickych metod.

Rozklad ¢asové rady

Pro lepsi pochopeni struktury casové rady je casto uzitecné rozlozit ji na jednotlivé slozky:
trend, sezonnost a nahodnou slozku. Tento rozklad umoznuje oddélit systematické vlivy od
nahodnych vykyvi, coz usnadnuje interpretaci a predpovedi.

Definice 10.7. Rozklad c¢asové tady lze provést pomoci nékolika metod, naptiklad:

Additivni model: Predpoklada, Ze ¢asova rada je souctem trendu, sezonnosti a nadhodné
slozky. Tento model je vhodny, pokud amplituda sezénnich vykyvi zustava konstantni
v Case.

Multiplikativni model: Predpoklada, ze ¢asova fada je soucinem trendu, sezénnosti a
nahodné slozky. Tento model je vhodny, pokud se amplituda sezénnich vykyvi méni
s velikosti ¢asové fady (napiiklad vétsi pro vyssi hodnoty ¢asové fady).

Rozklad c¢asové Tfady nam umoznuje lépe porozumét jejim jednotlivym slozkdm a pripadné
predikovat budouci hodnoty na zakladé trendt a sezénnich vzorct.
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10.4  Charakteristiky casovych rad

Charakteristiky ¢asovych rad

P1i analyze casovych fad se pouzivaji zakladni charakteristiky rtstu, které ndm umoznuji kvan-
tifikovat zmény hodnot mezi jednotlivymi ¢asovymi body.

Definice 10.8. Mezi hlavni charakteristiky patii:

Absolutni priristky (diference): Rozdil mezi hodnotami ¢asové fady ve dvou po sobé
jdoucich obdobich. Absolutni prirustek Ax; pro obdobi ¢ je dan vztahem:

Azy = x4 — 241,
kde z; je hodnota casové fady v obdobi t a x;_; je hodnota v predchozim obdobi.

Koeficienty ristu: Pomér mezi hodnotou casové fady v obdobi ¢ a hodnotou v pred-
chozim obdobi t — 1. Koeficient ristu k; je dan vztahem:

Ty

kt:

Ti—1

Tento koeficient nam ukazuje relativni zménu hodnot mezi dvéma obdobimi.

Pramérné charakteristiky

Pro ziskani obecnéjsiho obrazu o vyvoji casové fady v delsim obdobi pouzivame

Definice 10.9. priamérné charakteristiky:

Primeérny absolutni prirustek: Jedna se o prumér vsech absolutnich prirtstkt ¢asové
rady a vypocita se jako:

Yio Az

Primérny priristek = 1
n J—

kde n je pocet obdobi.

Primeérng koeficient rustu: Tento koeficient vyjadiuje pramérnou relativni zménu ca-
sové fady v priubéhu nékolika obdobi. Vypocita se jako geometricky primér koeficientii

rustu: )

n n—1
Primeérny koeficient ristu = (H kt>

t=2

Tyto prumeérné charakteristiky poskytuji prehled o celkovém trendu c¢asové rady.
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Aplikace v praxi

Charakteristiky ristu lze vyuzit k analyze zmén v riznych oblastech, jako je produkce, prodej
nebo zasoby. Napiiklad pomoci pramérného absolutniho prirtstku lze sledovat, jak se postupné
méni objem vyroby v tovarné, a prumérny koeficient riistu nam miize ukazat, zda rist prodeje
vykazuje stabilni tempo nebo kolisa mezi obdobimi.

105 Resené priklady

Priklad 10.10. Méjme nasledujici ¢asovou radu, ktera predstavuje pocet prodanych kust ur-
¢itého produktu v obchodé za poslednich 10 mésicii:

(120, 150, 130, 170, 160, 180, 200, 190, 210, 230)

Vasim tkolem je:

1. Vykreslit casovy graf této casové rady.

2. Identifikovat, zda casova fada obsahuje trend.

Reseni: 1. Pro vykresleni ¢asového grafu pouzijeme hodnoty z ¢asové fady na vertikalni ose
a Cas (v mésicich) na horizontalni ose. Graf ukazuje, jak se pocet prodanych kust méni v
case.

250

200

150

Pocet prodanych kusti

100 | | | |
Meésice
2. 7 casového grafu mizeme vidét, ze pocet prodanych kust ma obecné rostouci trend. Ne v

kazdém mésici se pocet prodanych kust zvysuje, ale celkové je jasny pozitivni rist. Tato
casova rada tedy obsahuje trend.

]
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Priklad 10.11. Urcete elementarni charakteristiky rastu ¢asové rady sledujici vyrobu plynu v
letech 1980 - 1985.

rok \ 1980 \ 1981 \ 1982 \ 1983 \ 1984 \ 1985
vyroba (m?) | 1286 | 1363 | 1393 | 1495 | 1571 | 1610

Reseni: ReSent:

rok | vyroba (m?) y; | absolutni pf¥irtstky | koeficienty rtistu
1980 1286

1981 1363 77 1,060

1982 1393 30 1,022

1983 1495 102 1,073

1984 1571 76 1,051

1985 1610 39 1,025

Primérny absolutni priristek:

K:ZAyt Wy + s =)+ = Yn1)  Yn— 1 1610 — 1286 _ . o
n—1 n—1 n—1 5 ’

Pramérny koeficient ristu:

- B y2 'y3 y4 yn 5 1610
k _n 1 k . k- ..... kTL— — 5/ . . Z_ . ... = \/> ~ 17046
\/ b ' \/y1 Y2 Y3 Yn—1 1286

106 Softwarova analyza ¢asovych rad

V predchozich dvou prikladech jsme si predvedli jen velmi zédkladni vypocty.
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Pro pokrocilejsi analyzu casovych tad lze vyuzit rizné softwarové néstroje, které nabizeji
specializované funkce a metody:

Fxcel: Excel umoznuje provadét zakladni analyzu ¢asovych rad, jako je vykreslovani
casovych grafti nebo vypocet klouzavych praméri. Pro pokrocilejsi analyzy je mozné
pouzit doplnék Analjza dat, ktery zahrnuje funkce pro regresni analyzu nebo sezénni
dekompozici.

R: Ve statistické softwaru R jsou k dispozici specialni balicky, jako naptiklad forecast
nebo tseries, které poskytuji nastroje pro modelovani ¢asovych fad, jako jsou ARIMA
modely, exponencialni vyrovnavani a testy stacionarity. R je velmi flexibilni a Siroce
vyuzivany pro komplexni analyzy.

Wolfram Alpha: Wolfram Alpha je interaktivni nastroj, ktery umoznuje provadét za-
kladni analyzu c¢asovych tad, jako je vykresleni grafti nebo vypocet trendia. Méné se
hodi pro komplexni statistické modely, ale je uziteény pro rychlé vizualizace a zakladni

vypocty.

Pouziti konkrétniho softwaru zavisi na potiebach analyzy — Excel je vhodny pro jednodussi
ulohy a rychlou vizualizaci, zatimco R poskytuje nastroje pro pokrocilé statistické modely, a
Wolfram Alpha nabizi snadno pristupnou platformu pro zakladni vypocty.

Priklad 10.12. Ukézka grafickych vystupt pfi analyze casové fady poctu cestujicich. Data
jsou soucasti instalace softwaru R.

Reseni: Nejprve uvedeme programovy kod, ktery nam v R, mimo jiné, vytvori zminéné grafické
vystupy:

# Nacteni datasetu AirPassengers

data("AirPassengers")

# Zakladni informace o datasetu

summary (AirPassengers)

plot (AirPassengers, main="Polet cestujicich v letecké dopravé (1949-1960)",
ylab="Polet cestujicich", xlab="Rok", col="blue")

# Decompose Casové Fady (rozklad na trend, sezdénnost a ndhodnou sloZku)

decomposed <- decompose(AirPassengers)

plot (decomposed, col="darkred")

# Autokorelalni graf

acf (AirPassengers, main="Autokorelalni funkce pro AirPassengers")

# ARIMA model pro predpovéd

library(forecast)

model <- auto.arima(AirPassengers)

forecasted <- forecast(model, h=24)

# Graf predpovédi

plot(forecasted, main="P¥edpovéd poltu cestujicich na pfisti 2 roky", col="green")

# Vistup modelu

summary (model)
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Pokracujeme ukazkou grafii.

Na obréazku 21 na strané 160 je zndzornéna casova fada poctu cestujicich.

Na obrazku 22 na strané 160 je provedena tzv. dekompozice (rozklad) ¢asové fady na
trendovou, sezénni a nahodnou slozku.

Na obrazku 23 na strané 160 je ukazka predpovédi.

V této kapitole jsme se vénovali casovym radam, které popisuji vyvoj veli¢in v c¢ase. Hlavni
body zahrnuji:

Zakladni pojmy: Probrali jsme ¢asovou osu, hodnoty proménnych a zakladni slozky
casové Tady, jako jsou trend, sezonnost a ndhodné vykyvy.

Typy casovych rad: Rozdélili jsme casové fady na deterministické a stochastické,
stacionarni a nestacionarni.

Charakteristiky rastu: Predstavili jsme absolutni priristky, koeficienty ristu a
jejich prumérné hodnoty jako nastroje pro kvantifikaci zmén casové rady.

Kapitola poskytuje jen velmi zakladni néstroje pro analyzu c¢asovych fad v rtznych obo-
rech.

—_

. Jaké jsou zakladni slozky casové rady? Uvedte priklady kazdé z nich.

[\]

. Jaky je rozdil mezi stacionarni a nestacionarni ¢asovou radou?

w

. Jaky je vyznam primérného absolutniho ptirtistku a primérného koeficientu ristu
v analyze Casovych tad?

4. V jakych situacich byste pouzili multiplicativni model namisto aditivnitho modelu
pro rozklad casové rady?

ot

. Vysvétlete, jak lze vyuzit Excel, R nebo Wolfram Alpha pro analyzu c¢asovych tad.
Jaké jsou hlavni rozdily mezi témito nastroji?

=)

. Majitel prodejny evidoval ¢tvrtletné objem prodeje ovocnych kompotii a jejich zasoby
na pocatku ctvrtleti.

¢tvrtleti | prodej ks | zasoby ks
L. 560 220
II. 480 210
I1T. 520 215
IV. 550 200

Na konci 4. ¢tvrtleti bylo v zasobé 150 ovocnych kompoti. Vypocététe prumeérny
¢tvrtletni prodej a prumérnou ¢tvrtletni zasobu ovocnych kompoti.  [527,5, 199]
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Pocet cestjicich v letecké dopravé (1949-1960)
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Obr. 21: Graf casové fady z prikladu 10.12

Decomposition of additive time series

tend

Obr. 22: Dekompozice casové fady z prikladu 10.12

Predpoved pottu cestujicich na prist 2 roky
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Obr. 23: Graf predpovédi casové tfady z prikladu 10.12
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7. Casova fada nasledujicich hodnot piedstavuje pocet prodanych kusii elektroniky v
obchodé za poslednich 12 mésict:

(120,130, 110, 150, 140, 160, 170, 165, 180, 175, 190, 185)

a. Vypoctéte absolutni prirtstky pro kazdy mésic.
b. Vypoctéte koeficient rustu pro kazdy mésic.

c. Urcete primeérny absolutni priristek a primérny koeficient riistu.

[.., ..., 7,27, 1,0217]
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Kapitola 11

Induktivni statistika

Po prostudovani této kapitoly budete umét:
« uré¢it bodovy odhad zvolenych parametri,
- uréit intervalovy odhad (interval spolehlivosti) stfedni hodnoty a rozptylu pii zvolené

hladiné spolehlivosti,

« pouzit néastroje Excelu a R pro vypocty bodovych a intervalovych odhadt v prak-
tickych ptikladech.

Klicova slova:
Bodovy odhad, intervalovy odhad, sttedni hodnota, rozptyl, Excel, R.
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Nahled kapitoly

V této kapitole se budeme vénovat zdkladnim néastrojim induktivni statistiky, kterymi jsou
bodové a intervalové odhady. Tyto odhady umoznuji na zékladé vybérovych dat vyvodit zavéry
o zakladnim souboru, coz je klicova soucast statistické analyzy. Naucime se, jak vypocitat
bodovy a intervalovy odhad stfedni hodnoty (priméru) a rozptylu, a to jak teoreticky, tak i
prakticky s vyuzitim programu Excel a R.

Cile kapitoly

Cilem této kapitoly je pochopit hlavni myslenku induktivni statistiky a naucit se odhadovat
parametry zakladniho souboru pomoci bodovych a intervalovych odhadii.

Odhad ¢asu potrebného ke studiu

Studium této kapitoly by mélo zabrat priblizné 2 hodiny. Tento cas zahrnuje prostudovani
teorie, porozuméni odhadovym metodam a zvladnuti praktickych vypoctia v Excelu a R.

Uvod

Zopakujme si, ze statistika je obor, ktery se zabyva sbérem, analyzou a interpretaci hromadnych
pozorovani a vysledkiu opakovanych pokust. Je rozdélena na dva hlavni typy:

Deskriptivni (popisnd) statistika: Zamétuje se na usporadani datovych soubort,
jejich popis a tcelnou sumarizaci.

Induktivni statistika: Pomoci empirickych poznatkt umoznuje vytvaret védecky
odtvodnéné obecné zavéry. Tento pristup je zalozen na teorii pravdépodobnosti.

Stejné jako statistika, i lidské mysleni 1ze rozdélit na rtizné typy podle zptisobu uvazovani. Mezi
nejvyznamnéjsi typy patii:

Deduktivni mysleni
Deduktivni mysleni je proces, pri kterém vyvozujeme zavéry z obecnych zakonitosti nebo pra-
videl. Z obecnych principt vytvarime specifické zavéry, které se uplatnuji v jednotlivych pripa-

dech. Deduktivni mysleni zajistuje presné a logické usuzovani.

Priklad: Vsichni lidé jsou smrtelni. Sokrates je ¢lovek. Tudiz Sokrates je smrtelny.
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Induktivni mysleni
Induktivni mysleni vychézi z konkrétnich pozorovani jednotlivych pripadt a zobecnuje je do
obecnych zaveériu. Na rozdil od dedukce, indukce ¢asto pracuje s nejistotou, protoze zavéry jsou

ovlivnény subjektivnimi postoji a maji omezenou platnost.

Priklad: Kazdé rano, kdy jsem pozoroval vychod slunce, slunce skutecné vyslo. Proto mohu
induktivné usoudit, Ze slunce vyjde i zitra rano.

Dalsi typy mysleni

Abduktivni mysleni: Vyvozovani nejpravdépodobnéjsiho vysvétleni na zakladé do-
stupnych informaci. Casto se pouziva pti feseni netplnych problémi, kde se snazime
najit nejlepsi hypotézu.

Priklad: ,,Zem je mokra, pravdépodobné prselo.”

Kreativni mysleni: Schopnost generovat nové a originalni napady nebo feseni. Za-
méruje se na netradi¢ni pristupy k feseni problémi.

Priklad: ,Namisto tradi¢niho reklamacniho procesu navrhneme zcela novy zptsob

zakaznického servisu pomoci umeélé inteligence.

Kritické mysleni: Proces systematického hodnoceni a zkouméani informaci, argu-
menti a dikazi. Cilem je dospét ke spravnym zavérum zalozenym na logice a dika-
zech.

Priklad: , Tento clanek tvrdi, Ze urc¢ité potraviny jsou skodlivé, ale podivejme se na
dikazy a ovérme, zda to podporuji i jiné studie.”

Statisticka indukce je proces, pri kterém pomoci statistickych metod dokazeme vytvaret obecné
zavéry z dostupnych dat. Jejich spolehlivost lze kvantifikovat pomoci pravdépodobnosti. Zakla-
dem statistické indukce je prace s vybérem a zakladnim souborem.

Zakladni soubor (populace)

Zakladni soubor, nékdy oznacovan jako populace, je mnozina vSech prvki, které jsou predmétem
zkoumani. Tento soubor muze byt:

Konecny: Napr. pocet obyvatel v urcité zemi.

Nekonecny: Hypoteticky soubor, ktery je idedlni a v realité neexistuje.

Prvky zakladniho souboru maji rizné vlastnosti, nazyvané znaky. Tyto znaky délime na:
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Kvalitativni:

Nomindlni: Vlastnosti, které lze pouze pojmenovat (napr. barva oci).
Ordindlni: Vlastnosti, které lze usporadat (napf. spokojenost zakazniki na skale
1 az ).

Kvantitativni:
Diskrétni: Hodnoty mohou nabyvat pouze urcitych hodnot (napt. pocet déti v
rodiné).

Spojité: Hodnoty mohou nabyvat jakékoliv hodnoty v daném intervalu (napf.
vyska clovéka).

Vybér

Vybér je cast zakladniho souboru, kterou zkoumame a na zakladé které usuzujeme na celou po-
pulaci. Aby byl vybér reprezentativni, musi odpovidat vlastnostem celého zakladniho souboru.
Pokud neni vybér reprezentativni, jedna se o selektivni vybér.

Metody vybéru:

Nahodny vybér: Prvky vybirame nahodné, napiiklad losovanim nebo pomoci tabu-
lek ndhodnych ¢isel.

Mechanicky (systematicky) vybér: Prvky vybirdme podle pevné stanoveného pra-
vidla (napf. kazdy treti prvek).

Oblastni (stratifikovany) vybér: Zikladni soubor je rozdélen na homogenni oblasti,
ze kterych jsou prvky vybirany nahodné.

Skupinovy vybér: Pouziva se pro velké populace, kdy vybirdme celé skupiny prvku
(napr. domécnosti nebo rodiny).

Vicestupnovy vybér: Prvky jsou vybirany postupné z ruznych turovni hierarchie
(napf. mésto — domécnost — osoba).

11.1  Odhady v induktivni statistice

V oblasti induktivni statistiky se nejcastéji zamérujeme na odhadovani parametrii zakladniho
souboru na zakladé vybérovych dat. Mezi hlavni parametry, které odhadujeme, patri:
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Primeér (stfedni hodnota): Odhadujeme stiedni hodnotu populace na zakladé pri-
méru ve vybéru.

Rozptyl: Odhadujeme rozptyl populace na zakladé vybérového rozptylu.

Proporce: Odhady podili urcité charakteristiky v populaci (napt. podil lidi s urcitym
nazorem).

Zde se konkrétné zaméiime na bodovy a intervalovy odhad pruméru (stfedni hodnoty) a
rozptylu.

11.1.1 Bodovy a intervalovy odhad prumeru (stredni hod-
noty)

Bodovy odhad primeéru

Definice 11.1. Bodovy odhad praméru vyjadiuje nejlepsi odhad skutecné stredni hodnoty
populace na zakladé vybérového priméru. Bodovy odhad stfedni hodnoty p se vypocita
jako:

kde x; jsou jednotlivé hodnoty z vybéru a n je pocet pozorovani.

Prakticky vypocet v Excelu:
V Excelu muzete bodovy odhad priméru vypoditat pomoci funkce PRUMER:
=PROUMER (A1:A10),

kde rozsah bunék A1:A10 obsahuje hodnoty vybéru.

Prakticky vypocet v R:
V R mizete bodovy odhad priméru spocitat funkci mean():

mean (data),

kde data je vektor obsahujici hodnoty vybéru.
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Intervalovy odhad primeéru

Definice 11.2. Intervalovy odhad poskytuje rozsah hodnot, ve kterém se s urcitou pravde-
podobnosti nachazi skutecny prumér populace. Intervalovy odhad pro stfedni hodnotu u s
danou hladinou spolehlivosti 1 — a se vypocita jako:

~ g g
<M —Ul—q/2 " %7# + Ui—ay2 \/ﬁ> )

kde u;_qo/2 je kvantil normélnfho rozdéleni pro zvolenou hladinu spolehlivosti, o je sméro-
datna odchylka populace (pfipadné odhad ze vzorku) a n je velikost vybéru.

Prakticky vypocet v Excelu:

Intervalovy odhad priméru lze v Excelu vypocitat pomoci nasledujiciho postupu:

1. Vypocet pruméru: =PRUMER (A1:A10)
2. Vypocet smérodatné odchylky: =SMODCH.VYBER.S(A1:A10)
3. Vypocet velikosti vybéru: =POCET (A1:A10)

4. K vypoctu kvantilu normalniho rozdéleni pouzijeme funkci NORM. INV nebo NORM. S. INV,
napt. pro hladinu spolehlivosti 95%: =NORM. S.INV(0,975)

5. Intervalovy odhad pak ziskdme jako prumér & u;_q/2 - %

Prakticky vypocet v R:

V R miizeme intervalovy odhad priaméru vypocitat pomoci kombinace funkei:

mean(data) + c(-1, 1) * gnorm(0.975) * sd(data)/sqrt(length(data))
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11.1.2 Bodovy a intervalovy odhad rozptylu

Bodovy odhad rozptylu

Definice 11.3. Bodovy odhad rozptylu vyjadiuje nejlepsi odhad skutecného rozptylu po-
pulace na zdkladé vybérového rozptylu. Bodovy odhad rozptylu o2 se vypocita jako:

1
n—li

52 =

(l'i - la)27
=1

kde ji je prumér vybéru a z; jsou jednotlivé hodnoty z vybéru.

Prakticky vypocet v Excelu:
V Excelu miizete bodovy odhad rozptylu vypocitat pomoci funkce VAR.S:

=VAR.S(A1:A10)

Prakticky vypocet v R:
V R muzete bodovy odhad rozptylu vypocitat funkci var():

var (data)

Intervalovy odhad rozptylu

Definice 11.4. Intervalovy odhad rozptylu lze vypodcitat s vyuzitim y? rozdéleni, které se
pouziva pro odhady rozptylu. Intervalovy odhad rozptylu s hladinou spolehlivosti 1 — « se

vypocita jako:
<(n—1)-62 (n—l)-62>

Y

2 2
Xi-a/2,n—1 Xa/2n—1

kde x2 J2.n—1 J€ kvantil x? rozdéleni.
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Prakticky vypocet v Excelu:

Intervalovy odhad rozptylu muzete vypocitat pomoci nasledujicich kroki:

1. Vypocet rozptylu: =VAR.S(A1:A10)
2. Vypocet velikosti vybéru: =POCET (A1:A10)

3. K vypocétu kvantilu x? rozdéleni pouzijte funkci CHISQ. INV, napf.: =CHISQ. INV(0,975;
n-1)

4. Intervalovy odhad rozptylu pak ziskdme dosazenim o vzorce pro interval.

Prakticky vypocet v R:
V R muzeme intervalovy odhad rozptylu vypocitat pomoci nasledujicitho kodu:
n <- length(data)

var(data) * (n-1) / qchisq(c(0.975, 0.025), n-1)

Tento vypocet ndm poskytne dolni a horni hranici intervalového odhadu rozptylu.

112 Resené priklady

Priklad 11.5. Pfi méfeni prameéru vackového hiidele na 250 soucastkach bylo zjisténo, ze
vybérovy pramér ¢inf z, = 995,6 a vybérovd disperze s* = 134,7. Predpokldddme, Ze soubor
ma normalni rozdéleni. Urcete interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu zakladniho souboru
pri hladiné vyznamnosti o = 0,05.

Reseni: Pro odhad stiedni hodnoty zédkladniho souboru p na zékladé vybérovych dat se pouziva
interval spolehlivosti ve tvaru:

(T, — ANz, + A)

kde z, je vybérovy prameér, A je tzv. mezni chyba odhadu a urcuje se podle vztahu:

A:

U 2.

[N]1)

s
NZD
V tomto vyrazu:

s je smérodatna odchylka vybéru,

n je pocet pozorovani (v nasem piipadé n = 250),
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ui—g je kritickd hodnota normaélniho rozdéleni odpovidajici zvolené hladiné vyznamnosti
a.

Pro hladinu vyznamnosti a = 0,05 je hodnota u; e« = NORM.S.INV(0,975) ~ 1,96.

Nyni vypocitame mezni chybu odhadu A:

VI347
INEAEC 1,96 ~ 1,441558.

V250

Intervalovy odhad stifedni hodnoty u je tedy:

(T, — Ay Ty + A) = (995,6 — 1,441558; 9956 + 1,441558) = (994,1584; 997,0416) .

Z toho plyne, ze s 95 % spolehlivosti 1ze tvrdit, ze skutecnd stfedni hodnota priaméru vackového
hiidele lezi v intervalu (994,1584;997,0416). ]

Priklad 11.6. Urcete oboustranny konfidenc¢ni interval rozptylu normalné rozlozeného zaklad-
niho souboru pro hladiny spolehlivosti 0,90, 0,95 a 0,99, kdyz u vybéru s rozsahem n = 12 byl
zjistén rozptyl s? = 0,64. Posudte ziskané vysledky.

Reseni: Pro vypocet konfidenéniho intervalu pro rozptyl o? normalné rozlozeného zékladniho

souboru pouzijeme vztah:

n- s ) n-s
<o <

V-0 =7 = gm0

N1}

kde

n = 12 je rozsah vybéru,
s? = 0,64 je vybérovy rozptyl,
X%_% (n—1)a XQ% (n — 1) jsou kritické hodnoty Pearsonova rozdéleni s n — 1 = 11 stupni

volnosti.

1. Pripad: Hladina spolehlivosti 0,90
Pro hladinu spolehlivosti 1 — a = 0,90 je a = 0,10. Kritické hodnoty jsou:
Xo.05(11) = CHIINV(0,05; 11) =~ 19,675,

Xgo5(11) = CHIINV(0,95; 11) ~ 4,575.
Dosazenim do vztahu:
12-0,64 o _ 12-0,64
—ar S0 S —
19,675 4,575

0,390 < 02 < 1,678.

2. Pripad: Hladina spolehlivosti 0,95
Pro hladinu spolehlivosti 1 — a = 0,95 je a = 0,05. Kritické hodnoty jsou:

Xo.025(11) = CHIINV(0,025; 11) ~ 22,362,
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Xo.o75(11) = CHIINV(0,975; 11) ~ 3,816.

Dosazenim do vztahu:

12064 _ ,_ 12064

22362 — — 3816 '
0,343 < 0% < 2,012.

3. Pripad: Hladina spolehlivosti 0,99

Pro hladinu spolehlivosti 1 — a = 0,99 je a = 0,01. Kritické hodnoty jsou:

ngoog,(n) = CHIINV(0,005; 11) ~ 26,757,
Xo.905(11) = CHIINV(0,995; 11) ~ 2,603.
Dosazenim do vztahu:
12-0,64 , 12.0,64
— <0< —,
26,757 2,603

0,287 < 02 < 2,952.

7 vysledki vidime, ze s rostouci hladinou spolehlivosti se konfidenc¢ni interval rozsiruje. O

V této kapitole jsme se vénovali zakladnim metodam induktivni statistiky, zejména bodo-
vym a intervalovym odhadim, které jsou klicovymi nastroji pro usuzovani o parametrech

zakladniho souboru na zakladé vybérovych dat.

V kapitole byl kladen dtraz na praktické vyuziti téchto metod v Excelu a R, kde byly
predstaveny konkrétni funkce pro vypocet bodovych a intervalovych odhadi, jako napf.
PRUMER, SMODCH.VYBER, NORM.S.INV a CHISQ.INV v Excelu a mean(), var(), gnorm() a

qchisq() v R.

1. Vysvétlete, co je bodovy odhad a jak se lisi od intervalového odhadu.

. Jaké jsou hlavni slozky pri vypoctu intervalového odhadu pro stfedni hodnotu? Vy-
svétlete, co znamend hladina spolehlivosti.

. Kdy pouzijete pro intervalovy odhad priméru normalni rozdéleni a kdy Studentovo
t-rozdéleni?

. Jaky je rozdil mezi intervalovym odhadem pro stfedni hodnotu a intervalovym od-
hadem pro rozptyl? Uvedte vzorce a vysvétlete jednotlivé ¢leny.

. Co znamen4, ze intervalovy odhad m4 hladinu spolehlivosti 95 %? Muze byt tento
odhad vzdy spravny?

. Jaky je vyznam kritické hodnoty v kontextu intervalovych odhada? Jak se lisi kritické
hodnoty pro rtzné hladiny spolehlivosti?

. Jakou roli hraje velikost vybéru pri vypoctu intervalovych odhada? Jak se méni sitka
intervalu s rostoucim poc¢tem pozorovani?
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

Byla mérena délka trvani urc¢itého procesu. Z 12 méteni byla zjiSténa stfedni doba
trvani procesu 44 s a smérodatnd odchylka 4 s. Sestrojte 90 % a 95 % interval
spolehlivosti pro oc¢ekavanou délku procesu za predpokladu normalniho rozdéleni.
[90 % CI: (42,02; 45,98), 95 % CI: (41,45; 46,55)]

Pri meéreni kapacity sady kondenzatoru bylo provedeno 10 méreni s vysledky: 152,
156, 148, 153, 150, 156, 140, 155, 145, 148. Odhadnéte interval spolehlivosti pro
kapacitu téchto kondenzatoru se spolehlivosti a) 90 %, b) 95 %.  [90 % CI: (146,41,
154,19), 95 % CI: (145,58; 155,02)]

Urcete intervalovy odhad s 90 % spolehlivosti stfedni hodnoty a smérodatné odchylky
pro nasledujici hodnoty: 606, 1249, 267, 44, 510, 340, 109, 1957, 463, 801, 1086, 169,
233, 1734, 1458, 80, 1023, 2736, 917, 459.  [90 % CI: (487,87; 1224,73)]

Vzorek 20 student mél primérnou dobu studia na zkousku 5,6 hodiny se smérodat-
nou odchylkou 1,2 hodiny. Urcete 95 % interval spolehlivosti pro priamérnou dobu
studia celé populace studentti, pokud predpokladame, ze délka studia ma normalni
rozdéleni.  [95 % CI: (5,00; 6,20)]

Po zméteni vysky 30 osob bylo zjisténo, ze primérna vyska je 172 cm a smérodatnd
odchylka je 5 cm. Sestrojte 99 % interval spolehlivosti pro prumérnou vysku celé
populace.  [99 % CI: (169,49; 174,51)]

Prii experimentu s délkou zivotnosti urcitého druhu baterie bylo zaznamenano 15
hodnot. Vybérovy prumér zivotnosti je 500 hodin a smérodatné odchylka je 40 hodin.
Urcete 90 % interval spolehlivosti pro oc¢ekavanou délku zivotnosti baterii.  [90 %
CI: (481,80; 518,20)]

Vzorek 25 produkti mél vybérovy rozptyl 0,36. Urcete interval spolehlivosti pro
rozptyl populace na hladiné vyznamnosti 0,05.  [95 % CI: (0,219; 0,693)]
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Kapitola 12

Vyuziti softwaru pfri reseni
statistickych uloh

Po prostudovani této kapitoly budete umét:
« vyuzit software pro reseni vybranych statistickych tloh,
« nacist data z externich zdroji do Excelu,

- analyzovat rozsahlejsi data v Excelu.

Klicova slova:
MS Excel, Wolfram Alpha, R, statistické tlohy, data z internetu, analyza dat.
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Nahled kapitoly

Tato kapitola se zaméruje na vyuziti softwarovych nastroji pro reseni statistickych tloh. Nej-
prve shrneme hlavni funkce a moznosti Excelu, ktery jsme pouzivali v predchozich kapitolach.
Déle se podivame na Wolfram Alpha, coz je vykonny vypocetni nastroj, vhodny pro rychlé
teoretické vypocty, ale méné vhodny pro praci s rozsdhlymi datovymi sadami. Nakonec se in-
formativné seznamime s R, jehoz hlavni vyhoda spociva v pokrocilych analyzach dat, které vsak
vyzaduji instalaci softwaru a zakladni znalost programovani. Kapitolu zakonc¢ime praktickymi
priklady s redlnymi daty z internetu.

Cile kapitoly

Cilem této kapitoly je naucit studenty vyuzivat riizné nastroje pro statistické vypocty. Studenti
si zopakuji zakladni funkce Excelu, nauci se pouzivat Wolfram Alpha k feseni mensich tloh a
ziskaji zékladni povédomi o moznostech softwaru R. Diiraz bude kladen na praktické aplikace
téchto nastroju pti analyze aktualnich dat dostupnych na internetu.

Odhad ¢asu potiebného ke studiu

Studium této kapitoly zabere priblizné 3 hodiny, véetné ¢asu na procvicovani. Tento ¢as zahr-
nuje shrnuti prace s Excelem, seznameni s Wolfram Alpha, informativni prehled o R a feseni
praktickych priklad.

Uvod

V této kapitole se budeme vénovat tfem hlavnim néstrojim pro feseni statistickych tloh: MS
Excel, Wolfram Alpha a R. Kazdy z nich ma své vyhody i omezeni. Excel je Siroce dostupny
a prakticky nastroj, Wolfram Alpha umoznuje rychlé teoretické vypocty a R je silny néstroj
pro pokrocilé analyzy, ale vyzaduje urcité programovaci dovednosti. Zamétrime se predevsim na
Excel a Wolfram Alpha, zatimco R bude predstaven spise informativné.

Excel jsme jiz pouzivali v predchozich kapitolach, proto zde shrneme jeho hlavni funkce a
ukazeme, jak je aplikovat na aktualni data. Wolfram Alpha bude vysvétlen vice od zacatku,

vvvvvv

prace s rozsahlymi daty, doporuc¢ujeme pouzivat R, které vsak vyzaduje programovani.

V této kapitole se také podivame, jak stahnout aktudlni data z vefejné dostupnych zdroju,
naptiklad z CNB ;| a jak tato data analyzovat pomoci Excelu.

12.1  Shrnuti prace s MS Excel

V této sekci si shrneme hlavni statistické funkce a moznosti, které jsme v Excelu jiz pouzivali
v predchozich kapitolach. Excel je nastroj Siroce dostupny a je idedlni pro zakladni statistické
ulohy, zejména pro praci s mensimi datovymi soubory a pro vizualizaci dat.
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Zakladni statistické funkce v Excelu

PRUMER - slouzi k vypoétu pramérné hodnoty datové sady.
=PRUMER (A1:A10)

SMODCH.VYBER.S — vypoditd smérodatnou odchylku vybéru.
=SMODCH. VYBER. S(A1:A10)

VAR.S - slouzi k vypoctu vybérového rozptylu dat.
=VAR.S(A1:A10)

COVARIANCE.P - vypocita kovarianci mezi dvéma datovymi sadami.
=COVARIANCE.P(A1:A10;B1:B10)

CORREL - slouzi k vypoctu korelacniho koeficientu mezi dvéma proménnymi.

=CORREL (A1:A10;B1:B10)

Modul Analyza dat

Excel obsahuje modul Analyza dat, ktery poskytuje vice pokrocilych statistickych nastroji:

Popisna statistika — zobrazi zakladni souhrnné statistiky jako je prtimeér, median,
smérodatna odchylka a rozptyl.

Histogram - vizualizace dat v podobé rozdéleni ¢etnosti. Ukazka je na obrazku 24.

Regresni analyza — nastroj pro vypocet regresnich koeficientti a analyzu vztahu mezi
proménnymi.

Korelaéni matice — vypocet korela¢nich koeficienti mezi vice proménnymi.

Postup pro pouziti modulu Analyza dat:

1. Aktivujte modul Analyza dat (Pokud neni modul aktivni, pridejte jej pres Moznosti
Excelu — Dopliky — Analytické néstroje).

2. Zvolte pozadovanou metodu analyzy, napt. Popisnd statistika.
3. Vyberte oblast dat, na kterych chcete analyzu provést, a potvrdte volbu.

4. Vysledky se zobrazi v novém listu nebo ve zvoleném rozsahu bunék.
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Histogram
30 120, 00%
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Obr. 24: Ukédzka histogramu (¢etnosti a kumulativni relativni ¢etnosti) z modulu Analyza dat

Tento modul je velmi uzitecny pro provadéni rychlych analyz a statistickych vypocti, které by
jinak vyzadovaly vice manualnich kroki.

Grafické zpracovani dat

Excel také poskytuje néstroje pro vytvareni vizualnich reprezentaci dat:

Sloupcové grafy — vhodné pro vizualizaci kategoridlnich dat.
Spojnicové grafy — idedlni pro znazornéni casovych rad.
Bodové grafy — c¢asto pouzivané pri regresni a korelac¢ni analyze.
Histogram — pro znazornéni rozdéleni cetnosti.
Vsechny tyto grafy 1ze snadno vytvorit prostfednictvim nastroje Vlozit — Grafy. Vizualizace

dat je dulezitou soucasti analyzy, protoze poskytuje okamzity nahled na strukturu a rozdéleni
dat.

llustrativni priklad

Priklad 12.1. Méame néasledujici data o vynosech akcii za posledni 10 dnt: 3, 5, 2, 7, 6, 8, 4,
7,9, 5. Pomoci Excelu vypocitejte prumeér, smérodatnou odchylku a vytvorte histogram téchto
dat.

Reseni: V Excelu pouzijeme nasledujici funkce:

Prumér: =PRUMER (A1:A10) = 5.,6.
Smérodatna odchylka (vybérova): =SMODCH.VYBER.S(A1:A10) = 2,059.

Histogram vytvorime pomoci modulu Analjza dat — Histogram, kde zvolime intervaly
a Cetnosti.
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12.2  Predstaveni Wolfram Alpha a R

V minulé sekci jsme shrnuli zéakladni praci s excelovskymi funkcemi a moduly. V této ¢asti se
podivame na dalsi softwarové nastroje, konkrétné Wolfram Alpha a R.

12.2.1 Srovnani R a Wolfram Alpha

1) Licencovéani:

R: Otevieny software, zdarma, licencovan pod GPL. Komunita neustale pridava nové
balicky. Je nutné ho nainstalovat na lokalni pocita¢, ale existuji i nékteré online sluzby
pro béh R.

Wolfram Alpha: Komeréni produkt. Zakladni verze je zdarma, pokrocilé funkce
vyzaduji predplatné Wolfram Alpha Pro. Dostupny interaktivné online, bez potteby
instalace.

2) Pouziti pro statistické vypocty:

R: Pokryva sirokou skalu statistickych vypocti, od zakladnich po pokrocilé metody
(na co si ¢lovék vzpomene).

Wolfram Alpha: Umoznuje zakladni statistické vypocty, rychlé a snadné pouziti,
vhodné pro rychlé dotazy.

3) Sitka zabéru:

R: Zaméteno hlavné na statistiku a analyzu dat. Lze rozsitit o balicky pro rtzné
oblasti (text mining, geografickd data, strojové uceni).

Wolfram Alpha: Pokryva Sirokou skalu obortu (matematika, dalsi védy, ekonomie),
ale s omezenymi moznostmi pro pokrocilé statistické analyzy.

12.2.2  Zakladni prikazy ve Wolfram Alpha

Wolfram Alpha umoznuje provadét riuzné typy vypocti, jako je vypocet priméru, smérodatné
odchylky, rozptylu a mnoho dalsich. Zde jsou nékteré zakladni prikazy, které lze zadat primo
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do vyhledavaciho pole Wolfram Alpha:

Mean of {data} — vypocitd prumeér datové sady.
Mean of {3, 5, 2, 7, 6, 8, 4, 7, 9, 5} — 5.6
Standard deviation of {data} — vypocita smérodatnou odchylku datové sady.

Standard deviation of {3, 5, 2, 7, 6, 8, 4, 7, 9, 5} — 2.059

Variance of {data} — vypocita rozptyl datové sady.

Variance of {3, 5, 2, 7, 6, 8, 4, 7, 9, 6} — 4.24

Correlation between {datal} and {data2} — vypocitd korelacni koeficient mezi
dvéma sadami dat.

Correlation between {3, 5, 2} and {7, 8, 4} — 0.866

Po zadéni do vyhledavace Wolfram Alpha systém automaticky provede vypocet. Vysledky jsou
doplnény o dalsi souvisejici informace, jako jsou grafy nebo dodatecéné statistické hodnoty.

llustrativni priklady

Priklad 12.2 (Regresni analyza ve Wolfram Alpha). Zadejte linear regression of {(1,2),
(2,3), (3,51

Reseni: Po zadani Wolfram Alpha vypodcita regresni pifmku ve tvaru y = ax + b, kde a je
smérnice a b prisecik.
Vystup: y=15x+0.5

Wolfram Alpha rovnéZ poskytne graf a hodnotu koeficientu determinace (R?), coZ je uZitetné
pro hodnoceni kvality modelu. O]

Priklad 12.3. Vyzkousejte ve Wolfram Alpha nésledujici prikazy a prozkoumejte jejich vy-
stupy:

{10, 12, 8, 14, 11, 9, 15, 13}

five number summary {20, 25, 18, 30, 22, 19, 28, 30, 24}

variance {20, 25, 18, 30, 22, 19, 28, 30, 24}

median {20, 25, 18, 30, 22, 19, 28, 30, 24}

poisson distribution

normal distribution, mean=0, sd=2



179 Zaklady statistiky

Student t, 17 degrees of freedom

Wolfram Alpha nam poskytuje okamzité vysledky, které lze pouzit pro dalsi analyzu nebo
kontrolu spravnosti nasich vypocti. V nasledujici sekci se podivame na informativni prehled o
vyuziti softwaru R.

12.2.3 Pouziti R pro statistické ulohy

R je volné dostupny programovaci jazyk zaméreny na statistické vypocty a datovou analyzu. I
kdyz jeho vyuziti neni v tomto kurzu klicové, stoji za to jej zminit jako vykonny nastroj pro
slozitéjsi ulohy, které mohou byt mimo moznosti Excelu nebo Wolfram Alpha. V této casti
si ukdzeme nékolik zakladnich funkci v R, které se pouzivaji pro statistické tlohy, a to spise
informativné, bez nutnosti provadét vypocty béhem vyuky.

Zakladni prikazy v R pro statistické vypocty

R nabizi sSirokou skalu funkeci, které jsou velmi uzitecné pti Treseni statistickych tuloh. Zde je
prehled nékterych zakladnich ptrikazi:

mean () — vypocita primeér zadanych dat.

mean(c(3, 5, 2, 7, 6, 8, 4, 7, 9, 5)) — 5,6.

sd() — vypocita vybérovou smérodatnou odchylku zadanych dat.

sd(c(3, 5, 2, 7, 6, 8, 4, 7, 9, B)) — 2722

var () — vypocita vybérovy rozptyl zadanych dat.

var(c(3, 5, 2, 7, 6, 8, 4, 7, 9, 5)) — 493.

cor () — vypocita korelacni koeficient mezi dvéma sadami dat.

cor(c(3, 5, 2), c(7, 8, 4)) — 0,891.

Im() — provadi linedrni regresi.
lm(y ~x, data = dataframe)

Tato funkce provede linearni regresni analyzu mezi proménnymi x a y v datovém ramci
dataframe.
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Vyhody a nevyhody R

Vyhody:

R je zdarma a otevieny software, ktery je snadno dostupny.

Nabizi sirokou skalu funkci a knihoven pro rtizné statistické metody, od jednoduchych
vypocti po slozité modelovani.

Je vhodny pro analyzu velkych datovych sad, které by byly v Excelu obtizné zpracova-
telné.

MozZnost vytvaret pokro¢ilé vizualizace a grafy primo z dat (pomoci programovéh kédu).
Nevyhody:

R vyzaduje urcitou znalost programovani, coz mize byt pro zacinajici studenty obtizné.

Ovsem tuto nevyhodu lze do znacné miry potlacit s asistenci Al

Pro mnoho uzivateli je Excel jednodussi a intuitivnéjsi, zejména pro mensi a jednodussi
ulohy.

llustrativni priklad

Priklad 12.4. Zvazte nasledujici data o cendch produktiu v obchodech: {10, 12, 8, 14, 11, 9, 15,
13}. Pomoci R vypoditejte prumér, smérodatnou odchylku a rozptyl. Napiste prikazy a uvedte,
co kazdy z nich déla.

Resent: Primér: mean(c(10, 12, 8, 14, 11, 9, 15, 13)) = 11,5.

Smérodatnd odchylka (vybérova): sd(c(10, 12, 8, 14, 11, 9, 15, 13)) = 2,44.
Rozptyl (vybérovy): var(c(10, 12, 8, 14, 11, 9, 15, 13)) = 6.

12.3  Analyza dat z externich zdroju

V této sekci se zamérime na priklady rozsahlejsich statistickych tloh, které zahrnuji stahovani
dat z internetu, jejich zpracovani v Excelu, grafické znazornéni a nasledné vypocty popisnych
statistik a korelace. Zamérime se na realnd data z CNB (kurzy mén) a akciovych trhu.

Kde hledat statisticka data na internetu?

Existuje mnoho dostupnych zdroji, ze kterych lze stahovat realna statisticka data. Klasicky
ve formé souborti, napriklad ve formatu csv, nebo primym napojenim. Mezi ty ceské patii
naptiklad Cesky statisticky tifad (czso.cz) a CNB (cnb.cz). Z téch zahrani¢nich napiiklad Eu-
rostat (ec.europa.eu/eurostat) a Svétova banka (data.worldbank.org), pfipadné Yahoo Finance
(finance.yahoo.com) a Google Finance (google.com/finance).
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Nacitani dat z vnéjsich zdroju do Excelu

V Excelu existuje nékolik moznosti, jak nacitat a transformovat data z riiznych externich zdroja.
Tyto moznosti umoznuji zpracovavat data nejen ze soubort na lokalnim disku, ale také z online
zdroju s aktudlnimi informacemi. Mezi zédkladni moznosti patti (viz obrazek 25:

Soubor Domid  VloFeni  RozloZeni stranky  Vzorce Data F

@B ls E o Ly

Magist £ Text! Z Ztabulky Zobrazku Posledni ' Existujici = £
data~ C5V  webu nebo oblasti v zdroje pripojeni

Madist a transformovat data

Obr. 25: Excel: Skupina Nacist a transformovat data na karté Data

Nacitani z Text/CSV
Pomoci této funkce lze nacist data z textovych soubori (.txt) nebo soubori CSV
(.csv). Jednd se o jednoduchy zptsob, jak dostat strukturovana data do Excelu.

Nacitani z webu

Tato moznost umoznuje primé nacteni dat z webové stranky. Excel si z webu stahne
tabulkova data a umozni je dale zpracovavat. To je zvlasté uzitecné pro nacitani kurza
mén, cen akcii nebo jinych finan¢nich dat, ktera se pravidelné aktualizuji.

Nacitani z tabulky nebo oblasti

Tento nastroj umoznuje nacitat data primo z jinych tabulek v Excelu nebo z definova-
nych oblasti bunék. Hodi se pti praci s velkymi datovymi sadami rozdélenymi do vice
soubori.

Nacditani z obrazku

Excel dokaze nacitat data primo z obrazkl, coz je uzitecné pro digitalizaci dat v
tisténych tabulkach nebo grafech. Stac¢i nahrat obrazek a Excel rozpozna strukturu
dat.

Nacitani z webovych API a online zdroju

Excel umoznuje nacitani dat z online zdroju pomoci webovych API. Tato funkce je
klicova pro praci s aktualnimi daty, naptiklad z finanénich trhi, online databazi nebo
jinych sluzeb poskytujicich aktualizované informace. Pomoci rozhrani API lze ziskat
pristup k dattm, ktera se pravidelné aktualizuji, coz je idedlni pro tvorbu reportii
nebo analyz zalozenych na zivych datech.

Posledni zdroje
V této casti Excelu je mozné rychle znovu nacist data z poslednich pouzitych zdroji.
To usnadnuje opakované aktualizace dat z téchto zdroji.

Existujici pripojeni
Tato funkce umoznuje spravu a opétovné vyuziti drive nastavenych pripojeni k dato-
vym zdrojum, jako jsou databaze, webové sluzby nebo dalsi Excelové soubory.
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Nacitani dat z online zdroju je pro analyzy v Excelu zéasadni, zejména pokud pracujeme s dy-
namickymi daty, ktera se casto méni. Pomoci téchto nastroji je mozné zajistit, ze nase tabulky
budou obsahovat aktualni a relevantni informace pro dany tcel.

llustrativni priklad

Piiklad 12.5 (Nacteni a analyza tabulky kurzii mén z CNB). 1. Nastrdankich CNB najdéte
tdaje ,Kurzy devizového trhu - ro¢ni historie“ a vyberte rok 2024 (obrdzek 26)! .

Kurzy devizového trhu - roéni historie

<« ¢ a (= y-trh/kurz trhufkurzy 0-trhu/rok.txt?rok=2024]

Rok: " . -
© iii Aplikace B3 | o Polta-FiserJii-O.. [@ISMVSO @ SAS® Logon Mana.. & Course:SASAcade.. [ Misc [J News [J UPO i

2024 (CZK) <

_J Jatum|1 AUD|1 BGN|1 BRL|1 CAD|1 CHF|1 CNY|1 DKK|1 EUR|1 GBP|1 HKD|18@ HUF|1000 IDR|1 ILS|100 INR|1e@ ISK|1ee JPY|160 KRW|1 MXN
2023 (CZK) 32.01.2024|15,278|12,621]4,609|16,938| 26,524 3,154| 2,311 | 24,685 28,483 | 2,883 | 6,460|1,456(6,219|27,036|16,380|15,862|1,715|1,32:
B ?3.01.2024|15,201]12,616|4,584|16,032| 26,473 | 3,162 2,309 | 24,675| 28,5302, 504 6,450| 1,460 | 6,196 | 27,127 | 16,374 |15, 509 1,723 [1,32:

24.01.2024[15,137|12,602|4,585|16,880| 26,455 | 3,149(2,305| 24,650 28,561 2,883 |6,507|1,453|6,168|27,045|16,379(15,603|1,719|1,32
25.01.2024|15,859|12,5758|4,553 | 16,653 | 26,399 3,148 3,208 | 24,600 | 28,534| 2, 884| 6,507 | 1,452|6,113| 27,068 | 16,346 | 15,521 | 1,709 1,32
28.01.2024|14,951|12,517|4,570|16,712| 26,310 3,123( 3,281 | 24,480 28,423 | 2,865 | 6,484 | 1,441 (6,021 | 26,912 | 16,244(15,476|1,694|1,32:

2021 (CZK)
2020 (CZK)
2019 (CZK)

Sots (o 22.01.2024|15,852|12,578|4,595|16,829| 26,419 3,137(3,299| 24,600 28,616|2,876|6,493|1,448(6,028|27,042|16,346(15,608|1,705|1,33:
18 (CZK)

10.01.2024|15,837|12,555|4,589| 16,762 | 26,317 | 3,123,293 | 24,560 25,563 | 2, 5658|6,492| 1,440 |5,961| 27,009 | 16,362 |15,445|1,702 1,32
2017 (CZK) 11.01.2024|15,861|12,606|4,599|16,801| 26,400 | 3,135|2,306 | 24,655|28,613|2,870|6,508| 1,443 (6,003 |27,031|16,426(15,436|1,704|1,32

Obr. 26: CNB: Kurzy devizového trhu - roéni historie — zadani roku 2024

2. Zkopirujte odkaz a pouzijte jej v Excelu -> Data -> (Nalist a transformovat data)
Z webu (obrazek 27).

A B (& D E [F C
02.01.2024 15,278 12,621 4,609 16,938 26,524 3,
03.01.2024 15,201 12,616 4,584 16,932 26,473
04.01.2024 15,137 12,602 4,585 16,88 26,455
05.01.2024 15,059 12,578 4,583 16,853 26,399
08.01.2024 14,951 12,517 4,57 16,712 26,31
09.01.2024 15,052 12,578 4,595 16,829 26,419
10.01.2024 15,037 12,558 4,589 16,762 26,317
11.01.2024 15,061 12,606 4,599 16,801 26,4

olV]

® Zakadni O Upfesnéni

Adresa URL

svizovy-trh/kurzy-devizoveho-trhu/kurzy-devizoveho-trhu/rok tet?rok=2024

oK Zrusit

© 00N O A WN
W W wwwww

Obr. 27: Nacteni dat z CNB do Excelu pomoci volby Data -> Z webu

3. Pomoci volby Analjza dat -> Popisna statistika vypoctéte popisné statistiky pro
vSechny mény (na zvlastni list).

4. Pomoci volby Analjza dat -> Korelace vypoctéte korelacni koeficienty pro vsechny
dvojice mén (na zvlastni list).

5. Pomoci podminéného formatovani korelacni koeficienty obarvéte podle velikosti. Zvlast
zvyraznéte hodnoty vétsi nez 0,9. (obrazek 28).

6. Jak si vysvétlujete tak vysokou pozitivni linedrni korelaci?

7. Vyberte jednu dvojici z predchoziho bodu a vytvorte pro ni bodovy graf.

LAUD - Australsky dolar, BGN — Bulharské leva, BRL — Brazilsky real, CAD — Kanadsky dolar, CHF —
Svycarsky frank, CNY — Cinsky jilan, DKK — Dénské koruna, EUR — Euro, GBP — Britsk4 libra, HKD —
Hongkongsky dolar, HUF — Madarsky forint (kurz za 100 jednotek), IDR — Indonéskd rupie (kurz za 1000
jednotek), ILS — Izraelsky novy Sekel, INR — Indick4 rupie (kurz za 100 jednotek), ISK — Islandska koruna (kurz
za 100 jednotek), JPY — Japonsky jen (kurz za 100 jednotek), KRW — Jihokorejsky won (kurz za 100 jednotek),
MXN — Mexické peso, MYR — Malajsijsky ringgit, NOK — Norské koruna, NZD — Novozélandsky dolar, PHP —
Filipinské peso (kurz za 100 jednotek), PLN — Polsky zloty, RON — Rumunsky lei, SEK — Svédska koruna, SGD
— Singapursky dolar, THB — Thajsky baht (kurz za 100 jednotek), TRY — Turecké lira (kurz za 100 jednotek),
USD - Americky dolar, XDR — Specidln{ préva ¢erpani (ména pouzivand MMF), ZAR — Jihoafricky rand.
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A B C D E F
1 1AUD 1BGN 1BRL 1CAD 1CHF 1
2 1AUD 1
3 1BGN 0,56662 1
4 (1BRL -0,26862| -0,03034 1
5 1CAD 0,27497 0,54962 0,70436 1
6 1CHF 0,1362 0,47057 -0,2287 0,11274 1
7 1CNY 0,489 0,83009 0,20362 0,71783 0,42913
8 1DKK 0,56791 0,99647 -0,00012 0,57281 0,46649
9 1EUR 0,57007 0,99703 -0,02245 0,55534 0,4615
10 1GBP 0,74454 0,80486 -0,45514 0,15803 0,49149
11 1HKD 0,45092 0,67855 0,30423 0,7807 0,02264

Obr. 28: Podminéné forméat tabulky korelac¢nich koeficientt

12.3.1 Excelovské nastroje pro analyzu akcii

Vyuziti datového typu Akcie v Excelu

Datovy typ Akcie umoznuje ziskavat aktualni financni tdaje o verejné obchodovanych
spolecnostech. Pro jeho pouziti staci zadat nazev spoleénosti nebo jeji ticker (napf.
"AAPL"pro Apple) do bunky, nésledné zvolit z karty Data moznost Akcie. Excel poté po-
skytne aktudlni udaje jako cena, trini kapitalizace, P/E ratio atd., ale i samotny ticker.
Tyto tdaje se automaticky aktualizuji (minimélné pii kazdém otevieni souboru).

Ziskany ticker lze nasledné vyuzit ve funkci STOCKHISTORY pro nacteni historickych
dat obchodovani dané akcie.

Pouziti funkce STOCKHISTORY

Syntaxe je nasledujici:

=STOCKHISTORY ("ticker"; "start date"; "end date"; [interval]; [headers];
[property0]; [propertyl]l; ...)

Priklad pouziti pro naéteni dennich uzaviracich cen akcii Microsoftu za zari 2024:
=STOCKHISTORY ("MSFT"; "2024-09-01"; "2024-09-30"; 0; 1; 0; 5)

Tento vzorec vrati tabulku obsahujici data a uzaviraci ceny pro kazdy obchodni den v uvede-
ném obdobi. Funkce STOCKHISTORY je vhodna pro analyzu historickych finan¢énich dat a

sledovani casovych rad.

llustrativni priklady

Priklad 12.6 (Analyza uzaviracich cen akcii firem NVIDIA a Intel). Pomoci datového typu
Akcie zjistéte tickery firem NVIDIA a Intel.
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Pomoci funkce STOCKHISTORY nactéte uzaviraci denni ceny jejich akcii v obdobi od 1. srpna
2024 do 30. zari 2024.

Tyto dvé casové Tady graficky znazornéte, vypoctéte pro né zakladni popisné statistiky a pro-
vedte jejich korelac¢ni analyzu.
Reseni: 1. Tickery

Nejprve ziskame tickery spolecnosti NVIDIA a Intel pomoci datového typu Akcie:

Do bunék vlozime néazvy spolecnosti (NVIDIA| Intel).

Oznacéime bunky s nazvy a na karté Data zvolime moznost Akcie. Excel automaticky
pritadi k nazvim spolecnosti jejich tickery.

NVIDIA ma ticker NVDA, Intel INTC.

2. Zisk historickych uzaviracich cen
Pro ziskani dennich uzaviracich cen akcii obou spole¢nosti v obdobi od 1. srpna 2024 do 30.

zarl 2024 pouzijeme nasledujici funkce:

=STOCKHISTORY ("NVDA"; "2024-08-01"; "2024-09-30"; 0; 1; 0; 1)
=STOCKHISTORY ("INTC"; "2024-08-01"; "2024-09-30"; 0; 1; 0; 1)

Experimujte s timto zapisem tak, abyste ziskali tabulku o tfech sloupcich: datum, ceny NVIDIA,
ceny Intel. Tato funkce nacte uzaviraci ceny pro kazdy obchodni den v uvedeném obdobi.
Ziskané datové rady budou pouzity pro dalsi analyzu.

3. Grafické znazornéni ¢asovych rad
Po ziskani uzaviracich cen vytvorime spojnicovy graf, ktery vizualné znazorni vyvoj uzaviracich
cen akcii NVIDIA a Intel:

Oznacime sloupce s daty (datum, uzaviraci ceny NVIDIA a Intel).

Na karté VloZeni zvolime typ grafu Spojnicovy graf.

Excel vygeneruje graf, ktery zobrazi vyvoj cen akcii obou spolecnosti v pribéhu sledova-
ného obdobi.

4. Korelac¢ni analyza

Pro urceni miry linearni zavislosti mezi cenami akcii NVIDIA a Intel pouzijeme funkci CORREL.
Vzorec pro vypocet korelacniho koeficientu mezi dvéma ¢asovymi fadami uzaviracich cen je na-
sledujici:

=CORREL (B2:B45, C2:C45)\approx 0{,}249.
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Funkce vratila korelacni koeficient o hodnoté 0,249, ktery popisujeme jako slabou pozitivni
korelaci. Méjme ale na paméti, ze korelacni koeficient popisuje jen linearni zavislost, a tak je
vzdy uzitecné si celkovy obraz doplnit obrazkem. V tomto piipadé je bodovy graf na obrazku 29.
Muzeme na ném zaznamenat jednu odlehlou hodnotu (v takovém piipadé bychom méli proveérit,
zda nejde o chybnou hodnotu, resp. zjistit, jak mohla nastat). Na obrazku je znatelny drobny
narust vertikalnich hodnot (souradnic) pfi ristu horizontalnich hodnot. Uvédomme si také, ze
v tomto typu grafu neni zachycena casova slozka dat.

$29,00 .
$27,00
$25,00
$23,00

$21,00 .« * . .

$19,00 . ° L] .

$17,00
$95,00 $100,00 $105,00 $110,00 $115,00 $120,00 $125,00 $130,00

Obr. 29: Bodovy graf cen akcii NVIDIA (horizontélni osa) a Intel (vertikalni osa) z prikladu 12.6

[]

Priklad 12.7 (Analyza maximélniho rozdilu mezi maximalnimi a minimalnimi dennimi ce-
nami). Zvolte si tfi firmy. Ziskejte jejich tickery a maximdlni a minimalni denni ceny za jedno
ro¢ni obdobi, konéici na konci predminulého mésice (vzhledem ke dni, kdy priklad pocitéte).

Nésledné pro kazdou akcii vypoctéte denni rozdily mezi maximalni a minimalni cenou. Poté na-
jdéte pro kazdou firmu nejvyssi hodnotu téchto dennich rozdila (tzv. maximalni denni rozpéti)
a tyto tTi hodnoty porovnejte.

Protoze ceny akcii mohou byt velmi rozdilné, je nutné vysledky porovnavat relativné. Nejprve
pro kazdou akcii spocitejte tzv. prumérnou denni cenu jako primér maximélni a minimalni
ceny pro kazdy den. Z téchto primeéri vypoctéte jejich primérnou hodnotu za celé obdobi.

Nakonec relativné porovnejte maximalni denni rozpéti s touto priumérnou cenou (v procentech).

Toto procentualni vyjadieni vam umozni porovnat, ktera akcie vykazuje nejvétsi cenové vykyvy
vzhledem ke své primérné cené.

12.3.2 Nacitani externich statistickych dat v R

Ac¢ Exel lze dobre pouzit pro import aktualnich finanénich a dalsich statistickych dat, tak ten,
kdo ovlada praci v R méa situaci mnohem pohodlnéjsi.
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R nabizi nékolik balick, které usnadnuji primé nacitani aktualnich statistickych a financ¢nich
dat z externich zdroji. Mezi nejpouzivanéjsi patii

quantmod, ktery umoznuje ziskavat data o cenach akcii, ménovych kurzech a dalsich
finan¢nich udajich z Yahoo Finance a FRED.

Balicek wbstats poskytuje pristup k datiim Svétové banky, véetné ukazateli inflace,
HDP a dalsich makroekonomickych dat.

Pro evropska data lze pouzit balicek eurostat, ktery umoznuje stahovat data o eko-
nomickych a socidlnich ukazatelich v ramci ¢lenskych stati EU.

Kromé toho balicek fredr poskytuje pristup k bohaté databazi ekonomickych ukaza-
teld FRED.

Tyto nastroje v R umoznuji rychlé a efektivni nacitani aktualnich dat pro dalsi analyzu.
Samoziejmé, samostatna data nestaci, je tfeba nejprve nastudovat jejich strukturu, oznaceni
a vyznam.

V této kapitole jsme se vénovali statistické analyze z pohledu pouzitého softwaru, pri-
rozené s nejvétsim durazem na MS Excel, ale prosli jsme i moznosti Wolfram Alpha a
R. Zamérili jsme se na vypocty zakladnich statistik, korela¢ni analyzu a tvorbu grafic-
kych vystupt. Ukéazali jsme také, jakym zptisobem lze data nacitat do Excelu z externich
zdroji a jak je nasledné zpracovat.

Wolfram Alpha byl predstaven jako jednoduchy nastroj pro rychlé vypocty pravdépodob-
nosti a dalsich zakladnich statistickych tloh, kdy neni tfeba slozitého programovani.

R bylo popsano jako pokrocily nastroj pro statistickou analyzu, ktery je vhodny pro
praci s rozsahlymi datovymi soubory, jejich vizualizaci a modelovani, a umoznuje primé
nacitani externich dat z riznych statistickych zdroju, jako jsou napriklad Svétova banka
nebo Eurostat.

Jaké zdroje lze vyuzit pro stahovani statistickych dat z internetu?
Jaké jsou zakladni kroky pro nacteni externich dat do Excelu?

Popiste postup pro vytvoreni grafu ¢asovych fad v Excelu.

= W Do

Jaké funkce v Excelu pouzijete pro vypocet prumeéru, medidnu a smérodatné od-
chylky?

Co je Pearsontiv korelac¢ni koeficient a jak se v Excelu vypocita?

ot

6. Kdy je vhodné pouzit Wolfram Alpha pro statistické vypocty? Uvedte priklady.

7. Jakym zpusobem lze analyzovat a znazornit data z akciovych trha?
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8. Stahnéte data o inflaci z webu Ceského statistického tiadu (https://www.czso.
cz) za poslednich 10 let. Nactéte tato data do Excelu, analyzujte je pomoci grafu
¢asové fady a vypocitejte zakladni statistiky (prumér, median, smérodatné odchylka,
minimum, maximum).

9. Ziskejte data o cenach akcii t¥i ropnych spolecnosti za tii roky (zacatek a konec si
zvolte sami) pomoci funkce STOCKHISTORY. Vypoctéte jejich popisné statistiky.
Vytvorte graf s témito tfemi ¢asovymi fadami. Provedte jejich korela¢ni analyzu
véetné bodovych grafi. Komentujte vysledky (nejvétsi podobnosti a rozdily).
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