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Kvantily spojité nahodné veliciny

Definice

Necht o € (0,1). a-kvantilem spojite nahodnée veliciny X rozumime
kterékoli realné cislo x,, které splnuje

P(X <x,)=a.

@ X spojita: a-kvantil urcen jednoznacneé vztahem
F(x,) = «

@ X diskrétni: kvantily nejsou urceny jednoznacne, nebudeme
uvazovat



Odkaz na geogebru

GeaGebra

* https://www.geogebra.org/m/zvh2f8kn




Specialni nazvy kvantilu

Xp 5 — median

Xp 25 — dolni kvartil

Xp.75 — horni kvartil

Xk/10, K =1,...,9 — k-ty decil
Xk/100, K =1,...,99 — k-ty percentil



Distribution  Statistics

H=50c=5

12 14 16 18

Exponential ~ A 0.2

ER=iENS

P(X < 11.5129 y= 0.9 Ukazka 9. decilu exponencialniho rozdéleni




Dva svéty datovych modelu

Diskrétni nahodna veli¢ina Spojita nahodna veli¢ina
Nabyva izolovanych hodnot (napf. pocet Nabyva jakychkoli hodnot v intervalu
chyb, hod kostkou). (napf. vyska, ¢as cekani).
K popisu slouzi pravdépodobnostni K popisu slouzi hustota
funkce (konkrétni pravdépodobnost pro pravdeépodobnosti (pravdépodobnost je
kazdy bod). plocha pod krivkou).
Vizual: Schodovité diagramy, izolované Vizual: Plynulé kfivky, hladké prechody.

body.
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Pravidla hry: Spojity vs. Diskrétni svét

Stary svét (Diskrétni) Nova realita (Spojita)

Cas (s)

0.00.. — > < > 00
Vyska (m) Vaha (kg)
Pocitame konkrétni vysledky Mérime nekone¢né moznosti
(napr. hod kostkou). v intervalech (¢as, vyska, vaha).

i
~ Kliovy poznatek: Ve spojitém svété je pravdépodobnost jedné konkrétni hodnoty prakticky
- nulova (P(X=x) = 0). NemUzeme ulovit jeden bod.

|

- Nova zbran: Lovime v intervalech pomoci Hustoty pravdépodobnosti (Probability Density).




Takticky arzenal tymu
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Nastroj 1: Obdélnik
(Rovnomérné rozdéleni).
Pro situace absolutni nahody ve

vymezeném prostoru.
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Nastroj 2: Kfivka
(Exponencialni rozdéleni).

Pro modelovani ¢asu a ¢ekani na
dalsi udalost.
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Nastroj 3: Zvon
(Normalni rozdéleni).

Ultimatni zbran pro analyzu
prirodniho chaosu a chyb méreni.

/
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Sjednoceny analyticky ramec

Kazdé rozdéleni v nasi analyze prozkoumame pomoci ¢tyr zakladnich pilifl. Tento
postupny vzorec ndm umozni snadno porovnavat rtizné modely.

1. Koncept
a vyuziti

Kdy a pro¢ tento
model pouzit?

2. Parametry
a funkce

Jak model definujeme
matematicky (Hustota
/ Distribuéni funkce)?

3. Klicové
charakteristiky

Kde je stred (Stredni
hodnota) a jaky je
rozptyl?

4. Softwaroveé
nastroje

Jak model aplikovat
v praxi (MS Excel)?
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Mise 1:
Dokonala neznama

Situacni zprava:
Udalost mUzZe nastat kdykoliv uvnitf pevné
daného okna (od bodu a do bodu b).

Komplikace:

Kazda hodnota v tomto intervalu ma naprosto
stejnou $anci na vyskyt. Zadny bod neni
favorizovan.

Cil tymu:
Jak modelovat pravdépodobnost v prostredi,
kde vladne absolutni rovnost Sanci?




Odemceny nastroj: Rovnomérné rozdéleni Ufa,

Tvar hustoty: Plochy obdélnik. Kazda
hodnota z intervalu [a, b] je stejné
pravdépodobna.

Vzorec hustoty (Specifikace):

fz) = —

- b—a

Klicové metriky (Parametry):
- Stredni hodnota (Tézisté): (a + b) / 2
- Rozptyl (Variabilita): (b - a)? /12

proa<=z<bH

Symetrie: Dokonale symetrické kolem
stfedni hodnoty.

b)
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Rovnomeérné rozdéleni: Kdyz je vSe stejné @
mozné

Koncept:

» Popisuje situace, kde ma kazda hodnota z
urCitého intervalu zcela stejnou
pravdépodobnost.

» Neexistuje zadny preferovany stred jako u
normalniho rozdéleni.

Prakticky priklad:

» Doba Cekani na vlak, ktery jezdi v presné
pravidelnych intervalech. Pokud pfijdete na
nadrazi zcela nahodné, doba ¢ekani je
rovnomeérné rozdélena.




Hranice a hustota rovhomeérného rozdéleni

Parametry U(a, b):

Model je pevné ohranicen dvéma parametry:
e 3 = Dolni mez
e b =Horni mez

Hustota pravdépodobnosti f(x):
Mimo interval [a, b] je nulova. Uvnitr intervalu je konstantni:

1
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Vizualni profil rovhnomérného rozdéleni

Hustota pravdépodobnosti f(x) Distribucni funkce F(x)
» Tvori dokonaly obdélnik (krabicovy graf). » UvnitF intervalu roste prisné linearné.
Plocha obdélnika je vzdy presné 1. Dokonaly vizualni kontrast vici zaoblenym

S-kfivkam normalniho rozdéleni.

A A
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Téziste a rozptyl rovhomeérného rozdéleni

Klicové charakteristiky:

Stredni hodnota E(X):

V Ve

e Geometricky stred intervalu (tézisté obdélniku).
a+b
E(X) = —

Rozptyl D(X):
e Zavisi pouze na Sirce intervalu. Cim SirSi interval,
tim vétsi rozptyl. a a+b b x

(b —a)*
12

D(X) =
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Mise 2: Zavod s casem =

Situacni zprava:
Tym musi predikovat ¢as. Jak dlouho budeme —@ & PY

Cekat na dalsi nezavislou udalost?
(napr. pfichod zékaznika, porucha stroje).

Mo r il ne:
\0mpil kace:

Udélosti se vyskytuji s konstantni primérnou
intenzitou, ale samotné rozestupy jsou nahodné.

Cil tymu:

Najit nastroj, ktery dokaze modelovat dobu ¢ekani na udalost v asymetrickém case.
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Odeméeny nastroj: Exponencialni rozdéleni Exp(A)

Klicovy parametr: A (Lambda) = Intenzita udalosti )

(priimérny pocet vyskytii za jednotku casu).
Vzorec hustoty (Specifikace):

f(z) =Xe M proz >0
Klicové metriky:

- Stiedni hodnota (Priimérné cekani): 1/ A
- Rozptyl: 1/ \2

Takticka poznamka: Silné asymetrickeé rozdéleni (delSi
pravy chvost). Nulova pamét. X

V
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Exponencialni rozdéleni X ~ Ex(\)

Model: modelovani doby/vzdalenosti cekani na udalost, kiera nema
pameét, tj. zbyvajici doba/vzdalenost Cekani nezavisi na tom, jak
dlouho uz na udalost cekame

Priklady

@ doba zivotnosti zarizeni, u ktereho dochazi k poruse nahodne,
nikoliv z dusledku opotrebeni

@ délka telefonniho hovoru
@ doba mezi 2 prichozimi telefonaty



Exponencialni rozdéleni X ~ Ex(\)

Parametr rozdéleni

@ )\ ... mirarizika vyskytu sledované udalosti za jednotku

casu/vzdalenosti

Q % ... ocekavana doba/vzdalenost do vyskytu sledované udalosti



Exponencialni rozdéleni X ~ Ex(\)
Huétota o
e ™ x>0, 2>0
(x) = {0 jinak

Distribu¢ni funkce



Exponencialni rozdeleni X ~ Ex(1)

Hustota

10
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0.1

Distribucni funkce
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Exponencialni rozdéeleni X ~ Ex(\)

Excel: EXPON.DIST(x;)\;logicka proménna)
@ logicka promenna = 0 pro vypocet f(x)
@ logicka promenna = 1 pro vypocet F(x)




Priklad (Obsluha v restauraci)

Doba cekani hosta na pivo v restauraci U Lva je prumerne 5 minut.
Urcete

a) pravdepodobnost, ze host bude na pivo cekat déle nez 12 minut

b) dobu cekani hosta na pivo, behem niz bude obslouzen s
pravdepodobnosti 0,9.

Néjaky napad?



X ... doba cekani na pivo (v minutach)

prumerna doba cekani na pivo ... 5 minut

X ~ Ex(\), A = %

0 x <0 0 x < 0,
f(X){1 _ 1y ) F(X): { _1
e 5" x>0



Distribution  Statistics

p:50‘=5 BA

v Exponential ~ A 0.2

101 X6

P( 12 <X )= 0.0907



Pravdepodobnost, ze host bude na pivo Cekat déle nez 12 minut

P(X >12) =1-P(X <12) =1- F(12) =1 - (1 - 752

12

=e 5 =0,09
Excel: 1-EXPON.DIST(12;1/5;1)



Distribution  Statistics

M=50=5

12 14 16 18

Exponential ~ A 0.2

1jox

P(X < 11.5129 y= 0.9




Doba Cekani hosta na pivo, behem niz bude obslouzen
s pravdepodobnosti 0,9
PO< X<t =009
F(t)— F(0)=10,9
1—e /> -0=0,9
e /> =01
t =—5In(0,1)=11,51 min=11 min 30 s



Mise 3: Kral chaosu a chyb

Situacni zprava: Tym Celi masivnim
objemdm reélnych dat - vyrobni chyby,
nepresnosti méfeni, prirodni jevy.

Komplikace: Hodnoty se prirozené
shlukuji kolem priiméru, pficemz
extrémni odchylky jsou vzacné.

Cil tymu: Nasadit nejvlivnéjsi nastroj
teorie pravdépodobnosti k ovladnuti
tohoto prirozeného chaosu.




Odeméeny nastroj: Normalni rozdéleni N(y, ¢2)

Oswald

Tvar hustoty:

Zvonovity tvar, dokonale symetricky kolem stredni hodnoty.
Inter

Vzorec hustoty (Specifikace):

f(z) = ﬁir_a?_exp (— L )2)

v 14 Oswald
Klicové parametry:

- u (Mi): Stfedni hodnota (ur&uje polohu stiedu).
- 0 (Sigma): Smérodatna odchylka (urcuje Sirku/rozptyl o?).
Inter

N(-1,1) . / \
e "" E ‘
NI SR / \ \ .
I' ‘\
/ Y
4




Normalni rozdéleni X ~ N(u, 0?)

Hustota
()= e, xeR!, peR, 050
X) = e 20 : X & . M — . 0O .
vV eTo
@ . parametr polohy (stredni hodnota)
@ o parametr meritka (smerodatna odchylka)
Vlastnosti

@ X muze nabyvat jakychkoli realnych hodnot
@ hustota je symetricka kolem u

@ hustota nabyva maxima v bodé& x = pu, (f(p) = \/2171'0)

@ normalni rozdéleni s parametry i = 0 a 0® = 1 nazyvame
normované (standardizované) normalni rozdeleni.




Normalni rozdéleni X ~ N(u, 0?)

Ciselné charakteristiky

E(X)=u, Xs5=pun X=pu,



Excel: NORM.DIST(x;u;0;logicka proméenna)

@ logicka promenna = 0 pro vypocet f(x)

@ logicka promenna = 1 pro vypocet F(x)
NORM.S.DIST(x;logicka promenna) pro praci s N(0, 1)
NORM.INV(«;u;0) vypocet o kvantilu
NORM.S.INV(«) vypocet a kvantilu pro X ~ N(0, 1)



Hustota normalniho rozdéleni

DB T T T ™ T T T
—N(0,1) ’*
0.7H = = =N(0,0.25) ,

- = N(0,1.5) I .

0.6}
0.5}
X 04f
0.3}
0.2}

0.1




Hustota normalniho rozdéleni

0.4

0.35}

0.3f

0.25}

2 0.2

0.15f

01r

0.051

——NOY)
- = = N(-1,1)
- = N(=2,1)




Distribucni funkce normalniho rozdéleni

——N(0,1) , g — N(0,1)
0.9F - - =N(0,0.25) N T 091 = = = N(-1,1)
- = N(0,15 1 - = N(-2,1
G.B' { ) / n {]8 ( )
0.7¢ 0.7
0.6 0.6
< =
=05 T 03
0.4+ 0.4
0.3t 0.3
0.2 0.2
0.1 0.1
0 0 —
-4 2 3 4 -6 -4




Pravidlo 3 sigma

Pro X ~ N(u, o?) plati

Plu—o < X < pu+ o] ~ 68,3%
Plpu — 20 < X < pu+ 20] = 95,5%
Plpu —30c < X < pu+ 30] = 99,7%

2.1%

0.15% | | 0.15%
\ \ f |

13.6%

pu—3c pup—220 p—o 7 pn+ o pn+ 20 p—+ 30



Priklad (1Q testy)

Hodnota IQ se fidi normalnim rozdélenim N(100, 152). Jak4 je
pravdepodobnost, ze nahodne vybrana osoba bude mit

a) 1Q vice nez 130 bodu,
b) 1Q méne nez 90 bodu,
c) 1Q vintervalu od 100 do 130 bodu?

X ... hodnota 1Q (v bodech)

X ~ N(100, 159 P(X >130)=1—-P(X <130)
Excel: 1-NORM.DIST(130;100;15;1)



Distribution  Statistics

M=1000=15

40 60
/" Normal ~ u 100

101 16

pP( 130 <X )= 0.0228

0]
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Distribution  Statistics

M=1000=15

40 60

Normal ~ p 100

E=IEN S

P(X< 90 )= 0.2525

0]

80

15

100

120
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Distribution  Statistics

u=1000 = 15

40 60 80 100 120 140 160

/" Normal ~ u 100 o 15

1 (03] &

EBEQ 100 <X=< 130 )= 0.4772




Pripadova studie:
Vaha v uhelnych skladech

Cil mise:
Primyslova véaha vazi s chybou.
Snizuje vahu o 30 kg.

Vstupni data:

Nahodné chyby maji normaini
rozdéleni se smérodatnou
odchylkou o = 100 kg.

Takticka otazka:

Jaka je pravdépodobnost, ze
chyba zjisténé vahy neprekrodi v
absolutni hodnoté 90 kg?

Po aplikaci standardizovaného normalniho rozdéleni ziskame pfesnou pravdépodobnost: 0,6730 (67,3 %).

Vysledek operace: chyba 2

OVEEI & o



Shrnuti mise: Vybér spravného nastroje

Rovnomeérné

Tvar: Obdélnik
(Symetricky)

Exp(A)
Exponencialni

Ao

Tvar: Klesajici krivka
(Asymetricka)

N(p, 0?)

/\

Normalni

Tvar: Zvonovita krivka
(Symetricka)

Pouziti: Stejna Sance
napric intervalem.

Pouziti: Doba ¢ekani na
udalost.

Pouziti: Méreni s chybami,
prirodni procesy.

Parametry: Mez a, Mez b

Parametry: Intenzita A

Parametry: Stred ,
Rozptyl 62
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Vyzva spinéna: Chaos je SRR
nyni predikovatelny

Final debrief
Usp&sné jste predli od prostého poditani diskrétnich jevi k méfeni
nekonecénych spojitych moznosti.

» Pomoci hustoty pravdépodobnosti dokazete odhadnout vyvoj drive
~ nepredvidatelnych systému.

Taktické nastroje U(a, b), Exp(A) a N(u, 0?) tvofi zaklad moderni datové analyzy
a strojového uceni.

—

/\/“)
/ b

=

L Status tymu: Pfipraveni na nasazeni v realnych operacich. @
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