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Svét nejistoty: Nahoda vs. Jistota

Nahodny pokus (Definice 2.1): Nahodny jev (Definice 2.2):
Opakovatelny proces, jehoz vysledek nelze PodmnoZzina moznych vysledku. To, co nas
predem jednoznacné urcit. zajima.

| kdyZ jsou podminky stejné, vysledek se mlze lisit.
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Zakladni pojmy

Nahodny pokus

* Proces, jehoz vysledek neni jisty a muze nabyvat riznych hodnot
v zavislosti na nahodeé.

 Lze jej opakovat za stejnych podminek, ale vysledek se mUze
pokazde lisit.

* Priklad:
* Hod kostkou — nevime, jaké Cislo padne.
* Losovani micku z osudi - vysledek je nahodny.

« ® Souhrn: VWysledky ndhodného pokusu tvoii mnozinu moZnych
vysledku, kterou nazyvame prostor elementarnich jevu.



Zakladni pojmy

Nahodny jev

 Podmnozina prostoru elementarnich jevy, ktera zahrnuje jeden
nebo vice moznych vysledkiu nadhodného pokusu.

* Jev nastava, pokud vysledek pokusu patri do této podmnoziny.

* Priklad:

* Hod kostkou: definujeme jev A jako ,,padne sudée Cislo*.

* Mozné vysledky tohoto jevu: A={2,4,6},

¥ Souhrn: Nahodny jev je vybér vysledkd, které odpovidaji urgité
podmince.



Druhy jevu: Slovniéek nahody

Jev jisty (P =1)
Nastane vzdy.

Padne Cislo< 7

Jev nemozny (P = 0)
Nenastane nikdy.

%,

Padne Cislo 7

Jev opacny (A°)
Vse, co neni A.

Padne 6 vs. Padne 1-5

Neslucitelné jevy
Nemohou nastat soucasné.

@ Slucitelné



Druhy nahodnych jevu

* (1] Jisty jev

* Nastane vzdy, obsahuje vSechny mozné vysledky nahodného

pokusu.
* Pravdépodobnost: 1
* Priklad: Pri hodu kostkou je jisty jev, ze padne Cislo mezi 1 a 6.

* P(J)=1



Druhy nahodnych jevu

* (2] Nemozny jev

* Nikdy nenastane, neobsahuje zadny vysledek pokusu.
* Pravdepodobnost: 0
* Priklad: Pri hodu kostkou je nemozny jev, Zze padne Cislo 7.

* P(P)=0



Druhy nahodnych jevu

* (3] Elementarnijev

* Obsahuje prave jeden mozny vysledek pokusu.

* Priklad: Pri hodu kostkou je elementarni jev A, ze padne Cislo 3.
 A={3}

* 4] Slozeny jev

* Obsahuje vice nez jeden mozny vysledek pokusu.

 Priklad: Pfi hodu kostkou muze byt sloZzeny jev B, zZze padne sudé
cislo.

* B={2,4,6}



Druhy nahodnych jevu

* |S) Opacny jev (doplnéek jevu)

* Nastane tehdy, kdyz nenastane zadany jev.
* Priklad: Pokud jev A znamena, ze padne Cislo 3, pak opacny jev A€
znamena, ze padne jakeékoli jiné Cislo.

* A°={1,2,4,5,6}



Druhy nahodnych jevu

* |6] Neslucitelné (disjunktni) jevy

* Nemohou nastat soucasné (nemaji zadny spolecny vysledek).

* Priklad: Pri hodu kostkou jsou neslucitelné jevy A (padne sudé
cislo) a B (padne liché cCislo).

 AnB=0
* (7] Slucitelné jevy

* Mohou nastat soucasne (maji alespon jeden spolecny vysledek).

* Priklad: Pri hodu kostkou jsou slucCitelné jevy A (padne Cislo mensi
nez 4) a B (padne sude Cislo).

* AnB={2}



Klasicka
pravdepodobnost

Jak zmérit nahodu a spocitat nespocitatelné




Zlaty vzorec:
Klasicka definice

P A - m = Pocet pfiznivych vysledkU
= - n = Celkovy pocet moznych vysledku

Plati pouze, pokud jsou vSechny vysledky stejné pravdépodobné!
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Klasicka pravdepodobnost - predpoklady

L.

)

.

Konecny pocet moznych vysledkii: Predpoklada se, Ze jev ma konecny pocet
mozuych vysledku (elementarnich jevi), které jsou vsechny jasné definovany a lze je
spocitat.

Stejna pravdépodobnost vsech vysledki: Kazdy z moznych vysledku je stejné
pravdépodobny. To znamena, ze zadny vysledek neni preferovan nebo diskrimninovan,
coz je klicovy predpoklad této definice. Napriklad pti hodu férovou kostkou ma kazda
strana stejnou Sanci padnout.

Uréitelnost jevi: Vsechny mozné vysledky (elementarni jevy) jsou dopredu znamy a
lze je spocitat. V praxi to znamena, ze prostor elementarnich jevia je jasnce definovany
a kazdy vysledek je predem urcitelny.

Nezavislost pokusti: Pokud klasickou pravdcépodobnost aplikujeme na opakovanc
pokusy (napr. hody kostkou), predpoklada se, ze jednotlivé pokusy jsou na sobé ne-
zavislé — vysledek jednoho pokusu necovliviiuje vysledky dalsich pokust.



Klasicka pravdepodobnost - priklady

Priklad 2.10. Prti slosovani sportky je z osudi postupné vylosovano 6 c¢isel ze 49.

a) Sesti ¢isel ziskava sazejici vyhru 1. poradi,

Reseni: ad a) Pravdépodobnost uhodnuti vsech 6 cisel:

1 1
(1"> 13983816

6

P(6 cisel) =




Priklad: Hod dvéema kostkami

Otazka: S jakou pravdépodobnosti padne soucet 6?

n (Celkem) = 6 x 6 = 36 moznosti.

m (PFiznivé) = Soucet je 6 (1+5, 2+4,
3+3,4+2, 5+1) = 5 moznosti.

" ~ 13,9 %

Vysledek: P(A) = 36

Kostka 2
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Kdy klasicka pravdéepodobnost

nestaci?

Geometricka
pravdepodobnost

NekoneCno moznosti
(spojity prostor).

Priklad: Zasah do terce.

_ Plocha A
~ Plocha Q

P(A)

Statisticka
pravdepodobnost

Neznama struktura.
Vychazime z minulych
dat (relativni Cetnost).
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Geometricka pravdepodobnost

¥} Definice

e Pravdepodobnostni model, kde se pravdepodobnost urcuje jako pomér dvou

délek, ploch nebo objemu.

e Pouziva se v situacich, kde nahodny pokus zavisi na kontinuu (Case, délce, plose,

objemu).

2 Matematicky zapis

velikost priznivé oblasti

P(A) =

velikost celkové oblasti



Geometricka pravdepodobnost

Priklad 2.12. Jak je pravdépodobné, ze meteorit padne na peviinu, vime-li, Ze peviina ma
rozlohu 149 milionu kim? a more 361 milionu km??

Reseni: Celkova plocha povrchu Zemeé je:

S = 149 4+ 361 = 510 miliona km?.

Pravdépodobnost, Ze meteorit padne na pevninu, je dana podilem rozlohy pevniny a celkové
rozlohy povrchu Zeme:

149
510

~ ().2922.

P(pevnina) =



Geometricka pravdépodobnost

Kdyz nelze pocitat kusy, mérime plochu.
60 x 60 = 3600

501 Nepotkaji se
2
Pa= @ ~ 0, 556
3600

Velikost priznivé oblasti
Velikost celkové oblasti

P(A) =

5N
o

Pfizniva oblast

Priklad: Setkani mezi 12:00 a 13:00. SetcifBe)

Cekaji na sebe max. 20 minut.

Osoba B (0-60 min)
N w
o o

|z —y[ <20
Nepotkaji se

-
o

o

O 10 20 30 40 50 60
Osoba A (0-60 min)
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Statisticka pravdépodobnost
Uceni se ze zkusenosti (Relativni ¢etnost)

1.0 -

| Maly pocet pokust
D = Chaos
‘—g 0.8 -
-:;; 0.7+
‘: 0.6 - \ Teoreticka pravdepodobnost
>u 051t TR 7 g R gy . =Y ———“"‘— ———————— = RN T I e e it almatmes
> 041 | L | " Velky pocet pokusti
® 0.3-
T | = Pravda (n — 00)
& 0.2
0.1
O.o : T T T T T T T T T 1
1 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Pocet hodl minci (n)
m
Formula: P(A) = lim —
n—o0 N
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Statisticka pravdepodobnost

Definice 2.15. Statistickou pravdépodobnost definujeme jako relativni cetnost, s ja-
kou urcity jev nastava v dlouhodobém opakovani experimentu. Jeji vypocet se odvozuje z
pozorovanych dat a lze ji vyjadrit vztahem

Pocet vyskytu jevu A

P(A) = lim

n—oo Celkovy pocet pokust



1

)

).

Statisticka pravdepodobnost - predpoklady

. Opakovatelnost experimentu: Pokus, pri kterém je zkouman jev, 1ze opakovat za
stejuych podminek mnohokrat.

Stabilni vysledky pri velkém poctu pokusii: S narustajicim poctem pokusu se re-
lativni ¢etnost vyskytu dancho jevu stabilizuje a blizi se urcité hodnote. Tato hodnota
je povazovana za pravdépodobnost jevu.

Nezavislost pokusiu: Jednotlivé pokusy jsou na sobé¢ nezavislé, coz znamena, ze
vysledek jednoho pokusu nema vliv na vysledky dalsich pokus.

Dostatecné velky pocet pokusii: Statistickd pravdépodobnost méa smysl pouze v
situacich, kdy je k dispozici velky pocet pokusi nebo méteni. Relativni ¢etnost se totiz
stabilizuje az po dostatecne velkém poctu opakovani.



Statisticka pravdepodobnost - aplikace

&} Diskrétni konecna situace
e Pocet moznych vysledku je konecny (napr. hod kostkou).
e Pravdepodobnost Ize odhadnout z relativnich cetnosti v rade pokusu.

e Priklad: Pri 100 hodech kostkou se pocet sestek muze stabilizovat kolem hodnoty

1
5



Statisticka pravdepodobnost - aplikace

F) Diskrétni nekonecna situace

¢ Pocet moznych hodnot je nekonecny, ale hodnoty jsou diskrétni (napr. pocet zakaznikt denne).
e Model se zameruje na odhady pravdepodobnosti jednotlivych hodnot nebo intervald.

e Priklad: Pravdépodobnost, ze do obchodu prijde presne 10 zakaznikl nebo vice nez 50.



Statisticka pravdepodobnost - aplikace

K] Spojita situace
¢ Nahodna velicina nabyva spojitych hodnot (napr. vyska cloveka).
e Pravdepodobnost, ze velicina nabude presné hodnoty, je prakticky nulova.
e Pracuje se s pravdepodobnosti spadnuti do urciteho intervalu.

e Priklad: Pravdépodobnost, ze vyska cloveka bude mezi 170 a 175 cm.



Statisticka pravdepodobnost - priklady

Priklad 2.16 (spojity pripad). Sledujme dobu, po kterou se zakaznici zdrzuji v obchodé. Cas
pobytu byl zaznamenan a rozdclen do intervali o délee 5 minut. Data o ¢etnostech pro jednotlive
intervaly jsou shrnuta v nasledujici tabulce:

Tab. 1: Cetnosti zdrzeni se zakaznikt v obchodé (intervaly 5 minut)

Interval (min) | Cetnost
0-5 7T
5-10 83
10-15 25
15-20 15
Celkem 200

Urcete jednotlive statistické pravdepodobnosti.



Statisticka pravdepodobnost - priklady

Reseni: Z tabulky je ziejmeé, ze celkem bylo sledovano 200 zakazniku. Nyni spocitame statisticke
pravdcpodobnosti pro jednotlivé intervaly na zakladeé relativinich ¢etnosti.

. T
P(0-5 minut) = 500 0,385,
P(5-10 minut) = i = 0,415

5) minut) = 500 A15
P(10-15 minut) = 2 = 0,125
5 minut) = oo = 0,125,

o 15 N
P(15-20 minut) = 0,075.

200



Podminéna pravdéepodobnost

Jak nova informace méni Sance.

Notation:

P(A|B) = Pravdépodobnost A,
pokud vime, Ze nastalo B.

P(AN B)
P(B)

P(A|B) =




Nezavislé jevy
Jeden neovliviuje druhy.

P(AN B) = P(A) - P(B)

Test nezavislosti: Zméni znalost jevu A muj odhad pro B? Pokud NE -
Pokud NE = Nezavislé.

Nezavislé Zavisleé

Pozor!w -

’,‘;\' 3 \ r\‘/ ] e 7

[A |

’ | Neslucitelné=
v Nemohou nastat naraz.
NeovlivAuji se.
Mince nevi, co padlo na kostce. Balicek se zménil (Vybér bez vraceni).
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Uplna pravdépodobnost

Scitani vsech cest k vitézstvi.

P(A|H,)
P (H1)_ @ ' @
o7 P(H,) | @ P(AH,) @

P(A) = P(A|H,)P(H,) + P(A|Hz)P(Hz) + P(A|H3)P(H3)

Celkova sance je souctem vazenych Sanci v kazdém scénari.



Bayesova veéta

Zpétné inzenyrstvi: Zname vysledek, hledame pricinu.

Scénar (Priklad 2.25): “Nasla se chyba
v u¢tu (Jev A). Kterd pokladna (1, 2, P(H,)

)J

P(A)

P(H3|A) =

P(H3)

Vypocet pravdépodobnosti: /’
Zelena cesta / Soucet visech cest (P(A))

P(A|H,)
H,

P(A|H,)
H>

P(A|H3)
Hs
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Prehled vzorcu

Koncept

Vzorec

Klasicka pravdépodobnost

P(4) = =

Nezavislé jevy

P(AN B) = P(A) - P(B)

Podminéna pravdépodobnost

P(AN B)
P(B)

P(A|B) =

Uplna pravdépodobnost

P(A) = ) P(A|H;) - P(H;)

Bayesova véta

P(A|H;) - P(H;)
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Opakované pokusy

Definice 2.28. Opakované pokusy predstavuji situace, kdy se experiment, pii kteréi
sledujeme urcity jev, opakuje vicekrat za stejnych podminek. Pri takovyeh pokusech nas
zajima, jak se chovaji pravdépodobnosti jednotlivych jevu v zavislosti na poc¢tu pokust.

Definice 2.29. Nezavislé opakované pokusy jsou takove, kde vysledek jednoho pokusu
nema zadny vliv na vysledky dalsich pokusu. To znamena, ze pravdépodobnost dan¢ho jevu

zustava ve vsech pokusech stejna.



Opakované pokusy (Bernoulli)
Hledame presné k dspéchu v n pokusech.

Pk = () ot @ -p
Kolika zpUsoby to Ize / T \

o Neuspéch
vybrat? (Kombinace) Uspéchy Dl

Priklad: 6 hod kostkou (n = 6), chceme dvé Sestky (k = 2).

Jen jedna z mnoha moznych kombinaci.




Opakované pokusy — Bernoulliho schéma

3 Nejpravdépodobnéjsi pocet tspéchu

e Nejpravdépodobnéjsi pocet Uspéchl k spliuje nerovnici:
p-(n+1)—1<k<p-(n+1)

¢ Tento model se vyuzZiva napf. pfi analyze pravdépodobnosti vyher v opakovanych pokusech (hry,

testovani vyrobkd, genetika atd.).



Bernoulliho schéma - priklady

Priklad 2.33. Pravdépodobnost, ze nahodné vybrany student bude znat uéivo, je 0,05. Jaka
je pravdépodobnost, Ze mezi dvaceti vybranymi studenty bude:

Fa A

a) prave b znalych studenti,
b) nejvyse 2 znali studenti,

¢) alespon jeden znaly student?
Reseni:

p = 0,05: pravdépodobnost, ze nahodnc¢ vybrany student zna ucivo,

n = 20: pocet pokusn (studenti).



Bernoulliho schéma - priklady

a) Pravdcpodobnost, ze mezi 20 studenty bude prave 5 znalj}ch:‘
20 | _
P(5) = ( ) ) - (0,05)° - (0,95)*,
5
) = 20!
~ 51(20 — 5)!
P(5) = 15504 - 0,0000003125 - 0,46329 = 0,00225.

P(5 . (0,05)° - (0,95)1?,

Pravdépodobnost, ze mezi 20 studenty bude prave 5 znalych, je 0,00225.



Bernoulliho schéma - priklady

b) Pravdépodobnost, ze mezi 20 studenty budou nejvyse 2 znali:

P(nejvyse 2) = P(0) + P(1) + P(2),

20) | . _
P(0) = ( | ) -(0,05)?-(0,95)*° =1-1-(0,95)* = 0,35849,

0
20 1 9 NP -
P1) = (7 ) - (0.05)" - (0,95) = 200,05 0.37735 = 0,37735,
20 _ _20-19 -
P(2) = (2 - (0,05)2 - (0,95)% 10,0025 - 0,39759 = 0,18846.
P(nejvyse 2) = 0,35849 + 0,37735 + 0,18846 = 0,9243.

Pravdépodobnost, Ze mezi 20 studenty budou nejvyse 2 znali, je 0,9243.



Bernoulliho schéma - priklady

¢) Pravdépodobnost, Ze mezi 20 studenty bude alespon jeden znaly:
P(alespon 1) =1 — P(0),
P(alespon 1) =1 — 0,35849 = 0,64151.

Pravdépodobnost, Ze mezi 20 studenty bude alespon jeden znaly, je 0,64151.
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