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Zaklady statistiky: Nahodna velicCina
Nahodna veli¢ina ........ X
Pfifazuje elementdrnim jevim ¢&isla

1. L= X1
P1 elementarni X1€ R
jev
- o X =x,
elementarni — X, € R

jev

D

2 3,

elementarni
jev

dohromady
P1t P2+ Dp3+ps
=100% 4,

elementarni

jev

MVSO0 s» KNOWLEDGE FOR THE FUTURE
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Zaklady statistiky: Né hOd né Vellél na

Nahodné velic¢iny obvykle znacime X,
Y, 7.

Pravdépodobnostni \
Kromé nezavislé a zavislé funkce
proménné, které znate z prvniho 1.
semestru, je toto novy typ tzv. .,

elementarni

nahodna proménna

elementarni
dohromady jev

P1t P2+ D3+ Py
=100% 4.
elementarni

P(X = x4)
=DPa

jev

MVSO0 »» KNOWLEDGE FOR THE FUTURE
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2. Nahodna velicina

Definice (Nahodna veli¢ina)
Nahodna velicina X je realna funkce X : Q2 — R J

@ X,Y,Z ... ndhodna veli¢ina

@ Xx,y,z ... hodnota ndhodné veliiny = realizace nahodné
velic¢iny

Déleni nahodnych veli¢in podle oboru hodnot M C R:
@ diskrétni: M kone¢néa nebo spocetna
@ spojita: M interval
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2.1 Diskrétni nahodna velicina

@ jednoznacné urena posloupnosti realnych Cisel {x,} a
posloupnosti pravdépodobnosti {p, = P(X = x5)}

Priklad
Diskrétni nahodna velicina X

@ nabyva hodnot M = {1,2,4,5}
s pravdepodobnostmi  p(k) = P[X = k|, kde

1 1 1 1 .
° p(1) = 3’ p(2) = e p(4) = =, p(5) = 7 @ p(x) = 0 jinak.
M={1,2,4,5}
k 112 (4|5

P(X = k)

w|—=
IN
o
IN
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Pravdépodobnostni funkce
Definice (Pravdépodobnostni funkce)

Funkce p(x) = P(X = x) se nazyva pravdépodobnostni funkce
diskrétni nahodné veliciny X.

1-
®
Q.
L R L S
L R .
116~ } ————————————————— I ———————— {
| | | | |
0 1 2 3 4 5
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Pravdépodobnostni funkce

Definice (Pravdépodobnostni funkce)

Funkce p(x) = P(X = x) se nazyva pravdépodobnostni funkce
diskrétni nahodné veliciny X.

Vliastnosti
@ p(x)>0 ¥YxeR

° > px)=1

xXeM
@ Vypocet pravdépodobnosti (jevu B)

PXeB) = S PX=x)= S p(x)

n:xpeBNM n:xp€BNM

(Soucet pravdépodobnosti vSech ¢&isel/vysledk, ktera patii do B.

JelikoZ nenulové pasti jsou jen v M, tak proto BN M.)
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Distribuc¢ni funkce

Definice (Distribucni funkce)

Distribucni funkce nahodné veliciny X je realna funkce F : R — R
definovana vztahem

F(x)=P(X <x), xeR.

Distribu¢ni funkce diskrétni nahodné veliciny

F(X)=P(X<x)=> P(X=x) VxeR

X;eEM
Xi<x
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Pravdépodobnostni funkce

Distribuéni funkce

4.a6. 3.2024

1- 1- ———
14
34 -
15
M2 -
= x
[ - i
e 103 —
WA — e
W6 —-— I ********** )
| | 1 1 1 ! !
0 1 2 3 4 5 3 4
X
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Pfiklad distribu¢ni funkce diskrétni nadhodné veliciny

Priklad
Diskrétni nahodna veli¢ina X
@ nabyva hodnot M ={1,2,4,5}
s pravdepodobnostmi  p(k) = P[X = k|, kde
o p(1)=3, p(2) =4 p(4) =4, P(5) =7 a p(x) =0 jinak.
Urcete prislusnou distribucni funkci.

M={1,2,4,5}
k 112 (45
P(X = k) 34 |83
FU) = Sk PX=K) | § | %5 | § |1
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k 112 |45
PX=K) 4[4 &
Flk)=> <k PX=k) | 3| & |31
F(x)=P(X<x)=> P(X=k) VxcR
kieM
k}f;X
x | (=o00,1) | (1,2) | (2,4) | (4,5) | (5,)
Fx)| o s | 2| & 1
0 x<1
I o1<x<2
Fx)=<3& 2<x<4
3 4<x<5
1 x>5
Jifi Figer (MVSO) XSZD Prednaska ¢. 4 4. a6. 3. 2024

12/51



Pravdépodobnostni funkce

Distribuéni funkce

4.a6. 3.2024

1- 1- ———
14
34 -
15
M2 -
= x
[ - i
e 103 —
WA — e
W6 —-— I ********** )
| | 1 1 1 ! !
0 1 2 3 4 5 3 4
X
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Vlastnosti distribu¢ni funkce
Q@ F(x)€(0,1)
@ neklesajici
© zprava spoijita
© definovana na R

Q@ Im F(x)=0, XIi_>mOOF(X):1

X——00

Q P(X=xp)=F(x0) — lim F(x) (vy$ka skoku v bodé xp)
x%xo_

Pozor:

Né&kdy, napf. ve skriptech Otipka, Smajstrla, je distribuéni funkce
definovana s ostrou nerovnosti

F(x) = P(X<x) = spojita zleva
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Pravdépodobnostni funkce Distribucni funkce

1- 1= —
w4
3i4 —
16
M2 —
= )
o w 14
T e 13 -
14—
B T e Attt I ********** 13
| 1 1 | I | I | | I
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
X X

1 1 5
P(X>8)=P(X=4)+P(X=5)= ¢+, =15

7 5

PX>3)=1-P(X<3)=1-P(X<2)=1-F2)=1-5= 5
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Pravdépodobnostni funkce Distribucni funkce

1- 1- —
T e 143 —
L e R R &
186 — =g } ***************** I ******** [ 13
0 1 2 3 a 5 o 1z a4 s
Pravdépodobnost, ze X nabyva hodnoty nejvyse 4
i 1 1 3
< — — — — —— _ =
PX<4)=P(X=1)+P(X=2)+P(X =4) 3+4+6 I

P(X <4)=F(4) = 2
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2.2 Spojitd nahodna veli¢ina
Diskrétni nahodna velicina
@ znaci ,pocet”
@ pocet autohavarii v daném ¢asovém intervalu (Poissonovo
rozdéleni)
@ pocet 6, které padly v 10 hodech pravidelnou kostkou (Binomické
rozdeéleni)

P(X =Xx0) = p(x) € (0,1) Vxp R
Spojita nahodna veli¢ina

@ znaci ,méreni“
P(X=x)=0 Vxp€R

@ jsme schopni najit pouze interval, kde se X realizuje
Pla<X<b)e(0,1) Va<b, abeR
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Spojitd nahodna veli¢ina

Definice

Nahodna velicina X se nazyva (absolutné) spojita, jestlize existuje
nezaporna funkce f : R — R takova, Ze

X
F(x) = / f(t)dt, Vx eR.
Funkce f(x) se nazyva hustota (rozdéleni pravdépodobnosti)
nahodné veliciny X.

Vlastnosti hustoty
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Vlastnosti hustoty a distribu¢ni funkce spojité nahodné
veliciny

f(x) = F'(x) v kazdém bodé x, kde je F diferencovatelna

b
P(angb):F(b)—F(a):/ (t)dt
Pla<X<b)=Pla<X<b)=Pla<X<b)=Pla<X<b)

P(X € B) / £(t)dt
B
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Vypocet pravdépodobnosti pomoci F(x) a f(x)

P(¢ < 0) = F(0) = /O (1) dt

— 00

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
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Vypocet pravdépodobnosti pomoci F(x) a f(x)

0
P(—2 < ¢ < 0) = F(0) — F(—2) — / f(t) dt

=7 P (-2<E<0)

—4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
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Pfiklad (Rovnomérné rozdéleni na intervalu (2, 6))
Spojita nahodna veli¢ina X ma distribucni funkci

0 x<2
F(x)=14 1(x—2) 2<x<6
1 X>6

Urcete hustotu pravdépodobnosti nahodné veliciny X a vypocitejte
pravdépodobnost, Ze X nabyva hodnoty a) alespori 4, b) v intervalu
(3,5).
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Resent.

H(X_z)]lz% pro x € (2,6)

1 2<x<6
_J) 17 =
f(X)_{ 0 jinak
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3] 6
oP(X24):A f00d = | o= X = 16-a=1
o P(X>4)=1-P(X<4)=1-F@&) =1 (4-2)=1- =
° 1 x15 1 1
oP(3<X<5):/3 s =[5 =36-9=3
o P(3< X <5)=F(5)~F(3)= ;(6-2)~ ;(3-2)= >, = »
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Priklad
Spojita nahodna velicina X ma rozdéleni dané hustotou

0 x<1
f(x):{l X > 1
X2

@ Urcete jeji distribuéni funkci.
@ Spocitejte pravdépodobnost P(1 < X < 5).
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X
F(x):/ 0dt=0 prox <1

X 1 X A 11% 1
F(x):/ f(t)dt:/ Odt+/ St = [——] =——+4+1 prox>1
—00 —00 1 t ¢ 1 X
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2.3 Ciselné charakteristiky

Nahodnou veli¢inu X jednoznacné urcuji a plné popisuji
@ X diskrétni

» pravdépodobnostni funkce
» distribuéni funkce

@ X spojita
» hustota
» distribuéni funkce

Ciselné charakteristiky = shrnuti informaci o X do nékolika Cisel,
které ji dostateCné charakterizuji
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Typy Ciselnych charakteristik

Clenéni dle popisované vlastnosti

@ polohy: ,stfed”, kolem kterého jsou koncentrovany hodnoty X

» stfedni hodnota
» modus
» kvantily

@ variability: rozptylenost hodnot X kolem charakteristiky polohy
> rozptyl
» smérodatna odchylka

@ Sikmost: tvar rozdéleni pravdépodobnosti (symetrické nebo
asymetrické)

@ Spicatost: tvar rozdéleni pravdépodobnosti (Spi¢até nebo
zplostélé)
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Charakteristiky polohy

e ,stfed” skupiny Udaju, kolem kterého vSechny hodnoty kolisaji

@ chceme-li charakterizovat sledovanou veli€inu jedinym Cislem, pak
to bude néjakéa charakteristika polohy
» dospéla liska obecna je obvykle velka pfiblizné 70 cm
» studenti prvniho roCniku VS maji kolem 20 let véku

@ jaké by mély mit vlastnosti
» pf. mzda ve firme

* vSichni zaméstnanci dostanou pfidano 1000 K& = ,stfed” se zvétsi
0 1000 K¢

f(x1+c, Xo4C, ..., Xn+C) = f(X1, X2, ..., Xn)+C
* prepocteme-li jejich mzdu na euro = ,stfed” v eurech bude ,stfed”
v K¢ krat 0,042
f(x1-b, X2:b, ..., Xn'b) = f(X1, X2, ..., Xn)-b
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Stfedni hodnota E(X)

@ zakladni charakteristika polohy

v v

o ,stfed” (tézisté), kolem kterého jsou koncentrovany hodnoty X

X diskrétni s oborem hodnot M

=) xP(X=x)

x;eM
X spojité s hustotou f(x)

E(X) = /OO xf(x)dx

[e.e]

Jestlize fada nebo integral absolutné nekonverguije, stfedni hodnota
neexistuje.
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Vlastnosti stfredni hodnoty

@ E(c) = c pro libovolnou konstantu ¢ € R

@ zvéetSime-li vSechny hodnoty o konstantu c, zvétsi se stfedni
hodnota téZz o ¢
E(c+ X) =c+ E(X)

@ nasobime-li vSechny hodnoty néjakou konstantou b, pak nova
stfedni hodnota bude rovna plvodni stfedni hodnoté krat
konstanta b

E(bX) = bE(X)
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Charakteristiky variability

@ Cislo udavajici
koncentraci
(rozptyleni) hodnot
okolo stfedu
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Charakteristiky variability

Vlastnosti:
@ po pricteni konstanty

ke kazdé hodnoté se

variabilita nezmeni pa e = -
@ pfi nasobeni Cislem (v =
absolutni hodnoté) o ‘ ‘ . .
R . - 50 100 150 200
mezi 0 a 1 se variabilita
v w0 | =0.6,
zmensi STV UV VP rrert
@ pti nasobeni &islem (v * o 0 0
absolutni hodnoté) R ALV VP TR SRR L N Yo
o x w] LT Tae R R
vetsim nez 1 se ' — ‘ i ;
N . v, 50 100 150 200
variabilita zvétsi



Rozptyl D(X)

@ zakladni charakteristika variability
@ charakterizuje méfitko (Sitku) rozdéleni
@ popisuje rozptylenost hodnot kolem stfedni hodnoty

Rozptyl
D(X) = E[X — E(X)]?, existuje-li E(X)

Smérodatna odchylka
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Vlastnosti rozptylu

Q@ D(X)>0

@ D(X) = E(X?) - [E(X))?

3" XFP(X = x)) — [E(X)]? X diskrétni
xXieM

D(x) = { ¥V
/ f(x)dx — [E(X)]2 X spojita

—00

© D(a+ cX) = ¢®D(X) pro libovolné konstanty a, ¢ € R
QO DX)=0 < PX=c)=1
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Normovana nahodna veliCina

@ veli¢ina s nulovou stfedni hodnotou a jednotkovym rozptylem
vy — X —E(X)

VD(X)

, existuje-li E(X)
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Modus X

@ charakteristika polohy

@ X diskrétni: nejpravdépodobnéjsi hodnota

@ X spojita: bod x, ve kterém hustota pravdépodobnosti f(x) nabyva
lokalniho maxima
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Priklad: diskrétni nahodna veli¢ina

Priklad
Diskrétni nahodna veli¢ina X
@ nabyva hodnot M = {1,2,4,5}
s pravdépodobnostmi p(k) =P[X =k|, kde
° p(1) =14, p(2) =%, p(4) =3, p(5) = § a p(x) =0 jinak.

Spoctéte stredni hodnotu, rozptyl, smérodatnou odchylku a modus
nahodné veliciny X.

Néjaky napad?
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Rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veliCiny X
k 112]4|5
PX =) |4 |4 § 13

—

Stredni hodnota  E(X) =) x,p(Xn)

n
1 1 1 1 11
@ E(X)=1 -§+2.Z+4.6+5.Z:T:2,75
Rozptyl a smérodatna odchylka

D(X) = E[X — E(X)]* = E(X?) - [E(X)?

41

1 1
x2)—z 2p(xp) = 12 3+22-+42-1+52-1——1o,25

4 6 4”4

o D(X) —E(X?) — EX)P =2 - (”)2 — B o9

4 4 16
143 .
o \/ D(X) — ﬁ:‘l ’64

Modus: nejpravdépodobnéjsi hodnota: X = 1
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Priklad: spojitd nahodné veli€ina

Priklad
Hustota pravdépodobnosti nahodné veli¢iny X ma tvar
— <
F(x) = {6x(1 x) 0<x<1
0 Jinak

Urcete stredni hodnotu, rozptyl a modus nahodné veliciny X.

Néjaky napad?

Jifi Figer (MVSO)
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— <
f(x):{GX(1 X) 9<x_1
0 jinak

Stiedni hodnota:

E(X) = /_OO xf(x)dx = /01 X -6x(1 —x)dx =

6 6" 6 6 2418
3 41, 3 4

]
= / (6x% — 6x3)dx =
0
6

12 2
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K@={?ﬂ_x)§;£§1,EM%=

Rozptyl:
D(X) = E[X — E(X)]* = E(X?) - [E(X)’

Jifi Figer (MVSO) XSZD Prednaska &. 4
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f(x):{GxU—x) 0<x<1

0 jinak
Modus: bod, v némz je lokalni maximum hustoty

fi(x)=6-—12x
6-12x=0 < x=05

f'(x)=-12<0 = maximum = X=05
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Kvantily spojité nahodné veli¢iny

Definice

Necht o € (0, 1). a-kvantilem spojité nahodné veli¢iny X rozumime
kterékoli redlné cislo x,,, které splruje

P(X < X,) = .

@ X spoijita: a-kvantil ur€en jednoznacné vztahem
F(Xo) = «

@ X diskrétni: kvantily nejsou uréeny jednoznacné, nebudeme
uvazovat

Jifi Figer (MVSO)
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Specialni nazvy kvantill

@ Xp5— median

@ Xp o5 — dolni kvartil

@ Xp 75 — horni kvartil

® Xgk/10, K =1,...,9 - k-ty decil

@ Xk/100: K =1,...,99 — k-ty percentil
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Pfiklad vypoctu kvantild

Priklad

Vypoctete prvni decil a horni kvartil nahodné veliciny X urcené
hustotou

fx) = 5 prox e (0,2)
0 jinak.

JiFi Figer (MVSO) XSZD Pfednéaska ¢. 4 4.a6. 3.2024

48/51




Pfiklad vypoctu kvantild

Priklad
Viypoctéte prvni decil a horni kvartil nahodné veliciny X urcené
hustotou 1
F(x) = {§ ;.).roxe (0,2)
0 jinak.
0 prox<O0
® F(x)=<1x proxe(0;2)
1 pro x > 2
@ F(x)=0.1, %x:0,1, x=072, tedyxps=0,2
1
] F(X) = 0,75, EX = 0,75, X = 1’5, tedy X0775 — 1’5

JiFi Figer (MVSO) XSZD Pfednéaska ¢. 4 4.a6. 3.2024

48/51




Koeficient Sikmosti a SpiCatosti

Definice (Koeficient Sikmosti nahodné veliCiny X)
E (X - E(X))?]

(vD(X))?

"=

Definice (Koeficient $picatosti ndhodné veliCiny X)

E (X - E(X))*]
Vo = -3

(v D(X))*

Koeficienty Sikmosti a SpiCatosti popisuji tvar kfivky hustoty nebo
pravdépodobnostni funkce.
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Koeficient Sikmosti

@ vy = 0: rozdéleni je symetrické
@ ~1 > 0: rozdéleni je protahlé napravo (napf. mzdy)
@ 1 < 0: rozdéleni je protahlé nalevo

Vztah mezi Obrazek: Koeficient Sikmosti
koeficientem Sikmosti,

stfedni hodnotou (C), R [

medianem (B) a o

modem (A) °

01

11 =0: E(X)=Xx05= Mo(X) 52:
Rl < 0 : ( ) 05 < MO(X) 0.04F
71 >0: Mo(X) < x95 < E(X)

-5 0 A BC 10 15 20
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Koeficient Spi¢atosti

0.4

y2>0
0.350 — — -7,=0

03}
025}
X o2f

0.15F

0.1F

@ ,méri“ stupen koncentrace hodnot okolo stfedu ve srovnani
s ostatnimi hodnotami

@ veliCina s nizkym koeficientem $picatosti (y» < 0) obsahuje
hodnoty velmi vzdalené od stfedu

@ Cim $picatéjsi rozdéleni (v2 > 0), tim vice jsou hodnoty

soustfedéné okolo stfredu
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