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Zakladni informace ke kurzu
@ Literatura
» Calda, E., Dupag¢, V. Matematika pro gymnazia - Kombinatorika,
pravdépodobnost a statistika (5. vydani). Prometheus, Praha, 2008.
» Hindls, R., Hronova, S., Seger, J., Fischer, J. Statistika pro
ekonomy. 8. vyd. Praha: Professional Publishing, 2007. 415 s. ISBN
978-80-869-4643-6
@ Online zdroje
» Otipka, P, Smajstrla, V. Pravdépodobnost a statistika. VSB TU
Ostrava.
http://homel.vsb.cz/~oti73/cdpastl/
» a mnoho dal$ich, v€etné video-prezentaci na YT

@ Zapocet: aktivni UCast na cvicenich, pribézné domaci Ukoly,
test?, maximalné tfi neomluvené absence.
@ Zkouska:

» pisemny zkouSkovy test (praktické priklady a teoretické otazky),
Ustni dozkousSeni,

» prokazat znalosti zakladni pojmu, orientaci v problematice
a demonstrovat znalosti na pfikladech.
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Nahoda a pravdépodobnost

Pokus = experiment, uskute¢nény pfi pfesném dodrzeni
predepsanych podminek
@ nenahodny: 1 vysledek
napf. zahfivame-li vodu na 100 °C pfi atmosférickém tlaku
1015 hPa, nastane var

@ nahodny: 2 a vice ruznych vysledk
napf. hod minci;  hod kostkou; volba otdzky u maturity;
stfelba na ter¢; podani Iéku pacientovi

Co je to pravdépodobnost?
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Nahoda a pravdépodobnost

Pravdépodobnost = nadéje, s jakou nastanou jevy, které nas
zajimaji
@ Cislo mezi nulou a jedni¢kou
@ ¢im je hodnota blize jedniCce, tim vySsi je nadéje, Zze dany jev
nastane

@ popisuje nahodny pokus pomoci matematickych
(pravdépodobnostnich) modell
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Zakladatelé moderni teorie pravdépodobnosti
@ Ulohy o pravdépodobnosti vyhry v hazardnich hrach

(a) Blaise Pascal (1623-1662) (b) Pierre de-Fermat (1601-1665)
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Hazardni hry v kostky

@ hod 1 kostkou: padne
alespon 1 Sestka ve 4
hodech — zisk

@ hod 2 kostkami: padne
alespon 1 dvojice Sestek
ve 24 hodech — ztrata

Chevalier de Mére (1607-1684)
vl. jménem Antoine Gombaud
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Klasicka pravdépodobnost
@ konecny pocet vysledkl pokusu

@ vysledky pokusu jsou stejné pravdépodobné

Klasicka pravdépodobnost

pocet priznivych vysledkl jevu A
P(A) = ———— o - ;
pocet vSech moznych vysledku
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Klasicka pravdépodobnost
@ konecny pocet vysledku pokusu

@ vysledky pokusu jsou stejné pravdépodobné

Klasicka pravdépodobnost

pocet priznivych vysledkl jevu A
P(A) = ———— o - ;
pocet vSech moznych vysledku

Priklad: Hod pravidelnou Sestistrannou kostkou
@ pocet moznych vysledku pokusu: 6 (padne 1, 2, 3, 4, 5 nebo 6)
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Klasicka pravdépodobnost
@ konecny pocet vysledku pokusu

@ vysledky pokusu jsou stejné pravdépodobné

Klasicka pravdépodobnost

pocet priznivych vysledkl jevu A
P(A) = ———— o - ;
pocet vSech moznych vysledku

Priklad: Hod pravidelnou Sestistrannou kostkou
@ pocet moznych vysledku pokusu: 6 (padne 1, 2, 3, 4, 5 nebo 6)
» padne ¢islo 6:
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Klasicka pravdépodobnost
@ konecny pocet vysledku pokusu

@ vysledky pokusu jsou stejné pravdépodobné

Klasicka pravdépodobnost

pocet priznivych vysledkl jevu A
P(A) = ———— o - ;
pocet vSech moznych vysledku

Priklad: Hod pravidelnou Sestistrannou kostkou
@ pocet moznych vysledku pokusu: 6 (padne 1, 2, 3, 4, 5 nebo 6)
» padne cislo 6: 1 pfiznivy vysledek = P(A)=1/6 =0,17
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Klasicka pravdépodobnost
@ konecny pocet vysledku pokusu

@ vysledky pokusu jsou stejné pravdépodobné

Klasicka pravdépodobnost

pocet priznivych vysledkl jevu A
P(A) = ———— o - ;
pocet vSech moznych vysledku

Priklad: Hod pravidelnou Sestistrannou kostkou
@ pocet moznych vysledku pokusu: 6 (padne 1, 2, 3, 4, 5 nebo 6)
» padne cislo 6: 1 pfiznivy vysledek = P(A)=1/6 =0,17
» padne sudé &islo:
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Klasicka pravdépodobnost
@ konecny pocet vysledku pokusu

@ vysledky pokusu jsou stejné pravdépodobné

Klasicka pravdépodobnost

pocet priznivych vysledkl jevu A
P(A) = ——— — - -
pocet vSech moznych vysledku

Priklad: Hod pravidelnou Sestistrannou kostkou
@ pocet moznych vysledku pokusu: 6 (padne 1, 2, 3, 4, 5 nebo 6)
» padne cislo 6: 1 pfiznivy vysledek = P(A)=1/6 =0,17
» padne sudé ¢&islo: 3 pfiznivé vysledky (2, 4, 6)
= P(B)=3/6=1/2=05
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Klasicka pravdépodobnost
@ konecny pocet vysledku pokusu

@ vysledky pokusu jsou stejné pravdépodobné

Klasicka pravdépodobnost

pocet priznivych vysledkl jevu A
P(A) = ——— — - -
pocet vSech moznych vysledku

Priklad: Hod pravidelnou Sestistrannou kostkou
@ pocet moznych vysledku pokusu: 6 (padne 1, 2, 3, 4, 5 nebo 6)
» padne cislo 6: 1 pfiznivy vysledek = P(A)=1/6 =0,17
» padne sudé Cislo: 3 pfiznivé vysledky (2, 4, 6)
= P(B)=3/6=1/2=05
» padne ¢&islo 10:
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Klasicka pravdépodobnost
@ konecny pocet vysledku pokusu

@ vysledky pokusu jsou stejné pravdépodobné

Klasicka pravdépodobnost

pocet priznivych vysledkl jevu A
P(A) = ——— — - -
pocet vSech moznych vysledku

Priklad: Hod pravidelnou Sestistrannou kostkou
@ pocet moznych vysledku pokusu: 6 (padne 1, 2, 3, 4, 5 nebo 6)
» padne cislo 6: 1 pfiznivy vysledek = P(A)=1/6 =0,17
» padne sudé Cislo: 3 pfiznivé vysledky (2, 4, 6)
= P(B)=3/6=1/2=05
» padne ¢Cislo 10: zadny pfiznivy vysledek = P(D)=0/6 =0
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Co to je statistika?
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Statistika

@ popisna statistika
» nazorné predstavuje data pomoci tabulek, grafi a jednoduchych
Ciselnych charakteristik

@ matematicka statistika
» data tvofi vybér z néjaké vétsi populace
» zobechuje zavéry platné pro naSe data na celou populaci

pravdépodobnost + statistika = stochastika
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1. Kombinatorika

@ zabyva se vlastnostmi kone¢nych mnozin
» vytvareni navzajem rtiznych mnozin (skupin) z danych prvku

» urceni poctu takto vzniklych mnozin

» podle toho, zda se prvky v jednotlivych skupinach mohou ¢&i
nemohou opakovat, rozliSujeme
* skupiny s opakovanim
* skupiny bez opakovani
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1.1 Zakladni kombinatoricka pravidla

Priklad (Dvojciferna Cisla)

Urcete pocet vsech prirozenych dvojcifernych cisel, v jejichz
dekadickém zapisu se kazZda cislice vyskytuje nejvyse jednou.

Néjaké napady?

Jii Figer (UAMI, MVSO Olomouc)
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Zakladni kombinatoricka pravidla

Priklad (Dvojciferna Cisla)

Urcete pocet vsech prirozenych dvojcifernych cisel, v jejichz
dekadickém zapisu se kazZda cislice vyskytuje nejvyse jednou.

Reseni A
@ desitky: Cislice 1,2,...,9 — 9 moznosti

@ jednotky: Cislice 0 a jakakoliv z 8 Cislic riizna od Cislice na misté
desitek — 9 moznosti

= 9-9 = 81 rliznych dvojcifernych Cisel

Kombinatorické pravidlo soucinu
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Kombinatorické pravidlo soucinu

Kombinatorické pravidlo soucinu

Necht mnozina A; ma n; prvkd pro i =1,... k.
Pak pocet vSech usporadanych k-tic (ay, ..., ax),
kde a; € Ay, ..., ax € Ak, jejichz prvni Clen Ize vybrat ny zpl-

soby, druhy n, zpusoby, ..., k-ty ¢len n, zplsoby,
je roven soucinu
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Kombinatorické pravidlo souctu
Priklad (Dvojciferna Cisla)

Urcete pocet vsech pfirozenych dvojcifernych cisel, v jejichZ
dekadickém zapisu se kazZda cislice vyskytuje nejvyse jednou.

Reseni B
@ D ... mnozina v8ech prirozenych dvojcifernych Cisel — |D|=90
moznosti
@ S ... mnozina vSech pfirozenych dvojcifernych Cisel se stejnymi
Cislicemi — |S|=9 moznosti
@ R ... mnozina vSech pfirozenych dvojcifernych Cisel s raznymi
Cislicemi

RuS=D, RnS=0, |R+|S|=|D|

= |R| =90 — 9 = 81 ruznych dvojcifernych Cisel
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Kombinatorické pravidlo souctu

Kombinatorické pravidlo souctu

Necht mnozina A; m& n; prvkd pro i = 1,... k a necht jsou
mnoziny A; po dvou disjunkini.
Pak pro pocet prvka sjednoceni téchto mnozin plati

k

U

i=1

k

-3
i=il

@ nejsou-li mnoziny disjunktni — Princip inkluze a exkluze
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Princip inkluze a exkluze

Princip inkluze a exkluze

Necht' jsou dany mnoziny A; pro i = 1,...,k a |Aj| oznaCuje
pocet prvki i-té mnoziny (i = 1,..., k). Potom pro pocet prvk
sjednoceni mnozin Ay, ..., A plati
ZiAII -2 2 lAna
= 1<i<j<k
+ZZZ|A,mA,-mAs| — et (=D A N AN N AL
1<i<j<s<k

|A1 U Az| = |Aq| + |A2| — |[A1 N A

|A1 U A2 U Ag| = |Aq] + |Az| + [As] — |A1 N Ao — [Ar N A3
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Princip inkluze a exkluze - pfiklad

Priklad (Sportovni kluby)

Ve méste funguji dva sportovni kluby. Fotbalovy klub ma dvanact
clend, tenisovy klub devet. Pritom tfi fotbalisté hraji i tenis. Kolik osob
celkem je ¢lenem néjakého klubu?

Néjaké napady?
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Princip inkluze a exkluze - pfiklad

Priklad (Sportovni kluby)

Ve mésté funguji dva sportovni kluby. Fotbalovy klub ma dvanact

clend, tenisovy klub devet. Pritom tfi fotbalisté hraji i tenis. Kolik osob
celkem je ¢lenem néjakého kiubu?

Reseni:
@ pocet Clend fotbalového klubu: |A| =12
@ pocet Clend tenisového klubu: |B| =9
@ pocet osob ve fotbalovém i tenisovém klubu: |[An B| = 3

|JAUB|=|Al+|B|—|AnB|=12+9 — 3 = 18 osob

Jifi Figer (UAMI, MVSO Olomouc) XSZD, seminar ¢. 1
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1.2 Skupiny bez opakovani

Kolika zpUsoby Ize z n prvkové mnoZiny {ay,...,an} vybrat k < n
riznych prvku?

@ usporadana k-tice: variace, permutace

@ neusporadana k-tice: kombinace
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|. Variace

Pocet k-prvkovych variaci

Zmnoziny M = {ay, ao,...,an_1,an} vybirame usporadané k-tice
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|. Variace

Pocet k-prvkovych variaci

Z mnoziny M = {ay,a,...,an_1,an} vybirame usporadané k-tice
usporadana k-tice | 1.¢len 2.¢len --- (k—1).Clen k.Clen
# moznosti n n-1 -+ n—(k—2) n—(k—1)

kombinatorické pravidlo soucinu

4
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Variace

Variace

Variace je libovolna usporadana k-tice sestavena z prvku
mnoziny o n prvcich tak, Ze kazdy se v ni vyskytuje nejvyse
jednou (zalezi na poradi prvku v této k-tici a zadny z jejich
prvkll se nesmi opakovat).

Pocet vSech k-prvkovych variaci sestavenych z n-prvkové mno-
ziny je roven Cislu

V(k,n):n-(n—1)--~(n—k+1):n_i' k<n.

Jifi Figer (UAMI, MVSO Olomouc) XSZD, seminar ¢. 1 12. 2. 2024 22/74



Variace - priklad vlajka

Priklad (Vlajka)
Sestavujeme viajku ze tfi riznobarevnych vodorovnych pruhd.
K dispozici jsou bily, ¢erveny, modry, zeleny a Zluty pruh latky.
a) Kolik viajek Ize sestavit?
b) Kolik jich ma modry pruh?
c) Kolik jich ma modry pruh uprostied?
d) Kolik jich nema Cerveny pruh uprostied?

Néjaky napad?

Jifi Figer (UAMI, MVSO Olomouc) XSZD, seminar ¢. 1 12. 2. 2024
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Priklad (Vlajka)
Sestavujeme viajku ze tfi rdznobarevnych vodorovnych pruhd.
K dispozici jsou bily, ¢erveny, modry, zeleny a Zluty pruh latky.
a) Kolik viajek Ize sestavit?
b) Kolik jich ma modry pruh?
c) Kolik jich ma modry pruh uprostied?
d) Kolik jich nema cerveny pruh uprostred?

Reseni a)
@ vlajka - 3 rizné pruhy z 5 rliznych barev
@ zalezi na poradi pruht

= tfiClenné variace z 5 prvku

V(3,5) =5-4-3 =60 moznosti

Jifi Figer (UAMI, MVSO Olomouc) XSZD, seminar ¢. 1 12. 2. 2024
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Priklad (Vlajka)
Sestavujeme viajku ze tfi rdznobarevnych vodorovnych pruhd.
K dispozici jsou bily, ¢erveny, modry, zeleny a Zluty pruh latky.
b) Kolik jich ma modry pruh?
c) Kolik jich ma modry pruh uprostied?

Reseni b) vlajka s modrym pruhem
@ modry pruh - 3 zplsoby umisténi (nahoru, doprostred, dolt)
@ zbyvajici 2 barevné pruhy - 2 rGzné pruhy ze 4 riznych barev
V(2,4) =4 -3 =12 moZnosti

= kombinatorické pravidlo soucinu

3-V(2,4) =312 =36 moznosti
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Priklad (Vlajka)
Sestavujeme viajku ze tfi riznobarevnych vodorovnych pruhd.
K dispozici jsou bily, ¢erveny, modry, zeleny a Zluty pruh latky.
b) Kolik jich ma modry pruh?
c) Kolik jich ma modry pruh uprostred?
d) Kolik jich nema Cerveny pruh uprostred?

Reseni b) vlajka s modrym pruhem
@ modry pruh - 3 zplusoby umisténi (nahoru, doprostted, dolu)
@ zbyvajici 2 barevné pruhy - 2 rGizné pruhy ze 4 riznych barev

V(2,4) =4 -3 =12 moznosti
= kombinatorické pravidlo soucinu
3-V(2,4)=3-12 =36 moznosti

Reseni c) vlajka s modrym pruhem uprostted

V(2,4) =12 mozZnosti
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Priklad (Vlajka)

Sestavujeme viajku ze tfi riznobarevnych vodorovnych pruhd.

K dispozici jsou bily, ¢erveny, modry, zeleny a Zluty pruh latky.
d) Kolik jich nema erveny pruh uprostied?

Reseni d) vlajka, ktera nema &erveny pruh uprostred
@ Cerveny pruh uprostfed - V(2,4) = 12 moznosti
@ vlajka (3 rdzné pruhy) - V(3,5) = 60 moznosti

\

60 — 12 = 48 moznosti
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Il. Permutace
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Il. Permutace

Permutace je libovolné usporadani mnoziny M o n prvcich, kdy
ve vysledném usporadani (vysledné usporadané n-tici) se prvky
nesmi opakovat.

Pocet vSech raznych permutaci (pocet vSech riiznych usporada-
nych n-tic) prvkd mnoziny M je roven Cislu

P(ny)=n'=n-(n—1)---2-1, n>1.

e 0l=1
@ Permutace je specialnim pfipadem variace

mmZWmm:mingzT:m
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Permutace - priklad parlament

Priklad (Parlament)

S pripominkami k navrhovanému zakonu chce v parlamentu vystoupit
6 poslancu A, B, C, D, E, F. Urcete pocet

a) vsech mozZnych poradi jejich vystoupeni,
b) vsech poradi, v nichZ vystupuje A po E,
c) vsech poradi, v nichZ vystupuje A ihned po E.

Néjaky napad?

Jifi Figer (UAMI, MVSO Olomouc) XSZD, seminar ¢. 1
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Permutace - priklad parlament

Priklad (Parlament)

S pfipominkami k navrhovanému zakonu chce v parlamentu vystoupit
6 poslancu A, B, C, D, E, F. Urcete pocet

a) vsech moZnych poradi jejich vystoupent,
b) vsech poradi, v nichZ vystupuje A po E,
c) vSech poradi, v nichZ vystupuje A ihned po E.

Reseni a)
@ pocet vSech usporadani 6 riznych prvk

= P(6) = 6! = 720 moznosti

Jii Figer (UAMI, MVSO Olomouc)
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Permutace - priklad parlament

Priklad (Parlament)

S pfipominkami k navrhovanému zakonu chce v parlamentu vystoupit

6 poslancu A, B, C, D, E, F. Urcete pocet
a) vsech moznych poradi jejich vystoupeni [6!]
b) vsech poradi, v nichZ vystupuje A po E,
c) vSech poradi, v nichZ vystupuje A ihned po E.

Reseni b)
@ kazdému poradi E po A odpovida pravé 1 poradi A po E

(A,B,C,D,E,F) < (E,B,C,D,A,F)

1
= 5 P(6) = = - 6! = 360 moznosti

Jii Figer (UAMI, MVSO Olomouc)
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Permutace - priklad parlament

Priklad (Parlament)

S pripominkami k navrhovanému zakonu chce v parlamentu vystoupit
6 poslancu A, B, C, D, E, F. Urcete pocet

a) vSech moznych poradi jejich vystoupeni [6!]
b) vSech pofadi, v nichZ vystupuje A po E [} - 6!]
c) vSech poradi, v nichZ vystupuje A ihned po E.

Reseni c)
@ Aihned po E spojime v jednoho hypotetického poslance EA
@ pocet vSech usporadani 5 rznych prvku B, C, D, F, EA

= P(5) = 5! =120 moznosti
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[1l. Kombinace

Kombinace

Kombinace je libovolnd neusporadana k-tice sestavena
z prvkG mnoziny M o n prvcich tak, ze kazdy se v ni vyskytuje
nejvyse jednou (prvky se nesmi opakovat a nezalezi na jejich
poradi).

Pocet k-prvkovych kombinaci sestavenych z n-prvkové mnoziny
je roven kombinaénimu Cislu (¢teme ,en nad ka*“)

|
K(k,n) = <Z> - kl(n”_k)l k<n.
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Pocet k-prvkovych kombinaci z n prvku
@ napf. M={a,b,c,d},n=4, k=3

3élenné variace z prvku a, b, ¢, d

(a, b, ¢) (a, b, d) (@S edsa R (b e o)

(a, ¢, b) (a, d, b) (a, d, c) (bifdiia)

(bia, c) (b, a, d) (eiasd) (ebsid)

(b, ¢, a) (b, d, a) (¢, d, a) (¢, d, b)

(lc¥a, 'b) (d, a, b) (dosa ic) (dyibvc) V(3,4) =
(c, b, a) (d, b, a) (dy cra) (d, ¢, b) | =31k(3,4)

1 ) t 1

4

{a, b, ¢} {a, b, d} {afley d} b Me )

3¢lenné kombinace z prvku a, b, ¢, d

Kk.n) = /: Vik,n) = k!(nni Kl (Z)

Jifi Figer (UAMI, MVSO Olomouc) XSZD, seminéf ¢. 1 12. 2. 2024 34/74




Zakladni vlastnosti kombinacnich cCisel

<nﬁk> :(n—k)![nni (n—k)J ~ (n —nl!<)!k! - <Z> ksn

(n) n! nin—1)---(n—k+1)(n— k)!

p —

“ki(n—kK) (n— Kk)Ik!
o n(n—1)---(n—k+1)

= , k<n
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Pascaluv trojuhelnik

° (/Z) = (nﬁk) = symetrie

)61 v

= =)
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Binomicka véta

n
n_ gn n\ _n—1 n\ _n-o2,2 n n_ M\ _n—kpk
(a+b)" = a +(1)a b+<2)a b=+ +(n>b (k)a b

(a+b) a+b 1 1
(a+b) a? + 2ab + b2 1 2 1
(a+b)° a® + 3a%b + 3ab? + b3 1 3 381
l(cz-H))'1 a® + 4a3b + 6a2b? + 4ab® + b1 1 4 6 41

(a+8)° a®+5ah+ 102 + 10023 + 5ab* +65 1 5 10 10 5 1

Dukaz matematickou indukci
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Kombinace - pfiklad Sachovnice

Pfiklad (Sachovnice)
Urcete, kolika zpusoby Ize na sachovnici 8 x 8 vybrat
a) trojici policek,
b) trojici policek nelezZicich ve stejném sloupci,
c) trojici policek neleZicich ve stejném sloupci ani stejné rade,
d) trojici policek, ktera nejsou vSechna stejné barvy.

Néjaky napad?
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Ptiklad (Sachovnice)
Urcete, kolika zplsoby Ize na Sachovnici 8 x 8 vybrat
a) trojici policek,
b) trojici policek neleZicich ve stejném sloupci,
c) trojici policek neleZicich ve stejném sloupci ani stejné rade,
d) trojici poliCek, ktera nejsou vsechna stejné barvy.

Reseni a)
@ Sachovnice ... 64 policek
@ vybirame 3 policka
@ nezdlezi na poradi

= 41664 moznosti

= K(3,64) = <

64\ 64-.63-62
3) 3-2-1

Jifi Figer (UAMI, MVSO Olomouc) XSZD, seminar ¢. 1 12. 2. 2024
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Ptiklad (Sachovnice)
Urcete, kolika zplsoby Ize na Sachovnici 8 x 8 vybrat
a) trojici policek (41664 moznosti)
b) trojici policek neleZicich ve stejném sloupci,
c) trojici policek neleZicich ve stejném sloupci ani stejné rade,
d) trojici poliCek, ktera nejsou vsechna stejné barvy.

Reseni b)
e trojice politek na $achovnici ... (%) moznosti
@ vybirame 3 poliCka lezici v 1 zvoleném sloupci, nezalezi na poradi

K(3,8) = (g) = 56 moznosti

@ 8 rliznych sloupcu

= (634> — 8<8> = 41216 moznosti

3
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Ptiklad (Sachovnice)
Urcete, kolika zptsoby Ize na Sachovnici 8 x 8 vybrat
a) trojici policek (41664 moznosti),
b) trojici policek nelezZicich ve stejném sloupci (41216 moznosti),
c) trojici policek neleZicich ve stejném sloupci ani stejné rade,
d) trojici poliCek, ktera nejsou vsechna stejné barvy.

Reseni c)
e trojice policek na $achovnici ... (%) moznosti
e trojice poliek lezici ve stejném sloupci ... 8(3) moznosti

@ trojice poli¢ek lezici ve stejném fadku . .. 8(2) moznosti

64 8 8 . .
= ( 3 ) — 8<3) — 8<3) = 40768 moznosti
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Pfiklad (Sachovnice)
Urcete, kolika zptsoby Ize na Sachovnici 8 x 8 vybrat
d) trojici policek, ktera nejsou vsechna stejné barvy.

Resent d)
e trojice policek na $achovnici ... (%) moznosti
e trojice bilych poligek ... (%) moznosti

@ trojice ¢ernych policek . .. (332) moznosti

64 32 32 . .
= (3) — (3) — (3) = 31744 moznosti
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Pfiklad (Sachovnice)
Urcete, kolika zptsoby Ize na Sachovnici 8 x 8 vybrat
d) trojici policek, ktera nejsou vsechna stejné barvy.

Reseni d) alternativni postup
@ 2 volby: 2 policka bild a 1 ¢erné nebo 2 policka ¢erna a 1 bilé
@ vybér 2 politka bila a 1 ¢erné ... (¥) - 32 moznosti

= 2- (322> - 32 = 31744 moznosti
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1.3 Skupiny s opakovanim

Kolika zpusoby Ize z n prvkové mnoZiny {ay, ..., an} vybrat k prvki
(prvky se mohou opakovat)?

@ usporadand k-tice: variace s opakovanim,
permutace s opakovanim

@ neusporadana k-tice: kombinace s opakovanim

Jifi Figer (UAMI, MVSO Olomouc) XSZD, seminar ¢. 1 12. 2. 2024
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|. Variace s opakovanim

Pocet k-prvkovych variaci s opakovanim
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|. Variace s opakovanim

Pocet k-prvkovych variaci s opakovanim

Z mnoziny M = {ay, a, ..., an_1, an} vybirdme usporadané k-tice
usporadana k-tice | 1.¢len 2.¢len --- (k—1).Clen k. Clen
# moznosti n n n n

kombinatorické pravidlo soucinu

4

V¥(k,n)=n-n---n=n
kx

k
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Variace s opakovanim

Variace s opakovanim

Variace s opakovanim je libovolnd usporadana k-tice sesta-
vena z prvkl mnoziny o n prvcich (prvky se mohou opakovat
a zalezi na jejich poradi).

Pocet vSech k-prvkovych variaci s opakovanim sestavenych z n-
prvkové mnoziny je roven ¢islu

V*(k,n) = n*.
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Variace s opakovanim - pfiklad SPZ

Priklad (SP2)

V jisté zemi je SPZ aut tvorena usporadanou sedmici tak, Ze prvni 3
Cleny jsou pismena, dalsi 4 jsou Cislice. Urcete pocet riznych SPZ,
muzeme-li pro prvni ¢ast znacky pouZit kazdé z 28 pismen a pro
druhou cast kazdou z deseti Cislic0, 1,...,9.

Néjaky napad?
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Priklad (SP2)
V jisté zemi je SPZ aut tvofena usporadanou sedmici tak, Ze prvni 3
Cleny jsou pismena, dalsi 4 jsou Cislice. Urcete pocet riznych SPZ,

muzeme-li pro prvni ¢ast znacky pouZit kazdé z 28 pismen a pro
druhou cast kazdou z deseti Cislic0, 1,...,9.

Reseni
@ 1. Cast: vybirame 3 pismena z 28 rliznych pismen, zalezi na
poradi, mohou se opakovat

V*(3,28) = 28°

@ 2. Cast: vybirame 4 Cislice z 10 riznych Cislic, zalezi na poradi,
mohou se opakovat
V*(4,10) = 10*

kombinatorické pravidlo sou¢inu =

V*(3,28) - V*(4,10) = 28% . 10* = 219520000 moznosti
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Il. Permutace s opakovanim

Pocet v8ech permutaci s opakovanim
(] M:{a,b},k1 =2, k=2

@ # umisténi ay, a»: 2!

@ # umisténi by, bo: 2!

Permutace ze éty? prvki ay, as, by, ba

ay, as, by, b

2)
ay, as, bo, by)
)
)

(
(
(aa, ay, by, by
(a2, ay, ba, by

(a;, by, b, 02)
(@1, ba, by, aa)
(a2, by, by, a1)
(aa, ba, b1, ar)

Permutace s opa-
kovanim ze dvou
prvki a, b, z nichz
se kaidy opakuje
dvakrit

(a, a,b,b)

(a1, b1, a2, b2)
(a1, b2, a2, by)
(az, b1, a1, b2)

(az, b2, a1, by)

(a, b, a,b)

— (@, 4,6, 0)

(bh ay, a2, b;.)
(b2, a1, @z, by)
)

Jii Figer (UAMI, MVSO Olomouc)

(b, @, a, d)
(b1, a2, @y, ba
{by, a1, ba, az) | | (b2, 02, a1, b)
(b2, a1, by, az) (6, a, b, a)
(b1, az, bz, a;)
(b2, az, by, a1) (b1, b2, a1, a2)
(ba, b1, a1, az) + (b, b, a, a)
(b1, b3, az, ay)
(b2, 1, a2, ay)
12. 2. 2024 49/74



Permutace s opakovanim

Permutace s opakovanim

Permutace je libovolna usporadana k-tice sestavena z prvki
mnoziny o n prvcich tak, Ze kazdy se v ni vyskytuje alespon
jednou (ve vysledné k-tici se prvky mohou opakovat).

Pocet vSech rliznych k-Clennych permutaci s opakovanim sesta-
venych z n-prvkové mnoziny tak, Zze prvek a; se v nich vyskytuje
kq-krat, prvek a, se opakuje k»-krat, atd. az prvek a, se opakuje
kn-krat, pfiCemz ki + ko + - - - + k, = K, je roven

(ki + ko + ...+ kp)!

P(ki, ..., kn) = kilke! - ... - kn!

@ ki =ko=---=ky=1 ... permutace bez opakovani
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Permutace s opakovanim - pfiklad slova

Priklad (Slova)

Urcete pocet zplsobd, jimiZ Ize premistit pismena slova
ABRAKADABRA. Urcete, v kolika z nich

a) Zadna dvojice sousednich pismen neni tvofena 2 pismeny A,
b) Zadna pétice sousednich pismen neni tvofena 5 pismeny A.

Néjaky napad?

Jii Figer (UAMI, MVSO Olomouc)
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Priklad (Slova)
Urcete pocet zpusobdu, jimiz Ize pfemistit pismena slova
ABRAKADABRA. Urcete, v kolika z nich
a) Zadna dvojice sousednich pismen neni tvofena 2 pismeny A,
b) Zadna pétice sousednich pismen neni tvorena 5 pismeny A.

Reseni
@ pocet v8ech slov = permutace vytvofena z pismen

pismeno |A B D K R
#vyskytt |5 2 1 1 2

5+241+41+2)1 11!

S22l ago | oor60slov

P(5,2,1,1,2) —
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Priklad (Slova)
Urcete pocet zpusobdu, jimiz Ize prfemistit pismena slova
ABRAKADABRA. Urcete, v kolika z nich
a) Zadna dvojice sousednich pismen neni tvofena 2 pismeny A,
b) Zadna pétice sousednich pismen neni tvofena 5 pismeny A.

Reseni a)
@ 5x A, 6 jinych pismen
@ umisténiA:*B * R * K*D *B *R *

/ moznosti
5

2+1+1+2) 6l
211112l 212!

6!
212!
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@ umisténi B,D,K,R:

P*(2,1,1,2) = moznosti

= 3780 moznosti

. o .. 7
kombinatoricky zdkon soucCinu = <5>




Priklad (Slova)
Urcete pocet zpusobu, jimiz Ize pfemistit pismena slova
ABRAKADABRA. Urcete, v kolika z nich
a) Zadna dvojice sousednich pismen neni tvofena 2 pismeny A,
b) Zadna pétice sousednich pismen neni tvorena 5 pismeny A.

Reseni b)
@ 5x Aje vedle sebe = spojime do jednoho pismena As

pismeno |As B D K R
#vyskytt | 1 2 1 1 2

(A+2+1+1+2) 7

Pr(1.21.1.2) = a2z SO
@ 5x A neni vedle sebe
kombinatoricky zakon souctu =
11! 7!
P*(5,2,1,1,2) — P*(1,2,1,1,2) = — = 81900 slov

512121 2121

Jii Figer (UAMI, MVSO Olomouc) XSZD, seminar ¢. 1 12. 2. 2024

54/74



lll. Kombinace s opakovanim

Priklad mince

Priklad (Mince)

Kolik riznych Castek Ize zaplatit 3 mincemi, mame-Ili v penéZence
korunové, dvoukorunové a pétikorunové mince, kazdy druh alespon
pétkrat?

Néjaky napad?

55/74
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Pocet kombinaci s opakovanim - odvozeni
Idea: kazdou kombinaci s opakovanim nahradime pomoci usporadané
skupiny vytvofené ze dvou prvku
@ platba 3 mincemi: 3 druhy minci - 1 K¢, 2 K&, 5 K¢ - kazda alespon
5x - 10 moznosti

Ltildfe = o ])]] LBS =[] ~~]
1,1,2—=[--]1-]] 222=[]---]]
1,1,6 — [ || -] 2028 =[] = + ] +]
182 [s] & =] 2,55 —=[|-]--]
1,26 [-] - |+] 5,5,5 =[] | ]

(3+2) 5

K*(3,3) = P*(3,2) = = 10 moznosti

3i2l 32
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Pocet kombinaci s opakovanim - odvozeni

@ k-prvkova kombinace s opakovanim vytvofena z n prvku
= usporadand skupina s k teCkami a n — 1 ¢arkami (n riznych
prihradek, v kazdé jiny druh prvku)

K*(k7n):P*(k’n_1): [kﬁL(n*‘l)]! B (n+k71)! _ <n+k‘|>

Kiln—1)! ~ ki(n—1)! k
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Priklad (Mince)
Kolik raznych astek Ize zaplatit 3 mincemi, mame-li v penéZence

korunové, dvoukorunové a pétikorunové mince, kazdy druh alespon
pétkrat?

Reseni
@ tfi rizné druhy minci (1 K&, 2 K¢, 5 K¢), kazda alespon 5x: n =3
@ platba 3 mincemi: k =3
@ pocet riznych Castek: 3-prvkova kombinace s opakovanim

. k-1 k1)
K (ko n) = <n k ): (Z!(n—1)!)

K*(3,3) = (3+g_ 1> = <g> = (Z) — 10 moznosti
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Kombinace s opakovanim

Kombinace s opakovanim

Kombinace s opakovanim je libovolna neusporadana k-tice
sestavena z prvkl mnoziny M o n prvcich (prvky se mohou
opakovat a nezalezi na jejich poradi).

Pocet k-prvkovych kombinaci s opakovanim sestavenych z n-
prvkové mnoziny je roven kombinacnimu Cislu

. n+k—1\ (n+k—1)!
<ton= (") =i
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Shrnuti

Zakladni kombinatoricka pravidla
@ souctu
@ soucinu

Skupiny bez opakovani
@ Variace: usporadana k-tice

V(k,n):n(n—1)---(n—k+1):ni' k<n

@ Permutace: usporadana n-tice

P(n) = n!

@ Kombinace: neusporadana k-tice

|
K(k,n) = <Z) :kl(n”_k)l k<n
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Shrnuti
Skupiny s opakovanim
@ k-prvkova variace s opakovanim z n prvki: usporadana k-tice

V*(k,n) = n*

@ k-prvkova permutace s opakovanim z n prvku: usporadana
k-tice

(ki + -+ kp)!

Pk, ko) = kil-- Kyl

K=Kk + -+ ky

@ k-prvkova kombinace s opakovanim z n prvkl: neuspofadana
k-tice

K*(k, n) = <”+£_1> — P*(k,n—1)
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