3. Cast: Teorie hromadné obsluhy
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Zaklady teorie pravdépodobnosti

Nahodny pokus je d€j, jehoz vysledek neni ani
pri dodrzeni vsech predepsanych podminek
predem znam.

Nahodny jev je vysledkem nahodného
pokusu, nahodné jevy oznacujeme X)Y,...
Elementarni jev E — jev, ktery nejde dale
rozlozit.

Zakladni prostor Q — mnozina vsech
elementarnich jevu.



Zaklady teorie pravdépodobnosti

Jisty jev | — jev, ktery vzdy nastane (jev, ktery
nastane s pravdepodobnosti 1).

Nemozny jev 0 — jev, ktery nikdy nenastane.

Opacny jev — opacny jev k jevu A je jev A,
ktery nastane prave tehdy, kdyz nenastane jev
A.

Disjunktni jevy — jevy A a B jsou disjunktni,
nemohou-li nastat soucasne.
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Zaklady teorie pravdépodobnosti

e Axiomatické zavedeni pravdepodobnosti:
1. Pravdépodobnost jevu je nezaporna velicCina.
P(A)>0

2. Pravdépodobnost sjednoceni konecné nebo
spocetné mnoho disjunktnich jevu je rovna
souctu pravdépodobnosti téchto jevd.

P(AUA U..UA )=P(A)+P(A)+..+P(A)

3. Pravdépodobnost jevu jistého je rovna 1.
P(1)=1
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Zaklady teorie pravdépodobnosti

* Na zakladé uvedenych axiomu plyne, ze
pravdépodobnost jevu opacného k jevu A je
rovna doplnku do 1.

P(A)=1-P(A)
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Nahodna proménna a jeji popis

* Nahodna proménna je realna funkce
definovana na mnoziné vsech elementarnich
jevu, ktera kazdému jevu priradi realné cislo.

* RozliSujeme nahodnou proménnou:

— Diskrétni (obor hodnot nahodné promeénné je
konec¢na nebo nekonecna posloupnost).

— Spojitou (obor hodnot nahodné proménné je
urcCity konecny nebo nekonecny interval).



Nahodna proménna a jeji popis

e Diskrétni nahodnou proménnou muzeme
popsat funkénimi zavislostmi:
— Pravdépodobnostni funkce p(x)=P(X = X)
— Distribu&ni funkce F(x)=P(X <x)=>" p(x

X; <X

e Spojitou nahodnou proménnou muzeme
popsat pomoci:
— Hustoty pravdépodobnosti f(x).
— Distribu¢ni funkce F(x)=P(X <x)= [ f(t)dt.

—00
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Nahodna proménna a jeji popis

* Pro distribucni funkci DNP i SNP plati:
— 0<F(x)<1.
— P(a< X <b)=F(b)-F(a).
— lim F(x)zo,liir!o F(x)=1.
* Pro pravdépodobnostni funkci DNP plati:
— 0< p(x )<1.

— ;p(xi)zl'
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Nahodna proménna a jeji popis
* Pro hustotu pravdépodobnosti SNP plati:
— f(x)=0.

— j f(x)dx =1.

—Q0
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Nahodna proménna a jeji popis

* Nahodnou proménnou muzeme dale popsat
pomoci ¢iselnych charakteristik. Ciselné
charakteristiky NP délime:

— Podle zpusobu vypoctu na momentové, kvantilové
a ostatni.

— Podle toho, které vlastnosti rozdéleni
pravdepodobnosti charakterizuji na charakteristiky
polohy, variability, Sikmosti a Spicatosti.
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Nahodna proménna a jeji popis

e Stredni hodnota (pocatecni moment 1. radu):
— Pro DNP EX =z, => x.p(x;) -

— ProSNP EX =, = Txf (x)dx .
* Pro stfedni hodnotu plati:

— E(c)=c.

— E(cX )= cEX.

— E(X +Y)=EX £ EY.

Ing. Michal Dorda, Ph.D.
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Nahodna proménna a jeji popis

* Rozptyl (centralni moment 2. radu):
—Pro DNPDX =c” =v, = > (x, —EX )" p(x, ).

X

—Pro SNPDX =o% =v, = [(x—EX )" f (x)dx

* Privypoctech rozptylu se spis uziva vztahu:
DX =E(X —EX) =EX?- (EX)
kde pro DNPEX? = Zx p(x ),pro SNPEX? = jx f(x

Ing. Michal Dorda, Ph.D.
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Poissonovo rozdéleni
pravdépodobnosti — Po(A)

Patri mezi diskrétni nahodné proménné.

Rozdéleni je definovano jednim parametrem

A > 0 — stredni pocet udalosti za jednotku casu.
Poissonova NP muze nabyvat hodnot 0,1,2,... a muze
napr. predstavovat pocet zakazniku prichazejicich za
jednotku casu.

Pravdépodobnostni funkce je definovana:
k

P(X = k):%e‘* proA>0,k=012...,
P(X =k)=0 jinde.

Pro stredni hodnotu a rozptyl plati:
EX=DX=A1.

Ing. Michal Dorda, Ph.D.
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Poissonovo rozdéleni

pravdepodobnosti —

Po(A)

* Odvozeni vztahu pro stredni hodnotu
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pravdépodobnosti — Po(A)
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Exponencialni rozdéleni
pravdépodobnosti E(A)

* Patri mezi spojita rozdéleni pravdépodobnosti.

* Rozdéleni je definovano jednim parametrem
A > 0. Exponencialni NP predstavuje dobu
trvani Cinnosti (napfr. obsluhy zakaznika), prip.
dobu mezi jednotlivymi udalostmi (prichody
zakazniku) — jestlize se pocet prichazejicich
zakazniku za jednotku Casu ridi Poissonovym
rozdélenim, potom délky mezer mezi prichody
zakazniku se ridi exponencialnim rozdélenim.



Exponencialni rozdéleni
pravdépodobnosti E(A)

* Pro hustotu pravdépodobnosti plati:

f(x)=4e™ proi>0,x>0,
f(x)=0 jinde .

* Pro distribucni funkci plati:

F(x)

F(x)

—AX

1-e proA>0,x>0,
0 jinde.
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Exponencialni rozdéleni
pravdépodobnosti E(A)

* Pro stredni hodnotu exponencialni NP plati:

EX:E-
A

* Pro rozptyl exponencialni NP plati:
1

DX:?.

Ing. Michal Dorda, Ph.D.
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Exponencialni rozdéleni
pravdépodobnosti E(A)

* Odvozeni vztahu pro stredni hodnotu:

a

EX = !xf (x)dx = _([xie“dx = /lee“dx =A-lim | xe™dx" =
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Exponencialni rozdéleni
pravdépodobnosti E(A)
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Ukazka pribéhu hustoty pravdépodobnosti exponencialni
nahodné promeénné.
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Exponencialni rozdéleni
pravdépodobnosti E(A)
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promenné.
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Systémy hromadné obsluhy

e Za systém hromadné obsluhy (SHO) lze
povazovat kazdy systém, k némuz prichazeji
pozadavky na obsluhu v systému.

Vstupni proud
pozadavk

Y E—

Fronta pozadavk
Cekajicich na
obsluhu v SHO

=

Linky

provadéjici

obsluhu

OJOJOIO
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Systémy hromadné obsluhy

 SHO lze Clenit podle mnoha kritérii, rozeznavame
napr.:
— Systémy bez fronty a systémy tvorici frontu.

— Systémy tvorici frontu lze rozdélit na systémy s
neomezenou nebo omezenou délkou fronty.

— Systémy tvorici frontu Ize dale rozdélit podle
frontového rezimu — FIFO, LIFO, PRI.

— Systémy s paralelné, sériové nebo kombinovaneée
razenymi linkami.

— Systémy se spolehlivymi linkami a systémy s
nespolehlivymi linkami.

Ing. Michal Dorda, Ph.D.
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Systémy hromadné obsluhy

Vstupni udaje
o SHO

Vystupni udaje

o SHO

\

\
/

Systém
hromadné
obsluhy

/
/>

\>

/

Ing. Michal Dorda, Ph.D.

24



Systémy hromadné obsluhy

* Kazdy SHO lze charakterizovat nekolika faktory:
— Charakter vstupniho toku zakazniku.
— Charakter obsluhy.
— Pocet obsluznych linek a jejich usporadani.

— Kapacita fronty a frontovy rezim (pokud SHO
umoznuje tvorbu fronty).

* Tyto udaje predstavuji oblast vstupnich dat
(potrebujeme je znat, abychom mohli SHO
matematicky modelovat).

Ing. Michal Dorda, Ph.D.
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Systémy hromadné obsluhy
* U daného SHO nas zajima napr.:

— Procento odmitnutych zakazniku, resp.
pravdepodobnost odmitnuti zakaznika P,p,,.

— Vyuziti obsluznych linek k.
— Stredni pocet zakaznikU v systému EK.
— Stredni pocet zdkazniku v obsluze ES.

— Stredni pocet zdkazniku ve fronté EL.

e Tyto udaje predstavuji oblast vystupnich dat
(tedy to, co chceme resenim matematického
modelu SHO ziskat) — provozni charakteristiky.



Systémy hromadné obsluhy

 SHO se pro nazornost oznacuji dle Kendallovy
klasifikace SHO:
X/Y/n/m,

kde: X vyjadruje pravdépodobnostni rozdéleni
pfichodu zakazniku k SHO,

Y vyjadruje pravdeépodobnostni rozdéleni,
kterym se ridi doba trvani obsluhy zakaznika,

n oznacuje pocet obsluznych linek v SHO,
m oznacuje celkovy pocet mist v SHO.

Ing. Michal Dorda, Ph.D. 27



Systémy hromadné obsluhy

Pozice X

Pozice Y

exponencialni doby mezi prichody
(elementarni vstupni tok)

exponencialni doba
obsluhy

Erlangovo rozdéleni dob meazi
prichody

Erlangovo rozdéleni

doby obsluhy

konstantni doby mezi prichody

konstantni doba
obsluhy

obecné rozdéleni dob mezi

prichody

obecné rozdéleni
doby obsluhy

Ing. Michal Dorda, Ph.D.
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Systémy hromadné obsluhy

 Budeme se zabyvat systémy:
— Vstupni tok zakazniku bude elementarni.

— Doba obsluhy zakaznika bude exponencialni
nahodna proménna.

— U systému tvoricich frontu budeme uvazovat FIFO
rezim vybéru zakazniku z fronty.

— Obsluzné linky budou razeny paralelné, budou
homogenni a nebudeme uvazovat moznost jejich
poruchy.

Ing. Michal Dorda, Ph.D.
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Elementarni vstupni tok

* Elementarni vstupni tok je takovy tok, ktery
splnuje tri zakladni vlastnosti:

— Stacionarnost, beznaslednost a ordinarnost.

e Stacionarnost (nemeénnost stochastického
rezimu): Pocet zakaznikU, kteri prichazeji k
SHO za cCas t, zavisi pouze na délce tohoto
intervalu a nezavisi na jeho poloze na ¢asové
ose.



Elementarni vstupni tok

* Beznaslednost (neexistence naslednych
ucinku): Pocet zakazniku, kteri prijdou k SHO
za Cas t, nezavisi na poctu zakazniku, kteri k
SHO prisli pred zacatkem tohoto ¢asového
intervalu.

* Ordinarnost: Zakaznici prichazeji k SHO
jednotlive.



Elementarni vstupni tok

* Pro elementarni vstupni tok plati:

— Pravdépodobnost p,(t), tedy Ze za &as t pfijde k
SHO k zakazniku, je rovna:

k
P, (t): (/Iktl) e proAi>0,t>0k=012,...,

p, (t)=0 jinde.

* Elementarni vstupni tok je tedy Poissonuy,
mezery mezi prichody zakazniku k SHO jsou
exponencialni.

Ing. Michal Dorda, Ph.D.
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Intenzity prechodu

e Za kratky casovy okamzik At->0 jsou pripustné
pouze tyto prechody:

— Prichod jednoho zakaznika nastane s intenzitou
prechodu A (intenzita prichodu zakaznika nezavisi
na poctu zakazniku nachazejicich se v systému).

— Odchod jednoho z k obsluhovanych zakazniku, kde

k=1,...,n nastane s intenzitou ku (intenzita

odchodu zakaznika zavisi na poctu zakazniku, kteri
jsou v obsluze).



M/M/n/n SHO

e Systém je tvoren n paralelné razenymi
homogennimi linkami.

* Systém nepripousti tvorbu fronty c¢ekajicich
zakazniku na obsluhu, je-li systém plny, jsou
prichazejici zakaznici odmitani.



M/M/n/n SHO

e Vstupni tok je elementarni s intenzitou A.

— Stredni pocCet zakazniku, ktefi prichazeji k SHO za
jednotku casu je tedy roven A.

— Jelikoz je vstupni tok elementarni (tedy
Poissonuv), jsou doby mezi prichody po sobé
jdoucich zakaznikl exponencialni nahodnou
promeénnou s parametrem A. Pfrevracena hodnota
tohoto parametru je rovna stredni dobé mezi
prichody zakazniku k systému.



M/M/n/n SHO

* Doba obsluhy zakaznika je nahodna a ridi se
exponencialnim rozdélenim pravdépodobnosti,
které je definovano parametrem L.

— Parametr u nazyvame parametrem obsluhy a udava,
kolik zakaznikl je priumeérné schopna 1 linka obslouzit
za jednotku ¢asu, hodnota 1/ u potom udava stfedni
dobu obsluhy jednoho zakaznika.

— Parametr nu nazyvame parametrem systému a udava,
kolik zdkazniku za jednotku ¢asu je systém schopen
prumeérneé obslouzit.
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M/M/n/n SHO

* Nyni nas napriklad zajima, jaky je stfedni pocet
zakazniku v systému — EK. JelikoZ ndhodnou
promeénnou je pocet zakazniku v systému, ktery je
diskrétni, muzeme psat:

EK =3k -P,.
k=0

 Z uvedeného vztahu je zrejmée, ze k vypoctu
potrebujeme znat pravdépodobnosti, ze v
systému se nachazi k zakaznikt pro k=0,1,...,n. Ty
stanovime postupem, ktery si ukazeme dale.



Prechodovy graf M/M/n/n SHO

* Systém se muUze nachazet v nasledujicich stavech
tvoricich mnozinu S (mnozina vSech stavu
systému):

— 0 —systém je prazdny (v systému se nenachazi zadny
zakaznik).

— 1 — v systému se nachazi 1 zakaznik — tento zakaznik je
obsluhovan.

— k — v systému (a tedy i v obsluze) se nachazi k
zakaznikl, kde k=1, 2,..., n— 1.

— n—v systému (a tedy i v obsluze) se nachazi n
zakaznikl, systém je zaplnén.
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Prechodovy graf M/M/n/n SHO

Vrcholy grafu predstavuji stav systému (pocet zakaznik( v systému),
hrany predstavuji mozné zmeény stavu systému za ¢as At—>0 a
ohodnoceni hran predstavuje intenzitu prechodu.

Ing. Michal Dorda, Ph.D. 39



Rovnice globalni rovhovahy

* Jedna se sice o dynamicky systém, my budeme
ale vysetrovat systém v tzv. ustaleném
(rovnovazném) stavu, tedy pro t—>o-.

e V ustaleném stavu plati tzv. princip globalni
rovnovahy: Pro kazdou mnozinu stavu A, ktera
je podmnozinou S, plati, ze tok
(pravdépodobnost stavu nasobena intenzitou
prechodu) z této mnoziny je roven toku do
této mnoziny.



Rovnice globalni rovnovahy —
M/M/n/n SHO

Ing. Michal Dorda, Ph.D.
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Rovnice globalni rovnovahy —
M/M/n/n SHO
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Rovnice globalni rovnovahy —
M/M/n/n SHO
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Rovnice globalni rovnovahy —
M/M/n/n SHO
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Rovnice globalni rovnovahy —
M/M/n/n SHO
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Rovnice globalni rovnovahy —
M/M/n/n SHO

 Dostavame soustavu n+1 linearnich rovnic s
n+1 neznamymi pravdépodobnostmi P,, kde
k=0,1,...,n. Soustavu lze obecné zapsat ve

tvaru:
AP, =kuP, prok =1,2,...n.

e Tato soustava ma nekonecné mnoho reseni
(jedna rovnice je linearni kombinaci ostatnich

rovnic).

Ing. Michal Dorda, Ph.D.
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Rovnice globalni rovnovahy —
M/M/n/n SHO

* Abychom ziskali pouze jedno reseni rovnice, je
nutné soustavu doplnit tzv. normativni
podminkou pravdépodobnosti, ktera nam rika,
Ze systém se muze nachazet pouze ve stavech
Zz mnoziny S. Zapsano matematicky:

n
> P =1

k=0

Ing. Michal Dorda, Ph.D. 47



Analytické reseni M/M/n/n SHO

* Zrovnice AP,_, =kuP, prok =1,2,...n primo

plyne vztah:
P = ki P_,prok=12,..,n.
Y7

* Tento rekurentni vztah umoznuje spocitat
pravdépodobnost stavu k pomoci
pravdépodobnosti stavu k-1.

Ing. Michal Dorda, Ph.D.
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Analytické reseni M/M/n/n SHO

* Nyni bychom potrebovali vyjadrit vztahy pro
vypocet pravdepodobnosti jednotlivych stavu
k pomoci pravdépodobnosti stavu O, chceme
tedy vyjadrit zavislost P, pro k=1,2,....n na P,
K tomu vyuzijeme rekurentni vzorec, ktery
jsme si odvodili v predchozim postupu.

Ing. Michal Dorda, Ph.D.
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Analytické reseni M/M/n/n SHO

Pomoci tohoto

1
P = A P, = l(ij P, vztahu jsme schopni
lu I\ u spocitat vSechny
2 pravdépodobnosti
P2=i 1=i-iP0:£-£ij P kromé
2u 2u du 2\ u pravdépodobnosti
2 Yy ] 1 () P,, kterou odvodime
= =7 (_j R z normativni

p_-"p_~t.1. .
3wt 3w 2u iy’ A\ u ,
: podminky
: pravdépodobnosti
> B =1
k=0

k
P A P _i(ij P,prok=12,....,n

Tku K

E rl a nguv VZO rec Ing. Michal Dorda, Ph.D. 50



Analytické reseni M/M/n/n SHO

 Abychom mohli pouzit vzorec odvozeny v
oredchozim snimku, musime znat hodnotu
pravdepodobnosti P,. Vztah pro vypocet teto
oravdepodobnosti odvodime s vyuzitim
normativni podminky pravdépodobnosti.

Ing. Michal Dorda, Ph.D. 51



Analytické reseni M/M/n/n SHO

P+P+..+B +..+P =1

0 1 k \n
114 PO+£ 4 P0+...+£- 4 P0+...+£- 4 P, =1
O\ u W\ u k! \ 1 '\ u)

1 (A 1(2) 1 (a2 1)
P=—| +=|—|+. == | +t...c¥—=-| —| [=1
O\ u W\ u K!' \ u n' \ u

N k
pOZEEij =1
oo K\ u
1

P = jk ErlangUlv vzorec
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Provozni charakteristiky M/M/n/n SHO

* Pravdepodobnost odmitnuti zakaznika Py,

— Prichazejici zakaznik bude odmitnut, najde-li v
okamziku svého prichodu systém plny, tedy ve
stavu n. Pro pravdépodobnost odmitnuti tedy
plati:

1(%)”

1 (1Y) nt

Poom = P, :ﬁ'(_] R :i 1 (ﬂjk.
oo KI
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Provozni charakteristiky M/M/n/n SHO

e Stredni pocet zakazniku v systému EK
stanovime podle vzorce pro vypocet stredni
hodnoty DNP, kde nahodnou proménnou K je
pocCet zakazniku v systému. Tedy plati:

“ v (A) 1 (A a1 (AT

ec-Sie =S g2 () v e m

H H k=1 H

0 1 n-1
A1 (A 1 (A 1 A A A

U
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Provozni charakteristiky M/M/n/n SHO

e Vztah pro vypocet EK |ze také odvodit
nasledujicim zpusobem. Vyjdeme z vychozi
soustavy rovnic globalni rovnovahy:

APy = 1P,
AP, =2.4P,,

AP =nuP. .
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Provozni charakteristiky M/M/n/n SHO

* Sectenim vsech rovnic globalni rovnovahy
dostaneme:

APy = uP;

n-1 n
AR =245, »”;F’ﬁﬂ-;k&
: =0 =1

AP, =nuP,
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Provozni charakteristiky M/M/n/n SHO

* Vyjdeme-li z definicniho vztahu pro vypocet
stfredni hodnoty diskrétni nahodné promeénné
— poctu zakazniku v systému k, muzeme psat:

EK = YKP, =0-P, +1-P, +...+n-P, = YkP, .
k=0 k=1
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Provozni charakteristiky M/M/n/n SHO

* Pouzijeme-li tento vztah ve vztahu
predchazejicim, ziskavame postupnymi
Upravami:

n-1
z-zpkzﬂ-EK,
n-1
£ sz = EK
H k=0
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Provozni charakteristiky M/M/n/n SHO

* Stredni pocet zakazniku v obsluze ES
stanovime podle vzorce pro vypocet stredni
hodnoty DNP, kde nahodnou proménnou S je
pocCet zakazniku v obsluze. Jelikoz u tohoto
systému plati, ze pocet zakaznikUl v systému se
rovna poctu zakazniku v obsluze, muzeme
psat:

A

ES=EK==-(1-P,).
U
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Provozni charakteristiky M/M/n/n SHO

e Stredni pocet zakaznikU ve fronté EL opét
stanovime podle vzorce pro vypocet stredni
hodnoty DNP, kde nahodnou proménnou L je
pocCet zakazniku ve fronté. Jelikoz tento systém
netvori frontu (pocet zakazniku ve fronte je
porad roven 0), plati:

EL=0.
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Provozni charakteristiky M/M/n/n SHO

e Vyuziti obsluznych linek (systému) k stanovime
na zakladé nasledujici uvahy. Systém
prumeérné obsluhuje ES zakazniku a je schopen
obsluhovat n zakazniku, tedy plati:

A

=—=£ -2 1-P)=p-(1-P
== - nﬂ( )=p-L-PF,),

kde p nazyvame intenzitou provozu.
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M/M/n/ee SHO

e Systém je tvoren n paralelné razenymi
homogennimi linkami.

e Systém pripousti tvorbu fronty cekajicich
zakazniku na obsluhu, prichazejici zakaznik
nachazi vzdy volné misto v systému, systém
tedy neodmita zakazniky (v systému se muze
teoreticky nachazet o< zakazniku).

. Abyﬂbyl systém stabilni, musi platit:

p=—x1.
Ny



M/M/n/ee SHO

e Vstupni tok je elementarni s intenzitou A.

* Doba obsluhy zakaznika je exponencialni
nahodna proménna s parametrem L.

Ing. Michal Dorda, Ph.D.
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Prechodovy graf M/M/n/ee SHO

e Systém se muze nachazet ve stavech:
— 0 — systém je prazdny.

— 1 —vsystému je 1 zakaznik — 1 v obsluze, 0 ve
fronté.

— k — v systému se nachazi k zakazniku, kde k =1,
2,..., n—1; k zakazniku je v obsluze, O ve fronté.

— n —v systému je n zakazniku, vsichni jsou v
obsluze, fronta je prazdna.

— k — v systému je k zakazniku, kde k=n+1,...; n
zakazniku je v obsluze a k — n ve fronteé.

Ing. Michal Dorda, Ph.D.
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Prechodovy graf M/M/n/ee SHO

Ing. Michal Dorda, Ph.D.
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Rovnice globalni rovnovahy —

M/M/n/e= SHO

Ing. Michal Dorda, Ph.D.
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Rovnice globalni rovnovahy —
M/M/n/o= SHO

Ing. Michal Dorda, Ph.D.
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Rovnice globalni rovnovahy —
M/M/n/o= SHO

Ing. Michal Dorda, Ph.D.
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Rovnice globalni rovnovahy —
M/M/n/o= SHO

Ing. Michal Dorda, Ph.D.
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Rovnice globalni rovnovahy —
M/M/n/o= SHO

Ing. Michal Dorda, Ph.D.
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Rovnice globalni rovnovahy —
M/M/n/o= SHO
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Rovnice globalni rovnovahy —
M/M/n/o= SHO

Ing. Michal Dorda, Ph.D.
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Rovnice globalni rovnovahy —
M/M/n/o= SHO

A 4’_)
Q 2u mlm I(IW ..........
nu

ﬂ’ I:)k — nlLlPk +1
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Rovnice globalni rovnovahy —
M/M/n/e= SHO

* V tomto pripadeé dostavame soustavu
nekonecné mnoho linearnich rovnic s
nekonecné mnoho neznamymi
pravdepodobnostmi P,, kde k=0,1,2,...,n,...:
AP, =kuP, prok =1,2,...n,

AP, =nuP, prok=n+1n+2,....
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Analytické reseni M/M/n/ee SHO

e 7 téchto rovnic ziskame primo rekurentni
vztahy:

P = i P_,prok=12,..,n,

Ky
A

P.=—PB_ prok=n,n+1,....
nu

pozn. U druhého rekurentniho vztahu uvadime platnost i pro k=n, coz neodpovida
prislusné rovnici globalni rovnovahy. Lze se ale snadno presvédcit (dosazenim k=n do
prvniho rekurentniho vztahu), Zze druhy rekurentni vztah plati i vtomto pripadé.
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Analytické reseni M/M/n/ee SHO

* Nyni bychom opét potrebovali vyjadrit vztahy
pro vypocet pravdepodobnosti jednotlivych
stavl kK pomoci pravdépodobnosti stavu O,
chceme tedy vyjadrit zavislost P, pro
k=1,2,...,n,.. na P,. Ktomu vyuzijeme
rekurentni vzorce, které jsme si odvodili v
predchozim postupu.

Ing. Michal Dorda, Ph.D.
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Analytické reseni M/M/n/ee SHO

1
Pl:ipozl. i P,
1u n\u

2
o fnegfn L[4
21 2u lu 2!

3
P3:iP2: A : 4 ./1 pozl.(ij P
3u 3u 2u lu 3!

Vztah pro vypocet

k ’
P :iPk_lzi. i P, pr0k:1,2,...,n«’D’< p?mOCI Py, vztah
Kpt K\ plati pouze pro

k=1,2,..,n!ll
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Analytické reseni M/M/n/ee SHO

Vime : P, :iPk_1 prok=n,n+1...aP, :i(ij P,

nu n \ u
I:)n+1:i|:)n
nu
2
I:)n+2 :iPnJrl i il:)n _(ij I:)n
nu nu Nu nu

P 1 k—n Vztah pro vypocet P,
P.=—P_ = (—j P = pk_” P prok=n,n+1,... « pomoci P, plati pouze pro
k=n,..Il

k—n n k
P :pk—”p _ i l i P. = _1 : i P,prok=nn+1...
k n nﬂ nl IL[ 0 nk nnl ILI 0

Vztah pro vypocet P, pomoci P, plati
pouze pro k=n,...11!
Ing. Michal Dorda, Ph.D. 78




Analytické reSeni M/M/n/ee SHO

Pravdepodobnost P, opét

k—n
7 . 7 00 ﬂ/ 00 N
sta[\owme Z nvormatlvnl | Z (n—) _ Zpk _
podminky pravdépodobnosti. k=n+1\ TIH k=n+1
R+R+..+B+.+FB+F  +..=1 :p+p2+p3+...:Lpr0p<1
n 0 1—
YR+ > PR=1 *
k=0 k=n+1 Jedna se o nekonecCnou
k k . v
Zl(ij Py 1k_n (&] P _1 geo,mevtrlckou fadu s
oo K\ u Skt prvnim ¢lenema, =p a
p.nl.iker.i.ini ik‘”_l kvocientem g = p, pro
e "l Elng) soucet nekonecné
1 geometrické rady plati:
P = " - pro p <1
51 1
(ﬂ‘j +.(l) P S:ipro‘q‘<1.
oo K \ nt\u) 1-p 1—q
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Provozni charakteristiky M/M/n/oo
SHO

* Pravdepodobnost odmitnuti zakaznika Py,

— Prichazejici zakaznik nebude nikdy odmitnut,
najde-li v okamziku svého prichodu nékterou z
linek neobsazenou, zacina ihned jeho obsluha, v
opacném pripade se radi do fronty, jejiz délka neni
nijak omezena:

P,om =0.
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Provozni charakteristiky M/M/n/oo
SHO

* Stredni pocet zakazniku v obsluze ES
stanovime podle vzorce pro vypocet stredni
hodnoty DNP, kde nahodnou proménnou S je
pocCet zakazniku v obsluze. Tedy plati:

**

ES:Zn;sP ZkP+nZ1P j ( jP + Z( ]npn —

k=0

(P+P+ +P,+P +P +P  +. )

_4 4
,U n+1 ,U
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Provozni charakteristiky M/M/n/oo
SHO

n-1 k-n-1 0 1
ot [’1] P0+’7‘-Z(’1j Pnz’I-Pn_ﬁ’I- (}“ Pn+(/1)Pn+...
(n-1) { A " u |\ nu nu

Ing. Michal Dorda, Ph.D.
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Provozni charakteristiky M/M/n/oo
SHO

e Stredni pocet zakazniku v obsluze ES lze také
odvodit z rovnic globalni rovnovahy, které
seCteme:

AP, =kuP, prok =1,2,...n,

AP, =nuP, prok=n+1,n+2,....

EZPH—A ZP“ ,quP + - ZnP

k=n+1 k=n+1
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Provozni charakteristiky M/M/n/oo
SHO

. Zl'skam'/ vztah upravujeme
A ZP“+/1 ZPkl - ZkP + - ZnP,

k=n+1 k=n+1
ﬂ-(ZPlir ZP“) (ZkP + ZnPj,
k=1 k=n+1 k=n+1

k=n+1

z-épk_l (ZkP ' ZnPj,
A-(P,+P+..)=u (zkp+ ZnPj

k=n+1
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Provozni charakteristiky M/M/n/oo
SHO

* Pro ES musi z definicniho vztahu pro vypocet
stredni hodnoty platit:

ES=0-P,+1-P +...+(n-1)-P,, +n-P, +

+n-P_, +... ZkP + ZnP

k=n+1
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Provozni charakteristiky M/M/n/oo
SHO

* Pouzitim tohoto vztahu dostavame:
A-(P,+P +..)= u-ES.
e Z normativni podminky pravdépodobnosti

plyne, ze vyraz v zavorce na levé strané musi
byt roven 1, proto dostavame:

Es =2

u

Ing. Michal Dorda, Ph.D.
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Provozni charakteristiky M/M/n/oo
SHO
» Stredni pocet zakaznikU ve fronté EL opét
stanovime podle vzorce pro vypocet stredni
hodnoty DNP, kde nahodnou proménnou L je
pocCet zakazniku ve fronté. Muzeme tedy psat:

EinIF’, :O-Zn:Pk +§:IPn+| :ilplpn = pP, .i|p'—1 -
1=0 k=0 1=1 1=1 1=1
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Provozni charakteristiky M/M/n/oo
SHO

e Stredni pocet zakazniku v systému EK je roven
souctu stredniho poctu pozadavku v obsluze a
stredniho poctu pozadavku ve fronté. Muzeme
tedy psat:

EK=ES+EL=2+—2__.p.
u (1-p)
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Provozni charakteristiky M/M/n/oo
SHO

e Vyuziti obsluznych linek (systému) k stanovime
na zakladé nasledujici uvahy. Systém
prumeérné obsluhuje ES zakazniku a je schopen

obsluhovat n zakazniku, tedy plati:
A

ES u A

N n nu

K = p.

Ing. Michal Dorda, Ph.D. 89



M/M/n/m SHO

Systém je tvoren n paralelné razenymi
homogennimi linkami.

Systém pripousti tvorbu fronty zakazniku
cekajicich na obsluhu, délka fronty je omezena na
(m — n) mist. Nachazi-li prichozi zakaznik v
systému m zakazniku, je odmitnut (systém je tedy
vzdy stabilni).

Vstupni tok je elementarni s intenzitou A.

Doba obsluhy zakaznika je exponencialni
nahodna proménna s parametrem L.



Prechodovy graf M/M/n/m SHO

* Systém se muze nachazet ve stavech:

— 0 —systém je prazdny.

— 1 —vsystému je 1 zakaznik — 1 v obsluze, 0 ve fronté.

— k — v systému se nachazi k zakazniku, kde k=1, 2,..., n
— 1; k zakazniku je v obsluze, 0 ve fronté.

— n —v systému je n zakazniku, vSichni jsou v obsluze,
fronta je prazdna.

— k —v systému je k zakaznikl, kde k=n+1,.., m-1;n
zakazniku je v obsluze a k — n ve fronté.

— m — v systému je m zakaznikU; n zakazniku je v obsluze
a m—n ve fronté.
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Prechodovy graf M/M/n/m SHO

2 A
Zﬂ}ZKME
nu
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Rovnice globalni rovnovahy —

M/M/n/m SHO

AP, = uP,

Ing. Michal Dorda, Ph.D. 93



Rovnice globalni rovnovahy —

M/M/n/m SHO
Q‘G ........ 3@1’3@1’ ...... 3@: 3@
AP, =2 1P,
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Rovnice globalni rovnovahy —

M/M/n/m SHO
AP =kuP,
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Rovnice globalni rovnovahy —

M/M/n/m SHO
A 1 ﬂ,’) /1 l
""" k;i;m ...... }Z 3@)
97 nu < <
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Rovnice globalni rovnovahy —
M/M/n/m SHO
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Rovnice globalni rovnovahy —
M/M/n/m SHO
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Rovnice globalni rovnovahy —

M/M/n/m SHO
A A A A _5/1 i ,
ONOBIOEIORIORRO
Ky < < _
AR =nub,
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Rovnice globalni rovnovahy —

M/M/n/m SHO
ﬂ“Pk :n:qu+1
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Rovnice globalni rovnovahy —

M/M/n/m SHO
3@:’ .............. ) : @
AP, =nuP,
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Rovnice globalni rovnovahy —
M/M/n/m SHO

* V tomto pripadé dostavame soustavu m+1
linearnich rovnic s m+1 neznamymi
pravdepodobnostmi P,, kde k=0,1,2,...,m:

AP, =kuP, prok =1,2,...n,
AP, =nuP, prok =n+1,....m.
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Analytické reseni M/M/n/m SHO

e 7 téchto rovnic ziskame primo rekurentni
vztahy:

P = i P_,prok=12,.,n,

K

A
P.=—PF_,prok=n,n+1..,m.

N

pozn. U druhého rekurentniho vztahu uvadime platnost i pro k=n, coz neodpovida
prislusné rovnici globalni rovnovahy. Lze se ale snadno presvédcit (dosazenim k=n do
prvniho rekurentniho vztahu), Zze druhy rekurentni vztah plati i vtomto pripadé.
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Analytické reseni M/M/n/m SHO

* Nyni si opét vyjadrime vztahy, pomoci kterych
jsme schopni stanovit hodnotu
oravdepodobnosti stavu k, kde k=1,...,m
oomoci pravdepodobnosti stavu 0. Vyuzijeme
K tomu odvozené rekurentni vztahy.
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Analytické reseni M/M/n/m SHO

1
o Ap _L(2)p
lu o\ u

2
o fnegfn L4
21 2u lu 2!

3
oo fne b g4,
3u 3u 2u lu 3!

k
P :ipk_l zi(ij P,prok=12,....,n
|
Kut KV \
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Analytické reseni M/M/n/m SHO

k—n
Pk:iPk_lz(ij P =p“"P,prok=n,n+1...,m
nu nu
Y"1 (2 1 (2)
Pk:pk”Pn:(—j -—-(—j P =—= (—j P,prok=n,n+1,...,m
nu n! \ u n“-nl \ u

Ing. Michal Dorda, Ph.D.
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Analytické reseni M/M/n/m SHO

Pravdepodobnost P, opéet
stanovime z normativni

podminky pravdépodobnosti.
P+P+.+B+.+P+P  +..+P =1

Y P+ > PR-=1
k=0 k=n+1

k k
"1 (A LI A
Sals)ne Saals) e

Zml [ijkn = Zmlpk‘” =

k=nt1\ NH k=n-+1

_ 2 3 m-n __ 1
—-/)4—/? +—/) -+u..+-/) =p-

k—n
m _:%_ _ m n _
Sla] -5

=p+p’+p° +.4p" " =p-(m-n)=
=(m-n)prop=1
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Provozni charakteristiky M/M/n/m
SHO

* Pravdepodobnost odmitnuti zakaznika Py,

— Prichazejici zakaznik bude odmitnut, najde-li v
okamziku svého prichodu m zakazniku v systému
(tedy jsou obsazena vsechna mista v obsluze i ve
fronté). MlUzeme tedy psat:

1 (a)
P —p = 120 P,
ODM m nm_n.n! (ﬂj 0

Ing. Michal Dorda, Ph.D. 108



Provozni charakteristiky M/M/n/m
SHO

» Stredni pocCet zakazniku v obsluze ES
stanovime podle vzorce pro vypocet stredni
hodnoty DNP, kde nahodnou proménnou S je
pocCet zakazniku v obsluze. Tedy plati:

*x
m n-1

" N1 1( 4 k ~ n (3 k—n
ES:SZSSPS:kZOkPk+n§Pk:kzos-ﬁ[;j P, +nk2£@) P

+..t Pm_l):i-(l—P ).

n+1 m
/J

=i(&+ﬂ+m+ﬁﬁ+ﬂ4+ﬁ+P
y7;
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k
n-1 1 ﬂa /1 n-1
ki
k=0 H H =1
m yl k=n m
**n)» | — | P,=nP,+n
5o moeend,
n-1 m
:& 1 . lj PO_|_/1. Z
H (n_l)l H H k=n+1
0
ENWE EATWE
H Ao\ nu nu
=£-H4+A(R+Rm+_ﬁRMJ=
H H

Provozni charakteristiky M/M/n/m

SHO
1 (27 2
o:(%+a+ +H2)

(k—1p{ 2 7
ﬂj . .L(ﬂj}omw. '“ m e
nu nt \ u nu Sh\nu

k—-n-1
AN
nu
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Provozni charakteristiky M/M/n/m
SHO

e Stredni pocet zakazniku v obsluze ES lze také
odvodit z rovnic globalni rovnovahy, které
seCteme:

AP, =kuP, prok =1,2,...n,
AR, =nuP, prok =n+1,...,m

EZPH—A ZP“ ,quP + - ZnP

k=n+1 k=n+1
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Provozni charakteristiky M/M/n/m
SHO

. Zl'skam'/ vztah upravujeme
A ZP“+/1 ZPkl - ZkP + - ZnP,

k=n+1 k=n+1
ﬂ-(ZPlir ZP“) (ZkP + ZnPj,
k=1 k=n+1 k=n+1

k=n+1

z-épk_l (ZkP ' ZnPj,
A-(P,+P +..+P . )=u (zkp + ZnPj

k=n+1
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Provozni charakteristiky M/M/n/m
SHO

* Pro ES musi z definicniho vztahu pro vypocet
stredni hodnoty platit:

ES=0-P,+1-P,+...+(n=1)-P_,+n-P, +

+Nn-P_ +..+n-P, —ZkP+ZnP

n+1
k=n+1
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Provozni charakteristiky M/M/n/m
SHO

* Pouzitim tohoto vztahu dostavame:
A-(P,+P +..+P. )= pu-ES.
e Z normativni podminky pravdépodobnosti

plyne, ze vyraz v zavorce na levé strané musi
byt roven 1-P,_, proto dostavame:

Eszi-(l—Pm).
U
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Provozni charakteristiky M/M/n/m
SHO

e Stredni pocet zakaznikU ve fronté EL opét
stanovime podle vzorce pro vypocet stredni
hodnoty DNP, kde nahodnou proménnou L je
pocCet zakazniku ve fronté. Muzeme tedy psat:

EL= mi‘:lp, =o.ipk +mZ_?IPn+, .
=0 k=0 =1
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Provozni charakteristiky M/M/n/m
SHO

e Stredni pocet zakazniku v systému EK je roven
souctu stredniho poctu pozadavku v obsluze a
stredniho poctu pozadavku ve fronté. Muzeme
tedy psat:

EK = ES+EL=£(1— P.)+ > IP
7,
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Provozni charakteristiky M/M/n/m
SHO

e Vyuziti obsluznych linek (systému) k stanovime
na zakladé nasledujici uvahy. Systém
prumeérné obsluhuje ES zakazniku a je schopen

obsluhovat n zakazniku, tedy plati:

A

_Eo _ 5. (1-P)
== - p-(1-P,)

Ing. Michal Dorda, Ph.D. 117



