Zakladni pojmy

Vlastnosti podmnozin mnoziny R

Vo celém tomto a nasledujicim oddilu M znaéi neprazdnou podmnoZinu mno-
Ziny R.

1.10 Definice. Rikame, e mnoina M je omezend shora, resp. zdola, existuje-li
¢islo k € R, resp. [ € R, takové, Ze pro kaZdé z € M je z < k, resp. = L. Cislo
k se nazyva horni mez mnofiny M a &islo ! se nazyva doilni mez mnoiing M.
Rikime, 7e mnoZina M je omezend, je-li omezend shora i zdola.
Priklad. Je-li M = {z € R; 2 < z < 3}, potom kaZdé ¢&islo k € (3, +o0), napi.
ko= 3,%.5,150,..., je horni mez mnofiny M a kaidé &islo [ € (—o0,2), napi.
=2,1,3,0,-10%,.. ., je dolni mez mnoZiny M.

1.11 Poznamky.

1. Existuje-1i aspoii jedna horni, resp. dolni, mez mnozZiny M, pak existuje
nekoneéné mnoho hornich, resp. dolnich, mezi mnoZiny M.

2. Je-li mnoZina M interval s krajnimi body a a b, a < b, pak podle definice
110 je tento interval omezend mnoZina (omezeny interval); Cislo a je jednon
# «lolnich mezi intervalu a éislo b je jednou z hornich mezi intervalu. Intervaly
(i, +o0) a {a,+o0) jsou mnoZiny, které jsou omezené zdola a nejsou omezené
shora, intervaly (—oo0,a) a (—oco,a) jsou mnoZiny, které jsou omezené shora a
nejsoun omezené zdola, a interval (—oo, +00) je mnoZina, kterd neni omezend ani
shora ani zdola; jsou to vesmés tzv. neomezenéd intervaly.

1.12 Véta. Mnozina M je omezend, pravé kdy# existuje éislo K € Ry takove, 3o
pro kaidé x € M plati |z| < K.

Ptiklad. Je-li M = {z € R; 2 < = < 3}, potom napf. K = 3, nebot pro kaidé
fislo 2 € M plati |z| < 3 neboli -3 <z < 3.

I.13 Definice. Existuje-li &islo z; € M takové, Ze pro kaZdé z € M je & < z, pak
¢islo x; nazyviame mazimum nebo nejuétd prvek (dislo) mnofing M a znaéime
max M.

Existuje-li &islo z; € M takové, Ze pro kaZdé x € M je x > x5, pak &islo r,
nazyvame minimum nebo nejmendi pruek (¢islo) mnoZing M a znaime min M.

Poznamka. Maximum nebo minimum mnoZiny M nemusi existovat. Je-li napf.
M={zr € R;2 <z < 3}, potom minM = 2, ale max M neexistuje. Je-li napt.
M= {x € R, 2 < » < 3}, potom neexistuje ani maximum ani minimum mno-
Ziny M.

Porovnejte definice 1.10 a 1.13 a wvédomte si toto: Je-li mnoZina M omezena
shora, pak jeji horni mez mize, ale nemusi do ni patfit, zatimeo jeji maximum,
pokud existuje, do ni patii. Je-li mnoZina M omezend zdola, pak jeji dolni mes
miize, ale nemusi do ni patfit, zatimco jeji minimum, pokud existuje, do ni patii.

1.14 Véta. Marimum i minimum koneéné mnoZiny M vidy ezistuji.
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Zakladni pojmy

] M= {%, ne N}.
supM=1, 1M, maxM =supM =1,
infM =10, 0& M, min M neexistuje.

d}) M = {0, +oc).
sup M neexistuje, max M neexistuje,
infM =0, 0e M, minM = infM = 0.

Vztah mezi mnozinou bodt a jejim prvkem

1.18 Definice. Bod ¢ € M se nazyva vnitfni bod mnoZiny M, existuje-li jeho okoli
U(e) © M. MnoZina viech vnitinich bodl mnoZiny M se nazyvi wmitfek mnoiing
M a znaéi M°.

Bod ¢ € R se nazyvi hraniéni bod mnoginyg M, leZi-li v kaZdém jeho okoli U«
aspoil jeden bod mnoZiny M a aspoii jeden bod mnoZiny R, ktery do mnoZiny M
nepatfl. MnoZina viech hraniénich bod{i mnoZiny M se nazyva hranice mnoZiny
M a znadi h(M).

Sjednoceni mnoZiny M a jeji hranice se nazyva uzdvér mnoZiny M a znadi M.
Tedy M = MU h(M).

Bod ¢ € R, ktery neni ani vnitfnim ani hraniénim bodem mnoZiny M., sc
naxvvi vnéfsi bod mnofiny M. MnoZina viech vnéjsich bodl mnoZiny M se nazy va
imédek mnoZing M; vindjsek mnofiny M je tedy mnoZina R\ M.

Mnozina M se nazivd oleviend, je-li M = M?, a uzaviend, je-li M = M.

Bod ¢ € R" se nazyva hromadny bod mnofiny M, leii-li v kaidém jeho okoli
U(e) nekoneéné mnoho bodl mnoZiny M. MnoZina vech hromadnych bodii mno-
Ziny M se nazyva derivace mnofiny M a znaéi M’

Bod ¢ € R se nazyva hromadny bod mnoZiny M zprava, resp. zleva, lezi-li
v kaZzdém jeho pravém okoli U, (c), resp. levém okali U_(c), nekoneéné mnoho
bodii mnoZiny M. _

Bod mnoZiny M, ktery neni jejim hromadnym bodem, se nazyva izolovany
hod mnoZiny M. MnoZina, jejiZz viechny body jsou izolované, se nazyva disfireini
nebo izolovand.

1.19 Poznamky.

1. Vnitini bod a izolovany bod mnoZiny M je prvkem mnoZiny M, hranicni
bod a hromadny bod mnoZiny M miZe, ale nemusi byt prvkem mnoZiny M.

2. MnoZina M je oteviena, pravé kdyZ je disjunktni se svou hranici, tj. kdyz
M A(M) = @; vniténi body mnoZiny M jsou pravé ty jeji body, které nejsou
jejimi hraniénimi body. MnoZina M je uzaviend, pravé kdyZ obsahuje svou hranici.
Hromadny bod mnoZiny M je bodem jejiho uzdvéru, bod uzdvéru mmnoZiny M
miiZe, ale nemusi byt jejim hromadnym bodem.

3. Je-li mnoZina M interval, napf. M = {a, b), potom misto nizvu hraniéni bod
uzivame nizev krajni bod. Vnitiek intervalu M je interval (a, b}, hranice intervali
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Matematickd analyza I

M je mnoZina {a, b}, uzdvér intervalu M je interval (a,b), vnéjick intervalu M
je siednoceni intervalll (—og, a) U (b, +00), derivace intervalu M je interval {a,b).
Interval M neni ani otevfend ani uzaviena mnoZina.

Pfiklady. Promyslete si fefeni!
a) M= {1,2)U {3}.

[} e L]

0 1 2 3 4
M® = (1,2), i(M) = {1,2,3}, M = (1, 2)u {3}, R\M = (=00, 1)U(2, 3)U(3, +c),
M’ = {1,2), piitom body intervalu (1, 2) jsou hromadné body mnoziny M, kterd
jsou jejimi prvky, a bod 2 je hromadny bod mnoZiny M, ktery neni jejim prvkem,
body intervalu (1,2) jsou hromadné body mnoZiny M zprava, body intervalu
(1,2} jsou hromadné body mnoZiny M zleva, bod 3 je izolovany bod mnoZiny M,
M £ M® A M # M, takZe mnoZina M neni ani oteviend ani uzaviena.

b) MnoZina-N je diskrétni, nebot viechny jeji body jsou izolované.

Poznamka. Nékteré pojmy, které jsme zavedli v tomto a pfedchozich oddilech
pro podmnoZinu M mnoZiny R a jeji body, je potfebné (napf. v teorii reilné
funkee n redlnych proménnych, n € N} zobecnit pro podmnoZinu M mnoZiny R”
(realné roviny —— dvojrozmérného redlného prostoru) a jeji body, podmnoZinu M
mnoziny R (trojrozmé&rného redlného prostoru) a jeji body, ..., podmnoZinu M
wmnoZiny R™ (n-rozmérného redlného prostoru) a jeji body.

Kartézsky souc¢in mnozin a zobrazeni

Diive neZ budeme definovat pojem funkce, zopakujeme si potiebné pojmy.
V celém tomto oddilu mnoZina A je nepriazdnd mnoZina urditych matematickych
objektd a mnoZina B je rovnéZ neprazdnd mnoZina uréitych (stejnych nebo jinych)
matematickych objekti.

I.20 Definice. Kariézskym soudinemn mnofin A a B nazyvime mnoZinu viech
uspofadanych dvojic [a,b], kde a € A a b € B. Kartézsky soudin mnoZin A a B
vnafime A x B.

Vybereme-li z kartézského soudinu A x B jen ty dvojice [a,b], kde &isla o a
b jsou vézéna néjakym vztahem (napf. a < b, a délitelno b apod.), dostaneme
bindrni relaei.

1.21 Definice. Bindrmi relaci B mezi mnoZinami A a B nazyvame neprazdnon
podmnoZinun R kartézského soudinu A x B. Misto zdpisu [a,b] € R zpravidla
pifeme a R b

1.22 Definice. Bindrni relaci B mezi mnoZinami A a B nazyvime zobrazen:
mnofinyg A do mnoZiny B, existuje-li ke kaZidému prvku a € A privé jeden prvek
h € B takovy, Ze [a,b] € R. Zobrazeni mnofiny do mnofiny znatime zpravidia
kurzivnim malym nebo velkym pismenem latinské abecedy.
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Rodost videt o rozuomned

I I je nejkrasneyst dav piirody

Allert Binstoimn
Funkce

Pojem funkce

[I.1 Definice. Redind funkce jedné rediné proménné (déle jen funkee) je zobra-
zeni f mnoZiny A C R do mnoZiny R. Proménné ¢islo x € A nazyvame nezdviste
proménnd nebo argument, proménné Zislo y € R, pro které je [x,y] € f, nazivime
ziimisle proménnd.
Zipis: ¥ = f(z).
Muozinu A nazyvime definiéni obor funkee f, znadime D(f).
Mnozinu viech hodnot funkee f v bodech x € A nazyvame obor hodnot funker |
wacime Hif).
I'nnkee je zadina svym zobrazovacim pfedpisem (zpravidla y = f(x)) a definicuin
oborem D(f). Neni-li D(f) uddn, pak jim rozumime mnoZinu viech hodnot nezis isle
proménné x € R, pro kterou existuje ¢islo f(x) € R.
I’fi urfovani defini¢niho oboru funkee vychézime zejména z téchto podminek:

1. Jmenovatel zlomku musi byt rizny od &isla 0.

2. Pod sudou odmocninou musi byt nezdporny odmoenénec.

3. Argnment logaritmu musi byt kladny,

1. Argument funkce tangens, resp. kotangens, musi byt riizny od lichvceh, resp,

sudych, nasobki tisla .
5. Argument funkei arkussinus a arkuskosinus musi patfit do intervalu {1 1}

11.2 Definice. Grafem funkee f (téZ kiivkou o rovnici v = ) nazyvime mina-
Ann viech bodd [z, f(x)] € R®, kde 2 € D(f). Znatime jej G(f).

I1.3 Priklad. Urfeme, zda zdivislost ¥ na z dand vztahem:

a) 2o 4+ 3y =0, & € {—oo0, +00),

h) ¥* = 6x, z € {0, +c0),
jerfunkee y = f{x). V piipadé zdporné odpovédi stanovine, kterymi huinkeemi je
maEne prisludnon zdvislost popsat. Ilustrujme grafem.
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II Funkes

215. f(z) = 2sin(2z —_%}

xr
.
Yﬁ
: pro z € (—oo, 1)
216. fiz) = {—213 pro z € {-1,1) T \ \\___
2*  pro z € (1,+00) — \

y i

1—tgiz

217. f{:ﬂj = m"
Navod: Vyraz na pravé strang r
zjednoduste! =N U \j \/
fi

Globalni viastnosti funkce

I1.20 Definice. Funkce f se nazyvi periodickd, existuje-li realné islo p # 0 ta-
kové, e

(1) z € D(f) & z+p € D(f),
(2) pro kazdé z € D(f) plati f(z +p) = f(z).

Cislo p se nazyvd perioda funkce f. Nejmen3i kladné &islo této vlastnosti se nazyva
primitivni perioda funkce f.

I1.21 Definice. Funkce [ se nazyva sudd, resp. lichd, jestliZe

(1) z € D(f) & —z € D(f),
(2) pro kaZdé x € D(f) plati f(—z) = f(x), resp. f(—z) = - f(z).
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5" Globalni vlastnosti funkee

Poznamky. Definiéni obor sudé i liché funkee je soumé&rny podle poitku soustavy

soufadnic. Graf sudé funkce je soumérny podle osy y, graf liché funkce je soumérny
podle poéitku soustavy soufadnic.

I1.22 Definice. Funkce f se nazyva prostd na mnoZingd M C D(f), jestlize pro
viechna x;,z; € M takovd, Ze z; # =z, plati f(z;) # f(z2).

rostouci
I1.23 Definice. Funkee f se nazjvé Eﬁfﬁ;ﬂ“f na mnoZind M € D(f), jestlize
nerostouci
;Eﬂh%‘ < _fE.‘I.‘g;i
; < flza)
ro viechna x;,2; € M takov4, Ze 1, < 14, plat =
’ b RS PR f@) > H(z)
flz1) = f(z2)

11.24 Definice. Funkee {E:::;zi} na mnoZiné M C D(f) se nazyvd ryze mo-

notdnni na mnoZzind M.

nerostouct
Funkce {

.. . ¢ na mnoziné M C D(f) se nazjyvd monotdnni na mnoZing M.
neklesajici

I1.25 Definice. Rikdme, #e funkee f je omezend shora, resp. omezend zdola, na
mnoZing M C D(f), jestlife existuje k € R, resp. | € R, takové, Ze pro viechna
z € M plati f(z) < k, resp. f(z) > L.

Rikdme, %e funkece f je omezend na mnoZiné M C D(f), je-li omezen4 shora i zdola
na mnoziné M. ?

I1.26 V&ta. Funkce f je omezend na mnoZiné M C D(f), prdvé kdy# ezistuje
K € Ry takové, Ze pro viechna x € M plati f(z) < K.

I1.27 Pfiklad. Najdéme primitivni periodu funkee f(z) = 2sin{3z +5) - 1.

Redend: Nejprve uréime D(f) = R.Proka?dé z € RakaZdép € R\ {0} jez+pe R.
Hledime nejmen3i kladné &islo p takové, aby pro viechna z € R platila rovnost
2sin[3(z +p)+5 -1 =2sin(3z+5)—1.

Po dpravich dostaneme

sin[3(z + p) + 5] = sin(3z + 5),
sin[3(x + p) + 5] — sin(3z +5) = 0.

ol : CO8 s obdriime

UZitim vzorce sina — sin § = 2sin > 2
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[I F'unln::n

1 . m
468 fthI-ESI"(EI+-)+3 Ese+(Erzg)usi-3t

al y > x apzey oxd ‘pusazawo ap

Eudn:.-
269, T) = o =
Fla) == ps b 52
al ¥ 3 = spzey o1d ‘guazowo ap
1 —tg?z
270, = —
fiz) 1+tg’z 1}5-‘;‘:—:}\2 aly >z
Névod: Viraz na pravé strané apzey oxd ‘puazawo ap
zjednoduste!

Pocetni operace s funkcemi

I1.43 Definice. leﬁme, Ze funkce f a g jsou si rovny na mnoZiné M, jestliZe pro
viechna x € M je f(z) = g(z). Jestlife pfitom M = D(f) = D(g), fikdme prosté, e
funkce f a g jsou si mvn}r Znatime f = g.

Pozndmka. [=g & D(f)=D(g)nG(f)=Glg) (A H(f) = H(g)) .

I1.44 Definice. Necht M = D(f) n D(qg).
Souctem funkci f a g nazyvame funkei f + g takovou, Ze pro vechna z € M je

(f + 9)(z) = flz) +9(x).
Rozdilem funkci f a g nazyvdme funkci f — g takovou, #e pro vdechna z € M je

(f - 9)(z) = f(z) — g(z).

Soucinem funkci f a ¢ nazyvame funkci f - g takovou, Ze pro viechna x € M je
(f - 9)(z) = f(z) - 9(2) .
Podilem funkei f a g (v tomto pofadi) nazyvdme funkei / takovou, Ze pro viechna

z € M\ {z € D(g); g(z) = 0} je ( ) ()= QEIj::

I1.45 Definice. Absoluini hodnotou funkce f nazyvame funkei | f| takovou, Ze pro
vBechna z € D(f) je |fl(z) = |f(=)].

11.46 Pfiklad. Rozhodnéme, zda jsou si rovny funkce:
a) flz) =2 +T7z+122a g(z) = (z+3)(z +4),
b) f(z) = —Va® a g(x) = Va2,

) fa) = =2

a g(z) =3z+9.
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3 s T
‘IFII,I
281. f(z)=sgnzx o=zoxdq| _ @)\/]
{o}\g>szoxd 4
T
'Ifﬁ._
—3* pro z € {0, 00) : : T
' [—'00—) 3 To1d =
282, f(z)=41 proze(-1,0) { m‘I—%a:r:mdﬁ'[ = (z)|/]
1 proz e (-co,-1)
= P ' (co+0) Dz oxd g
x
- . —

Slozena funkce

[1.50 Definice. Necht y = f(u) je funkce s definiénim oborem D(f) a u = g(z)
funkce s definiénim oborem D(g). JestlifZe H(g) C D(f), mitZeme proménnou y
povaiovat za zédvislou na proménné z, tj. za funkei y = f[g(z)] s definiénim oborem
D{g). Tuto funkei nazyvame funkei slofenou z funkei f a g (v tomto pofadi), struéné
slofenou funkei flg]. Funkei f nazyvame wnéjdi funkci a funkci g nazyvame vnitini
funkei sloZené funkee f[g].
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II Funke

286. f(u) =21, 9(z)=2z-1 {z}\ & 3 252 = [(z)16)f

287. f(u)=Inu, g(z) =Inz (o0 ‘1) 3 = *(zup)uy = [(z)'6)/

288, Jsou dény funkce f(z) =2 a
g(z) = . Dokazte, Ze:
fla(2)] = 9[£(2)],
glt + f(1)] =21+ (1))

289. Jsou diny funkce T gE (L
f(@) = 2* -3 8g(a) = Lz #0. OrEe e
Najdéte: flg(-3)], olf(-2), fla(2)],
olalo@)l}, FLALFUI}

290. Jsou dény funkce f(z) =sgnz a
g(z) = Lz # 0. Najdéte f[f(a)],
alg(z)), fla(z)], glf(z)].

T uds‘zuls‘zs'ruls

Inverzni funkce

I1.54 Definice. Necht f je funkce prost4 na svém defini¢nf oboru. Funkei f-!
kterd kaZdému y = H(f) pfifazuje £ € D(f), pro které je y = f(z), nazyvé.me
funkei inverzni k funkei f, struéné inverzni funkei f~'.

Pozndmka. D(f~') = H(f), H(f™) = D(f). Grafy G(f) a G(f~') jsou osové
soumérné podle pfimky y==.

I11.55 P¥iklad. Stanovme inverzni funkei f~' k funkei f(z) = 2% — 3. Sestrojme
grafy funkei fa f~1.

Redeni: Ziejmé D(f) = R, H(f) = (-3, +00).

Presvédéime se, Ze funkee f je prosta.

Sporem: Necht z; # z2, 21,22 € RA f(z1) = f(z2), tedy 2%t =3 =272 -3,

Po Gpravé obdrZzime 2® = 2™, to nastane pro I, = I, coZ je spor s pfedpokladem
zy # #2. Dané funkece je tedy prosta.

Oznatme y = f(xz), tedy y = 2* - 3.

Odtud 2% = y+ 3, tedy = = log,(y + 3) & po zdméné& proménnych obdriime inverzni
funkei

[ty =logy(z +3), D(f™') = (=3, +00) = H(f), H(f~') =R = D({).
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Schopnosti, kterych denné nepfibijv
denné ubijfvd.

(indondské piislo ]

Posloupnost

Pojem posloupnosti

1.1 Definice. Posloupnost redlngjch ¢isel (ddle jen posloupnost) je zobrazeni mno-
Ziny M do mnoZiny R. Posloupnost, kterou je kaZfdému &slu n € M piifazeno cislo
i, € &, zapisujeme

{a’ls @2, X3, .« }
nebo struéné

{an}az

nebo jen {a,}; &islo a, se nazyvd n-ty élen posloupnosti {a,}, tislo n index élenu
posloupnosti {a,}.

Posloupnost miZeme zadat:

1. vzorcem pro n-ty ¢len,
2. rekurentné,
3. vyitem Eleni.

]

[.2 Definice. Graf posloupnosti {a,} je mnoZina viech bodi [n,a,] v roviné B°
Znacime jej G({an}).

1.3 Pf¥iklad. Necht ¢, = 2 — 3n. NapiSme prvnich 5 &lenil této posloupnesti a
nakresleme jeji graf.

Reseni: Posloupnost je zaddna vzorcem pro n-ty €len. Za n postupné dosazujeme
tisla 1,2, 3,4, 5; potom

ap=2—-3-1=-1,
ay =2—-3-2=—-4
g =2=3-3= =T,
a =2-3-4=-=10,
a;=2-3-5=-13.

Vysledek: {2 - 3n} = {-1,-4,-7,-10,-13,...}.

10


http://pdfxchange.phpshop.cz
http://pdfxchange.phpshop.cz

Mlastnosti posloupnosti

1 1 ]
MiZeme tedy psit apyq = = 0 = e
=41 Ea g 4+ 1
Ay (45
, - W 1Y i,
[teknrentni zadani posloupnosti < — > je ddno vztahy: a; = 1, a4 = — Tl
i (L, -

Poznamka. Nejéastéji byva posloupnost zaddna symbolicky, tj. vzorcen pron-ty
Clen. JUhodnout® funkéni vzoree pro a, z daného rekurentniho vzoree & viétu Eleni
posloupnosti se podafi jen v jednoduchych piipadech.

Vlastnosti posloupnosti

o

[.12 Definice. Posloupnost, jejiz viechny ¢leny se sobé rovnaji, se nazvvi ko
stanini neho stactondrni,
Zapis: {a}22, = {a,0,a,...},2€ R,

[.13 Definice. Posloupnost {a,} se nazyva

rostoneci On < Oy

neklesarici : = . ; thy S (|

L jestlize pro viechna n € N plati i

klesagici O = Qg

nerastoney Qy = (gl
: rosbone it ;
Posloupuost Hesaited [ 5€ DaZyva ryze monoténti.

el I',.'.‘iH_'I'I' Ly ]

neklesayici

Poslonpnost .
nerostotet

} S¢ nazyva monotdnni.

.14 Definice. Rikdme, Ze posloupnost {a,} je omezend shora, resp.

alolu, existuje-1i Cislo & € R, resp. | € R, takové, Ze pro viechua n € M je o, <k
s, iy, > L

[tikiame, Ze posloupnost {a,} je omezend, je-li omezend shora i zdola,

1.15 Véta.  Posloupnost {e,} je omezend, privé kdy? existuje N ¢ B, takové, Ze
pro viechna n € N plett |a,| < K.

Ay el G . i+ 10 ! :
1.16 Priklad. Zjistéme, zda je posloupnost :l"mi} monotdnni 4 omezena

ftedeni: Vypoditime prvnich pét élend posloupnosti a nakreslime joii prall Usitecné
biviv urcit také néktery = €lendi s velkym indexem, napf. n = 100, n = 1000 apixl.
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{ﬂ,,}={n+1} : i 148 — 7
MoupaoMd g > =5 5§

‘euazawo af ‘luugjoucw aye) v

‘luuglouow azdl Apaj

‘1onosod al jsoudnojsoq

nmw
Jo. {0nf = {ain — }
{6n} ) N3 upomd 15 |(&)us]
‘puazowio af

uugjouotl uau jsoudno(sog

1+ (=1)"
36. {an}=<n+ { ) =iy
2 ‘B D up oxd 1 £ “p lejopz vuazowo af
‘puazatio [uau ‘ruupjououwr £pa)
‘1o1lesapyau af jsoudnofsog
2
37. {en} = { } )
3n -8 Noupodg S 3 -
‘euazauro af
‘uugjonou wau jsoudnosod
(-1)% :
9 feyca. s ToH pro sudi n

‘M3upodgzgS*S i-
‘puazawo af
‘Tuugjouow [uau 1soudnojsoq

2" pro lichd n

Limita posloupnosti

1.19 Definice. Rikdme, Ze posloupnost {a,} md vlastni limitu a € R, jestlize ke
kaidému ¢ € R existuje ng € N takové, Ze pro viechna n > ng (n € M) plati
la, — a|] < e.

Zapis: lim a, = a nebo také a, = a.

1=+ 00

Struény zapis definice:

Ji}rgmah=a#‘ﬁs}ﬂﬂnueﬁ:‘inznﬂ:-ian-aE{E.

Pozndmka. Uvédom si! Cislo ng je funkei proménné e, tedy ng = ng(e).

iz2
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[ Posloupnos

[.20 Definice. Rikdme, Je posloupnost {a,} md nevlastni limity +oo, resp. —oo,
jestlize ke kaddému K € R existuje ng € N takové, Ze pro viechna n > ng (n € M)
plati a,, > K, resp. a, < K.

LAapis: lim a, = 400 (a, = +00),
Fimh 00

).
lim a, = —co (@, =+ —oc0).
Fh= O3

Strutny zapis definice:

lima,=4+co S VK eRIpeN: V\n>nyy=a,> K,

i — 00

imae,==-co 2 VKeRIyeN: Vno>2ny=a, < K.

Poznamka. - Uvédom si! Cislo ng je funkei proménné K, tedy ny = ny{K).

1.21 Definice. Posloupnost, kterd ma vlastni limitu se nazyva konvergentni,
Poslonpnost, kterd neni konvergentni se nazyva divergenini,

Je-li lim a, = a, a € R, fikime, %e posloupnost {a,} konverguje.

Ll ]

le-li lim @, = 400, resp. lim a, = —oo, fikime, Ze posloupnost {ea,} diverguje
L e ] Tho=b D0
k +00, resp. —co.

woeexistuje-li i a,, fikdme, Je posloupnost {a,} osciluje.

Divergentni posloupnost je tedy posloupnost, kterd ma bud nevlastni limitu nebo
posloupnost, jeji# limita neexistuje.

Pozniamka. Limitu posloupnosti hledime vidy jen pro n — oo, proto mitzeme

struend® psat pouze lim a,, misto lim a,.
—od

[.22 Definice. Existuje-li ¢islo ny takové, Ze pro viechna n > ng maji cleny po-
sloupnosti {a, } vlastnost V), jinymi slovy, maji-li viechny ¢leny poslonpnosti {a, }
viastnost Vs vyjimkou jejich koneéného poétu (tedy i bez vyjimky), pak fikime, 7o
skovo viechny éleny posloupnosti {a, } maji vlastnost V.

Pozndmka. Pripomindme, Ze symbol [x] jsme ufivali pro funkei eeld éist éisla o,

2
1.23 Pfiklad. DokaZme podle definice limity, Ze plati  lim e
n— 400 7L — 2
fleseni: e delinice 1,19
2 2
lim ~i,=2ﬁ'ﬁ?’5}ﬂﬂnuEW:'?'nEnn=:~ i -2l <e.
A=t bon i — -2
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43, lim - = ()

n—oo 271 — T 4 [E~l ET =t
44. lim (1 - 2n) = -
ELe g {1+ [ 1)xew = 0
n 1
45. lim | =+ =] =
ﬂam(z 3) s {1+[f - ye)'1}ew =0y
2—-n 1
46. lim = -
amt00 370 -+ 1 3 {1+ [555] 1} xew = oy
2 iz
47. lim E-iﬂ'—g =1
oo e — 1 '['['l-E ]I}'-"C'EIII—':'LL

Vlastnosti limity posloupnosti

[.26 Véta. Jestlife pro skoro viechnan € N jea, = a, a € R, pak lim a, = a.

=00

1.27 Véta. Necht {a,} a {b,} jsou posloupnosti takové, Ze pro skoro viechnan € N
je ey = b,. Pak ’_}LII;} a, existuje, prdvé kdyZ existuje ﬂle b, a obé limity jsou si rovny.
el

[.28 Véta (o limité posloupnosti vzniklych poéetnimi Uperacemi]. Neeht
lim a, =a, lim b, = b, a,b € R, a pofetni operacea+b, a —b, a-b, ¢, a™, ¥a,

Pl =r k) Ti=p o0

m € N, jsou definovdny na mnodiné R*. Polom je

lim(a, £b,) =a + b, lim |an| = |al,
L=+ 03 ﬂ:r—h:ﬂ B =
lim (a, - b) = a- b, L=
lim ©a, = ¥a, pokud pro skoro
li L O e
ki TR viechnan € N jea, > 0.

Pozndamka. Vétu 1.28 nelze ufit, obdrZime-li na pravé strané rovnosti néktery

# neuréitych vyrazi, tj. limitu typu oo — oo, 0+ oo, %, %

V téchto pfipadech je nutné n-té éleny posloupnosti nejprve upravit, abychom mohli
pouZit vhodné véty a vzorce.

.29 Véta. Je-li lim a, =0 a posloupnost {b,} je omezend, pak

ARl b =0

14

I Posloupnos &


http://pdfxchange.phpshop.cz
http://pdfxchange.phpshop.cz

'¥podet limit posloupnosti

[.30 Véta (o limité t¥i posloupnosti). Necht {a.}, {b.} a {c.} jsou posloup-
nosti, pro kieré plati:
1. a, < ¢p < by pro skoro viechna n € N,

2. lima, = limb, =0, a e R".
—+5a FL=—=0 a0
Potom existuje ¢ limita ¢, a plati limc, = a.
T =% O

.31 Definice. Posloupnost {ax, }, kde {a,} je dana posloupnost a {k,} je rostouci
posloupnost pfirozenych &isel, se nazyvd vybrand posloupnost z posloupnosti {a,}.

1.32 Véta. Md-li posloupnost {a,} limitu a, a € R*, pak kaZdd posloupnost {a,, }
z ni vybrand md limitu a, .

lim a;, = lim a, = a.
T =30

ki —oo

Prehled limit vyznaénych posloupnosti
m“!n-l-: nlirn ﬁz{ﬂpmazﬂ

n—oo N ~00 lproa>0.
0 pro |a| < 1
i lim ¢n=1
lim a" = lproa=1 -n—}m
=00 +oo proa > 1

neexistuje proa < =1 [El lim (I 5 ,l_)n o
+oopror >0 SR L

Iimn= lpror=>0 reR

& Opro0<a<l :
n—boo — = R ] t € K7
Opror <0 ,,,lf.ﬂ;nk {-I-Oﬂpl'ﬂﬂ}l e

Vypocet limit posloupnosti
Podle tvaru funk&niho vzorce pro n-ty €len posloupnosti, a tim i podle postupu
vypoétu, rozélenime vypoéty limit do nékolika typl. Pro kaZdy typ uvedeme obecny
postup feSeni, vyfeSime vzorové piiklady a pfipojime cviéeni.

Typ o

Funkéni vzorec pro n-ty len posloupnosti je lomeny raciondlni vyraz (tj. &itatel i
jmenovatel jsou polynomy). Podle véty o limité podilu dostaneme neurdity vyraz
typu .

Postup fedeni: Citatele i jmenovatele délime &len po &lenu nejvy3i mocninou n
ve jmenovateli. Tim jednotlivé Eleny pfevedeme na nulové limity (ufijeme vzorce

lim + = 0) a odstranime t ity vy =2,
Jim & 0) e tak neurdity vyraz 2

15
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III (Cinské prislovi)

Limita a spojitost funkce

Definice limity funkce

III1.1 Definice (vlastni limity funkce ve vlastnim bodg).

Necht ¢ € R je hromadny bod definiéniho oboru funkce f. Rikime, Ze funkce [ mi
vlastni limitu L € R ve vlasinim bodé ¢ € R, jestlife ke kaZdému ¢ € R* existuje
§ € R* tak, Ze pro viechna x € D(f), pro kterd je 0 < |z—¢| < 4, plati |f(z)-L| <¢;
zapisujeme ll_rﬂfl:*n] =L.

Stru¢ny zapis definice:

lim f(z) =L & Ve>036>0:¥2 € D(f)A0< |z —c| < b= |f(z) = L| <&. (1)

II1.2 Definice (vlastni limity funkce v nevlastnich bodech).

Necht +co, resp. —oo, je hromadny bod defininiho oboru funkce f. Rikdme, 7e
Junkee f md vlastni limitu L € R v nevlasinim bod¢ +oco, resp. —oo, jestlize ke
kaidému £ € R™ existuje M € R tak, Ze pro viechna z € D(f) takovd, 3e z > M,
resp. £ < M, plati | f(z) — L| < &; piseme zl—iTmHﬂ = L, resp. zHr_nm filz} = L.

Struény zapis definice:

lim f(z)=L&Ve>0IMeR:VaeD(f)Az>M=|f(z)-Ll<e, (2)

T3 +00

lim f(z)=L&Ve>03MeR:VzeD(f)Az<M=|flz)-Li<e. (3)

T——00

IIL.3 Definice (nevlastni limity funkce ve vlastnim bodé).

Necht ¢ € R je hromadny bod definiéniho oboru funkce f. Rikdme, Ze funkce f md
nevlastni limitu +00, resp. —oo, ve vlastnim bodé ¢ € R, jestlife ke kaZdému K € R
existuje § € BT tak, Ze pro viechna x € D(f) takovd, Ze 0 < |z — ¢| < 4, plati
flz) > K, resp. f(z) < K; piSeme !:i_rir}:f{:r:jl = +00, Iesp. l't:*r‘::f[:c] = —00.

Struény zapis definice:

limf(z) =+co & VKeR I >0:VzeD(f)A0< |z —c|<d= flz) > K, (4

E—C

limflz)=-co e VKeRI>0:VzeD(f)Al<|z—c|<d= flz) <K. (5)

T
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III Limita a spojitost funkee

III.4 Definice (nevlastni limity funkce v nevlastnim bodé& +cc).

Necht +oo je hromadny bod definiéniho oboru funkce f. Rikdme, #e funkce f md
neviastnd limitu +o0, resp. —oo, v nevlasinim bodé€ +oo, jestlife ke kafdému K e R
existuje M € R tak, e pro viechna z € D(f) takovd, Ze » > M plati f(x) > K, resp.
f(z) < K; piteme Ill;lfmf[;c} = 400, resp. :EEL@ f(z) = —o0.

Strudny zapis definice:

lim flz)=+co e VKeRIMeR:VzeD(f)Az>M= flz) > K, (6

T=h O

lim f(z)=-cwaVKeR3IMcR:VzeD(f)az>M= f(z) <K. (7)

i il ]

IIL.5 Definice (jednostranné limity funkce).

Necht ¢ € R je hromadny bod zprava, resp. zleva, definiéntho oboru funkee f. Ri-
kime, Ze funkce f md ulastni limitu L € R zprava nebo zleva ve viastnim bodé c € R,
jestlize ke kaZdému £ € R existuje § € R tak, e pro vdechna z € D(f) takovd, Ze
c<r<c+d,resp.c—d <z < plati [f(z) - L] < ¢; pideme ]im* f(z) =L, reap.
lim f(z) =L. o

-

Strufny zdpis definice:

lim f(z) =LeVe>034>0:VreD{fjac<z<c+d=|f(z)-Ll<e,

lim f(z) =L &Ve>038>0:VreD(f)Ac-d<a<e=|flz)-Li<e.
(8)

IIL.6 Pfiklad. Podle definice limity funkee dokaime, Fe Iin}{ﬁ:r +1)=4.
T—
Reseni:
Jde o vlastni limitu ve vlastnim bodg. Dle (1)
linlL{ﬂI-hl]l =4&Ve>0W>0:VeeD(f)pM0<z=-1<d=|{3z+1)-4]| <.
L=

Hleddme tedy k libovolné zvolenému £ > 0 pfisluiné § > 0 a to tak, Ze upravujeme
nerovnost

(3z +1) — 4] < &, 13(z - 1)] <&, 3z~ 1f<e,
I3z - 3| <e, 13|z = 1] < e, ix-lg-:%.

=

Polodgime-li § = E, pak k libovolné zvolenému £ > 0 vidy najdeme § > 0 (§ = =)

takové, #e pro vlechna z € D{f) A0 < |r - 1| < & plati |(3z + 1) — 4] < &.
Tim je dikaz skon&en.
V souladu s definici I11.1 jsme ze svych Gvah vylougili bod z = 1.

17
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[I1 Limita a spojitost funkee

RED SN

"y +4a3 M 4_.-1;”‘_ =W
306. lin . = S
"S- ™ B ERE e

Funkce spojita v bodé a na mnoziné

1I1.8 Definice (spojitosti funkce v bodé).
Necht ¢ € D(f). Rikdme, %e funkce f je spojitd v bodé ¢, jestlize ke kaZdému ¢ € R*
existuje 4 € R™ takové, Ze pro viechna = € D(f), pro kterd je |z — ¢ < 4, plati

1f(z) - fle)l <e.

Struény zdpis:
Funkece f je spojitd v bodé e € D(f) &

SY¥e>036>0:V2eD(f) A lx—c <d=|f(x) - f(d)] <e. (9)

II1.9 Definice (jednostranné spojitosti funkce v bodé.)

Necht ¢ € D(f). Rikdme, Ze funkee f je spojitd zprave v bodé ¢, resp. spojitd zleva
v bodé ¢, jestliZe ke kaZdému £ € R™ existuje d € R* takové, Ze pro viechna x & D(f),
prokterajec <z <c+4d,resp.c—d <z < plati |f(z) - flc)]| <e.

IIL.10 Véta. Nechf ¢ € D(f) je hromadny bed zprava i zleva definiéniho oboru
Junkee f. Funkce f je spojitd v bodé ¢, pravé kdyZ je spojild zprava 1 zleva v bodé ¢

I11.11 Definice (bodn nespojitosti funkee).

Necht « € D'(f).

Bod ¢ nazyvime bod odstranitelné nespojitosti lunkee f, jestlize existuje vlastni limita
i:ilﬂj'(:r:} = L a pfitom L # f(e) nebo ¢ € D(f).

Bod ¢ nazjvame bod nespojitosti prumiho (1) druhu funkee f, jestlize existuji viastni
jednostrané limity funkee f v bodé ¢ a ptitom lim flz) # lim f(z).

Cislo| lim f(z) — lim f(z) | nazyvime skok funkece f v bodé c.
z—rect E=pe=

Bod ¢ nazyvame bod nespojitosii druhého (I1.) drubu funkee f, jestlize aspoii jedna
z jednostrannych limit funkee f v bod& ¢ je nevlastni nebo neexistuje.

18
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Funkee spojitd v bodé a na mnoZing

Pozndmka. Je-li bod ¢ bodem odstranitelné nespojitosti funkee f, lze funkei f
spojitd dodefinovat v bod# ¢, tj. definovat novou funkei F funkénim pfedpisem

Plz) = {f{z} pro z € D(f)\ {c},

!_l_rﬂf{:e:} pro x = c;.

funkce £ je spojita v bodé c.

II1.12 Definice (spojitosti funkce na mnoZing).

Rikame, Ze funkee f je spojitd na neprdzdné mnozing M € D{f), je-li spojita v kai-
dém bodé mnoZiny M. Je-li M = D(f), fikdme, Ze funkce f je spojild na svém
definiénim oboru nebo prosté, Ze funkee f je spojitd.

Specialng, je-li mnoZina M C D(f) interval 5 krajnimi body e a b, a < b, fikime,
Te funkce [ je spojitd na infervalu M, je-li spojitd v kaZdém bod@ intervalu M, tj.
spojitd v kaZdém vnitinim bod® intervalu M, spojitd zprava v bodé a, pokud n € M,
a spojitd zleva v bodé b, pokud b e M.

ITI.13 Véta. Kuaddd zdkledni elementdrni funkce je spojitd.

I11.14 Véta. Soudet, rozdil, soucdin e podil dvou spojityich funkei, absolutni hodnola
spofité funkee a funkce slofend ze spojitiich funkei jsou spojité funkee.

Poznamka. Vita [11.14 plati i pro funkee spojité v bodé.
II1.15 Véta., Kazdd elementdrni funkee je spojitd.

ITI.16 VE&ta. Je-li funkee spojitd, pak je spojitd na keddé podmnoZing svého defi-
nifniho oboru.

[I1.17 Definice. Rikdme, Ze funkce f je po ddstech spojitd na intervalu f, mi-li
n, n € M, bodil odstranitelné nespojitosti nebo nespojitosti I. druhu a nema Zadné
jiné body nespojitosti na intervalu I

I11.18 V&ta (o vztahu mezi limitou a spojitosti).
Nechf e € D(f)ND'(f). Funkee [ je spofitd v bodé ¢, privé kdyz lim flz) = f(g).

19



http://pdfxchange.phpshop.cz
http://pdfxchange.phpshop.cz

Matematickd analyza I

Vypotitame limitu funkce f v bod& 0 a porovndme ji s hodnotou funkce f

v bodé 0.
—1+In(l=z) proze€ (—o0,0),
flz) = 0 pro z = 0,
1+In(l-12) proze(01).
IILIE.]+ fiz) = ;I_i,I.I;l+[1 +In(l — z)) =1,
IEI%]_f{I} = lim (-1 + In(1 - z)) = -1,
tedy limita

li_r.ral[sgnz + In(l — x))
neexistuje, takze funkee f neni spojita v bodé 0.
Zdvér: Funkce f je spojitd na intervalech (—oc,0) a (0,1).

b) Postupujeme obdobné jako v pfipadé a). D(g) = (—og, 1),

0 prox =0,
In(l1=2z) proze(0,1).

=In(l=z) proxe (—co,0),
g(z) = {

;ILTJFE{E} = 1]‘—1.r|¥+ In(l —z) =0,

lim g(z) = #l_iff?_{_]"{l —z)) =0,

Z=ill=—
tedy
Lﬂ[ﬁgnz -In(l - z)) = 0 = g(0),
takze funkce g je spojitd v bodé 0.
Zdvér: Funkee g je spojitd na intervalu (—oo, 1).

Z piiklad 4.45a) a 4.45b) je patrné, Ze z nespojitosti jedné nebo nékolika
funkei v bodé ¢, z nichZ je utvofena nova funkce, nevyplyva nespojitost této funkee
v bod® ¢. (Struén&: Nespojitost se nemusi operacemi s funkcemi zachovévat.)

Vlastnosti funkci
spojitych na uzavieném intervalu

Zajimavé a ufiteéné vlastnosti maji funkece spojité na uzavieném intervalu.

IV.46 Véta (o vlastnostech funkce spojité na uzavieném intervalu).
Necht f je funkce spojitd na uzavfeném intervalu {a,b). Pak plati:

1. Weierstrassova véta: Funkce [ je omezend na intervalu (a, b).
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Limita a spojitost funkce
2. Weierstrassova véta: Funkce f md globdini mazimum a globdini minimum
na intervalu {a, b}.

Bolzanova véta, téZ véta o nulovém bod& Je-li nadto f(a) - f(b) < 0, existuje
aspofi jeden bod c € (a, b) takovy, Ze f(c) =0, tj. nulovy bod funkee f.

Véta o mezihodnoté&: Je-li nadto f(a) # f(b), funkee f nabyvd v bodech in-
tervalu (a,b) viech hodnot, které lesi mezi éisly f(a) a f(b).

Grafické znazornéni véty o vlastnostech funkce spojité na uzavieném intervalu:

Ay Ay
1) k|
f() ]
@) f{c;-}; -
; % 4 X
Vz € {a,b) je fla) = f(zx) < f(b) Yz € {a,b)jel < fx) <k

Obr. 4.29: K 1. Weierstrassové vété

w2

Ay
f(e)+

e
s
03
L)

i e s e e e i

fld) , @
e -

|
Ya
Y

g b:c S i e

B

Obr. 4.30: K 2. Weierstrassové vité
Existuji body ¢ a d intervalu (a,b) takové, Ze pro véechna &isla z € (a,b) je

f(z) < flc) a f(x) = f(d); Eislo f(c) je globdlnf maximum a &islo f(d) je globélni
minimum funkee f na intervalu {a, b}, &ili faﬂi}ﬂm} = flc)a g}:irt}f{z} = f(d).
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III Limita a spojitost funkce

Viastnosti limity funkce

111.19 Véta (o jednostrannych limitdch).
Necht ¢ je hromadng bod zprava i zleva definiéniho oboru funkee f. Funkee f md v
bodé ¢ limitu L, prdvé kdy# md v bodé ¢ limitu zprava i limitu zleva a plati

Jlim f(z) = lim f(z) =L

II1.20 Véta (o limit# a algebraickych operacich).
Necht f a g jsou funkce, c € D'(f) N D'(g). JestliZe Ilm f{z] La hm gl[:::] =

L, M € R*, a podetni operace L4+ M, L-M,L-M a E’f jsou dsﬁnﬂudny nae mnofiné
R*, pak pl’dﬁf

Lﬂi(.f(:} +g(z))=L+M, E;I_Iﬂ{fl:‘r] _gla)) =L~M,
lim(f(z) - g(x)) = L- M, T LY
lim |f(z)| = [LI.

Poznamka. Neni-li nékterd z pofetnich operaci na pravé strané rovnosti defino-
vana, obdr#ime tzv. neurdité vijrazy a neznamend to jesté, Ze pfisludnd limita funkce
na levé stran® rovnost{ neexistuje. Znamend to jen, #e v takovém pfipadé nelze vétu
pouZit a je tfeba limitu funkce vypoditat jinym zpfisobem, napt. vhodnou tdpravou
matematického vyrazu, kterym je funkce definovina.

mﬂlm

0 A0
1 1 1ﬂ'
oo’ 0

Vytet neurditych vyrazd: co — 00, 0 00,

111.21 Véta. lim f(z) = 0« lim|f(z)| =0.
T=k{ E=rE

I11.22 Véta. lim |f(z)] = +o0 & lim 75 =0

II1.23 Véta. Je-li lim f(z) = L # 0, EEE g{z) = 0 a sgng(z) = sgnL, resp.
sen g(z) = —sgn L, na jistém redukovaném okoli U*(c), potom
flz) f(=)
= 400, resp. lim
2% 9(2) Pr e gla) =
Poznamka. JestliZe J.i_l."ﬂ f(z) =L # 0 a na kaZdém U*(c) hodnoty funkee g maji
flz)

rliznd znaménka, pak limita hm —— neexistuje.

¢ g(x)
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Vlastnosti limity funkce

IT1.24 Véta., Je-bi li_:ﬂ f(z) = 0 a funkce g omezend na jistém redukovaném okolf

U*(c), potom
lim (f(2) - 9(z)) = 0.

1I1.25 Véta (o limité t¥i funkci).
Necht f, g a h jsou funkce, pro kieré plati:

1. f(z) < glz) < h(z} na jistém redukovaném okoli U*(c),
2 lim f(z) = limh(z) = L.
T+ E—+E
Potom ezistue i limita lim g(z) a plati limg(z) = L.
] F—bi e
II1.26 V&ta (o ndhradni funkci).

Necht f(z) = Fiz) na jistém redukovaném okoli U*(c). Limita ll_l";}: flx) eristuje,
=
pravé kdy# existuje limita LLE}: F(x) a plati

dndl = fE.

II1.27 Vé&ta (o limit& sloZené funkce v bod&).
Nechf c € R*. Je-li img(z) = L € R a funkece f spojitd v bodé L, pak plati

lim flg(z)] = f(limg(z)) = f(L).

Pozndamka. Vétu [11.27 viivime zejména pii vypodétu limit sloZenych funkei téchto
typil v bodé o

+oo, je-li Ii_linfl:m] = 400,
o =i
1) lime/?) = /0 = { el e lim f(z) =L €R,
=t T
0, jel l‘lﬂlf{:‘t] = —0a.
+oo, je-li Eﬂlﬂz} = +00,
2) limln f(z) = Inlim f(z) = { InL, jeli limf(z) =L € R*,
T=rC E—c 3 . :
-0, jeli iﬂf[rj =10,

a piitom f(z) > 0.

3) tim f(z)%%) = lim ™/ = Jim 4@ /) < e T IEN ie i f(2) > 0.

Tk T—3C I—ic
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III Limita a spojitost funkce K _—

Zakladni limity (vzorce)

1 1
1] lim - = g
W, fm, 2 =0 gz =t
g N
lim (1+-) =e lim (l+--) = g
F—b 30 T Tt =00 I
: 1
:];1_%{14—:5}: = ¢
0 pro 0<a<l +o00 pro D<a<l
Iim a* = 1 pro a=1 hm a® = 1 pro a=1
S +oo pro a>1 N 0 pro a>1l
5] lim = = a € R*\ {1} specidlné [6] lim i I
= ) - : P =0 T a
In (1 +
.imu _
=10 T
l-cosz 1
= d 1 —= I -
:_“: & 1 aod nf odvozené [9] im - im =
arcsinx arctgx
[11] lim =1 aod ni odvozend .hm 82 =1
=0 0 T

Z grafit zdkladnich elementdrnich funkei miZeme vy&ist jejich limity v nékterych

vyznaénych bodech.

lim e =0

I=F=—00

lim ¢ = 400

I——00

lim Inz = —o0

=0T

lim tgz = +o0

I_"E
lim cotgx = —o0
=0~
‘iT
lim arctgz = ——
e ) g

lim arccotgz =

I—%=00

24

lim e® =
=00

+00

lim e™* =0

E—+4 00

lim Inz =400

=00

lim tgx = —co

=
T—t3

lim cotgx = 400
=0+

li . =
Il arc r=—-
z=t+400 & 2

lim arccotgz =0

T = = 3
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Vypodcet limit funkei

Vypocet limit funkci

Pii vipottu limity funkee f v bodé ¢ se milZeme setkat s témito piipady:
1. ¢ je vlastni bod mnofiny D'( f).

a) Funkce f je spojitd v bodé e. V tomto pfipadé je ]:1_1?:: flx) = flc) (viz véta
I11.18)

b) Funkce f neni spojitd v bodé ¢. V tomto piipadé uZivame vhodné véty, které
vybirime # vét I11.20 - IIL25 a zakladni limity; dospé&jeme-li pfitom k né-
kterému typu neuréitych vyrazl, snaZime se vhodnymi apravami (vytykinim,
rozkladem, rozZifovadnim, krdcenim apod.) nahradit funkei f funkei spojitou
v bodé& ¢, a pak uZijeme vétu I11.26.

2. ¢ je nevlastni bod mnoZiny D'(f).
V tomto pfipadé postupujeme jako pii vipodtu llmit}" posloupnosti a uZivame pfi-
padné zdkladn{ limity lilf JL? =0, lim {1 + 5.} Ty

FpTQ

E=rtoo
V pripadé limity v nevlastnim bodé —oo musime dét pozor na znaménka. Dospé&jeme-

1i k nékterému typu neurfitych vyrazid, postupujeme obdobné jako v pfipadé 1b).

Poznamka. K vipoétu limity funkce, ktery vede k neurditému virazu typu 2 nebo
2 lze také wiit I'Hospitalova pravidla, s nimZ se sezndmime v kapitole IV.

Pozndmka. DPovede-li vipofet limity funkce v bodé k neur€itému v¥razu, budeme
uviadét jeho Lyp v zavorkdach za rovnitkem.

Obdobné jako jsme to nd@lali u vypoétd limit posloupnosti i vypoéty limit funkei
rozélenime do ,,typi* podle tvaru funkéniho pfedpisu, a tim i podle postupu vypodtu.
Pro kaZdy typ uvedeme obecny postup fedeni, vyfeSime vzorové piiklady a piipojime
¢viceni.

Viechny dale uZivané vzoree |1~ najdete na strané D8.

Typ «

lim = Ei;:, piitem¥ ¢ € R a Py (z), resp. Q,(x),

je polynom stupné m, resp. n, proménné x
Umluva: Kofenem polynomu A (zx) bud&me rozumét kofen rovnice M{z) = (.
1. Je-li Qq(c) # 0, pak

Limita racionalni lomené funkee,

lim £42 = Zald) (véta 111.18)
T=g =N Q-

2. Je-li Q. (c) = 0, pak miFe nastat:
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Neni pravda, #e mdme mdlo éasu,

I ‘ ? aviak pravda je, Fe ho hodné promarmnime.

(Senera)
Derivace funkce

Definice derivace funkce

1V.1 Definice. Nechf funkce f je definovana na jistém okolf bodu zp. Rikime, Ze
funkee f md derivaci v bodé zg, existuje-li limita

lim flzo+h) - flzo)
=0} h

Tuto limitu nazfvame derivace funkce f v bodé zy a znadime f'(zg).

Poznamky.

1. Derivace funkce f v bodé& zp je &islo f'(zq) = l‘m;

f(zo + ) = f(zo)
1
2. Obdaobné je definovana derivace zleva, resp. zprava, funkee [ v bodé zq:

.IF,_{.'JT[]:I — I'IEEI_ .IF{.L(; + ji = I{Iﬂ
.IF[II:I + .Iri.] - f‘:un}
h .

3. Uvedené limity mohou byt vlastni nebo nevlastni; podle toho pak mluvime o vlastni
i nevlastni derivaci.
4, Polozime-li £ = xp + I, pi%eme derivact ve tvaru

f'(zg) = lim M

=41 I=%h

1

fi(zq) = lim
e

IV.2 Viéta. Funkce f md v bodé xp derivaci f'(xp), pravé kdyZ md v bodé z,
derivaci zleva f' (zg) a derivaci zprava f)(zo) a plati fL(xg) = fi(x). Potom

f(zo) = fL(xo) = filxo).

1V.3 Piiklad. TPodle definice derivace vypoctéme derivaci funkee
f(x) = z° = 2z v bod@ 2.

Reieni: Podle definice IV.1

: Cfe+m -1 . @R+hP=202+h)—(22-2-2) _
o B D =

A4+ 4dh+R2—4-2h Y
= lim = lim
k=D F h=1)

Funkce f ma v bodé 2 vlastni derivaci f'(2) = 2.

=lﬂ{h+2}=‘2.
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§ ‘efinice derivace funkce

581. f(z)=sgnzx; =0 = (0).f

5892, }_{z —4zx+1 proz#0 0

proz=0°'"°" 00— = ()3 ‘oo+ = (0)7f

‘afnysixeau (0),/

98 J=lrtdipmpse - =(g=) ‘1= ()

talmystxaau (g—),f

_ = +2 prox20
584. Hﬂ"{? z? pmx{ﬂ‘” =1 = (0)J
585. [(z) = /l|z]; 2o =0 ‘co— = (0)7f ‘co+ = (0) 3/
‘afnysixaau (p),f
B6. z) = Iz - 2)% = Y
586. f(z) = /(z~2)% 29=2 00— = (g)7f ‘oco+ = (g)¥f
falnisxaau (z),f
__Jsinz prozx <0
587. f(xj-—{x proz >0 %= 1=(0).f
) —,_— prox#0 -
588. f(z) = { I:1]+~= bro 2 = 0 ;oo =0 0=(0).f
CO§ =005 2T
RN proz #£2%km kel o
589. f(z)= { i e L = (0)J

Poznamka. Pojem derivace funkce v bodé lze rozSifit na pojem derivace funkce.

IV.11 Definice. Necht funkee f je definovina na mnoZing D(f) ¢ R. Oznafme
D(f") € D(f) mnoZinu viech bodii, ve kterych funkce f md vlastni derivaci. Je-li
D(f") # 0, potom funkei, kterou je kaZdému bodu x € D(f') pfifazeno &islo f'(x),
nazyvame derivace funkce f a znatime f'; jejim definiénim oborem je mnoZina D( f').

Pozndmka. Uvédom si! Derivace funkee f v bodé x4 je éislo f'(zq4) € R®, kdeito
derivace funkce f je funkce f’, z € D(f"), pfitemi H(f') C R.
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IV Derivace funkce

Pfi vypodtu derivaci (derivovdni) funkel uZivAime vzorce pro derivovani zékladnich
elementdrnich funkei a dal3i vzorce a pravidla, kterd nyni uvedeme.

Derivace zakladnich elementarnich funkci

[1]a'=0 e € R
2] (=) = nzg™? neMzeR
(%) = az®~! acR,ze R
[3] (e¥) =e* zeR
[4] (a®) = a*Inea a>0a#l,z€R
[5] (nz) =2 z € R
[6] (log, ) = 7= a>0a#1l,zeR*
[7] (sinz)’ = cosz zeR

[8] (cosz) = —sinz zeR

[9) (tgz) = Fh: € (=% +km ¥+ kn)
&
[10) (cotgz) = -z =z € J‘LE_J (kx, (k + 1))
kel

[11] (aresinz)' = oy 2 € (-1,1)
[12] (arccosz) = — 7ty z € (-1,1)
[13] (arctgz)’ = ey z€ER
(14] (arccotgz) = —L z€R
[15] (sinh z)' = coshz zeR
[16] (cosh z)' = sinhz zeR

[17] (tghz)' = z€R
[18] (cotghz)' = ——— z € R\ {0}

[19] (argsinhz)' = -4 sz €R

[20] (argeoshz)' = w2 € (1, +00)

[21] (argtghz) = X5 =z €(-1,1)

[22] (argeotghz)' = L5 2 € (—00,1) U (1, +00)

-z
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Vypodet derivaci funkei

Vzorce pro derivovani souctu, rozdilu, soucinu a
podilu funkci, slozené a inverzni funkce

Necht f, g jsou funkce, a € R konstanta. Pak plati:
(23] (f(=) £ 9(2))' = f'(z) £ ¢'(2)
[24] (af(z)) = af'(x)
(25] (f(=) - 9(=)) = [z} - g(z) + f(z) - ¢'(=)
[26] (4g) = Lazpfase yg) 20
[27) (flg(2)]) = f'le(z)] - 9'(z)
28] [(f )(@)) = 77> kdez = f(y), f(y) #0

Vypocet derivaci funkci

Pozndamky.
1. Vzorce plati, pokud existuji vyrazy na pravé strand.

2. Nahradime-li symboly f a g tradiénimi symboly u a v, pak zapisujeme vzorce
[23]-[26] strufné takto:

[23) (u  w) =o'+
[24] (av)' = av'

25] (w-v) = - v+u-v

r

' LS TR R ! v

o8] (2)' = E20=8Y g (%) = -2
4. V nasledujicich feSenych pfikladech nebudeme vidy disledné konkrétné urfovat
D(f) pfipadné D(f"), protoZe to jif umime. Derivace funkci budou tedy pofitiny
prox € D(f) aderivace f' bude nrfena pro hodnoty z € D{f'). Ve cvienich nehude
uréovani definiénich oborll D(f) a D(f') poZadovano.
5. Vypofitanou derivaci [ nebudeme vidy disledné upravovat, a to proto, aby bylo
mo#né z vysledkd vyéist postup vypottu (tj. sledovat derivovdni jednotlivych séi-
tanci, finitell apod.).
6. Funkei derivujeme vidy podle jeji nezdvislé proménné, kterd je uvedena jako argu-
ment v zdvorce za cznafenim funkee. Nemusi jit vidy o proménnou z! Napf. funkei
flz) = 472 - 2a%, a,r € R, derivujeme podle proménné =, v tomto piipadé je a kon-
stanta, tedy f'(z) = 8z. Naproti tomu funkci f(a) = 42* — 24%, ¢,z € R, derivujeme
podle proménné a, v tomto piipad# je x konstanta, tedy f'(a) = —6a®,

Vypoéty derivaci funkei rozélenime do typd podle tvaru funkéniho pfedpisu, a tim i
podle u#iti vaorch. Pro kaidy typ vyiedime vzorové piiklady a piipojime cvifeni.
Viechny ddle uZivané vzorce [1] - [28] najdete na str. 148 a 149.
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‘eometricky v¥znam derivace

Geometricky vyznam derivace

IV.83 Véta. Necht funkece [ je spojitd a md derivaci v bod? xy. Potom ezistuje
tecna t grafu G(f) v bodé T = [z, f(zo)] & jejf rovnice je

t:y=f(zo) + f'(zo)(z — m0),
pokud derivace f'(z) je viastni, a
i:z=um,

pokud derivace f'(20) je nevlastni,
Tefna grafu G(f) v bodé T = [zp, f(xy)] neexistuje, kdyZ funkce f neni spojitd
v bod® zo nebo neexistuje f'(zq).

IV.84 Véta. Necht existuje teéna t grafu G(f) v bodé T = [z, f(xq)]. Potom
rowmice pfimky n, kterd prochdz bodem T a je kolmd k tedné t, 4. normdly grafu
G(f) v bodé T je

1
n:y= flzy) = —(z — 3p),
y = f(z) f’[—fu][ 0)
pokud derivace ['(zg) je vlastni a neni rovna 0,
n:z=1y, pokud derivace f'(zy) je rovna 0 a

n:y=[(x), pokudje|f'(zo)| = +o0.

Poznamka. Normdla grafu G(f) v bodg T existuje, privé kdy# existuje tefna grafu
C{f) v bod& T.

IV.85 Vé&ta. Necht funkce [ je spojild zprava, resp. zleve, @ md derivaci zprava,
resp. zleva, v bodé x,y. Potom egistuje tecna i, zprava, resp i_ zleva, grafu G(f)
v bodé T = [z, f(za)] @ jeji rovnice je

ty 1y = flzo) + filmo)(z — 20) z € (o, +00),

resn.
by = f(z0) + fL(m)(z - 20) = € (~00,z0),

pokud derivace f, (xy), resp. f’(xq), je viasini,

by =tz =ump, yE (f(zo),+00),
pokud f| (20) = +00 a fL(zg) = -0 a

ty=t.:z=1y yEI(—00 flza)),

pokud fL(zq) = =00 a fL(zy) = +00.
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IV Derivace funkce

861. Pod jakym dhlem se protinaji
kiivky y = 22 a y* = 27

=LAt

HFioae = L

[ =ik

=
5

Diferencial funkce

IV.92 Véta., Funkce f md diferencidl v bodé zg, privé kdyz md vlasini deriveci
f'{zo) v bodé zp. V tomio pFipadé je diferencidl df (zy) urden jednoznaedné vzorcem

df (z0) = f'(xo) Az (1)
Uvidom si! Diferencidl df{zg) je funkei proménné Az,

Diferencidl funkee f v libovolném bodé x € D(f") oznatujeme df (z) a plat

df(z) = f'(z) dx, (2)

kde dx = Ax je pFirfistek (diference) nezdvislé proménné x. V tomto pFipads miZeme
diferencial df () povaZovat za funkei jak proménné z, tak proménné dz.

Pro ¢ = 2y dostavame diferencial v bodd z,.

Je-li dana jeité hodnota Az, dostiviame hodnotu diferencidlu v bodé @y pro dany
piirdstek M.

ff Ty  Tp 4+ AT

Obr. IV.4: Geometricky vyznam diferencidlu

Diferencidl funkce f se rovnd diferenci (pFiriistku) y-ové soufadnice bodu A o z-ové
soufadnici zg + Az na tetn# ¢ grafu funkce [ v daném bod@ [z, fxo)]-

Piirfistek (diference) A f(xp) funkee f v bodé zp je ddn vatahem

A flxo) = flzo + Lz) = flz0) . (3)

-4
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Diferencidl funkce

V piibliznych vypodétech miifeme pro dostateéné mald Gisla Lz kldst Af ~ df, tj.
piiristek Af(zp) funkee f v bodé z, lze pfibliZné nahradit diferencidlem df(z)
funkce f v bod@ ;.

Pomoci diferencidlu miZeme tedy pfiblizné uréit funkéni hodnoty v okeli bodu =,
zname-li hodnotu f(zg). Plati totiz '

flzo + dx) ~ flza) + df (zq) |
A fzo) ~ df (10) . (4)

Symbol ~ &teme ,je pfiblifné rovno®.

IV.93 Pfiklad. Najd&me pfirlistek Af a diferencidl df funkce f(z) = 2% — 4
a) pro libovolnou hodnotu nezdvisle proménné z a pfiriistky Ax,
b) pro 2p = 10 a Az = 0,10.

Regeni:
a) Podle (3) je piiristek A f v libovolném bodé z

Aflx) = flz+Az) - flz)=(z+ Az -4 - (2% - 4) =
=z + 2zAxr + (Ax)? -4 - 22 + 4 = 22z + (Ax)E.
Podle vzoree (2) je diferencidl v libovolném bodé z
df(z) = (z* — 4) dx = 2z dx .

b) Je-li zp = 10 a &z = 0,10, pak podle vzorce (3)
Af(10) = F(10 4 0,10) — f(10) =
= f(10,10) — £(10) = (10,107 — 4) — (10* — 4) = 102,01 —4 — 100 + 4 = 2,01
nebo lze také uréit podle a)
Af(10)=2-10-0,10+ 0,10° = 2 + 0,01 = 2,01
a podle (1)
df(10) = f(10)-0,10=2-10-0,10 = 2.

Rozdil mezi A f(10) a df(10) pro &z = 0,10 je 0,01,
Porovnejme pro ndzornost nasledujici hodnoty:

f(10,10) =10,01* — 4 = 102,01 — 4 = 98,01,
f(10)=102~4=100-4 =96,
A F(10) = 98,01 — 96 = 2,01 pro Az = 0,10,
£(10,10) ~ f(10) + df{10) = 96 + 2 = 98.

Rozdil mezi hodnotou f(10,10) a pfibliZnou hodnotou vypodtenou uZitim diferencidlu
je 98,01 — 08 = 0,01.

3.2
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1V Derivace funkce

870. Vypodététe pfibliZné hodnoty

a) /16,06,

b) arctg 1,02,

2900°T ~zZn'LA 1
'GEF0 ~ 19500 (Y
“b00°T ~ (06'0)f (B

&
Eij} :;jf.’ﬂ 0, _PBLL0~ S9puss (3
¢) YTT5608 P0800°S ~ £09°621A (2
f) sind6°, 285001 ~ ,018h 31 (P
g) £(0,96), kde f(z) = e1=l1-3), o ‘ QFEUD E'w §5,f;~ (o
h) eos61°, G6L0 ~ 10 [I'-F = :‘“ED [.’mih:rm (q
i) 1,02 ¢L00'F ~ 90'ar (e

Derivace vyssich fadd funkce

IV.99 Definice. Vlastni derivaci ' funkce f, definovanou na neprazdné mnoZing
D(f") © D(f), nazjvime té¥ derivace pruntho fiddu nebo primi derwace funkce f a
gnatime téF (U,

Mecht D(f") C D(f") je neprizdnd mnoZina viech bodil, ve kterfch funkee /' ma
vlastni derivaci. Funkei, kterou je kaZdému bodu z % mnoZiny D(f") piifazeno gislo
(f'(x)), nazyvime derivace druhého fidu nebo druhd derivace funkee [ a znalime
f" nebo f4. Tedy f* = (f') s defini¢nim oborem D(f").

Obecné. Necht n > 2, n € N a D(f")) c D(f"=Y) je neprazdnad mnofina viech
bodd, ve kterjch funkee f~!) ma vlastni derivaci. Funkei, kterou je kaidému bodu
z z mnoziny D(f™) piifazeno &islo (f"Y(z)), nazyvime derivace n-tého fddu
nebo n-td derivace funkee f enaéime f). Tedy f™ = (f"=2))' s deliniénim oborem
D(f).

Pozniamky.

1) Ziejmé plati: D(f™) c D(f"") c... c D{f") C D(f).

2) Zavadime derivaci nultého fadu, znaiime [\

4) Oznateni: f© = f, f)— . O g Y por FLON 15 U L U

1V.100 Definice. Necht n > 0. Hodnotu funkee ™ v bodé xy € D(f™), tj. &isle
fii (), nazyvame wvlasini deriveci n-tého fddu nebo vlastni n-tou derivaci funkee
_||" v bodé Xyg.

Vypodet derivace n-tého Fadu funkee providime tak, Ze postupné potitdme derivace
1. a? n-tého fadu funkee.
Pfi vypottu derivace n-tého Fidu sondinu dvou funkei ufivime tzv. Leibmiziv viorec

(ue)™ = Z (:) un=Ely (%) [29]

k=0
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V.71 Véta. Necht n > 0. Pro viechna éisla x € D(f™) a viechna éisle dz € R
plati rovnost

d” f(z) = f™{(z)dz™,
kde symbol dz™ znacdi mocninu (dz)".

V.72 Poznamka. K rovnosti d"f(z) = f':“]_{.r]ld:c", n = 2, se dospéje takto:
d"f(z) = d(d f() = d(f-D(z)da™") = (F*-D(z)da"-1Yda = [0)(z)de"
(pfi derivovini se proménnd dz povaZuje za konstantu, protoZe nezivisi na pro-
ménné ).

V.73 Definice. Necht n > 0. Funkei f'({2¢)dz™ proménné dz, dz € R, nazi-
vame diferencidl n-tého fddu nebo n-ty diferencidl funkee [ v bodé xp a znaéime

d™ f(xg). Tedy
d™ f(zg) = f™(zp)dz™.

Existuje-li diferencial n-tého fadu funkece f v bodé zg, fikime té2, e funkee
[ ma diferencidl n-tého fddu nebo je n-krdt diferencovatelnd v bodé zy.

V.74 Poznamky.

1. V piipadé n = 2 znaéime diferencial n-tého fadu funkce f v bodé xg
také [d" f(x)lz=z,, pPii zdpisu y = f(z) téZ [d"yls=r,, u konkrvétni funkee téz
{';-l”{.lr "*”] F=%p"

2. Z definice 5.70 a véty 5.71, resp. z definice 5.73, vysvitd, pro¢ se derivace

n-tého fadu funkce f, resp. ﬁerwace n-tého Fadu funkee f v bodé xy, n > 2, znadi
také jako podil —.*,[, A

dzm
V.75 Piiklad. Vypoétéme diferencidl 3. Fadu funkee f(x) = (3 — z)* v bodé 2
Reseni: f'(z) = =5(3 — z)1, f"(z) = 20(3 — z)?, f"(z) = —60(3 = z)*, x € R.
d*f(x) = —60(3 — z)*dz*, z € R, a tedy d°f(2) = —60dz".

Zakladni véty diferencialniho poétu

Véta 4.46 nas informovala o zajimavych a vZiteénych viastnostech funkei spo-
jityeh na uzavienédm intervalu. Dalgi zajimavé a uZitefné vlastnosti maji funkee
spojité na uzavieném intervalu, pokud maji derivaci (vlastni ¢ nevlastni) v kai-
dém voitinim bodé tohoto intervalu. V tomto oddilu predpokladame, %e nzavieny
interval (a,b) mA nenulovou délku.

V.76 Véta (Rolleova). Nechi funkce f md tyto vlasinosti:
i. je spojitd na uzavieném intervalu {a,b),

2. md derivaci na otevfeném intervalu (a, b),

1. fla) = f(b).

Potom f,.chi’.ujﬁ aspofi jeden bod £ € (a,b) takowy, Ze f'(€) =
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Poznamka. Véta 5.76 zarucuje jen existenci aspof jednoho vnitfniho bodu -
tervalu, ve kterém je derivace funkce f rovna 0. NeumoZfiuje urfeni poftu ani
polohy takovychto bodi.

V.77 Geometricka interpretace. Spliuje-li funkce f piedpoklady Rolleovy
vity, existuje aspoi jeden bod £ € (a,b) takovy, Ze teéna t grafu G{f) sestrojens
v bodé [£, f(£)] je rovnob&ini s osou x, protofe pro smérnici k, teény 1 plati

k= f(€) = 0. h

Ay AY

Py

L]

“ & & bz L a4 g g bx
a) b) -
Obr, 5.14: K Rolleové vété

Graf G(f) na obr. 5.14a) ma jednotlivé body &, &, graf G(g) na obr. 5.14b) ma
nekoneéné mnoho bodi (£, &), ve kterych je jeho tefna rovnob&ini s osou .

V.78 Véta (Lagrangeova, téZ o stfedni hodnoté nebo o diferenci (pii-
riistku) funkee). Necht funkee f md tyto viastnosti:

1. je spojitd na uzavieném intervalu {a, b)),

2. mi dertvaci na otevieném intervalu (a, b).

Potom eristuje asponi jeden bod £ € (a, b) takovy, Ze

flr[:f) = fﬂ':l T f{ﬂ'}

b—a

Poznamka. Lagrangeova véta je zobecnénim Rolleovy véty, neobsahuje joji ticti
podminku. JestliZe funkee f spliuje tuto podminku, pak tvrzeni Lagrangeovy
vitty je shodné s tvrzenim Rolleovy véty: existuje aspoii jeden bod £ € (u.f)
takovy, Ze je f'(£) = 0.

Vztah pro derivaci f'(£) lze upravit a vyjadfit tak diferenci funkee f v bode o

f(b) = fla) = f'(£)(b - a).
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V.79 Geometrickd interpretace. Splinje-li funkce f piedpoklady Lagrange-
ovy vity, existuje aspofi jeden bod £ € (a,b) takovy, Ze tecna t grafu G(f) se-
strojend v bodé [£, f(£)] je rovnobéina se sefnou s, prochézejici body Alar, f(a)]
a Bib, fF(B)] grafu G(f). Cislo ﬂi’Ejiﬂﬂl je smérnice k, sefny s a plati

_JO) =fla) . o
kn T -"_b":‘a_ = f [‘E}' =T -'Im

k je smérnice teény f.

e |

a & £a ]
Obr. 5.15: K Lagrangeové vété

Lagraugeova véta méla velky vyznam pro rozvo] diferencidlniho poétu a ma
fadn disledki; uvedemne dva z nich:

V.80 Véta. Nechl funkce [ spliiuje podminky Lagrangeovy vély a navic pro
rdechna fsla © € (a,b) je f'(x) # 0. Polom funkce [ je prostdé na intervalu
{a, b}.

V.81 Véta. Funkce f je konstanini na intervalu (a,b), prdvé kdyZ pro vicchna
cisln x € (a,b) je f'(z) = 0.

V.82 Véta (Cauchyova, téZ zobecnénd véta o stfedni hodnoté). Nechi
funkce f a g maji tyto viastnosti:

i. json spojité na uzaviendm intervalu {a, b),

#, nagi derivaci na olevieném intervalu (a,b), pfitom ¢'(x) je vlastni pro keddé
e (),

Ao’} # 0 pro kaidé x € (a,b).

Potomn eristuje aspofi jeden bod £ € (a,b) takowy, Ze

'€) _ f) = f(a)

-

g€ glb) - gle)

I"azndmka. Cauchyova véta je zobecnénim Lagrangeovy véty. Jestlide g(x) = x,
a € {a, by, pak tvrzeni Cauchyovy véty je shodné s tvrzenim Lagrangeovy viity:
Fxistuje aspoii jeden bod £ € (a,b) takovy, Ze je f/(£) = f8)—fla)

fi=px
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V.83 Poznamka. Pfipomindme, Ze v Rolleové, Lagrangeové i Cauchyové vété,
jez se nékdy souhrnné nazyvaji vétami o stfedni hodnoté, se derivaci rozumi
vlastni nebo nevlastni derivace.

L’Hospitalovo pravidlo

K vypodétu limit funkei v bodé jsme zatim uZivali pfevainé vity 4.15-4.21 a
4.47 a zdkladni limity. V tomto oddilu si ukdZeme, jak lze uZitim derivaci funkei
vypoéitat limity nékterych funkei pohodlngji. Pijde pfedeviim o vypoéty limit
funkei, vedouei k nékterému z neuréitych vyrazd. Uplny vifet typld neuréitych
vyrazil je uveden v poznimce 3.34.3.

"\IEjprve se zaméfime na neuréité vyrazy t.:,rpu g & =. NeurZity vyraz %, resp.
, obdrZime pfi vypoétu limity 11m ﬁ;}-, je-li _I"l_l'&f{m:l — lzl_r}r}:g{.x} = 0, resp.
:LL-T:”{I]' = III_IH: lg(z)]| = +oo. lelt_',-' funkei, vedouci k nékterému z téchto typi

neuréitych vyrazi, lze fasto vypofitat ufitim nasledujici vity.

V.84 Véta (I'Hospitalovo pravidlo). Necht ¢ € R" a necht funkce f a g
splfiugi tyto podminky:
1. lim f(z) = lim g(z) = 0 nebo lim | f(z)| = lim |g{z)| = +oo,

L'z
2. existuje limita 11m L e

Pak existuje 1 limita ]lm I-H a plati rovnost

1@ L [a)
T—+c H(Ij =-—n: g [;) :

Poznamky. ;
1. Ve vété 5.84 limity ;lgi—rﬁ ﬁ;} a !:l_IrI}: i—,% jsou vlastni nebo nevlastni.
2. Vé&ta 5.84 plati i v pfipadg, kdy ]zl_l}}:f{:c} L,LeR, a lim lg(z)| = +oo.
3. Je-li ¢ € R, v&ta 5.84 ziistdva v platnosti, kdyZ vSechny Ilmlty funkei v bodé
¢ nahradime limitami funkei zprava, resp. zleva, v bodé ¢.
s . " ' . x F] a
4. Véta obriceni‘k vété 5.84 neplati; z existence limity ]tl_IE ﬁ;% nevyplyva
i - - - I
E:-:lsi;che llnztjty}l_rﬁ: ﬁ;}. | ‘
5. Hlavni vyznam 'Hospitalova pravidla spofiva v tnm, Ze vypodet limity

1@ FLH byva Zasto jednodu3si neZ vypodet limity hm E

Uvédomte si! PFi pouiiti 'Hospitalova pravidla nederivujeme podil dvou funkei,
nybri derivujeme zvIl43t funkei v Eitateli a zv148t funkei ve jmenovateli zlomku.
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I.'Hospitalovo pravidlo

-- |'Hospitalovo pravidlo miiZeme, jsou-li splndny pfisluiné podminky, opakovat vice-
krat za sebou.

Neexistuje-1i Ilm ’._:{r_:r nelze 1'Hospitalovo pravidlo pouiit; o limité lim % nemi-
i

Zeme nic xypt:rwdat

MilZe se stat, ze poufiti I'Hospitalova pravidla nevede k cili a danou limitu je tfeba
vypofitat jinym zpusobem.
- Usivame-li pti vipodtu limit 'Hospitalove pravidlo, je nezbytné pfesvidiit se, Ze
jde bud o limitu typu [:g} a {3} Jinak totiZ nemusi platit

lim Egﬂ = lim /(=)

e glz) | eoeglz)

Napi.: Nt"{ hlﬂ f{'r] =sinx+cosz ag(z) =z+2
sinz+cosz 041 1

Pakhan-*‘l}—[fﬂ =13 :,-th:i
a pfitom lim —— G = lim ke me i £ L.
=4 (] l:'r} :—rﬂ 1 1

V tomto pfipadé nebyla spinéne podminka lim f(z) = lim g(z) =0
ani lim | f(x}| = lim |g(z)| = co.

: o 0 oo
- Piipomeneme neuréité vyrazy: 3 o’ 000, 00 — 00 (%, 00", 1%
00

0 o™

N Eiteé t - —
Neur#ité vyrazy typu s
¥ — g2 = 2z

IV.108 Piiklad. Vypoétéme limitu I:ln
=5 272 - 0%

Reseni:
Protode

lim f(z) = lim(a* ~ 2 - 202)=125-25-100=10

: : a =
x) = lim(22% — 102) = 50 - 50 =
o limole) = e - 100) =50 - 300,
vede limita lim ﬁf{} k newrgitému vyrazu (1) a miZeme pouiit I'Hospitalovo pravidlo.
x-¥

f’{:u}_l. 37° —2x-20 8-26-2-5-20_75-10-20_ 45 _9
2 gllr) =5 dr-10  4-5-10  20-10 10 2’

- LT ry T_ B
Paodle véty IV.107 existuje i limita lmg ;_zu;- a je rovna limité lnn J—z:,ia:-—f‘-m—m
I
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ale ten, kdo vi, feho je treba.

Fzop

Aplikace diferencialniho poctu

Zakladni poznatky

Z rozsihlé oblasti uZiti diferencidlniho po€tu jsme jiZ néktera z nich v pfedchozich ka-
pitolach uvedli, napf. uréovdni rovnic teény a normaly grafu funkce v bod&, pfibliiny
vypoéet diference funkee v bodég, I'Hospitalovo pravidlo atd.

V této kapitole se budeme zabyvat pfedeviim vyZetfovanim priib&hu funkce, vyhle-
dévidnim globalnich extrémii a feSenim slovnich dloh na extrémy. Nejprve uvedeme
nezbytny pfehled zdkladnich poznatkii, bez nich se dale neobejdeme.

V celé kapitole budeme derivaci funkee rozumét vlastni i nevlastni derivaci funkee.

V.1 Definice. Funket f nazjvdme rostouci, resp. klesajici, v bodé ¢ € D(f),
existuje-li redukované okoli U* (¢, 8) C D(f) takové, Ze pro vechny body z € U* (e, §)
plati f(z) < f(c), resp. f(z) > flc), a pro viechny body z € Uj(e,d) plati
flz) = fl(c), resp. f(z) < f(c).

V.2 Véta (o ryzi monotdnnosti funkce v bodé&).
Necht funkce f md pruni derivaci v bodé c. Je-li f'(c) > 0, resp. f'(c) < 0, pak je
funkee fx rostouci, resp. klesajici, v bodé c.

V.3 Véta (o ryzi monoténnosti funkce na otevieném intervalu).

Necht funkce f md pruni derivaci na intervalu (a,b). Jestlie pro vechny body

z € (a,b) je f'(z) > 0, resp. f'(x) <0, pak je funkce f rostouct, resp. klesajici, na
intervalu (a, b).

Postup pfi uréovani (nejdelSich) intervali ryzi monoténnosti funkce f, obsa-
zenych v mnoziné D(f").

¢ Vypoéteme 1. derivaci funkce f, fefime nerovnici f'(z) > 0, resp. f'(z) < 0,
z € D(f"), a uZijeme vitu V.3.
e Monotdnnost v bodech z & D(f') vySetfime podle definice V.1.

V.4 Definice (ostrého lokdlniho extrému funkce).
Rikime, %e funkce f md v bodé ¢ € D(f) ostré lokdini mazimum f(c), resp. ostré
lokdlni minimum f(c), existuje-li redukované okoli I'* () takové, Ze pro viechny body

z € U*(c) plati f(z) < f(c), resp. f(z) = f(e).
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V.5 Véta (Nutnd podminka pro lokdlni extrém).
Md-li funkce f lokdlni extrém v bod€ ¢ a existuje-li pruni derivace f'(c), pak f'(c) = 0.

V.6 Definice (staciondrniho bodu funkce).

Bod ¢ € D(f) nazyvime staciondrnim bodem funkee f, existuje-li derivace f'(¢) a
je-li f'(e) = 0. :

Poznamka. Tefna grafu funkce f ve stacionarnim bodé je rovnobé&ini s osou z.

V.7 Véta (1. postadujici podminka pro ostry lokdlni extrém).

Necht ¢ je staciondrni bod funkece f a funkce f md 2. derivaci v bodé ¢. Pak plati:
Je-li f"(c) # 0, md funkce f ostrif lokdini extrém v bodé ¢, a to ostré lokdlni mazimum
pro f'(c) < 0 a ostré lokdlni minimum pro f"(c) > 0.

Pozndmka. Funkce f miZe mit lokdlni extrém nejen ve svych stacionarnich bo-
dech, ale téZ ve vnitfnich bodech svého definiéniho oboru, ve kterych jeji 1. derivace
neexistuje.

V.8 Véta (2. postatujici podminka pro ostry lokdlni extrém).

Necht funkece f je spojitd v bodé ¢ a md 1. derivaci na jistém redukovaném okoli
U*(c,8). Pak plati:

Je-li f'(z) < 0, resp. f'(z) > 0, pro viechny body x € UZ(c,8) a f'(z) > 0, resp.
f'(z) < 0, pro vSechny body = € U%(c, 8), md funkce f ostré lokdIni minimum, resp.
ostré lokdlni mazimum, v bodé c.

Je-li f'(z) > 0 pro vdechny body x € U*(c,8) nebo f'(x) < 0 pro viechny body
x € U*(c,d), nemd funkee f lokdini extrém v bodé c.

Struéné: Méni-li 1. derivace f' znaménko ze zdporného na kladné, resp. z kladného
na zdporné, v bodé€ ¢, pak md funkce f osiré lokdlni minimum, resp. ostré lokdlni
mazimum, v bodé€ c.

Neméni-li 1. derivace znaménko v bod€ ¢, pak nemd funkce f lokdini extrém v bodé c.

Postup pri hledani lokalnich extrému funkce f.

¢ Vyhledime vZechny body podezielé z extrému funkee f, tj.

(A) vnitini body defini®niho oboru D(f), v nichZ je pruni derivace f' rovna
éislu 0 (staciondrni body funkee f),

(B) vnitfni body defini¢niho oboru D(f), v nichZ prvni derivace f' neexistuje
(body, v nich m4 graf funkce hrot, body odstranitelné nespojitosti).
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¢ Rozhodneme o existenci a typu lokdlniho extrému funkee f v bodech skupiny
(A) podle nékteré z vét V.7 a V.8 nebo na zikladé definice V.4 a v bodech
skupiny (B) podle véty V.8, spliiuje-li funkee f jeji pfedpoklady nebo na zékladé
definice V.4. Volba v&t, které uZijeme, zdvisi na konkrétni funkci, pfipadné na
tom, zda se maji € nemaji vySetfovat dalsi vliastnosti funkee.

V.9 Definice (globdlniho extrému funkce).

Rikime, Ze funkce f mé& v bod ¢ € D(f) globdini mazimum f(c), resp. globdlni
minimum f(c), jestliZe pro viechna z € D(f) plati f(z) < f(c), resp. f(z) > f(c).
Znadime max f(z), resp. min f(z).

Poznamka. Lze hovofit i o globélnich extrémech funkce f na mnozing M < D(/f).
Ve uvedené nerovnosti pak musi platit pro viechna z € M a pifeme pak

f(e) = max f(z), resp. f(c) = min f(z).

Postup pro nalezeni globilnich extrémil funkce je uveden v daldim odstavci na str.
296.

V.10 Definice (funkee ryze konvexni, resp. ryze konkévni, v bodé).
Rikdme, Ze funkce f je ryze konvezni, resp. ryze konkduvni, v bodé ¢, existuje-li teéna
grafu G(f) v bodg [e, f(c)], kterd neni rovnob#Zna s osou y, a jisté redukované okoli
U*(c) takové, Ze viechny body [z, f(z)] grafu G(f), pro které z € U*(c), leZi nad,
resp. pod, te¢nou G(f) v bodé [e, f(c)].

V.11 Véta (o ryzi konvexité, resp. konkavité, funkce v bodg).
Necht' funkce f md 2. derivaci v bod€ c. Pak plati:

Je-li f'(c) = 0, resp. f(c) < 0, je funkce f ryze konvezni, resp. ryze konkduni,
v bodé c.

V.12 Definice (funkce ryze konvexni, resp. ryze konkdvni, na otevieném
intervalu).

Rikdme, Ze funkce f je ryze konverni, resp. ryze konkduni, na otevieném intervalu
(a, b), jestliZe viechny body [z, f(z)] grafu G(f), pro které platia < z, <z < 1, < b,
lezi pod, resp. nad, piimkou prochézejicf body [z, f(z1)] a [z2, f(z2)] .

V.13 Véta (o ryzi konvexit&, resp. ryzi konkavité, funkce na otevieném
intervalu).

Necht funkce f md 2. derivaci na intervalu (a,d). Je-li f"(z) > 0, resp. f"(z) < 0,

pro viechny body x € (a,b), pak je funkce f ryze konverni, resp. ryze konkdvni, na
intervalu (a, b).
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Postup pfi uréovéni (nejdelSich) intervalll ryzi konvexity, resp. ryzi konkavity,
funkce f, obsazenych v mnoziné D(f").

e Vypotteme druhou derivaci funkce f, feSime nerovnici f"(z) > 0,
resp. f"(z) <0, z € D(f"), a uZijeme vétu V.13,

V.14 Definice (inflexniho bodu).

Necht funkce f je spojitd v bod® ¢ a m4 1. derivaci v bodé& ¢. Rikdme, e funkee f
md infleri v bodé€ c, existuje-li levé redukované okoli U* (c) takové, Ze funkce f je na
ném ryze konvexni a pravé redukované okoli U} (c) takové, Ze funkce f je na ném
ryze konkavni, nebo naopak.

Bod [¢, f(c)] nazgvame infleznim bodem grafu G(f) a tetnu grafu G(f) v tomto bods
nazyvime inflezni tednou grafu G(f).

V.15 Véta (Nutni podminka pro existenci inflexe). Md-li funkce f inflexi v
bodé ¢ a eristuje-li druhd derivace f"(¢), pak f"(c) =0

Pozndmka. Spojitd funkce mGZe mit inflexi i v bodé, ve kterém neexistuje f" a
pfitom existuje f'.

V.16 Véta (1. postadujici podminka pro existenci inflexe).
Necht funkce f md druhou derivaci v bodé€ ¢ a plati f"(c) = 0. Je-li f"(c) # 0, pak
md funkce [ inflexi v bodé€ c.

V.17 Véta (2. postafujici podminka pro existenci inflexe).

Nechf funkce f md 1. derivaci spojitou v bodé ¢ a 2. derivaci na jistém redukovaném
okoli U* (¢, 8). Pak plati:

Je-li f"(x) > 0, resp. f"(x) < 0, pro vfechny body x € U*(c,8) a f"(x) < 0, resp.
f"(z) = 0, pro viechny x € U*(c, §), pak md funkce f inflexi v bodé c.

Je-li f"(x) > 0 pro viechny body = € U*(e, 8) nebo f"(x) < 0 pro viechny

x € U*(e,8), pak funkce f nemd infleri v bodé c.

Strucné: Méni-li derivace f" v bodé€ ¢ mmaménko, md funkce f infleri v bodé c.
Neméni-li derivace f" v bodé ¢ maménko, nemd funkee [ inflexi v bodé c.

Postup pfi vysetfovani inflexe funkce f.

¢ Vyhledime vEechny body podezfelé z inflexe funkce f, tj.

(A) vnitini body definiéniho oboru D(f), v nichZ je druhd derivace f" rovna
¢islu 0,

(B) vnitfni body definiéniho oboru D(f), v nichZ druhd derivace f" neexistuje
a pfitom existuje derivace f' a funkce f je spojita.
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¥ Pribéh funkee

¢ Rozhodneme o existenci inflexe funkce f v bodech skupiny (A) podle nékteré
z vét V.16, V.17 nebo na z4kladé definice V.14 a v bodech skupiny (B) podle
véty V.17 nebo na zakladé definice V.14. Volba vét, které uZijeme, zdvisi na
konkrétni funkci, pfipadn® na tom, zda se maji & nemaji vySetfovat dalsi vlast-
nosti funkee.

V.18 Definice (asymptoty bez smérnice).

Necht funkce f je definovdna aspoii na jednom jednostranném redukovaném okoli
bodu ¢. Pfimku x = ¢ nazyvame asymptotou bez smérnice nebo vertikdini asymptotou
grafu funkce f, ma-li funkce f aspofi jednu jednostrannou limitu v bodé ¢ nevlastni.

V.19 Definice (asymptoty se smérnici).
Necht funkce f je definovdna na okoli jednoho nebo na okolich obou nevlastnich bodd.

Primku y = kz 4 q nazyviame asymptotou se smérnici nebo fikmou asymptotou grafu
funkee f, jestlize plati

IETMU(I} — (kz + q)] =0 nebo 1.ﬂlr_nw[_f{z] —(kx +4q)] =0.

Z definice vyplyvd, Ze graf G(f) m4 ve specidlnim pfipad® asymptotu o rovnici

y = q, tzv. horizontdIni asymptoty, pravé kdyZz existuje vlastni limita IiT fiz) = g,
I— 40

resp. lim f(z) =gq.

V.20 Véta (o rovnici asymptoty se smérnici).
Primka o rovnici y = kx + q je asymptoton se smérnici grafu G(f), a to asymptotou
v nevlastnim bodé +o0, resp. —co, privé kdyZ existuji vlastni limity

@) B

dip T2 mk, im0 -k =,
resp.
1
lim ﬁ =k, lim (f(z)-kz)=yg.

T=t=o0 T T — 00

Pokud néktera z limit ve vét& V.20 je nevlastni nebo neexistuje, nema graf G(f)
asymptotu v pfislufném nevlastnim bodé.

Postup pri uréovani asymptot grafu funkce.

¢ Najdeme body nespojitosti funkce f, vypofteme jednostranné limity funkce
f v té&hto bodech a rovnice vertikdlnich asymptot grafu funkce f urfime na
zakladé definice V.18.

» Rovnice asymptot se smérnici grafu funkce f uréime na zakladé vty V.20.
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Pribéh funkce

V tomto oddilu vyuZijeme témé&F viechny poznatky aZ dosud ziskané. Priibéh funkce
neni pfesné vymezenym pojmem. VySetfovidnim priib&hu funkee budeme rozumét
ziskavani souhrnu informaci o vlastnostech funkee, postadujiciho k bezchybnému se-
strojeni grafu funkce. Domluvime se nyni na tom, které informace do tohoto souhrnu
zafadime. Tento souhrn bude maximélni v tom smyslu, Ze u nékterych funkei bu-
deme muset zjiStovat vSechny informace a u jinych jen nékteré z nich (napf. u funkei
s omezenym defininim oborem odpadéd vypodet limit funkce v nevlastnich badech).

Postup pfi vySetfovani prabéhu funkce,

1. Urtime defini¢ni obor funkce, zjistime, zda je funkce sud4 nebo lichd nebo
periodickd, uréime intervaly, na kterych je kladna & zdporn4, body, ve kterych
je nulové, tj. prisediky jejiho grafu s osou z, a priiseéiky jejiho grafu s osou y.

2. VyZetfime spojitost funkee, uréime body nespojitosti funkce a jejich typ, co?
zahrnuje vypoéet jednostrannych limit funkee v jejich bodech nespojitosti, ur-
¢ime rovnice asymptot bez smérnice jejiho grafu a vypoéteme limity funkce
v krajnich bodech intervald, na které je rozdélen jeji definiéni obor, piipadné
v nevlastnich bodech.

3. Vypotteme 1. derivaci funkece, uréime definiéni obor této derivace, intervaly
ryzi monotonnosti funkee, body, ve kterych ma funkee ostré lokdlni extrémy, a
ostré lokdlni extrémy funkee v téchto bodech.

4. Vypotteme 2. derivaci funkce, uréime definiéni obor této derivace, intervaly
ryzi konvexity & ryzi konkavity funkce, body, ve kterych ma funkce inflexi, a
inflexni body grafu funkee.

Urfime rovnice asymptot se smérnici grafu funkee.

o

6. Zjistime dodatetné tdaje podle potieby:

— ur¢ime smérnice inflexnich tefen, event. souifadnice daldich bodid grafu
funkce (slouzi k upfesnéni grafu funkee),

— zjistime, zda je funkce prostd, zda je omezend, urfime globdlni extrémy a
body, v nichZ téchto extrémit funkce nabyvi,

— najdeme intervaly, na kterych je funkce konstantni & linedrni aj.
7. Sestrojime graf funkce.

Vyse uvedeny postup neni zdvaznym pfedpisem, je pouze systematickym nivodem
k tomu, jak ziskat nazornou pfedstavu o pribéhu funkce. Pfi fefeni pfikladi budeme
viak tento postup dodriovat.

Ani po uplném vySetfeni pribéhu funkce podle uvedeného postupu neméme zaru-
¢eno, Ze graf funkce bude dokonaly. MlZeme ho totiZ sestrojovat jen na zdklads
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znalosti koneéného poétu bodi. Hustota téchto bodd by méla byt vyEi v okoli vy-
znaénych bodl (bodii nespojitosti funkce, boddl, ve kterych funkce ma lokalni ex-
trémy, bodd, ve kterych funkce ma inflexi, ...) nebo bodi, na jejichZ okoli je pribéh
funkce méné jasny.

Pozndmka. Nékdy pro obtiZnost vypoétu nékteré body vife uvedeného postupu
vynechdvime (napf. priisefiky s osami). Rovné? kdyZ se v textu piikladu poZaduje
Jen néktera vlastnost funkee, ne ,cely pribgh*, nepotfebné body postupu vynechime.

Praktické rady pro sestrojeni grafu funkce:

e Je ufitelné vyuiit znalost viech zji¥ténych vlastnosti funkce a jejich geome-
trické interpretace. (Zjistime-li napf., #e funkee je sud4, zakreslime jeji graf
pro nezaporné hodnoty nezdvisle proménné a pro nekladné hodnoty nezavisle
proménné ho nakreslime soumérné podle osy y).

e Kvilli pfehlednosti je vhodné zaznamendvat nejdileit&si adaje o pribéhu
funkce do tabulky.

¢ Vyplati se priib&in& zakreslovat body, jejichZ souFadnice byly zjistény, a zjisténé
diléi ddaje do obrazku. Mohou se tim odhalit pfipadné chyby.

¢ Postupné ziskdvané vysledky pfi vySetfovani prib&hu funkce shrneme do pie-
hledné zévéretné tabulky. Zvlasté cennd bude vdmi provedend konfrontace vy-
sledk s grafem G(f) a uvBdoméni si veikerych souvislosti. Ve formé zdvé-
reéné tabulky a pfipojeného grafu budou uvadény i vysledky cvifeni na priibéh
funkce.

Zavérecna tabulka s naznagenym schematickym zdpisem vysledki

D(f) intervaly |f je suda, licha, periodicka, prosta
P bod a jeho soufadnice, indexy podle poétu
- interval(y) + interval(y)
mnoZina body nespojitosti V. as. rovnice + poloha
— —00 hodnota — +00 hodnota
" interval(y) iy interval(y)
M |typ + soufadnice bodu| M |typ + soufadnice bodu
U interval(y) N interval(y)
I typ + soufadnice bodu
% as. rovnice asymptot(y) se smérnici;
v piipadé horizontlni asymptoty h. as.
rovnice + poloha
OMEeZEnost globilni maximum a minimum; hodnota + bod

Oznageni uvedend v této tabulce jsou vysvétlena na nasledujici strané.
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