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Integrální počet funkcí jedné proměnné

Integrální počet vznikl v těsné návaznosti na diferenciální počet koncem 17. a začátkem 18. století. Integrální počet má ve fyzice a ve všech inženýrských disciplínách mnoho důležitých aplikací. Pomocí něj lze počítat obsahy  rovinných obrazců, objemy  rotačních těles , obsahy  rotačních ploch, délky křivek, statické momenty a těžiště těles, střední hodnoty, rozptyl náhodných veličin, atd.  Proto vedle základní úlohy určit derivaci dané fce je stejně významná i úloha obrácená – tj. k dané funkci 
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 určit funkci 
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, jejíž derivace je daná funkce
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Definice: Řekneme, že funkce 
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 je primitivní funkcí k funkci 
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 na intervalu 
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( V případných krajních bodech intervalu 
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 máme na mysli jednostranné derivace.)
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 primitivní funkcí k funkci 
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Z uvedeného příkladu je zřejmé, že má-li funkce
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aspoň jednu primitivní funkci 
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, pak jich má nekonečně mnoho a jsou tvaru 
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Věta : 

a) Je-li 
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 primitivní funkce k funkci f na intervalu 
[image: image29.wmf]J

 a 
[image: image30.wmf]C

 libovolné reálné číslo, potom každá fce 
[image: image31.wmf])

(

x

G

= 
[image: image32.wmf]()

FxC

+

 je primitivní funkcí k funkci 
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b) Jsou-li funkce 
[image: image35.wmf]F

 a 
[image: image36.wmf]G

 primitivní funkce k funkci 
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Poznámky: 
1) Grafy primitivních funkcí ( integrační křivky ) se liší posunutím ve směru osy 
[image: image42.wmf]y

.

[image: image43]
2) Každá primitivní funkce je na svém definičním oboru spojitá, neboť má v každém bodě svého definičního oboru vlastní derivaci.

Definice: Neurčitým integrálem funkce 
[image: image44.wmf]f

 na intervalu 
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 rozumíme množinu všech primitivních funkcí k funkci 
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 na 
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. Tato množina se označuje
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- znak integrálu, 
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 je integrand (integrovaná funkce), 
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 integrační proměnná, proces nalezení primitivní funkce se nazývá integrace, symbol 
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  nás informuje podle které proměnné integrujeme. Známe-li jednu primitivní funkci 
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Značka 
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je stylizované počáteční písmeno S latinského sumus (=součet), které souvisí s definicí integrálu jako limity integrálního součtu. Ze symbolu 
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 nesmíme nic vynechat. Značka 
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 symbol uzavírá. C je integrační konstanta. Výsledek integrování je správný pouze tehdy, když jeho derivováním obdržíme funkci, kterou jsme integrovali.
Z definice vyplývají zřejmé vztahy: 
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Užíváme zápisy:   
[image: image68.wmf]dx

ò


 
pro 


[image: image69.wmf]dx

ò

1

       ( 
[image: image70.wmf])

(

x

f

= 1 )



         
[image: image71.wmf])

(

x

f

dx

ò


 
 místo


[image: image72.wmf]dx

x

f

)

(

1

ò





Poznámka.   Integrování a derivování jsou na intervalu,  na kterém je lze realizovat, 
navzájem inverzní operace: y´ = f(x)  =  y =  f(x) dx.
Existence primitivní funkce
Ke každé funkci nemusí na daném intervalu existovat primitivní funkce, ale platí věta:

Věta : 
Ke každé funkci spojité na intervalu 
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existuje na tomto intervalu primitivní funkce. 
Vlastnosti primitivní funkce

Věta o linearitě primitivní funkce :

Existují-li na intervalu 
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primitivní funkce k funkcím 
[image: image75.wmf]1

f

 a 
[image: image76.wmf]2

f

 a jsou-li 
[image: image77.wmf]1

a

, 
[image: image78.wmf]2

a

 reálné konstanty, z nichž aspoň jedna je různá od nuly, pak existuje též primitivní funkce k funkci 
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1. Poznámky:
2. Je zřejmé, že platnost věty se dá rozšířit na libovolný konečný počet sčítanců a větu lze vyslovit v tomto stručnějším znění:

Integrál lineární kombinace funkcí se rovná lineární kombinaci integrálů jednotlivých funkcí, pokud tyto integrály existují.
Zápis
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3. Zvláštní případ pro 
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       Integrál ze součtu se rovná součtu integrálů.
4. Zvláštní případ pro 
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       Konstantu můžeme vytknout před integrační znak.
Pamatuj! Integrál součinu ≠ součinu integrálů !
ZÁKLADNÍ VZORCE NEURČITÝCH INTEGRÁLŮ
(Tabulkové integrály)
1. 
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Vzorce získané substitucemi
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O platnosti všech vzorců se můžeme snadno přesvědčit derivováním.

Uvědom si!!! 
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Metody výpočtu neurčitých integrálů
Výpočet neurčitých integrálů – integrování -  je zpravidla obtížnější početní úkon než derivování. 
Zpravidla užíváme tyto postupy: 

a) Výpočet pomocí základních vzorců a užitím linearity integrálu (úprava na součet integrálů a vytknutí konstanty).
b) Výpočet metodou PER PARTES.


c) Výpočet substituční metodou.
d) Výpočet speciálními metodami.
ad b)  Metoda PER PARTES

Věta : Nechť funkce 
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Pamatuj: Metodu per partes (tzn. po částech) užíváme zpravidla v tom případě, kdy za integračním znakem je součin dvou funkcí značně odlišného charakteru
(např. lineární 
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exponenciální, goniometrická 
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exponenciální) apod.).
ad c) Substituční metoda

Při integraci substitucí převádíme integrovanou funkci na novou funkci, kterou lze snadněji integrovat.
Věta : Buď 
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funkce spojitá na intervalu 
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 EMBED Equation.3  [image: image159.wmf]()
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Větu můžeme použít k výpočtu integrálu dvojím způsobem.
1) Má-li hledaný integrál tvar jako na pravé straně rovnice 
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, tj. tvar integrálu ze součinu složené funkce a derivace její vnitřní složky a neznáme-li jeho hodnotu, pak substitucí 
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Schématický zápis:
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2) Vycházíme z levé strany rovnice 
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. K těmto substitucím nás zpravidla vede „podobnost“ daného integrálu s tabulkovým integrálem.
Schématický zápis:
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ad d) Výpočet speciálními metodami 

Integrace racionálních funkcí
Celou racionální funkci integrujeme užitím linearity integrálu a tabulkových integrálů.

Integrace racionální funkce lomené je  integrace integrálu typu 
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Postup:

1) Pokud  
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 ( neryze lomená racionální funkce ) nejprve vydělíme a obdržíme 
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2) Zlomek 
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3) Provedeme výpočet integrálů jednotlivých parciálních zlomků a polynomu 
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ad 2) Existují parciální zlomky 
[image: image185.wmf]I. a II. druhu
Úmluva: Kořenem mnohočlenu Q(x) budeme rozumět kořen rovnice Q(x) = 0.

Má-li mnohočlen 
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I. druh: Každému jednoduchému reálnému kořenu 
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a každému k-násobnému reálnému kořenu 
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Má-li polynom 
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II. druh: Každé dvojici jednoduchých imaginárních komplexně sdružených kořenů přísluší jeden parciální zlomek tvaru
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a každé dvojici k-násobných imaginárních komplexně sdružených kořenů přísluší 
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Jak prakticky provádíme rozklad?

Snažíme se rozložit – tj. napsat ve tvaru součinu mnohočlen 
[image: image202.wmf])

(

x

Q

 a to tak, že vytýkáme, užíváme vzorců, určujeme nebo odhadujeme kořeny, dělíme polynomy apod. Jde vlastně o rozklad 
[image: image203.wmf])

(

x

Q

 na kořenové činitele a kvadratické polynomy tvaru 
[image: image204.wmf]q

px

x

+

+

2

. Každému činiteli z rozkladu 
[image: image205.wmf])

(

x

Q

 „přísluší“ jeden parciální zlomek – s ohledem na násobnost.
Můžeme potom psát rovnost

♣ 
[image: image206.wmf])

(

)

(

x

Q

x

R

=
[image: image207.wmf](

)

(

)

k

k

k

q

px

x

C

x

B

q

px

x

C

x

B

x

A

x

A

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

-

+

-

2

2

1

1

2

2

1

...

...

a

a

    kde 
[image: image208.wmf]R

C

A

A

K

Î

,...,

,

2

1


„Mezikontrola!“správně napsaných parciálních zlomků – počet konstant ve všech parciálních zlomcích je roven stupni mnohočlenu Q(x).
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ad 3) Vypočet integrálů jednotlivých parciálních zlomků.
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Vysvětlení: 
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užijeme rekurentní formuli.
INTEGRACE NĚKTERÝCH VYBRANÝCH TYPŮ INTEGRÁLŮ
Integrace goniometrických funkcí

Integrály tvaru
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I. Jsou-li m a n  racionální čísla a x je (0,  ), pak substitucí t = sin x nebo t = cos x převedeme integrál zpravidla na binomický  integrál.
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Integrály tvaru
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V některých případech lze integrál 
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Integrace iracionálních funkcí.
Integrály tvaru
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Rovnici derivujeme:
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[image: image375.wmf]Þ
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Je integrál tvaru
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[image: image378.wmf],,

mnp

 libovolná racionální čísla.

Binomický integrál lze substitucí převést na integrál z racionální funkce, je-li aspoň jedno z racionálních čísel 
[image: image379.wmf]11

,,

mm

pp

nn

++

+

 celé číslo.
Čebyševovy substituce

1. Pro 
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 celé číslo volíme substituci 
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[image: image383.wmf]1

m

n

+

.
2. Pro 
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 je jmenovatel zlomku 
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 je jmenovatel zlomku 
[image: image391.wmf]p

.
( Nejprve ze substitučního vztahu vypočítáme 
[image: image392.wmf]x

, potom 
[image: image393.wmf]dx
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URČITÝ INTEGRÁL
Všude dále budeme předpokládat, že funkce 
[image: image394.wmf]f

je definovaná na 
[image: image395.wmf],
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 a na tomto intervalu omezená (nemusí být spojitá!).

Definice: Buď 
[image: image396.wmf],
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 uzavřený interval. Dělením 
[image: image397.wmf]D

 intervalu 
[image: image398.wmf],
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 nazveme i-tým dělicím intervalem dělení 
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; 
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D

d

 je délka největšího z dělicích intervalů 
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Kolik je dělení 
[image: image408.wmf]D

 intervalu 
[image: image409.wmf],
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? Nekonečně mnoho!

Definice: Buď 
[image: image410.wmf]f

 omezená funkce definovaná na 
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 dělení intervalu 
[image: image413.wmf],
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Označme 
[image: image414.wmf]i
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[image: image415.wmf]f
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Potom číslo 
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 nazveme dolním součtem příslušným funkci 
[image: image424.wmf]f

 a dělení 
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 nazveme horním součtem příslušným funkci 
[image: image427.wmf]f

 a dělení 
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V případě, že 
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 mají tyto součty jednoduchý geometrický význam.
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Součet 
[image: image432.wmf]s

 je součtem obsahů obdélníků vepsaných křivce 
[image: image433.wmf]f

.

Součet 
[image: image434.wmf]S

 je součtem obsahů obdélníků opsaných křivce 
[image: image435.wmf]f

.

Pro každé dělení 
[image: image436.wmf]D

 platí následující věta.

Věta: Nechť 
[image: image437.wmf]D

 je libovolné dělení intervalu 
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 a funkce 
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Uvažujme teď všechna možná dělení 
[image: image444.wmf]D

 intervalu 
[image: image445.wmf],
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. (Víme, že je jich nekonečně mnoho). Jednomu dělení přísluší vždy jeden horní a jeden dolní součet. Uvažujeme-li všechna možná dělení 
[image: image446.wmf]D

 intervalu 
[image: image447.wmf],

ab

, dostaneme množinu dolních a množinu horních součtů. 

Z výše uvedené věty plyne
důsledek: Množina všech horních a dolních součtů funkce 
[image: image448.wmf]f

 je omezená 
[image: image449.wmf]Þ

 každá z uvažovaných množin má své infimum a supremum.

Definice: Buď 
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 omezená funkce na 
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horní Reimannův integrál funkce 
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dolní Reimannův integrál funkce f na 
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Definice: Řekněme, že funkce 
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, která je omezená na 
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 Reimannův (určitý) integrál, je-li 
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Věta: Nutná a postačující podmínka, aby omezená funkce 
[image: image467.wmf]f

 na 
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 měla R-integrál je, aby 
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Kdy má funkce R-integrál?

Věta: Nechť 
[image: image470.wmf]f

 je omezená a spojitá na 
[image: image471.wmf],

ab

 všude až na konečný počet bodů. Potom má R-integrál na 
[image: image472.wmf],
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.

Speciálně: Funkce 
[image: image473.wmf]f

 je na 
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 integrovatelná, je-li na 
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 spojitá.

Věta: Je-li funkce 
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 definovaná a monotónní na 
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 je na tomto intervalu integrace schopná podle Reimanna (tj. existuje 
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Určitý integrál 
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Vlastnosti určitého integrálu
Věta: Nechť funkce 
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 mají R-integrál na 
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2. Funkce 
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3. Funkce 
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6. Funkce 
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Věta: (Aditivita určitého integrálu) Nechť funkce 
[image: image503.wmf]f

 má na 
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R-integrál. Pak má funkce 
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 R-integrál 
[image: image507.wmf]i

 na 
[image: image508.wmf],

ab

 a platí:

[image: image770.wmf]1

()

FxC

+


[image: image509.wmf]()()()

bcb

aac

fxdxfxdxfxdx

=+

òòò





Jak se počítají určité integrály? Odpoví následující věta.

Věta: Leibniz-Newtonova formule (vzorec).
Je-li 
[image: image510.wmf]F

 libovolná primitivní funkce k funkci 
[image: image511.wmf]f

 spojité na 
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Leibniz-Newtonův vzorec patří k nejdůležitějším v integrálním počtu.

Určíme primitivní funkci 
[image: image515.wmf]F

, dosadíme do ní horní mez 
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 a dolní mez 
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Zpravidla zapisujeme výpočet takto:
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Definice: Nechť 
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Nechť 
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 a integrál 
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Věta: (O substituční metodě pro určité integrály)

Nechť jsou splněny tyto předpoklady

1) Funkce 
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Věta: (Výpočet určitého integrálu metodou per partes.)

Nechť funkce 
[image: image535.wmf]()

ux

 a 
[image: image536.wmf]()

vx

 mají na 
[image: image537.wmf],

ab

 spojitou derivaci 
[image: image538.wmf]()

ux

¢

 a 
[image: image539.wmf]()

vx

¢

. Potom platí: 
[image: image540.wmf][

]

()()()()()()

bb

b

a

aa

uxvxdxuxvxuxvxdx

¢¢

×=×-×

òò


Vedle Reimannovy definice určitého integrálu jsou i jiné definice.

Definice: Buď 
[image: image541.wmf]f

 funkce definovaná na 
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 má na 
[image: image545.wmf](

)

,

ab

primitivní funkci 
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Poznámka: Pokud je 
[image: image551.wmf]f

 definovaná na 
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Věta: Newtonova formule

Buď 
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 spojitá na 
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Poznámka: Existují-li oba integrály, pak jsou si rovny. 

Definice: R-integrálu a N-integrálu nejsou ekvivalentní – liší se rozsahem svých existenčních oborů. 

Existují funkce, které mají 
[image: image558.wmf]()
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 a existují funkce ,u kterých je tomu naopak. 

Aplikace integrálního počtu
Užití v geometrii – intuitivní (nepřesné) pojetí.

1) Výpočet obsahu rovinné plochy . Určete obsah 
[image: image560.wmf]P

 plochy omezené (křivkami) 
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Utvoříme součet obsahů všech těchto obdélníků: 
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[image: image580.wmf]1
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 je obsah plochy ohraničené lomenou čarou, osou 
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 a přímkami 
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Je-li 
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2) Výpočet objemu rotačního tělesa.
Určete objem 
[image: image594.wmf]V

 rotačního tělesa, které vznikne otáčením grafu spojité nezáporné funkce 
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Element objemu 
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3) Výpočet délky rovinné křivky.
Určete délku 
[image: image609.wmf]l

 oblouku grafu spojité funkce 
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Element délky 
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 (užito Lagrangeovy věty) 
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, která se rovná určitému integrálu, který určuje délku 
[image: image620.wmf]l

 rovinné křivky: 
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4) Výpočet obsahu rotační plochy.
Určete obsah 
[image: image622.wmf]S

 pláště tělesa z bodu (2)
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 existuje 
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, která se rovná určitému integrálu, který vyjadřuje obsah 
[image: image628.wmf]S

 pláště rotačního tělesa: 
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Integrál jako funkce horní, resp. dolní, meze
Předpokládejme že funkce j je na intervalu (a,b( integrovatelná podle Riemanna

Existuje-li 
[image: image630.wmf](
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, pak existuje také 
[image: image631.wmf](
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, kde x((a,b( ( plyne z aditivity určitého integrálu ) Určitý integrál je číslo a jeho hodnota závisí na volbě x, tzn. ,že  
[image: image632.wmf](
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 je funkcí horní meze       ( integrační proměnnou zde označujeme jiným písmenem t, abychom ji odlišily od meze x ) Lze tedy definovat funkci F(x)=
[image: image633.wmf](
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pro (x ((a,b(
Def: Nechť funkce f je integrovatelná na (a,b(. Potom funkci F(x)=
[image: image634.wmf](
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, x ((a,b( nazýváme funkcí horní meze integrálu funkce f, neboli integrál 
[image: image635.wmf](
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je funkcí horní  meze.

Poznámka: Obdobně lze definovat funkci ((x)=
[image: image636.wmf](
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, tj. 
[image: image637.wmf](
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je funkcí dolní meze.

Poznámka: Je-li f nezáporná funkce integrovatelná na (a,b(, pak je F neklesající funkce.

Věta: Vlastnosti integrálu jako funkce horní meze.

Nechť funkce f je integrovatelná na (a,b(. Potom funkce F(x)=
[image: image638.wmf](
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, kde x ((a,b( má následující vlastnosti:

1. funkce f je spojitá na (a,b(
2. v každém bodě x0((a,b(, v němž je f spojitá, má funkce F (vlastní) derivaci a platí 
[image: image639.wmf](
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 ( v krajních bodech máme na mysli příslušné jednostranné derivace )

3. je-li f spojitá na (a,b(, pak F je primitivní funkcí k funkci f na (a,b(
Určité integrály s proměnnou mezí potřebujeme k definici nevlastních integrálů – ty definujeme jako limity určitých integrálů s proměnnou mezí.

Nevlastní integrály

S Riemannovým (určitým) integrálem, ti. integrálem, jehož integrační obor i integrand jsou omezené, v aplikacích nevystačíme. Řada fyzikálních, technických i matematických problémů vyžaduje integrál, jehož integrand nebo integrační obor jsou neomezené. 


Určitý integrál 
[image: image640.wmf](
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 jsme definovali v případě, že integrační interval je omezený a uzavřený a funkce f je na něm také omezená. 


Je-li interval (a,b) neomezený, tj. a=-
[image: image641.wmf]¥

 nebo b=+
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 nebo je-li funkce f na (a,b) neomezená, pak definice pomocí integrálních součtů není vhodná a je třeba postupovat jiným způsobem. 

Např.: funkce 
[image: image643.wmf] je spojitá na intervalu (0,1(, ale není na něm omezená; 
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 a nemůže tedy hovořit o integrálu I=
[image: image645.wmf]1
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 ve smyslu definice podle Riemanna.

Musíme pojem integrál zobecnit.

Uvažujeme-li 0(((1 je funkce f spojitá i omezená na ((,1(, existuje tedy integrál I(=
[image: image646.wmf]1
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 Potom  integrál I lze určit jako limitu integrálu I( pro ((0. Tedy I= 
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Uvedený integrál 
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 nazýváme nevlastním integrálem ( vlivem funkce )

Nevlastní integrály definujeme jako limity určitých integrálů s proměnnou mezí. Existuje-li příslušná vlastní limita , říkáme, že nevlastní integrace konverguje, jinak diverguje.

O nevlastních integrálech hovoříme v případě je-li interval (a,b) neomezený, tj: a=-
[image: image649.wmf]¥

 nebo b=+
[image: image650.wmf]¥

 nebo současně a=-
[image: image651.wmf]¥

a b=+
[image: image652.wmf]¥

 nebo je-li funkce f na (a,b) neomezená. Body, v nichž nastávají výše uvedené okolnosti, nazýváme singulární body integrace.

Def.: Řekneme, že bod c , kde a ( c ( b je singulárním bodem integrace funkce f na intervalu (a,b), je-li buď c=-
[image: image653.wmf]¥

nebo c=+
[image: image654.wmf]¥

 nebo je-i funkce f na okolí bodu c neomezená. 

Příklady singulárních bodů integrace:
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   singulárním bodem integrace je -
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    singulárním bodem integrace je +
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        singulárním bodem integrace je 0 ( funkce 
[image: image660.wmf]2
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 není na okolí bodu 0 omezená )

Budeme předpokládat, že těchto singulárních bodů je konečný počet a že funkce f je na každém uzavřeném intervalu neobsahujícím singulární body integrovatelná.

Rozlišujeme:

I. Nevlastní integrály vlivem meze

II. Nevlastní integrály vlivem funkce
I. Nevlastní integrály vlivem meze

Je to integrál na neomezeném intervalu, tedy integrační meze jsou nevlastní čísla.
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Def.: Nechť je funkce f definovaná na intervalu (a,+ 
[image: image664.wmf]¥

) a nechť pro každé t (a existuje integrál 
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. Potom řekneme, že nevlastní integrál 
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konverguje (existuje), právě když existuje vlastní limita 
[image: image667.wmf](
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 ((). Existuje-li nevlastní integrál, pak jej definujeme vztahem: 
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Jestliže limita (() je nevlastní nebo neexistuje, říkáme, že nevlastní integrál divergujeme.

Podrobněji: Je-li limita (() rovna +
[image: image669.wmf]¥

, resp. -
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, říkáme, že nevlastní integrál divergujeme k + 
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, resp. k - 
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. Jestliže limita (() neexistuje , říkáme, že nevlastní integrál neexistuje.

Analogicky definujeme nevlastní integrál 
[image: image673.wmf](
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Def.: Nechť je funkce f definovaná na intervalu (-
[image: image674.wmf]¥

,b( a nechť pro každé t(b existuje integrál 
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. Potom řekneme, že nevlastní integrál 
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 konverguje, právě když existuje vlastní limita 
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(((). Existuje-li nevlastní integrál, pak jej definujeme vztahem 
[image: image678.wmf](
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Jestliže limita ((() je nevlastní nebo neexistuje, říkáme, že nevlastní integrál diverguje.

Def.: Nechť je funkce f definovaná na intervalu (-
[image: image679.wmf]¥
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) a nechť konverguje nevlastní integrály (1) 
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 a (2) 
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, c(R. Pak říkáme že nevlastní integrál 
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 konverguje a definujeme jej vztahem: 
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Diverguje-li aspoň jeden z integrálů (1) a (2), pak integrál 
[image: image687.wmf](
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 diverguje.

Poznámka: Pomocí aditivity integrálu se dá snadno dokázat, že existence i hodnota integrálu
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nezávisí na volbě c(R

Leibniz – Newtonova formule pro nevlastní integrály

Známe-li primitivní funkci F integrandu na uzavřeném intervalu neobsahujícím singulární body můžeme nevlastní integrály počítat následujícím způsobem.
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II. Nevlastní integrály vlivem funkce

Inrtegrandem je funkce, která není omezená na intervalu (a,b)

Funkce f není omezená 


na levém okolí bodu b
na pravém okolí bodu a
na okolí bodu c

Def.: Nechť funkce f je definovaná na omezeném intervalu (a,b) a není omezená na žádném levém okolí bodu b, přičemž pro každé t((a,b) existuje integrál 
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. Potom říkáme, že nevlastní integrál 
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 konverguje (existuje), právě když existuje vlastní limita  
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 ((). Existuje-li nevl. integrál pak jej definujeme vztahem 
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Jestliže limita (() je nevlastní nebo neexistuje, říkáme, že nevlastní integrál diverguje. 

Analogicky definujeme:

Def.: Nechť funkce f je definovaná na omezeném intervalu (a,b( a není omezená na žádném levém okolí bodu a a nechť pro každé t((a,b) existuje integrace 
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. Potom říkáme, že nevlastní integrace 
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 existuje (konverguje), právě když existuje vlastní limita  
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 ((). Existuje-li nevl. integrál pak jej definujeme vztahem 
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Jestliže limita (() je nevlastní nebo neexistuje, říkáme, že nevlastní integrál diverguje.

Def.: Nechť funkce f je neomezená na každém okolí bodu c, c((a,b) a nechť konvergují nevlastní integrály (() 
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. Pak říkáme, že nevlastní integrál 
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 konverguje a definujeme jej vztahem 
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Diverguje-li aspoň jeden z integrálů (() a ((), pak integrál 
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 diverguje.

Výpočet dle Leibniz – Newtonovy formule
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Předpokládáme, že F je primitivní funkce integrandu na uzavřeném intervalu neobsahujícím singulární body. 

Geometrická interpretace nevlastních integrálů

Je-li f nezáporná funkce, můžeme nevlastní integrál, pokud konverguje, považovat za obsah příslušného neomezeného geometrického obrazce M.

M=((x,y)(R2,x((a,b), 0(y(f(x)(
Poznámka: Obecnější případ, kdy singulárních bodů uvnitř intervalu (a,b) je více nebo jsou to krajní body intervalu. Nechť body c0, c1, c2,……,cn , kde a=c0(c1(….(cn=b jsou singulární body integrace funkce f a nechť každý z integrálů (
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, i=1,2,…, n obsahuje jen jeden singulární bod.

Potom,  
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 konverguje, konvergují,li všechny integrály (. V tom případě definujeme 
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. Jestliže některý z integrálů (diverguje, říkáme, že 
[image: image729.wmf](
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 diverguje.

Poznámka: Konvergentní nevlastní integrály mají tytéž základní vlastnosti jako vlastní integrály. Platí pro ně věta o linearitě, věta o monotonii a věta o aditivitě.

Integrály závislé na parametru

(parametrické integrály)

Integrále závislým na parametru rozumíme jednoduchý integrál, v němž funkce za integračním znakem je funkcí dvou proměnných – integrační proměnné a další proměnné zvané parametr. Funkcemi tohoto parametru mohou být i meze integrálu. 

Def.:Vlastní integrálu závislého na parametru

Nechť funkce f=f(x,() je definována na intervalu J=(a,b(
[image: image730.wmf]×

(c,d( a pro každé (0((c,d( je funkce g(x)=f(x, (0) integrovatelná v intervalu (a,b(. Pak funkci I(()=
[image: image731.wmf](
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 nazýváme parametrickým integrálem nebo integrálem závislým na parametru.

Poznámky: 

1) a,b,c,d(R, integrál I(() je vlastní integrál

2) ( je parametr

3) f(x,() je funkce dvou proměnných definovaná na dvojrozměrném uzavřeném intervalu J, který je kartézským součinem (a,b(
[image: image732.wmf]×

(c,d(.                                                   x((a,b(, (((c,d(
4) integrál I(() je funkcí parametru (
Příklady integrálů závislých na parametru: 
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=I(a,b) – integrál závislý na 2 parametrech a a b

Budou nás zajímat problémy spojitosti, derivace a integrace podle parametru.

Věta o spojitosti:

Nechť funkce f=f(x,() je spojitá v intervalu J=(a,b(
[image: image737.wmf]×

(c,d(. Potom integrál I(()=
[image: image738.wmf](
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 je funkce spojitá v intervalu (c,d(.

Př: 
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 jsou spojité pro (((1,2(
Věta o derivování integrálu podle parametru:

Nechť funkce f=f(x,() a její parciální derivace f´( jsou spojité v intervalu J=(a,b(
[image: image741.wmf]×

(c,d(.

Potom funkce I(()=
[image: image742.wmf](
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 má v intervalu (c,d( derivaci(v krajních bodech jednostrannou derivaci) a platí 
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Uvědom si!!!

1)Znamená to, že pro ((((c,d( platí 
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2)Věta umožňuje záměnu pořadí dvou operací. Derivaci integrálu podle parametru vypočteme buď tak, že nejprve integrujeme a pak derivujeme nebo nejprve derivujeme za znakem integrálu a pak integrujeme.

Věta o integrování podle parametru:

Nechť funkce f=f(x,() je spojitá v intervalu J=(a,b(
[image: image745.wmf]×
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Potom platí 
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Poznámky: 

1)Věta umožňuje záměnu pořadí integrace. Tato integrály se nazývají dvojnásobné (souvilost s Fubiniovou větou)

2)Dvojnásobné integrály píšeme i pomocí závorek 
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Může se stát, že i meze integrálu závisí na parametru, pak má par. integrál tvar 
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Opět lze vyslovit větu o spojitosti a derivaci (viz Rektorys)

Lze také zavést pojem nevlastního parciálního integrálu. 

Def.:Nevlastního integrálu závislého na parametru

Nechť funkce f=f(x,() je definována na intervalu J=(a,
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 (c,d( a pro každé (0((c,d( existuje integrál 
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 nazýváme nevlastním parametrickým integrálem. (nevlastním integrálem závislým na parametru).

Poznámky:

1) Podobně se dají definovat nevlastní parciální integrály 
[image: image753.wmf](
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2) Vyjdeme.li z definice nevlastního integrálu, pak  I(()=
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3) Lze také definovat nevl. int. závislý na parametru v případě neohraničené funkce.

Věty o spojitosti, derivování a integraci předpokládají zavedení stejnoměrné konvergence nevl. parametric. integrálů, ta se určuje pomocí kritérii. (opět Rektorys)

Užití parametric. integrálu vysvětlíme na příkladech. Integrály záv. na parametru se užívají též k definování nových funkcí. Příkladem takových funkcí jsou tzv. Eulerovy integrály.

Eulerovy integrály  (  a  (
Def.:Eulerovým integrálem prvního druhu neboli funkcí beta nazýváme integrál
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, kde ((0, ((0

Pozn. B je funkce dvou proměnných, (, ( parametry. Dá se odvodit řada vzorců. Uvedeme některé z nich. 

1. 
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2. 
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Def.:Eulerovým integrálem druhého druhu neboli funkcí gama nazýváme integrál
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Vlastnosti funkce (
1. 
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     Fce ( je jistým zobecněním faktoriálu, neboť její hodnoty v bodech (=n(N jsou faktoriály –(n-1)!
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Vztah mezi funkcí (  a  ( vyjadřuje věta:

Věta: Pro ((0, ((0 platí B((,()=
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Pozn.: Hodnoty funkce ( jsou  tabelovaný . Užití funkcí ukážeme opět na příkladech.
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