
6 Neurčitý integrál

Neurčitý integrál se využ́ıvá ve fyzice, statistice, ekonomii i mnoha daľśıch

oblastech a má úzkou souvislost s derivováńım. Jejich vzájemná souvislost je

přitom následuj́ıćı:

• Při derivováńı chceme ke známé funkci f nalézt funkci (derivaci) F tak,

aby f ′ = F .

• Při integrováńı hledáme ke známé funkci f funkci (primitivńı funkci)

F tak, aby F ′ = f .

6.1 Primitivńı funkce a neurčitý integrál

Při řešeńı fyzikálńıch a matematických úloh někdy známe derivaci nějaké

neznámé funkce a snaž́ıme se zpětně tuto funkci nalézt. Daný problém řeš́ı

integrálńı počet zavedeńım primitivńı funkce a neurčitého integrálu.

Definice 48 Necht’ jsou funkce f a F definovány na intervalu I ⊂ R. Řekne-

me, že funkce F je primitivńı funkćı k funkci f na intervalu I, jestliže

F ′(x) = f(x) pro každé x ∈ I.

Poznámka 31 Je-li I interval uzavřený, uvažujeme v krajńıch bodech př́ıslu-

šné jednostranné derivace.

Př́ıklad 41 Ze vzorc̊u pro výpočet derivaćı lze snadno odhadnout, že pri-

mitivńı funkćı k funkci f(x) = sinx na R je funkce F (x) = − cosx, nebot’

(− cosx)′ = sinx pro každé x ∈ R.

Ne ke každé funkci definované na intervalu I existuje primitivńı funkce

na I, lze však dokázat následuj́ıćı tvrzeńı.
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Věta 31 Ke každé funkci f spojité na I existuje primitivńı funkce na I.

Poznamenejme, že existuj́ı také funkce, které nejsou na I spojité, a přesto

maj́ı na I primitivńı funkci.

Zaměř́ıme-li naši pozornost zpět na př́ıklad 41, zjist́ıme, že F (x) = − cosx

neńı jedinou primitivńı funkćı k funkci f(x) = sin x na R. Protože

(− cosx+2)′ = sinx pro každé x ∈ R, je i funkceG(x) = − cosx+2 primitivńı

funkćı k funkci sinx na R. Obecně je to jakákoliv funkce ve tvaru − cosx+c,

kde c je libovolná konstanta. Toto zjǐstěńı lze shrnout do následuj́ıćı věty.

Věta 32 Necht’ F je primitivńı funkce k funkci f na I. Pak každá primitivńı

funkce k f na I lze zapsat ve tvaru F (x) + c, kde c ∈ R je libovolné č́ıslo.

Z věty 32 plyne, že primitivńı funkce F na intervalu I neńı určena jedno-

značně. Pro jednu funkci f bud’ neexistuje žádná primitivńı funkce, nebo jich

existuje nekonečně mnoho a lǐśı se o reálnou konstantu c. Grafy primitivńıch

funkćı k funkci f na I jsou tedy
”
tvarově stejné“ a lǐśı se jen posunut́ım ve

směru osy y (viz obr. 47).

x

y

F(x)

G (x)=F(x)-41

G (x)=F(x)+22

Obrázek 47: Grafy několika primitivńıch funkćı k funkci f .

Poznámka 32 Protože má každá primitivńı funkce F na I vlastńı derivaci

f , je funkce F na I spojitá.
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Poté, co jsme zavedli pojem primitivńı funkce, můžeme nyńı definovat

neurčitý integrál funkce f na intervalu I, což je množina všech primitivńıch

funkćı k funkci f na I.

Definice 49 Neurčitým integrálem funkce f na intervalu I nazýváme množi-

nu všech primitivńıch funkćı k funkci f na I, tj. množinu∫
f(x) dx = {F (x) + c ; c ∈ R, F je primitivńı funkce k f na I}.

Proces nalezeńı neurčitého integrálu se nazývá integrováńı.

Funkci f nazýváme integrovanou funkćı, krátce integrandem, x označujeme

jako integračńı proměnnou a dx označuje symbol, který určuje, podle které

proměnné integrujeme. Č́ıslo c nazýváme integračńı konstantou.

Symbol
∫

použ́ıvaný pro integrál vznikl protažeńım ṕısmene S, kterým

zač́ıná slovo suma. Souvislost mezi integrálem a sumou si ukážeme v kapitole

věnované určitému integrálu.

Poznámka 33 V daľśım textu budeme použ́ıvat následuj́ıćı značeńı:∫
f(x) dx = F (x) + c∫

1 dx =

∫
dx,∫

1

f(x)
dx =

∫
dx

f(x)
.

Symbol c napsaný na konci vzorc̊u pro výpočet neurčitých integrál̊u nebo při

jejich výpočtech bude vždy dále znamenat integračńı konstantu, tj. budeme

předpokládat, že c ∈ R.

Z definice neurčitého integrálu př́ımo plynou vztahy∫
f ′(x) dx = f(x) + c,

(∫
f(x) dx

)′
= f(x);

integrováńı a derivováńı jsou tedy dvě vzájemně (téměř) inverzńı operace.
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6.2 Metody výpočtu primitivńı funkce

Proces integrováńı je podstatně složitěǰśı než derivováńı a ne vždy dokážeme

neurčitý integrál naj́ıt. Např. primitivńı funkce k funkćım sinx
x
, e

x

x
, e−x

2
na

jejich definičńıch oborech existuj́ı (protože se jedná o spojité funkce), ale tyto

primitivńı funkce nelze vyjádřit pomoćı elementárńıch funkćı.

Ze znalost́ı derivaćı základńıch elementárńıch funkćı lze odvodit následuj́ıćı

vztahy pro výpočet neurčitých integrál̊u. Tyto vzorce se obvykle nazývaj́ı ta-

bulkové integrály.

∫
a dx = ax+ c a ∈ R, x ∈ R

∫
xn dx = xn+1

n+1
+ c n ∈ N, x ∈ R

∫
xα dx = xα+1

α+1
+ c α ∈ R \ {−1}, x ∈ R+

∫
1
x
dx = ln |x|+ c x ∈ R \ {0}

∫
ex dx = ex + c x ∈ R

∫
ax dx = ax

ln a
+ c a ∈ R+ \ {1}, x ∈ R

∫
sinx dx = − cosx+ c x ∈ R

∫
cosx dx = sin x+ c x ∈ R
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∫
1

cos2 x
dx = tg x+ c x ∈ R \ {π

2
+ kπ, k ∈ Z}

∫
1

sin2 x
dx = −cotg x+ c x ∈ R \ {kπ, k ∈ Z}

∫
1

1+x2
dx = arctg x+ c x ∈ R

∫
1√

1−x2 dx = arcsinx+ c x ∈ (−1, 1)

∫ f ′(x)
f(x)

dx = ln|f(x)|+ c f(x) 6= 0

∫
f(ax+ b)dx = 1

a
F (ax+ b) + c a ∈ R \ {0}, b ∈ R, F ...prim. f. k f

Při výpočtech neurčitých integrál̊u se často využ́ıvá také následuj́ıćı tvr-

zeńı, jehož d̊ukaz př́ımo vyplývá ze základńıch vlastnost́ı derivaćı a vztahu

mezi derivaćı a integrálem.

Věta 33 Necht’ k funkćım f a g existuj́ı primitivńı funkce na I a necht’

a ∈ R. Potom funkce f ± g, af maj́ı primitivńı funkce na I a plat́ı∫
(f(x)± g(x)) dx =

∫
f(x) dx±

∫
g(x) dx,∫

af(x) dx = a

∫
f(x) dx.

Př́ıklad 42 Najděte následuj́ıćı neurčité integrály.

a)

∫
(sinx+ ex + 1) dx, kde x ∈ R.

Řešeńı: Pro výpočet integrálu použijeme vzorce pro integrováńı základńıch

elementárńıch funkćı a větu o součtu:∫
(sinx+ ex + 1) dx = − cosx+ ex + x+ c, c ∈ R.
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b)

∫ √
x dx, kde x ∈ 〈0,∞) .

Řešeńı: Pro výpočet integrálu použijeme vzorce pro integrováńı základńıch

elementárńıch funkćı:∫ √
x dx =

∫
x

1
2 dx =

x
3
2

3
2

+ c =
2
√
x3

3
+ c, c ∈ R.

c)

∫
cos(5x+ 3) dx, kde x ∈ R.

Řešeńı: Pro výpočet integrálu použijeme mimo jiné posledńı z uve-

dených vzorc̊u pro integrováńı elementárńıch funkćı:∫
cos(5x+ 3) dx =

1

5
sin(5x+ 3) + c, c ∈ R.

Poznamenejme, že tento integrál lze vypoč́ıtat také pomoćı substitučńı

metody, které se budeme v daľśım textu věnovat.

d)

∫
2x+ 1

x2 + x+ 5
dx, kde x ∈ R.

Řešeńı: Protože čitatel 2x + 1 je derivaćı jmenovatele x2 + x + 5,

použijeme pro výpočet integrálu předposledńı z uvedených vzorc̊u pro

integrováńı elementárńıch funkćı:∫
2x+ 1

x2 + x+ 5
dx = ln

∣∣x2 + x+ 5
∣∣+ c, c ∈ R.

Tento integrál lze vypoč́ıtat také pomoćı substitučńı metody.

e)

∫
cotg2x dx, kde x ∈ R \ {kπ, k ∈ Z} .

Řešeńı: Přestože se na prvńı pohled nejedná o tabulkový integrál,

ukážeme si, že jej lze na tabulkové integrály převést:∫
cotg2x dx =

∫
cos2 x

sin2 x
dx =

∫
1− sin2 x

sin2 x
dx =

∫
1

sin2 x
dx−

∫
1 dx

= −cotg x− x+ c, c ∈ R.
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Obdobně jako u derivaćı, ani u integrál̊u neplat́ı, že integrál součinu je

roven součinu integrál̊u. Pro integrováńı součinu se často použ́ıvá metoda per

partes (integrováńı po částech), která je odvozena ze vzorce pro derivováńı

součinu:

(u(x) · v(x))′ = u′(x) · v(x) + u(x) · v′(x) / ∫

∫
(u(x) · v(x))′ dx =

∫
u′(x) · v(x) dx+

∫
u(x) · v′(x) dx

u(x) · v(x) =
∫
u′(x) · v(x) dx+

∫
u(x) · v′(x) dx ⇒

∫
u(x) · v′(x) dx = u(x) · v(x)−

∫
u′(x) · v(x) dx.

Věta 34 (Metoda per partes) Necht’ funkce u a v maj́ı na intervalu I

derivace u′ a v′. Existuje-li na I primitivńı funkce k jedné z funkćı u′ ·v, u ·v′,

existuje i k druhé z nich a plat́ı∫
u(x) · v′(x) dx = u(x) · v(x)−

∫
u′(x) · v(x) dx.

Metoda per partes se použ́ıvá zejména v př́ıpadech, kdy integrujeme

součin dvou funkćı odlǐsného charakteru.

Za u obvykle voĺıme funkci, která se obt́ıžně integruje, tedy např. lnx,

arctgx, arcsinx nebo funkci, která se derivováńım zjednoduš́ı, tedy např.

polynom.

Za v′ obvykle voĺıme funkci, která se naopak jednoduše integruje, tedy

např. sinx, cosx, ex, polynom nebo konstantu.

Pokud tedy např. integrujeme funkci ve tvaru P (x) · sinx, P (x) · cosx

nebo P (x) · ex, kde P (x) je polynom, pak za u voĺıme P (x), aby se nám

derivováńım zjednodušil. Naopak, pokud integrujeme funkci ve tvaru
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P (x) · lnx, P (x) · arctgx nebo P (x) · arcsinx, kde P (x) je polynom, pak za

v′ voĺıme P (x), protože funkce lnx, arctgx, arcsinx se špatně integruj́ı.

Postup, jakým se metoda per partes použ́ıvá, si ukážeme na následuj́ıćıch

dvou př́ıkladech.

Př́ıklad 43 Najděte neurčitý integrál

∫
x · sinx dx, kde x ∈ R.

Řešeńı: Pro výpočet integrálu použijeme metodu per partes:∫
x · sinx dx =

u = x u′ = 1

v′ = sinx v = ∫ sinx dx = − cosx

= −x · cosx+

∫
cosx dx = −x · cosx+ sinx+ c, c ∈ R.

Př́ıklad 44 Najděte neurčitý integrál

∫
lnx dx, kde x > 0.

Řešeńı: Přestože integrovaná funkce neńı na prvńı pohled ve tvaru součinu,

je vhodné použ́ıt pro výpočet integrálu metodu per partes; druhou funkćı

v součinu bude č́ıslo 1:∫
lnx dx =

u = lnx u′ = 1
x

v′ = 1 v = ∫ 1 dx = x
= x · lnx−

∫
1 dx = x · lnx− x+ c.

Kromě metody per partes se při výpočtu integrál̊u často použ́ıvá také sub-

stitučńı metoda. Jej́ı princip spoč́ıvá v tom, že se integrovaná funkce převede

pomoćı substituce na funkci, která se snáze integruje.

Věta 35 (1. Substitučńı metoda) Necht’ f má primitivńı funkci na in-

tervalu I a necht’ ϕ : J → I má derivaci v každém bodě intervalu J . Pak na

intervalu J plat́ı: ∫
f(ϕ(x)) · ϕ′(x) dx =

∫
f(t) dt,

kde t = ϕ(x).
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Věta 36 (2. Substitučńı metoda) Necht’ f je definovaná na intervalu I,

necht’ ϕ : J → I má nenulovou derivaci v každém bodě intervalu J a necht’

ϕ(J) = I. Nav́ıc necht’ má funkce f(ϕ(t)) · ϕ′(t) primitivńı funkci na J . Pak

na intervalu I plat́ı: ∫
f(x) dx =

∫
f(ϕ(t)) · ϕ′(t) dt,

kde x = ϕ(t).

Použit́ı obou substitučńıch metod si ukážeme na následuj́ıćıch př́ıkladech.

Př́ıklad 45 Najděte neurčitý integrál

∫
1

2x+ 3
dx, kde x ∈ R \

{
−3

2

}
.

Řešeńı:

∫
1

2x+ 3
dx =

t = 2x+ 3

dt = 2 dx

dx = 1
2

dt

=
1

2

∫
1

t
dt =

1

2
ln |t|+ c =

1

2
ln |2x+ 3|+ c.

Př́ıklad 46 Najděte neurčitý integrál

∫ √
1− x2 dx, kde x ∈ 〈−1, 1〉.

Řešeńı:

∫ √
1− x2 dx =

x = sin t

dx = cos t dt

t = arcsinx, t ∈ 〈−π
2
, π

2
〉

=

∫ √
1− sin2 t · cos t dt =

=

∫ √
cos2 t · cos t dt =

∫
| cos t| · cos t dt.

Protože cos t ≥ 0 pro každé t ∈
〈
−π

2
, π

2

〉
a cos2 t = 1+cos(2t)

2
, můžeme ve

výpočtu (s využit́ım posledńıho vzorce pro integrováńı elementárńıch funkćı)

pokračovat následovně:∫
| cos t| · cos t dt =

∫
cos t · cos t dt =

∫
cos2 t dt =

∫
1 + cos(2t)

2
dt =

123



=

∫
1

2
dt+

1

2

∫
cos(2t) dt =

1

2
t+

1

4
sin(2t) + c, c ∈ R.

Nakonec je potřeba se vrátit (s využit́ım vzorce sin(2t) = 2 sin t · cos t) k

proměnné x:

1

2
t+

1

4
sin(2t) + c =

1

2
t+

1

4
· 2 sin t · cos t+ c =

1

2
t+

1

2
sin t

√
1− sin2 t+ c =

=
1

2
arcsinx+

1

2
x
√

1− x2 + c, c ∈ R.

Poznámka 34 Substitučńı metodou lze odvodit posledńı dva vzorce v
”
ta-

bulkových integrálech“, které si tak neńı nutno pamatovat.
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Pojmy k zapamatováńı:

• primitivńı funkce

• neurčitý integrál

• metoda per partes

• substitučńı metody

Př́ıklady k procvičeńı: Vypoč́ıtejte neurčité integrály.

a)
∫

9x2+1
3x3+x+1

dx b)
∫
e2x−1 dx c)

∫
cos(5x+π) dx d)

∫ √
3x+

√
3
x

dx

e)
∫

1
x·ln3 x

dx f)
∫

x2+3
x2+1

dx g)
∫

ln(x+ 2) dx h)
∫
x · arctgx dx

ch)
∫

(3x2 + π) cosx dx i)
∫
x · cos(5x− 1) dx j)

∫
x · ln(x− 1) dx

k)
∫ (3+lnx)4

x
dx l)

∫
sinx · cos3 x dx m)

∫
x · e−3x2+1 dx

n)
∫
x3 · e−x2 dx o)

∫
sinx ·

√
cosx dx

Výsledky př́ıklad̊u k procvičeńı:

a) ln |3x3 +x+ 1| b) 1
2
e2x−1 c) 1

5
sin(5x+π) d) 2

√
3

3

√
x3 + 2

√
3
√
x

e) − 1
2 ln2 x

f) x+2arctg x g) x·ln(x+2)−x+2 ln |x+2| h) (x2+1)arctgx−x
2

ch) (3x2 + π) ·sinx+6x ·cosx−6 sinx i) 1
5
x ·sin(5x−1)+ 1

25
cos(5x−1)

j) x2·ln(x−1)
2

− x2

4
− x

2
− ln |x−1|

2
k) (3+lnx)5

5
l) − cos4 x

4
m) − 1

6
e−3x2+1

n) − (x2+1)e−x
2

2
o) − 2

3

√
cos3 x
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7 Určitý integrál

V předchoźı kapitole jsme se seznámili s neurčitým integrálem, který dané

funkci přǐrazoval množinu (primitivńıch) funkćı. V této kapitole se budeme

věnovat integrálu určitému, který dané funkci přǐrazuje č́ıslo. Toto č́ıslo v prak-

tických aplikaćıch vyjadřuje např. velikost obsahu rovinného obrazce, délku

křivky nebo objem rotačńıho tělesa.

Uvažujme funkci f , která je omezená na uzavřeném a omezeném

intervalu 〈a, b〉, a pokusme se určit obsah P plochy vymezené grafem funkce

f , př́ımkami x = a, x = b a osou x. Pro jednoduchost předpokládejme, že je

funkce f na 〈a, b〉 nezáporná.

Obsah můžeme vypoč́ıtat mnoha zp̊usoby, zálež́ı na vlastnostech konkrétńı

funkce. V mnoha př́ıpadech je to však velmi těžké či dokonce nemožné. My

zde použijeme Riemann̊uv př́ıstup, který je založen na tom, že lze snadno

spoč́ıtat obsah obdélńıka. Při výpočtu obsahu budeme tedy aproximovat

uvažovanou plochu pomoćı obdélńık̊u (viz obrázek).

x

y

a b

f

x

y

a b

f

xi xi+1

Z obrázku je patrné, že pokud bychom obdélńıky zužovali (a zvětšovali

tak jejich počet), byla by chyba aproximace stále menš́ı. Pokud tedy budeme

uvažovat stále užš́ı a užš́ı obdélńıky, budou se při
”
hezké“ funkci součty

obsah̊u obdélńık̊u bĺıžit ke skutečnému obsahu dané plochy. Tento postup

selže, pokud se při zužováńı obdélńık̊u nebudou zmenšovat chyby aproximace,
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což ale nastává jen u velmi
”
nerozumně se chovaj́ıćıch“ funkćı. S takovými se

však v praxi téměř nesetkáváme. Např́ıklad pro spojité funkce tento postup

proběhne vždy bez problémů.

Pokud se nám podař́ı výše popsaným zp̊usobem obsah P vypoč́ıtat, bu-

deme vypočtenému č́ıslu (obsahu) ř́ıkat určitý integrál funkce f na intervalu

〈a, b〉.

Předt́ım, než budeme samotný pojem určitý integrál definovat přesněji,

je nutné zavést několik pojmů a značeńı. Prvńım z nich je děleńı intervalu

〈a, b〉.

Definice 50 Děleńım uzavřeného intervalu 〈a, b〉 nazýváme jakoukoli koneč-

nou množinu bod̊u D = {x0, x1, . . . , xn} lež́ıćıch v intervalu 〈a, b〉 takovou,

že a = x0 < x1 < . . . < xn−1 < xn = b. Body x0, x1, . . . , xn se nazývaj́ı dělićı

body intervalu 〈a, b〉; interval 〈xi−1, xi〉 se nazývá i-tý dělićı interval a

ν(D) = max{xi − xi−1 i = 1, . . . , n}

nazýváme normou děleńı D.

Na každém intervalu 〈a, b〉 existuje nekonečně mnoho r̊uzných děleńı;

množinu všech děleńı intervalu 〈a, b〉 označ́ıme jako D(〈a, b〉).

Při výpočtu obsahu dané plochy (tj. při konstrukci určitého integrálu)

můžeme postupovat tak, že hledaný obsah aproximujeme pomoćı obsah̊u

obdélńık̊u, jejich základny jsou dány děleńım intervalu.

Definice 51 Necht’ D = {x0, . . . , xn} ∈ D(〈a, b〉). Pak každou konečnou

množinu V = {c1, . . . , cn}, kde

xi−1 ≤ ci ≤ xi pro všechna i = 1, . . . , n
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nazýváme výběrem reprezentant̊u z dělićıch interval̊u při děleńı D; stručně:

výběr při D.

Definice 52 Bud’ f omezená na intervalu 〈a, b〉,D = {x0, . . . , xn} ∈ D(〈a, b〉),

V = {c1, . . . , cn} je výběr při D. Č́ıslo

i(f,D, V ) =
n∑
k=1

f(ck)(xk − xk−1)

nazýváme Riemannovým integrálńım součtem funkce f při děleńı D a výběru

V .

Pomoćı Riemannova integrálńıho součtu tedy vypoč́ıtáme součet obsah̊u obdél-

ńık̊u, jejichž základny jsou intervaly 〈x0, x1〉 , 〈x1, x2〉 , . . . , 〈xn−1, xn〉 a jejichž

výšky jsou f(c1), f(c2), . . . f(cn).

Definice 53 Necht’ {Dn}∞n=1 je posloupnost děleńı intervalu 〈a, b〉. Tuto po-

sloupnost nazýváme nulovou, jestliže

lim
n→∞

ν(Dn) = 0.

U většiny funkćı plat́ı, že při přidáváńı děĺıćıch bod̊u se integrálńı součty

”zpřesňuj́ı”a přibližuj́ı se hledanému obsahu plochy. V př́ıpadě, že tomu tak

je, ř́ıkáme, že je funkce Riemannovsky integrovatelná na daném intervalu.

Limita integrálńıch součt̊u je v tomto př́ıpadě rovna obsahu plochy a jej́ı

hodnotu nazveme Riemannovým určitým integrálem.

Definice 54 Necht’ f je omezená funkce na 〈a, b〉. Jestliže pro libovonou

nulovou posloupnost {Dn}∞n=1 děleńı intervalu 〈a, b〉 a libovolnou posloupnost

výběr̊u {Vn}∞n=1 plat́ı, že

lim
n→∞

i(f,Dn, Vn) = I,
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kde I ∈ R, pak ř́ıkáme, že funkce f je Riemannovsky integrovatelná na 〈a, b〉

a klademe ∫ b

a

f(x) dx = I.

Č́ıslo ∫ b

a

f(x) dx

nazýváme Riemannovým určitým integrálem.

Fakt, že je funkce f Riemannovsky integrovatelná na 〈a, b〉, znač́ıme f ∈

R(〈a, b〉).

Definice 55 Č́ıslo a v určitém integrálu nazýváme dolńı mez, č́ıslo b horńı

mez a interval 〈a, b〉 integračńı obor.

Přestože je zápis neurčitého a určitého integrálu dost podobný (u určitého

integrálu jsou pouze přidány integračńı meze), tyto dva pojmy se zásadně lǐśı.

Neurčitý integrál je množina primitivńıch funkćı, zat́ımco určitý integrál je

č́ıslo. Jaký je mezi neurčitým a určitým integrálem vztah si ukážeme dále ve

větě 44.

Poznámka 35 Ne všechny funkce jsou Riemannovsky integrovatelná. Např.

Dirichletova funkce definovaná na intervalu 〈0, 1〉 předpisem

χ(x) =

 1, pro racionálńı x ∈ 〈0, 1〉,

0, pro iracionálńı x ∈ 〈0, 1〉.

Riemannovsky integrovatelná neńı.
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7.1 Podmı́nky integrovatelnosti

V této kapitole se budeme zabývat podmı́nkami, za kterých je funkce Rie-

mannovsky integrovatelná na 〈a, b〉.

Věta 37 Necht’ f je monotonńı na intervalu 〈a, b〉. Pak f ∈ R(〈a, b〉).

Věta 38 Necht’ f je spojitá na intervalu 〈a, b〉. Pak f ∈ R(〈a, b〉).

Ve větách 37 a 38 nemuśıme předpokládat, že je f omezená, protože každá

funkce, která je monotonńı na uzavřeném intervalu 〈a, b〉, je na tomto inter-

valu omezená (č́ısly f(a) a f(b)). Rovněž každá funkce spojitá na uzavřeném

intervalu 〈a, b〉 je na tomto intervalu omezená.

7.2 Vlastnosti určitého integrálu

Nyńı si uvedeme základńı vlastnosti určitého integrálu. Nejprve se budeme

zabývat t́ım, jak je hodnota určitého integrálu ovlivněna integrovanou funkćı,

a poté t́ım, jak ji ovlivňuje integračńı obor.

7.2.1 Vlastnosti určitého integrálu v závislosti na integrované fun-

kci

V této části se budeme zabývat t́ım, jaké vlastnosti plat́ı pro součet, součin

a pod́ıl Riemannovsky integrovatelných funkćı.

Pro součet funkćı a pro násobeńı konstantou plat́ı u určitého integrálu

obdobné vlastnosti jako u integrálu neurčitého. Tyto vlastnosti jsou uvedeny

v následuj́ıćıch dvou větách, jejichž tvrzeńı lze zkombinovat a rozš́ı̌rit na

konečný počet sč́ıtanc̊u.

Věta 39 Necht’ f, g ∈ R(〈a, b〉). Potom také f + g ∈ R(〈a, b〉) a plat́ı∫ b

a

(
f(x) + g(x)

)
dx =

∫ b

a

f(x) dx+

∫ b

a

g(x) dx.
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Věta 40 Necht’ f ∈ R(〈a, b〉), c ∈ R. Potom cf ∈ R(〈a, b〉) a plat́ı∫ b

a

cf(x) dx = c

∫ b

a

f(x) dx.

Bohužel, stejně jako u neurčitého integrálu, neexistuje pro součin žádný

jednoduchý vztah, kterým bychom mohli vypoč́ıtat integrál
∫ b
a
f(x) · g(x) dx

pomoćı
∫ b
a
f(x) dx a

∫ b
a
g(x) dx.

Věta 41 Necht’ f, g ∈ R(〈a, b〉). Potom f · g ∈ R(〈a, b〉).

7.2.2 Vlastnosti určitého integrálu v závislosti na integračńım

oboru

Poté, co jsme si ukázali základńı vlastnosti určitého integrálu závisej́ıćı na

integrované funkci, se budeme zabývat t́ım, jak záviśı určitý integrál na inte-

gračńım oboru. Zejména v př́ıpadech, kdy je funkce f definovaná na intervalu

〈a, b〉 po částech pomoćı r̊uzných funkčńıch předpis̊u, je užitečná následuj́ıćı

věta.

Věta 42 Necht’ a, b, c ∈ R, a < c < b, necht’ f ∈ R(〈a, c〉) a f ∈ R(〈c, b〉).

Potom f ∈ R(〈a, b〉) a plat́ı∫ b

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x)dx.

Výše popsaná vlastnost se obvykle nazývá jako aditivita vzhledem k inte-

gračńımu oboru a my ji dále s výhodou využijeme při výpočtech obsah̊u kom-

plikovaněǰśıch ploch. Tvrzeńı věty 42 lze nav́ıc rozš́ı̌rit na libovolný konečný

počet bod̊u ci, tj. plat́ı, že∫ b

a

f(x) dx =

∫ c1

a

f(x) dx+

∫ c2

c1

f(x) dx+ . . .+

∫ b

cn

f(x)dx,

kde n ∈ N a a < c1 . . . < cn < b.
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V následuj́ıćı větě je ukázáno, že zmenšeńım integračńıho oboru se vlast-

nost
”
být Riemannovsky integrovatelná“ zachovává.

Věta 43 Necht’ f ∈ R(〈a, b〉) a 〈c, d〉 ⊂ 〈a, b〉. Potom f ∈ R(〈c, d〉).

Dosud jsme vždy předpokládali, že dolńı mez a je menš́ı než horńı mez b.

Jak je určitý integrál definován v ostatńıch př́ıpadech si uvedeme v následuj́ıćı

definici.

Definice 56 (Doplněńı definice určitého integrálu) Necht’ f je omezená

na uzavřeném, omezeném intervalu s krajńımi body a a b.

• Je-li a < b a f ∈ R(〈a, b〉), pak
∫ b
a
f(x) dx je definován ve smyslu

definice 54.

• Je-li a = b, pak definujeme ∫ a

a

f(x) dx = 0.

• Je-li b < a a f ∈ R(〈b, a〉), pak definujeme∫ b

a

f(x) dx = −
∫ a

b

f(x) dx.

7.3 Výpočet určitého integrálu

V předchoźıch kapitolách jsme se zabývali definićı určitého integrálu a jeho

vlastnostmi. Nyńı si ukážeme, jak lze určitý integrál vypoč́ıtat podstatně

snadněji než pomoćı definice.

Kĺıčovou roli při výpočtu určitého integrálu hraje následuj́ıćı věta, která

nám udává vztah mezi neurčitým a určitým integrálem.
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Věta 44 (Newton–Leibniz̊uv vzorec) Necht’ f ∈ R(〈a, b〉) a necht’ exis-

tuje primitivńı funkce F k funkci f na 〈a, b〉 . Potom plat́ı∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a). (4)

Poznámka 36 Pro rozd́ıl F (b)−F (a) v Newton–Leibnizově vzorci se použ́ıvá

označeńı
[
F (x)

]b
a
, takže vzorec (4) obvykle zapisujeme jako∫ b

a

f(x) dx =
[
F (x)

]b
a
.

Poznámka 37 Funkce F v Newton–Leibnizově vzorci je libovolná primitivńı

funkce k funkci f na 〈a, b〉, protože pokud bychom mı́sto ńı uvažovali primi-

tivńı funkci F (x) + c, kde c ∈ R, dostali bychom stejný výsledek:∫ b

a

f(x) dx =
[
F (x) + c

]b
a

= F (b) + c− (F (a) + c) = F (b)− F (a).

Př́ıklad 47 Vypoč́ıtejte určitý integrál
∫ π

0
sinx dx.

Řešeńı: ∫ π

0

sinx dx =
[
− cosx

]π
0

= − cosπ − (− cos 0) = 1 + 1 = 2.

Kromě Newton–Leibnizova vzorce se při výpočtech určitých integrál̊u

využ́ıvá metoda per partes a substitučńı metoda.

Věta 45 (Metoda per partes) Necht’ funkce u a v maj́ı derivace na in-

tervalu 〈a, b〉 a necht’ u′, v′ ∈ R(〈a, b〉). Potom∫ b

a

u(x) · v′(x) dx =
[
u(x) · v(x)

]b
a︸ ︷︷ ︸

u(b)·v(b)−u(a)·v(a)

−
∫ b

a

u′(x) · v(x) dx.

Př́ıklad 48 Vypoč́ıtejte určitý integrál
∫ π
π
2
x · sinx dx.

Řešeńı: ∫ π

π
2

x · sinx dx =
u = x u′ = 1

v′ = sinx v = ∫ sinx dx = − cosx
=
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=
[
− x · cosx

]π
π
2

+

∫ π

π
2

cosx dx =
[
− x · cosx

]π
π
2

+
[

sinx
]π
π
2

=

= −π · cos π +
π

2
· cos

π

2
+ sin π − sin

π

2
= π − 1.

Věta 46 (Substitučńı metoda) Necht’ má funkce t = ϕ(x) spojitou deri-

vaci na 〈a, b〉 a necht’ f je spojitá na oboru hodnot Hϕ funkce ϕ. Potom∫ b

a

f(ϕ(x)) · ϕ′(x) dx =

∫ ϕ(b)

ϕ(a)

f(t) dt.

Při použit́ı substitučńı metody u určitého integrálu máme dvě možnosti

výpočtu:

a) Rovnou vypoč́ıtáme určitý integrál, přičemž při změně proměnné (tj.

při substituci) muśıme upravit i integračńı meze. V tomto př́ıpadě se

nemuśıme vracet k p̊uvodńı proměnné x.

b) Napřed urč́ıme primitivńı funkci, vrát́ıme se k p̊uvodńı proměnné x a

pak dosad́ıme do Newton–Leibnizova vzorce.

Př́ıklad 49 Vypoč́ıtejte určitý integrál
∫ 1

0
x (x2 + 1)

3
dx.

Řešeńı: Vypoč́ıtáme určitý integrál oběma výše popsanými postupy:

a) Rovnou vypoč́ıtáme určitý integrál:

∫ 1

0

x
(
x2 + 1

)3
dx =

t = x2 + 1

dt = 2x dx

1
2
dt = x dx

x = 0⇒ t = 1, x = 1⇒ t = 2

=
1

2

∫ 2

1

t3 dt =

=
1

2

[
t4

4

]2

1

=
1

2

(
16

4
− 1

4

)
=

15

8
.
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b) Nejprve najdeme primitivńı funkci:

∫
x
(
x2 + 1

)3
dx =

t = x2 + 1

dt = 2x dx

1
2
dt = x dx

=

=
1

2

∫
t3 dt =

1

2
· t

4

4
=

1

8

(
x2 + 1

)4
.

Nalezenou primitivńı funkci dosad́ıme do Newton-Leibnizova vzorce:∫ 1

0

x
(
x2 + 1

)3
dx =

[
1

8

(
x2 + 1

)4
]1

0

=
1

8
(16− 1) =

15

8
.

7.4 Geometrické aplikace určitého integrálu

Poté, co jsme si ukázali, jak lze určitý integrál vypoč́ıtat, se budeme zabývat

jeho geometrickými aplikacemi. Prvńı z nich se bude týkat (již zmı́něného)

výpočtu obsahu rovinného útvaru. Kromě něj si ukážeme, že lze pomoćı

určitého integrálu vypoč́ıtat také délku křivky, objem rotačńıho tělesa nebo

obsah pláště rotačńı plochy.

7.4.1 Obsah útvaru v rovině

Mějme dvě funkce f a g integrovatelné na intervalu 〈a, b〉 a necht’ f(x) ≥ g(x)

pro každé x ∈ 〈a, b〉. Obsah plochy vymezené grafy funkćı f, g a př́ımkami

x = a a x = b lze poté spoč́ıtat následuj́ıćım zp̊usobem:

x

y

a b

f

g

x

y

a b

f

g

x

y

a b

f

g
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Plocha mezi f a g = Plocha pod f − Plocha pod g

∫ b

a

(
f(x)− g(x)

)
dx =

∫ b

a

f(x) dx −
∫ b

a

g(x) dx

Př́ıklad 50 Vypoč́ıtejte obsah plochy vymezené grafy funkćı f(x) = 2− x2

a g(x) = x.

Řešeńı: Nejprve najdeme pr̊useč́ıky funkćı f a g:

f(x) = g(x) ⇒ 2− x2 = x ⇒ x2 + x− 2 = 0 ⇒ x1 = −2, x2 = 1.

Protože f(−2) = g(−2) = −2 a f(1) = g(1) = 1, prot́ınaj́ı se grafy funkćı f

a g v bodech [−2,−2] a [1, 1].

Na intervalu 〈−2, 1〉 je f(x) ≥ g(x), a proto můžeme daný obsah vypoč́ıtat

pomoćı určitého integrálu
∫ 1

−2
(f(x)− g(x)) dx.∫ 1

−2

(f(x)− g(x)) dx =

∫ 1

−2

(
2− x2 − x

)
dx =

[
2x− x3

3
− x2

2

]1

−2

=

= 2− 1

3
− 1

2
−
(
−4 +

8

3
− 4

2

)
=

9

2
.

Obsah plochy vymezené grafy funkćı f(x) = 2− x2 a g(x) = x je tedy roven

9
2
.

y

x

2

1

-2

y=x

y=2-x
2

Obrázek 48: Obsah plochy vymezené grafy funkćı f(x) = 2− x2 a g(x) = x.
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Poznámka 38 Pokud je obrazec složitěǰśı, rozděĺıme ho na vhodné části,

jejichž plochu umı́me určit pomoćı výše uvedeného principu (viz např. obr.

49).

xa c1 c2 b

f

g

Obrázek 49: P =
∫ c1
a

(f(x) − g(x)) dx +
∫ c2
c1

(g(x) − f(x)) dx +
∫ b
c2

(f(x) −

g(x)) dx.

Př́ıklad 51 Vypoč́ıtejte obsah plochy vymezené grafem funkce f(x) = x3 +

2x2 − 3x a osou x.

Řešeńı:

Abychom hledaný obsah vypoč́ıtali, muśıme nejprve naj́ıt pr̊useč́ıky funkce

f s osou x. Protože

f(x) = x3 + 2x2 − 3x = x(x+ 3)(x− 1),

prot́ıná graf funkce f osu x ve třech bodech [−3, 0], [0, 0] a [1, 0].

Na intervalu 〈−3, 0〉 je f(x) ≥ 0, zat́ımco na intervalu 〈0, 1〉 je f(x) ≤ 0.

Proto můžeme daný obsah vypoč́ıtat jako součet dvou určitých integrál̊u∫ 0

−3

(f(x)− 0) dx+

∫ 1

0

(0− f(x)) dx.

∫ 0

−3

(f(x)− 0) dx+

∫ 1

0

(0− f(x)) dx =

=

∫ 0

−3

(
x3 + 2x2 − 3x

)
dx+

∫ 1

0

(
−x3 − 2x2 + 3x

)
dx =
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=

[
x4

4
+

2x3

3
− 3x2

2

]0

−3

+

[
−x

4

4
− 2x3

3
+

3x2

2

]1

0

= −81

4
+

54

3
+

27

2
−1

4
−2

3
+

3

2
=

=
71

6
.

Obsah plochy vymezené grafem funkce f(x) = x3 + 2x2−3x a osou x je tedy

roven 71
6

.

y

x0 1

-3

Obrázek 50: Obsah plochy vymezené grafem funkce f(x) = x3 + 2x2 − 3x a

osou x.

7.4.2 Délka křivky

Uvažujme funkci f , která má na intervalu 〈a, b〉 spojitou derivaci. Délku

křivky, která je část́ı grafu funkce f na intervalu 〈a, b〉, vypoč́ıtáme podle

následuj́ıćıho vzorce:
y

xa b

f

l =

∫ b

a

√
1 + (f ′(x))2 dx.

7.4.3 Objem rotačńıho tělesa

Uvažujme rovinný útvar omezený grafem nezáporné, spojité funkce f na

intervalu 〈a, b〉 a osou x. Rotaćı tohoto útvaru kolem osy x vznikne rotačńı
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těleso, jehož objem je dán vztahem
y

xa b

f
V = π

∫ b

a

f 2(x) dx.

Při rotaci kolem osy y je objem vzniklého rotačńıho tělesa dán vztahem

V = 2π

∫ b

a

x · f(x) dx.

Př́ıklad 52 Vypočtěte objem koule o poloměru 2 cm.

Řešeńı: Kouli o poloměru 2 cm źıskáme rotaćı horńıho p̊ulkruhu se středem v

počátku a poloměrem 2 cm kolem osy x. Tento horńı p̊ulkruh je rovinný útvar

vymezený shora grafem horńı p̊ulkružnice, tj. grafem funkce x2 +y2 = 4, kde

y ≥ 0 a zdola osou x.

Ze vztah̊u x2 + y2 = 4, y ≥ 0 plyne, že y =
√

4− x2, kde x ∈ 〈−2, 2〉, a

proto hledaný objem vypoč́ıtáme následovně:

V = π

∫ 2

−2

(√
4− x2

)2

dx = π

∫ 2

−2

(
4− x2

)
dx = π

[
4x− x3

3

]2

−2

=

= π

(
8− 8

3
+ 8− 8

3

)
=

32

3
π cm2.

Źıskaný výsledek koresponduje se vzorcem V = 4
3
πr3 pro výpočet objemu

koule o poloměru r.

7.4.4 Obsah rotačńı plochy

Uvažujme funkci f , která má na intervalu 〈a, b〉 spojitou derivaci. Rotaćı

grafu funkce f na 〈a, b〉 kolem osy x vznikne rotačńı plocha, jej́ıž povrch je

dán vztahem
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y

xa b

f

S = 2π

∫ b

a

f(x)·
√

1 + (f ′(x))2 dx.

Při rotaci kolem osy y je povrch vzniklé rotačńı plochy dán vztahem

S = 2π

∫ b

a

x ·
√

1 + (f ′(x))2 dx.

Př́ıklad 53 Vypočtěte obsah rotačńı plochy vzniklé rotaćı př́ımky f(x) = 2x

na intervalu 〈2, 5〉 kolem osy x.

Řešeńı: Protože f ′(x) = 2, vypoč́ıtáme daný obsah takto:

S = 2π

∫ 5

2

2x ·
√

1 + 22 dx = 4
√

5π

∫ 5

2

x dx = 4
√

5π

[
x2

2

]5

2

=

= 4
√

5π

(
25

2
− 2

)
= 42

√
5π.

Obsah dané rotačńı plochy je tedy roven 42
√

5π.
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Pojmy k zapamatováńı:

• děleńı intervalu

• výběr reprezentant̊u

• Riemann̊uv integrálńı součet

• Riemann̊uv určitý integrál

• dolńı a horńı mez, integračńı obor

Př́ıklady k procvičeńı:

1. Vypoč́ıtejte následuj́ıćı určité integrály.

a)
π∫
−π

2

(x− 1) · sinx dx b)
1∫
0

x ·
√

1− x2 dx c)
π∫
0

x2 · cosx dx

d)
2π∫
π

esinx ·cosx dx e)

π
4∫
−π

4

sin2 x dx f)
2∫
0

x−1
x+1

dx g)
1∫
0

x2 ·e−x2 dx

h)
5∫
1

2 lnx
x

dx ch)
2∫
0

2x
1+x4

dx i)
π∫
0

sinx
5+4 cosx

dx

j)
2∫
1

(3x+ 2) · lnx dx k)
3∫
e

1
x·lnx dx l)

e∫
1

lnx dx

m)

π
2∫

0

sin2 x · cosx dx

2. Vypoč́ıtejte obsah plochy ohraničené křivkami.

a) y = 2
1+x2

, y = x2 b) y = lnx, x = 1
2
, x = e a osou x

c) y =
√
x, y = x

2
d) y = tgx, x = π

4
a osou x e) y = 3

√
x, y = x

f) y = ex, x = 0, x = ln 2 a osou x g) y = cos2 x, y = cosx, x =

0, x = π
2

h) y = ex, y = e−x, x = 1 ch) y = −x2 + 6x a osou x

Výsledky př́ıklad̊u k procvičeńı:
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1. a) π b) 1
3

c) − 2π d) 0 e) − 1
2

+ π
4

f) 2 − 2 · ln 3

g) − 26√
e

+ 16 h) ln2 5 ch) arctg 4

i) 1
4
· ln 9 j) 10 · ln 2− 17

4
k) ln(ln 3) l) 1 m) 1

3

2. a) π− 2
3

b) 3−ln 2
2

c) 4
3

d) − ln
(√

2
2

)
e) 1

2
f) 1 g) 1− π

4

h) e+ 1
e
− 2 ch) 36
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8 Nevlastńı integrály

Nevlastńı integrály funkce jedné proměnné jsou zobecněńım Riemannova

určitého integrálu. V př́ıpadě Riemannova integrálu požadujeme, aby funkce

i interval, na kterém integrujeme, byly omezené. V praxi však potřebujeme

poč́ıtat i takové integrály, kde bud’ funkce nebo interval omezené nejsou, což

vede na tzv. nevlastńı integrál.

Integrál
∫ b
a
f(x)dx se nazývá nevlastńı v následuj́ıćıch př́ıpadech:

• Je-li (a, b) neomezený, tj. alespoň jeden krajńı bod tohoto intervalu je

nevlastńı č́ıslo

.....nevlastńı integrál vlivem meze

• Je-li funkce f na (a, b) neomezená

.....nevlastńı integrál vlivem funkce

Body, které zp̊usobuj́ı ”nevlastnost”určitých integrál̊u se nazývaj́ı singulárńı

body integrace.

Definice 57 Řekneme, že bod c ∈ R∗, kde a ≤ c ≤ b, je singulárńım

bodem integrace funkce f na intervalu (a, b), je-li bud’ c = ∞ nebo

c = −∞ nebo je-li funkce f na každém okoĺı bodu c neomezená.

Př́ıklad 54 Najděte singulárńı body integrace funkce f(x) = 1
x2−4

na inter-

valu (−∞,∞).

Řešeńı: Singuárńımi body jsou −∞,∞ a také body −2 a 2, v nichž neńı

funkce f definovaná a na jejichž okoĺı neńı omezená.

Nevlastńı integrály definujeme jako limity určitých integrál̊u s proměnnou

meźı (horńı nebo dolńı). Existuje-li př́ıslušná vlastńı limita, ř́ıkáme, že ne-

vlastńı integrál konverguje (existuje), v opačném př́ıpadě ř́ıkáme, že diverguje.

143



8.1 Nevlastńı integrály vlivem meze

Nejprve se budeme zabývat nevlastńımi integrály, u nichž je funkce omezená,

ale neomezený je integračńı obor.

Definice 58 Necht’ je funkce f definovaná na 〈a,∞) a necht’ pro každé t ∈

(a,∞) existuje integrál
∫ t
a
f(x)dx. Jestliže existuje vlastńı limita

lim
t→∞

∫ t

a

f(x)dx, (5)

pak ř́ıkáme, že nevlastńı integrál
∫∞
a
f(x)dx konverguje (existuje). Existuje-

li tento nevlastńı integrál, pak ho definujeme vztahem∫ ∞
a

f(x)dx = lim
t→∞

∫ t

a

f(x)dx.

Je-li limita (5) nevlastńı nebo neexistuje, ř́ıkáme, že nevlastńı integrál di-

verguje.

Obrázek 51:
∫∞
a
f(x) dx

Definice 59 Necht’ je funkce f definovaná na (−∞, b〉 a necht’ pro každé

t ∈ (−∞, b) existuje integrál
∫ b
t
f(x)dx. Jestliže existuje vlastńı limita

lim
t→−∞

∫ b

t

f(x)dx, (6)
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pak ř́ıkáme, že nevlastńı integrál
∫ b
−∞ f(x)dx konverguje (existuje). Existuje-

li tento nevlastńı integrál, pak ho definujeme vztahem∫ b

−∞
f(x)dx = lim

t→−∞

∫ b

t

f(x)dx.

Je-li limita (6) nevlastńı nebo neexistuje, ř́ıkáme, že nevlastńı integrál di-

verguje.

Obrázek 52:
∫ b
−∞ f(x) dx

Definice 60 Necht’ je funkce f definovaná na (−∞,∞) a necht’ konverguj́ı

oba nevlastńı integrály∫ c

−∞
f(x)dx a

∫ ∞
c

f(x)dx, (7)

kde c ∈ R. Pak ř́ıkáme, že nevlastńı integrál
∫∞
−∞ f(x)dx konverguje (exis-

tuje) a definujeme ho vztahem∫ ∞
−∞

f(x)dx =

∫ c

−∞
f(x)dx+

∫ ∞
c

f(x)dx, c ∈ R.

Diverguje-li aspoň jeden z integrál̊u v (7), pak ř́ıkáme, že nevlastńı integrál∫∞
−∞ f(x)dx diverguje.
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Obrázek 53:
∫∞
−∞ f(x) dx

8.2 Nevlastńı integrály vlivem funkce

V této podkapitole se zaměř́ıme na situaci, kdy je integračńı obor omezený

interval, ale neomezená je integrovaná funkce.

Definice 61 Necht’ je funkce f definovaná na omezeném intervalu 〈a, b) a

neńı omezená na žádném levém okoĺı bodu b, přičemž pro každé t ∈ 〈a, b)

existuje integrál
∫ t
a
f(x)dx. Jestliže existuje vlastńı limita

lim
t→b−

∫ t

a

f(x)dx, (8)

pak ř́ıkáme, že nevlastńı integrál
∫ b
a
f(x)dx konverguje (existuje). Existuje-

li nevlastńı integrál, pak ho definujeme vztahem∫ b

a

f(x)dx = lim
t→b−

∫ t

a

f(x)dx.

Je-li limita (8) nevlastńı nebo neexistuje, ř́ıkáme, že nevlastńı integrál di-

verguje.
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Obrázek 54:
∫ b
a
f(x)dx pro funkci f , která neńı omezená na žádném levém

okoĺı bodu b

Definice 62 Necht’ je funkce f definovaná na omezeném intervalu (a, b〉, neńı

omezená na žádném pravém okoĺı bodu a a necht’ pro každé t ∈ (a, b〉 existuje

integrál
∫ b
t
f(x)dx. Jestliže existuje vlastńı limita

lim
t→a+

∫ b

t

f(x)dx, (9)

pak ř́ıkáme, že nevlastńı integrál
∫ b
a
f(x)dx konverguje (existuje). Existuje-

li nevlastńı integrál, pak ho definujeme vztahem∫ b

a

f(x)dx = lim
t→a+

∫ b

t

f(x)dx.

Je-li limita (9) nevlastńı nebo neexistuje, ř́ıkáme, že nevlastńı integrál di-

verguje.
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Obrázek 55:
∫ b
a
f(x)dx pro funkci f , která neńı omezená na žádném pravém

okoĺı bodu a

Definice 63 Necht’ je funkce f definovaná na 〈a, c)∪ (c, b〉, neńı omezená na

žádném okoĺı bodu c a necht’ konverguj́ı oba nevlastńı integrály∫ c

a

f(x)dx a

∫ b

c

f(x)dx. (10)

Pak ř́ıkáme, že nevlastńı integrál
∫ b
a
f(x)dx konverguje (existuje) a defi-

nujeme ho vztahem∫ b

a

f(x)dx =

∫ c

a

f(x)dx+

∫ b

c

f(x)dx.

Diverguje-li alespoň jeden z integrál̊u v (10), pak ř́ıkáme, že nevlastńı integrál∫ b
a
f(x)dx diverguje.
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Obrázek 56:
∫ b
a
f(x) dx pro funkci f , která neńı omezená na žádném okoĺı

bodu c ∈ (a, b)

8.3 Výpočet nevlastńıch integrál̊u

Jestliže známe primitivńı funkci F k funkci f na uzavřeném intervalu ne-

obsahuj́ıćım singulárńı body integrace, můžeme nevlastńı integrál
∫ b
a
f(x) dx

poč́ıtat pomoćı modifikovaného Newton-Leibnizova vzorce.

8.3.1 Nevlastńı integrály vlivem meze∫ ∞
a

f(x) dx = lim
t→∞

(∫ t

a

f(x) dx

)
= lim

t→∞

(
[F (x)]ta

)
= lim

t→∞

(
F (t)− F (a)

)
∫ b

−∞
f(x) dx = lim

t→−∞

(∫ b

t

f(x) dx

)
= lim

t→−∞

(
[F (x)]bt

)
= lim

t→−∞

(
F (b)− F (t)

)
∫ ∞
−∞

f(x) dx =

∫ c

−∞
f(x) dx+

∫ ∞
c

f(x) dx =

= lim
t→−∞

∫ c

t

f(x) dx+ lim
u→∞

∫ u

c

f(x) dx =

=
(
F (c)− lim

t→−∞
F (t)

)
+
(

lim
u→∞

F (u)− F (c)
)

= lim
u→∞

F (u)− lim
t→−∞

F (t)
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Př́ıklad 55 Vypoč́ıtejte
∫∞

1
1
x2
dx.

Řešeńı: ∫ ∞
1

1

x2
dx = lim

t→∞

∫ t

1

1

x2
dx = lim

t→∞

[
−1

x

]t
1

=

= lim
t→∞

(
−1

t
− (−1)

)
= 0 + 1 = 1.

Př́ıklad 56 Vypoč́ıtejte
∫ 0

−∞
1

1+x2
dx.

Řešeńı: ∫ 0

−∞

1

1 + x2
dx = lim

t→−∞

∫ 0

t

1

1 + x2
dx = lim

t→−∞
[arctg x]0t =

= lim
t→−∞

(arctg 0− arctg t) = 0−
(
−π

2

)
=
π

2
.

Př́ıklad 57 Vypoč́ıtejte
∫∞
−∞

1
1+x2

dx.

Řešeńı: ∫ ∞
−∞

1

1 + x2
dx =

∫ 0

−∞

1

1 + x2
dx+

∫ ∞
0

1

1 + x2
dx =

= lim
t→−∞

∫ 0

t

1

1 + x2
dx+ lim

u→∞

∫ u

0

1

1 + x2
dx = lim

t→−∞
[arctg x]0t+ lim

u→∞
[arctg x]u0 =

= lim
t→−∞

(arctg 0− arctg t)+ lim
u→∞

(arctg u− arctg 0) = 0−
(
−π

2

)
+
π

2
−0 = π.

8.3.2 Nevlastńı integrály vlivem funkce

Necht’ f neńı omezená na žádném levém okoĺı bodu b:∫ b

a

f(x) dx = lim
t→b−

∫ t

a

f(x) dx = lim
t→b−

(
[F (x)]ta

)
= lim

t→b−

(
F (t)− F (a)

)
Necht’ f neńı omezená na žádném pravém okoĺı bodu a:∫ b

a

f(x) dx = lim
t→a+

∫ b

t

f(x) dx = lim
t→a+

(
[F (x)]bt

)
= lim

t→a+

(
F (b)− F (t)

)
Necht’ f neńı omezená na žádném okoĺı bodu c ∈ (a, b):∫ b

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx = lim
t→c−

∫ t

a

f(x) dx+ lim
u→c+

∫ b

u

f(x) dx =

=
(

lim
t→c−

F (t)− F (a)
)

+
(
F (b)− lim

u→c+
F (u)

)
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Př́ıklad 58 Vypoč́ıtejte
∫ 1

0
1
x
dx.

Řešeńı: Singulárńım bodem integrace je bod 0.∫ 1

0

1

x
dx = lim

t→0+

∫ 1

t

1

x
dx = lim

t→0+
[lnx]1t =

= lim
t→0+

(ln 1− ln t) = 0− (−∞) =∞.

Nevlastńı integrál
∫ 1

0
1
x
dx tedy diverguje.

Př́ıklad 59 Vypoč́ıtejte
∫ 2

1
1

x−2
dx.

Řešeńı: Singulárńım bodem integrace je bod 2∫ 2

1

1

x− 2
dx = lim

t→2−

∫ t

1

1

x− 2
dx = lim

t→2−
[ln |x− 2|]t1 =

= lim
t→2−

(ln |t− 2| − ln 1) = −∞− 0 = −∞.

Nevlastńı integrál
∫ 2

1
1

x−2
dx tedy také diverguje.

Př́ıklad 60 Vypoč́ıtejte
∫ 1

−1
1
x2
dx.

Řešeńı: Singulárńım bodem integrace je bod 0, proto je nutné rozdělit in-

tegrál na součet dvou:∫ 1

−1

1

x2
dx =

∫ 0

−1

1

x2
dx +

∫ 1

0

1

x2
dx = lim

t→0−

∫ t

−1

1

x2
dx + lim

u→0+

∫ 1

u

1

x2
dx =

= lim
t→0−

[
−1

x

]t
−1

+ lim
u→0+

[
−1

x

]1

u

=

= lim
t→0−

(
−1

t
− 1

)
+ lim

u→0+

(
−1−

(
−1

u

))
= −2−∞+∞

Nevlastńı integrál
∫ 1

−1
1
x2
dx tedy také diverguje. Pokud bychom si správně

neuvědomili, že se jedná o nevlastńı integrál a poč́ıtali pomoćı vzorc̊u pro

určitý integrál pouze dosazeńım meźı, dostali bychom se k následuj́ıćımu

špatnému výsledku:∫ 1

−1

1

x2
dx =

[
−1

x

]1

−1

= −1− 1 = −2.
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8.4 Zobecněńı

Uvažujme funkci f a interval (a, b) s v́ıce singulárńımi body integrace. Rozdělme

interval (a, b) pomoćı bod̊u a = c0 < c1 < c2 < · · · < cn−1 < cn = b

tak, aby každý z interval̊u (ci−1, ci) obsahoval jen jeden singulárńı bod inte-

grace. Ř́ıkáme, že nevlastńı integrál
∫ b
a
f(x) dx konverguje, jestliže konver-

guj́ı všechny integrály

(Ii)

∫ ci

ci−1

f(x) dx i = 1, . . . n.

V tomto př́ıpadě definujeme∫ b

a

f(x) dx =
n∑
i=1

∫ ci

ci−1

f(x) dx

Jestliže alespoň jeden z integrál̊u (Ii) diverguje, pak ř́ıkáme, že nevlastńı

integrál
∫ b
a
f(x) dx diverguje.

8.5 Geometrická interpretace nevlastńıch integrál̊u

Je-li funkce f nezáporná na intervalu (a, b), můžeme nevlastńı integrál (pokud

konverguje) chápat jako obsah př́ıslušného neomezeného rovinného obrazce

M , kde

M =
{

(x, y) ∈ R2;x ∈ (a, b), 0 ≤ y ≤ f(x)
}
.

Př́ıklad 61 Vypoč́ıtejte obsah plochy

M = {(x, y) ∈ R2;x ∈ (2,∞), 0 ≤ y ≤ 1

x4
}.

Řešeńı:

S =

∫ ∞
2

1

x4
dx = lim

t→∞

∫ t

2

1

x4
dx = lim

t→∞

[
−1

3x3

]t
2

=

= lim
t→∞

(
−1

3t3
− −1

3 · 23

)
= 0−

(
− 1

24

)
=

1

24
.

Plocha má tedy obsah 1
24
j2.
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Pojmy k zapamatováńı:

• singulárńı bod integrace

• nevlastńı integrál vlivem meze

• nevlastńı integrál vlivem funkce

Př́ıklady k procvičeńı:

1. Vypoč́ıtejte následuj́ıćı nevlastńı integrály, pokud konverguj́ı.

a)
1∫
0

1√
x

dx b)
∞∫
1

1√
x

dx c)
6∫
1

1
x−1

dx d)
∞∫
2

1
(x−1)4

dx

2. Vypoč́ıtejte obsah plochy.

a) 0 ≤ y ≤ e−x, x ≥ 0, b) 0 ≤ y ≤ 1
x3
, x ≥ 1

Výsledky př́ıklad̊u k procvičeńı:

1. a) 2 b) ∞ c) ∞ d) 1
3

2. a) 1 b) 1
2
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154



lidských zdroj̊u CZ.04.1.03/3.2.15.1/0016 Studijńı opory s převažuj́ıćımi
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