6 Neurcity integral

Neurcity integral se vyuziva ve fyzice, statistice, ekonomii i mnoha dalsich
oblastech a méa tzkou souvislost s derivovanim. Jejich vzajemna souvislost je

pritom nasledujici:

e Pii derivovani chceme ke zndmé funkei f nalézt funkei (derivaci) F' tak,

aby f'=F.

e Pii integrovani hleddme ke zndmé funkci f funkei (primitivni funkci)

F tak, aby F' = f.

6.1 Primitivni funkce a neurcity integral

P1i teseni fyzikalnich a matematickych tloh nékdy zname derivaci néjaké
neznamé funkce a snazime se zpétné tuto funkci nalézt. Dany problém fesi

integralni pocet zavedenim primitivni funkce a neurcitého integrdlu.

Definice 48 Necht jsou funkce f a F definovény na intervalu I C R. Rekne-

me, ze funkce F' je primitioni funkci k funkci f na intervalu I, jestlize
F'(z) = f(z) pro kazdé z € I.

Poznamka 31 Je-li [ interval uzavieny, uvazujeme v krajnich bodech piislu-

$né jednostranné derivace.

Priklad 41 Ze vzorcu pro vypocet derivaci 1ze snadno odhadnout, ze pri-
mitivni funkei k funkci f(x) = sinx na R je funkce F(z) = — cosx, nebot

(—cosx) = sinx pro kazdé = € R.

Ne ke kazdé funkci definované na intervalu I existuje primitivni funkce

na /I, lze vSak dokazat nasledujici tvrzeni.
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Veéta 31 Ke kazdé funkci f spojité na I existuje primitivni funkce na I.

Poznamenejme, ze existuji také funkce, které nejsou na I spojité, a presto

maji na [ primitivni funkci.

Zamétime-li nasi pozornost zpét na piiklad 41, zjistime, ze F(x) = —cosz
nen{ jedinou primitivn{ funkei k funkeci f(z) = sinx na R. Protoze
(—cosx+2) = sinx pro kazdé x € R, jeifunkce G(z) = — cos x+2 primitivni
funkci k funkei sin  na R. Obecné je to jakakoliv funkce ve tvaru — cos x + ¢,

kde ¢ je libovolna konstanta. Toto zjisténi lze shrnout do nasledujici véty.

Véta 32 Necht F je primitivni funkce k funkci f na I. Pak kaZdd primitivnd

funkce k f na I lze zapsat ve tvaru F(x) + ¢, kde ¢ € R je libovolné éislo.

7 veéty 32 plyne, ze primitivni funkce F' na intervalu I neni urc¢ena jedno-
znacné. Pro jednu funkci f bud neexistuje Zddné primitivni funkce, nebo jich
existuje nekoneé¢né mnoho a lisi se o redlnou konstantu c. Grafy primitivnich
funkci k funkci f na I jsou tedy ,tvaroveé stejné“ a lisi se jen posunutim ve
sméru osy y (viz obr. 47).

/

y
G,(x)=F(x)+2
Fx)
/
/ G,(x)=F(x)-4
7 ;

Obréazek 47: Grafy nékolika primitivnich funkei k funkei f.

Poznamka 32 Protoze ma kazda primitivni funkce F' na I vlastni derivaci

f, je funkce F' na I spojita.
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Poté, co jsme zavedli pojem primitivni funkce, muzeme nyni definovat
neurcity integral funkce f na intervalu I, coz je mnozina vSech primitivnich

funkci k funkei f na [.

Definice 49 Neurcitym integrdlem funkce f na intervalu I nazyvame mnozi-

nu vSech primitivnich funkei k funkci f na I, tj. mnozinu
/f(x) dz = {F(x) +c; c € R, F je primitivni{ funkce k f na I}.
Proces nalezeni neurcitého integralu se nazyva integrovdni.

Funkci f nazyvame integrovanou funkci, kratce integrandem, x oznacujeme
jako integracni promennou a dx oznacuje symbol, ktery urcuje, podle které
proménné integrujeme. Cislo ¢ nazyvame integracni konstantou.

Symbol [ pouzivany pro integral vznikl protazenim pismene S, kterym
zacind slovo suma. Souvislost mezi integralem a sumou si ukdzeme v kapitole

vénované urcitému integralu.
Poznamka 33 V dalsim textu budeme pouzivat nasledujici znacent:

/f(x) de = F(x)+c¢

/ ldx = / dzx,
1 d
/ —dr= [ ——.
f(@) f(z)
Symbol ¢ napsany na konci vzorcu pro vypocet neurcitych integralu nebo pii
jejich vypoctech bude vzdy dale znamenat integra¢ni konstantu, tj. budeme

predpokladat, ze ¢ € R.
7 definice neurcitého integralu ptimo plynou vztahy
[ = s+ ([ rwar) = s
integrovani a derivovani jsou tedy dvé vzajemné (témér) inverzni operace.
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6.2 Metody vypoctu primitivni funkce

Proces integrovani je podstatné slozitéjsi nez derivovani a ne vzdy dokazeme

neurcity integral najit. Napf. primitivni funkce k funkcim Si%, %, e~ na
jejich definiénich oborech existuji (protoze se jedna o spojité funkce), ale tyto

primitivni funkce nelze vyjadiit pomoci elementarnich funkei.

Ze znalosti derivaci zakladnich elementérnich funkei 1ze odvodit nasledujici
vztahy pro vypocet neuréitych integralu. Tyto vzorce se obvykle nazyvaji ta-

bulkové integraly.

Jadz = ax+c aeR,zeR
n+1
Jardr = T +c neN, zeR

a o 1,044»1
Ja*dx = o te

aeR\{-1}, z e RT

[idz = Inlz|+c z € R\ {0}

[etdr = e"+e¢ reR

fatdz = £ +c aceRT\ {1}, z€R
[sinzdzx —cosz+c¢ x€ER
[ cosxdx sinx + ¢ reR

118



[—de = tgz+c reR\{5+kmkelZ}

cos?

[zdz = —cotgr+c¢  xeR\{krkeZ}
fﬁdx = arctgr +c¢ r€R

f\/ﬁdx = arcsinz+c¢ x€(—1,1)

JEEdr = |f(z)| +c flz) #0

[ flaz+b)dz = iF(az+b)+c¢ acR\{0}, beR, F . prim f k f

Pii vypoctech neurcitych integralu se casto vyuziva také néasledujici tvr-
zeni, jehoz dukaz primo vyplyva ze zakladnich vlastnosti derivaci a vztahu

mezi derivaci a integralem.

Véta 33 Necht k funkcim f a g existuji primitivni funkce na I a necht
a € R. Potom funkce f + g, af maji primitioni funkce na I a plati

@ £ g@) do= [ f@rao [ o) a

/af(x)da::a/f(x)dx.

Priklad 42 Najdéte nasledujici neurcité integraly.

a) /(sinx +e*+1)dz, kde z € R.
Resent: Pro vypocet integralu pouzijeme vzorce pro integrovani zdkladnich

elementarnich funke{ a vétu o souctu:
/(sinaz+e‘c—|—1)dx:—cosm~|—ex+x—|—c, ceR.

119



b) /\/Ed:c, kde z € (0,00) .
Resent: Pro vypocet integralu pouzijeme vzorce pro integrovani zdkladnich

elementarnich funkei:

3
3 =
/\/de:/xédx:§+c: 3x +¢c, ceR.
2

c) /COS(S:I; + 3)dx, kde z € R.
Resent: Pro vypocet integralu pouzijeme mimo jiné posledni z uve-

denych vzorcu pro integrovani elementarnich funkei:
I
/COS(5$ +3)dx = R sin(bz +3) +¢, c € R.

Poznamenejme, ze tento integral lze vypocitat také pomoci substituéni

metody, které se budeme v dalsim textu vénovat.

2% +1
d) /de, kde z € R.
»?+r+5

Resent: Protoze citatel 2 4+ 1 je derivaci jmenovatele 22 + x + 5,
pouzijeme pro vypocet integralu predposledni z uvedenych vzorcu pro

integrovani elementarnich funket:

2 1
/ﬁdlen 224+ x+5|+¢ ceR

Tento integral 1ze vypocitat také pomoci substitucni metody.
e) /cotg% dz, kde z € R\ {km, k € Z}.

Resent: Ptestoze se na prvni pohled nejednd o tabulkovy integral,

ukazeme si, ze jej lze na tabulkové integraly prevést:

2 1 — i 2 1
/cotg2xdx:/C?Szzdx:/—,sénxdx:/ —5 dx—/ldx
sin” sin” x sin”

=—cotgr—x+c ceR.
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Obdobné jako u derivaci, ani u integralu neplati, ze integral soucinu je
roven soucinu integralu. Pro integrovani soucinu se casto pouziva metoda per
partes (integrovani po ¢astech), kterd je odvozena ze vzorce pro derivovani

soucinu:

(u(z) -v(2))" = () v(x) +ul@) () /]
[u@) - v(@)de = [u(z) v(z)dz+ [u(z) v (z)dz

u(z)-v(z) = [u(z) v(@)de+ [u@) v'(z)de =
Ju(z) V(@) de = u(x)-v(x)— [u'(z)-v(z)dz.

Véta 34 (Metoda per partes) Necht funkce u a v maji na intervalu I
derivace v’ av'. Existuje-li na I primitivni funkce k jedné z funkciu'-v, u-v',

existuje i k druhé z nich a plati

/@@)U@ﬁhzu@f@@%i/w@fﬂwdw

Metoda per partes se pouziva zejména v piipadech, kdy integrujeme
souc¢in dvou funkei odlisného charakteru.

Za u obvykle volime funkci, ktera se obtizné integruje, tedy napt. Inx,
arctg x, arcsinx nebo funkci, kterda se derivovanim zjednodusi, tedy napf.
polynom.

Za v’ obvykle volime funkci, kterda se naopak jednodusSe integruje, tedy
napi. sinz, cosx,e”, polynom nebo konstantu.

Pokud tedy napft. integrujeme funkci ve tvaru P(z) - sinz, P(x) - cosx
nebo P(z) - €*, kde P(x) je polynom, pak za u volime P(z), aby se ndm

derivovanim zjednodusil. Naopak, pokud integrujeme funkci ve tvaru
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P(z)-Inxz, P(z) - arctgx nebo P(x) - arcsinx, kde P(x) je polynom, pak za
v" volime P(z), protoze funkce Inx, arctgx, arcsinz se $patné integruji.

Postup, jakym se metoda per partes pouziva, si ukdzeme na nasledujicich

dvou prikladech.
Piiklad 43 Najdéte neurcity integral /x -sinxdx, kde x € R,
Resend: Pro vypocet integralu pouzijeme metodu per partes:

' u=x u =1
z-sinxdr =

v =sinx v=[sinxzdr =—cosx

:—a:-cosx—i—/cosxdx:—a:-cosx—i—sinx—{—c, ceR.

Priklad 44 Najdéte neurcity integral / Inxdx, kde z > 0.

Resent: Prestoze integrovana funkce nenf na prvni pohled ve tvaru soucinu,
je vhodné pouzit pro vypocet integralu metodu per partes; druhou funkci
v souc¢inu bude cislo 1:

u=Ilnz o =1
/lnxdxz * :x-lnm—/ldm:x-lnx—x—i—c.
V=1 v=[ldr=2x

Kromé metody per partes se pii vypoctu integralu casto pouziva také sub-
stitucéni metoda. Jeji princip spoc¢iva v tom, ze se integrovand funkce prevede

pomoci substituce na funkci, ktera se snaze integruje.

Véta 35 (1. Substituéni metoda) Necht f md primitiond funkci na in-
tervalu I a necht ¢ : J — I md derivaci v kazdém bodé intervalu J. Pak na

intervalu J plati:
[ @) daar= [ rwa,
kde t = p(x).
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Véta 36 (2. Substituéni metoda) Necht f je definovand na intervalu I,
necht ¢ : J — I md nenulovou deriaci v kazdém bodé intervalu J a necht
©(J) = I. Navic necht md funkce f(o(t)) - (t) primitiond funkci na J. Pak

na itervalu I plati:

[ t@ae= [ 5o oa

kde x = p(t).

Pouziti obou substitucnich metod si ukazeme na nasledujicich prikladech.

1 3
Priklad 45 Najdéte neurcity integrél/ dz, kde z e R\ ¢ —= ;.
22+ 3 2
Resent:
t=2x+3
1 1 1 1 1
dr = = =— [ -dt==In|t =—1In|2 :
/2x—|—3 x dt = 2dz 2/1& 2n||+c 2n|m—i—3|—i—c
de = 1dt

2

Priklad 46 Najdéte neurcity integrél /\/ 1 —z2dz, kde z € (—1,1).
Resent:
r =sint

/\/1—1’2dl’— dx = costdt —/\/1—Sin2t'COStdt—

t =arcsinz, t € (=3, %)

:/VCoszt-costdt:/|cost|-costdt.

1+cos(2t)

Protoze cost > 0 pro kazdé t € <—E £> a cos’t = 5

5 5 , muzeme ve

vypoctu (s vyuzitim posledniho vzorce pro integrovani elementéarnich funkei)

pokracovat nasledovneé:

1 2t
/|COSt‘-COStdt:/COSt'COStdt:/COSQtdt:/++S()dt:
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2 2 2 4

Nakonec je potifeba se vratit (s vyuzitim vzorce sin(2t) = 2sint - cost) k

1 1 1 1
:/—dt—i——/cos(Qt)dt:—t+—sin(2t)+c, ceR.

proménné x:

1t+1 in(2t) 4 —1t+1 2sint - cost + —1t+1 inty1 —sin?t+c =
5 4Sln Cc = 9 1 S1n COS Cc = 9 2Sln S1n C =

1 1
:§arcsinx+§$\/1—x2+c, c €R.

Poznamka 34 Substitucni metodou lze odvodit posledni dva vzorce v ,ta-

bulkovych integralech”, které si tak neni nutno pamatovat.
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Pojmy k zapamatovani:
e primitivni funkce

e neurcity integral

e metoda per partes

e substitu¢ni metody

Piiklady k procviceni: Vypocitejte neurcité integraly.

a) [R5t de b) [ e o) [eos(utm)dr d) [VBrky/dds
o) [—Ldx ) [LEBdr g) [In(z+2)dz h) [z-arctgzds

zIn® 2 z2+1

ch) [(3z* + m)coszdr 1) [z-cos(bx —1)dz j) [z-In(z—1)dx
k) f@dx ) [sinz-costzdr m) [z-e 3 +ldy

n) [z*- e dz o) [sinz - \/cosz dx

Vysledky piikladi k procviceni:

a) Inf3z+x+1] b)) ie*t  ¢) tsin(bz+m) d) %‘a’\/ﬁ—l— 2v/3\/x

e) —5nr; ) z+2arctgr  g) -In(z+2)—z+2In|z+2| h) (002%#

ch) (32 4 m)-sinz+6z-cosz—6sinz i) x-sin(5z—1)+ 5= cos(5z —1)
,]) 22In(z—1) z2 z Inlz—1] k) (3+Inx)° 1) _costz

2 T4 27 T2 5 4

1,-3z2+1
m) — e

0) — 2vcos®x
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7 Urcity integral

V predchozi kapitole jsme se seznamili s neurcitym integralem, ktery dané
funkei prifazoval mnozinu (primitivnich) funkci. V této kapitole se budeme
vénovat integralu urcitému, ktery dané funkei ptirazuje ¢islo. Toto ¢islo v prak-
tickych aplikacich vyjadiuje napi. velikost obsahu rovinného obrazce, délku
ktivky nebo objem rota¢niho télesa.

Uvazujme funkci f, kterd je omezena na uzavieném a omezeném
intervalu (a, b), a pokusme se urcit obsah P plochy vymezené grafem funkce
f, ptimkami = = a, x = b a osou x. Pro jednoduchost predpokladejme, ze je
funkce f na (a,b) nezaporna.

Obsah muzeme vypocitat mnoha zpusoby, zalezi na vlastnostech konkrétni
funkce. V mnoha piipadech je to vSak velmi tézké ¢i dokonce nemozné. My
zde pouzijeme Riemannuv piistup, ktery je zalozen na tom, ze lze snadno
spocitat obsah obdélnika. Pii vypoctu obsahu budeme tedy aproximovat

uvazovanou plochu pomoci obdélniku (viz obrézek).

Z obrazku je patrné, ze pokud bychom obdélniky zuzovali (a zvétsovali
tak jejich pocet), byla by chyba aproximace stale mensi. Pokud tedy budeme
uvazovat stdle uzsi a uzsi obdélniky, budou se pii ,hezké“ funkci soucty
obsahu obdélniku blizit ke skutecnému obsahu dané plochy. Tento postup

selze, pokud se pri zuzovani obdélniku nebudou zmensovat chyby aproximace,
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coz ale nastava jen u velmi ,nerozumné se chovajicich®“ funkci. S takovymi se
vSak v praxi témer nesetkdvame. Napiiklad pro spojité funkce tento postup
probéhne vzdy bez problému.

Pokud se nam podafi vySe popsanym zpusobem obsah P vypocitat, bu-
deme vypoctenému éislu (obsahu) fikat urcity integrdl funkce f na intervalu

(a,b).

Predtim, nez budeme samotny pojem urcity integrél definovat presnéji,
je nutné zavést nékolik pojmu a znacCeni. Prvnim z nich je déleni intervalu

(a,b).

Definice 50 Délenim uzavieného intervalu (a,b) nazyvame jakoukoli konec-
nou mnozinu boda D = {zg,z1,...,x,} lezicich v intervalu (a,b) takovou,
ea=290<x1<...<xp1 <z, =0>0 Body xg,21,...,2, se nazgyvaji délici

body intervalu (a,b); interval (x; 1, z;) se nazyva i-ty délici interval a
v(D)=max{x; —z; 1i=1,...,n}
nazyvame normou deleni D.

Na kazdém intervalu (a,b) existuje nekoneéné mnoho ruznych déleni;

mnozinu vSech déleni intervalu (a, b) oznacime jako D((a,b)).

Pti vypoctu obsahu dané plochy (tj. pfi konstrukci urcitého integralu)
muzeme postupovat tak, ze hledany obsah aproximujeme pomoci obsahu

obdélniku, jejich zakladny jsou dany délenim intervalu.

Definice 51 Necht D = {zg,...,2,} € D({(a,b)). Pak kazdou konecnou

mnozinu V = {cy, ..., ¢, }, kde
ri1<¢ <x; provSsechnai=1,...,n
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nazyvame vybérem reprezentantiu z délicich intervalu pri déleni D; strucné:

vybér pii D.

Definice 52 Bud f omezend na intervalu (a,b), D = {xy, ..., z,} € D({a,b)),

V ={c1,..., ¢} je vybér pii D. Cislo

i(f, D, V) =" flew)(wn — wx)

nazyvame Riemannovym integralnim souctem funkce f pri déleni D a vybéru

V.

Pomoci Riemannova integralniho souctu tedy vypocitame soucet obsahu obdél-
niku, jejichz zékladny jsou intervaly (xg, 1), (z1,22) ..., {(Xn_1,T,) ajejichz

vysky jsou f(cr), flca), .. flen)-

Definice 53 Necht {D, }°°, je posloupnost déleni intervalu (a,b). Tuto po-
sloupnost nazyvame nulovou, jestlize

lim v(D,) = 0.

n—00

U vétsiny funkei plati, ze pti pridavani délicich bodu se integralni soucty
"zptesnuji”’a priblizuji se hledanému obsahu plochy. V piipadé, ze tomu tak
je, fikame, ze je funkce Riemannovsky integrovatelna na daném intervalu.
Limita integralnich souctu je v tomto piipadé rovna obsahu plochy a jeji

hodnotu nazveme Riemannovym ur¢itym integralem.

Definice 54 Necht f je omezend funkce na (a,b). Jestlize pro libovonou
nulovou posloupnost {D,, }°° | déleni intervalu (a, b) a libovolnou posloupnost

vybéru {V,,}>, plati, ze

lim i(f, Dy, V,) = 1,

n—oo
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kde I € R, pak fikdme, ze funkce f je Riemannovsky integrovatelnd na (a, b)

a klademe

/abf(x)dle.

/a " Ha) da

nazyvame Riemannovym urcitym integralem.

Cislo

Fakt, ze je funkce f Riemannovsky integrovatelnd na (a,b), znacime f €

R({a,b)).

Definice 55 Cislo a v urcitém integralu nazyvame dolni mez, ¢islo b horni

mez a interval (a, b) integracni obor.

Prestoze je zapis neurcitého a urcitého integralu dost podobny (u urcitého
integralu jsou pouze pridany integracni meze), tyto dva pojmy se zasadné lisi.
Neurcity integrédl je mnozina primitivnich funkci, zatimco urc¢ity integral je
¢islo. Jaky je mezi neurcitym a ur¢itym integralem vztah si ukdzeme dale ve

véte 44.

Poznamka 35 Ne vsechny funkce jsou Riemannovsky integrovatelna. Napft.

Dirichletova funkce definovana na intervalu (0, 1) pfredpisem

1, pro raciondlnf z € (0, 1),
x(x) = o
0, pro iraciondlni z € (0,1).

Riemannovsky integrovatelnd neni.
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7.1 Podminky integrovatelnosti

V této kapitole se budeme zabyvat podminkami, za kterych je funkce Rie-

mannovsky integrovatelnd na (a, b).
Véta 37 Necht f je monotonni na intervalu (a,b). Pak f € R({a,b)).
Véta 38 Necht f je spojitd na intervalu {(a,b). Pak f € R({a,b)).

Ve vétach 37 a 38 nemusime predpokladat, ze je f omezend, protoze kazda
funkce, ktera je monotonni na uzavieném intervalu (a,b), je na tomto inter-
valu omezend (¢isly f(a) a f(b)). Rovnéz kazda funkce spojitd na uzavieném

intervalu (a, b) je na tomto intervalu omezena.

7.2 Vlastnosti urcitého integralu

Nyni si uvedeme zakladni vlastnosti urcitého integralu. Nejprve se budeme
zabyvat tim, jak je hodnota urcitého integralu ovlivnéna integrovanou funkei,

a poté tim, jak ji ovliviiuje integracni obor.

7.2.1 Vlastnosti urcitého integralu v zavislosti na integrované fun-

kci

V této césti se budeme zabyvat tim, jaké vlastnosti plati pro soucet, soucin

a podil Riemannovsky integrovatelnych funkci.

Pro soucet funkci a pro nasobeni konstantou plati u urcitého integralu
obdobné vlastnosti jako u integralu neurcitého. Tyto vlastnosti jsou uvedeny
v nasledujicich dvou vétach, jejichz tvrzeni lze zkombinovat a rozsitit na

koneény pocet sCitancu.
Véta 39 Necht f,g € R({a,b)). Potom také f + g € R({a,b)) a plati
b b b
/ (f(z) + g(z))dx :/ f(z) dx+/ g(z) d.
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Véta 40 Necht f € R({a,b)), c € R. Potom cf € R({a,b)) a plati

/abcf(x) dz = c/abf(w) dz.

Bohuzel, stejné jako u neurcitého integralu, neexistuje pro soucin zadny
jednoduchy vztah, kterym bychom mohli vypocitat integral fab f(z)-g(z)dx
pomoci fab f(x)dx a f;g(az) dz.

Véta 41 Necht f,g € R({(a,b)). Potom f -g € R({a,b)).

7.2.2 Vlastnosti urcitého integralu v zavislosti na integraénim

oboru

Poté, co jsme si ukéazali zakladni vlastnosti urc¢itého integralu zavisejici na
integrované funkci, se budeme zabyvat tim, jak zavisi urcity integral na inte-
gracnim oboru. Zejména v ptipadech, kdy je funkce f definovana na intervalu
(a,b) po ¢astech pomoci ruznych funkénich predpisu, je uzitetnd nésledujic

veta.

Véta 42 Necht a,b,c € R, a < ¢ < b, necht f € R({a,¢)) a f € R({c,b)).
Potom f € R({a,b)) a plati

/abf(az) dz = /acf(:c) dx+/cbf(:v)dm.

Vyse popsand vlastnost se obvykle nazyva jako aditivita vzhledem k inte-
gracnimu oboru a my ji dale s vyhodou vyuzijeme pii vypoctech obsahu kom-
plikovanéjsich ploch. Tvrzeni véty 42 lze navic rozsitit na libovolny koneény

pocet bodu ¢;, tj. plati, ze

/abf(x)dx:/;lf(x)dx+/cj2f(x)dx+...—|—/cjf(x)dx,

kdeneNaa<e...<c¢, <b.
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V nasledujici vété je ukdzano, ze zmensenim integracniho oboru se vlast-

nost ,,byt Riemannovsky integrovatelnd® zachovava.

Véta 43 Necht f € R((a,b)) a (c,d) C {a,b). Potom f € R({(c,d)).

Dosud jsme vzdy predpokladali, ze dolni mez a je mensi nez horni mez b.
Jak je urcity integral definovan v ostatnich pripadech si uvedeme v nasledujici

definici.

Definice 56 (Doplnéni definice uréitého integralu) Necht f je omezend

na uzavieném, omezeném intervalu s krajnimi body a a b.

o Jellia < baf e R((ab)), pak fff(x) dz je definovan ve smyslu
definice 54.

e Je-li a = b, pak definujeme

/aaf(;v)dx:().

e Jellib<aafeR((ba)), pak definujeme

/abf(a:)dx: —/baf(:zr)d:v.

7.3 Vypocet urcitého integralu

V predchozich kapitolach jsme se zabyvali definici ur¢itého integralu a jeho
vlastnostmi. Nyni si ukazeme, jak lze urcity integral vypocitat podstatné
snadnéji nez pomoci definice.

Klicovou roli pti vypoctu urcitého integralu hraje nasledujici véta, ktera

nam udava vztah mezi neurcitym a urcitym integralem.
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Véta 44 (Newton—Leibniztv vzorec) Necht f € R({(a,b)) a necht eris-
tuje primitiond funkce F k funkci f na {(a,b). Potom plati
b
| #a)de =P - Fla) @
Poznamka 36 Prorozdil F(b)—F(a) v Newton—Leibnizové vzorci se pouziva
oznaceni [ F(z) ]Z, takze vzorec (4) obvykle zapisujeme jako
’ b
/ flx)dx = [F(x)]a

Poznamka 37 Funkce F' v Newton—Leibnizové vzorci je libovolnd primitioni
funkce k funkci f na {(a,b), protoze pokud bychom misto ni uvaZovali primi-

tind funkci F(x) + ¢, kde ¢ € R, dostali bychom stejny vysledek:
b
/ f(@)de = [F(z) + ]’ = F(b) + ¢ — (F(a) + ) = F(b) — F(a).
Priklad 47 Vypocitejte urcity integral fow sinz dx.

Resent:

/ sinx dx = [—cosx]g = —cosm— (—cos0)=1+1=2.
0

Kromé Newton—Leibnizova vzorce se pri vypocCtech urc¢itych integralu
vyuziva metoda per partes a substitucni metoda.

Véta 45 (Metoda per partes) Necht funkce u a v maji derivace na in-

tervalu (a,b) a necht u',v' € R({a,b)). Potom

/abu(:c) (z)de = [u(z) '”(9‘;)]2 J_/abu/(»’lf) o(2) dz.

[

-~

u(b)-v(b)—u(a)v(a)
Priklad 48 Vypocitejte urcity integral f; x - sinx de.
Resent:
™ u=z u =1

z-sinxdr = —
! __ : _ 3 —
v/ =sinx v= [sinxdr =—cosx

o
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2 us 2

= [—x~cosx}: —i—/wcosxdx— [—x-cosxﬂ—l— [Sinx] =

w
INERE|

s s . LT
:—7T-COS7T+§'COS§+SID7T—SIH—:71'—1.

Véta 46 (Substituéni metoda) Necht md funkce t = () spojitou deri-

vaci na {a,b) a necht f je spojitd na oboru hodnot H, funkce p. Potom
b / o(b)
t/‘f(wtw)-w(x)dxzzl/}) £(t) de.
a ola

Pti pouziti substituéni metody u urcitého integralu mame dvé moznosti

vypoctu:

a) Rovnou vypocitame urcity integral, pricemz pii zméné proménné (tj.
pfi substituci) musime upravit i integra¢ni meze. V tomto ptipadé se

nemusime vracet k puvodni proménné x.

b) Napied urc¢ime primitivni funkei, vratime se k puvodni proménné x a

pak dosadime do Newton—Leibnizova vzorce.

Piiklad 49 Vypocitejte urcity integral fol z (22 +1)° da.

Resent: Vypotcitdme urcity integral obéma vyse popsanymi postupy:

a) Rovnou vypocitame urc¢ity integral:

t=a"+1
1 dt =2z dx 1 [2
/:v(a:2+1)3dx: :—/ 2 dt =
0 %dt:xdx 2 )1
r=0=>t=1, z=1=1t=2




b) Nejprve najdeme primitivni funkei:

t=2%4+1
/I($2+1)3 dr = | dt = 2z dz =
%dt:xdx

1 11 s
=— [ Bdt==-—==(22+1)".
2/ s =gt

Nalezenou primitivni funkci dosadime do Newton-Leibnizova vzorce:

/le(x2+1)3dx: E(x2+1)4]1:%(16—1):1§5.

0

7.4 Geometrické aplikace urcitého integralu

Poté, co jsme si ukazali, jak lze ur¢ity integral vypocitat, se budeme zabyvat
jeho geometrickymi aplikacemi. Prvni z nich se bude tykat (jiz zminéného)
vypoctu obsahu rovinného tutvaru. Kromé néj si ukazeme, ze lze pomoci
urcitého integralu vypocitat také délku krivky, objem rotacniho télesa nebo

obsah plasté rotacni plochy.

7.4.1 Obsah utvaru v roviné

Méjme dvé funkce f a g integrovatelné na intervalu (a, b) a necht f(x) > g(x)
pro kazdé = € (a,b). Obsah plochy vymezené grafy funkci f, g a primkami
xr =a a x = b lze poté spocitat nasledujicim zpusobem:

y
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Plocha mezi f a g = Plocha pod f — Plocha pod ¢

[Gw-swyar = [rwa [ owa

Priklad 50 Vypocitejte obsah plochy vymezené grafy funkei f(x) = 2 — 22
ag(xr) =z

Resend: Nejprve najdeme pruseciky funkei f a g:
f@)=gx) = 2—2>=2 = 22 +2-2=0 = 0,=—2, 5= 1.

Protoze f(—2) = g(—2) = =2 a f(1) = g(1) = 1, protinaji se grafy funkei f
a g v bodech [—2,—2] a [1,1].

Naintervalu (=2, 1) je f(x) > g(x), a proto muzeme dany obsah vypocitat
pomoci ur¢itého integralu fiQ(f(x) —g(x)) dz.

/_1(f(x)—g(x))dx:/l (2—2%—2) do = {Qx_ﬂf_?’_w_?;:

2 —2

Obsah plochy vymezené grafy funkei f(z) =2 — 2% a g(x) = z je tedy roven

y=x
2 / |

! 1 X

' y=2-x’

Obrazek 48: Obsah plochy vymezené grafy funkei f(z) =2 — 2% a g(z) = =.

9
5
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jejichz plochu umime uréit pomoci vyse uvedeného principu (viz napt. obr.

49).

Obrézek 49: P = [ (f(z) — g(x))dz + [P(g(z) — f(x))dz + [0 (f(z) —
g(x))dx.

Priklad 51 Vypocitejte obsah plochy vymezené grafem funkce f(z) = 2%+
222 — 3z a osou z.
Resent:

Abychom hledany obsah vypocitali, musime nejprve najit pruseciky funkce

f s osou z. Protoze
flx) =2 +22" -3z = 2(z + 3)(z — 1),

protind graf funkce f osu x ve tfech bodech [—3,0], [0,0] a [1, 0].
Na intervalu (—3,0) je f(z) > 0, zatimco na intervalu (0, 1) je f(z) < 0.

Proto muzeme dany obsah vypocitat jako soucet dvou urcitych integrala

/ (fl) —0)de 4 / {0 Fa) de.

[ @ =0+ [0 sanar=

0 1
:/ (:L'3+21:2—3x) dx+/ (—x3—2x2+3x) dx =
0
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23 3227° 7 208 32210 81+54+27 1 2 3
, 4 3 2 |, 4 "3 "2 4 32

Obsah plochy vymezené grafem funkce f(x) = 2%+ 22* — 3x a osou x je tedy

roven % .

-3

/ 0 1

Obrézek 50: Obsah plochy vymezené grafem funkce f(z) = z° + 222 — 3z a

=V

osou I.

7.4.2 Délka krivky

Uvazujme funkci f, kterd ma na intervalu (a,b) spojitou derivaci. Délku
kiivky, kterd je casti grafu funkce f na intervalu (a,b), vypocitdme podle

nasledujiciho vzorce:
y

l:/ V14 (f'(x))?da.

7.4.3 Objem rotac¢niho télesa

Uvazujme rovinny utvar omezeny grafem nezaporné, spojité funkce f na

intervalu (a,b) a osou x. Rotaci tohoto ttvaru kolem osy x vznikne rotaéni
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téleso, jehoz objem je déan vztahem
N\

/ V:ﬂ/bfz(a:)dx.

(oL
\a a b x

Pti rotaci kolem osy y je objem vzniklého rotac¢niho télesa dan vztahem

V:27T/bx-f(x)dx.

Priklad 52 Vypoctéte objem koule o poloméru 2 cm.
Resent: Kouli o poloméru 2 cm ziskdme rotaci horniho pulkruhu se stredem v
pocatku a polomérem 2 cm kolem osy x. Tento horni pulkruh je rovinny ttvar
vymezeny shora grafem horni pulkruznice, tj. grafem funkce 22 +v? = 4, kde
y > 0 a zdola osou z.

Ze vztahtt 22 + y? = 4, y > 0 plyne, ze y = V4 — 22, kde z € (-2,2), a
proto hledany objem vypocitdme nasledovneé:

2

1/:7r/2 (m>2dx:7r/ (4 —2?) dxzw{élx—x—}::

—2 -2

2
:7T<8—§+8—§>:%7rcm2.

Ziskany vysledek koresponduje se vzorcem V = 1

s pro vypocet objemu

koule o poloméru 7.

7.4.4 Obsah rotac¢ni plochy

Uvazujme funkci f, kterd ma na intervalu (a,b) spojitou derivaci. Rotaci
grafu funkce f na (a,b) kolem osy x vznikne rota¢ni plocha, jejiz povrch je

dan vztahem
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| T s—u [ e VIF TR
(M : ! a
\,1 a b x

Pti rotaci kolem osy y je povrch vzniklé rotaéni plochy dan vztahem

b
5’:27r/ z -1+ (f'(x))?de.

Piiklad 53 Vypoctéte obsah rotaéni plochy vzniklé rotaci piimky f(x) = 2z
na intervalu (2, 5) kolem osy z.
Resent: Protoze f'(x) = 2, vypoéitdame dany obsah takto:

295

5 5
S—Qﬂ/ 2$'\/1+22da:—4\/57r/ xdx—4\/57r{‘%} —
2 2

2

— 4\/57 (% - 2) — 42/57.

Obsah dané rotaéni plochy je tedy roven 42v/57.
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Pojmy k zapamatovani:

déleni intervalu

vybér reprezentantu

Riemannuv integralni soucet

Riemannuv urcity integrél

dolni a horni mez, integracni obor

Piiklady k procviceni:

1. Vypocitejte nasledujici urcité integraly.

1 s
a) [(z—1)-sinzdz b) [z-vV1—-22dz ¢) [a? coszdx
0 0

us

2
2
d) [e?.coszdr e)

T —

—

2
sinzde f) [fgdr g) [a?e2dx
0 0

ENE]

2 T

5
h) [2R2dy  ch) [Zde i) [=2Z_dg
0 0

) x 14z 544 cosx

2 3 e
i) [Bx+2)-lnzdr k) [-dz 1) [Inzdz
1 1

z-lnx

g
m) [sin’z-coszdx
0
2. Vypocitejte obsah plochy ohranicené kiivkami.
a)y:H%,y:x2 b)y=Inz, =3 2=ecaosoux
y=+vr,y=% dy=tgr,r=Taosouzr e)y=r,y==1
fly=e", 2 =0, =1In2aosoux g)y = cos’x, y = cosw, T =

071':5 h)y:er7y:e_m’x:1 ch)y:—x2+6xaosoux

Vysledky piikladi k procviceni:
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a)m  b)s ¢ —2m
g) —2£ 416 h) In*5

)L.mm9  j)10-m2— 1

)0 e —3+7

ch) arctg4
k) In(In3)

2

d) —In <ﬁ
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8 Nevlastni integraly

Nevlastni integraly funkce jedné proménné jsou zobecnénim Riemannova
urcitého integralu. V piipadé Riemannova integralu pozadujeme, aby funkce
iinterval, na kterém integrujeme, byly omezené. V praxi vsak potiebujeme
pocitat i takové integraly, kde bud funkce nebo interval omezené nejsou, co

vede na tzv. nevlastni integral.

Integral ff f(x)dx se nazyva nevlastni v nasledujicich pripadech:

e Je-li (a,b) neomezeny, tj. alespon jeden krajni bod tohoto intervalu je
nevlastni ¢islo

..... nevlastni integral vlivem meze

e Je-li funkce f na (a,b) neomezena

..... nevlastni integral vlivem funkce

Body, které zpusobuji "nevlastnost” urcitych integralu se nazyvaji singularni

body integrace.

Definice 57 Rekneme, ze bod ¢ € R*, kde a < ¢ < b, je singuldrnim
bodem integrace funkce f ma intervalu (a,b), je-li bud ¢ = oo nebo

¢ = —oo nebo je-li funkce f na kazdém okoli bodu ¢ neomezena.

Priklad 54 Najdéte singuldarni body integrace funkce f(z) = ﬁ na inter-
valu (—o00, 00).
Resent: Singuarnimi body jsou —oo,00 a také body —2 a 2, v nichZ nenf

funkce f definovana a na jejichz okoli neni omezena.

Nevlastni integraly definujeme jako limity uréitych integralu s proménnou
mez{ (horni nebo dolni). Existuje-li pfislusnd vlastni limita, fikdme, ze ne-

vlastni integrdl konverguje (existuje), v opaéném piipadé fikdme, ze diverguge.
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8.1 Nevlastni integraly vlivem meze

Nejprve se budeme zabyvat nevlastnimi integraly, u nichz je funkce omezena,

ale neomezeny je integracni obor.

Definice 58 Necht je funkce f definovand na {a,o0) a necht pro kazdé t €

(a,00) existuje integral f(f f(z)dx. Jestlize existuje vlastni limita
t
lim / F(@)da, (5)
t—oo /.

pak fkdme, ze nevlastnd integrdl [ f(x)dz konverguje (existuje). Existuje-

li tento nevlastni integral, pak ho definujeme vztahem

/aoo f(z)dx = tlg(r)lo /atf(:zs)dx.

Je-1i limita (5) nevlastni nebo neexistuje, fikdme, ze nevlastni integrdal di-

verguje.

-

f(x)

> X

Obrézek 51: [ f(x) dx

Definice 59 Necht je funkce f definovand na (—oo,b) a necht pro kazdé

t € (—o0,b) existuje integral ftb f(z)dz. Jestlize existuje vlastni limita

t——o0

b
lim /t F(@)da, (6)
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pak fikdme, ze nevlastni integrdl ffoo f(z)dz konverguje (existuje). Existuje-

li tento nevlastni integral, pak ho definujeme vztahem

/_boo f(z)dx = tgr_noo /tbf(x)dx.

Je-li limita (6) nevlastni nebo neexistuje, fikdme, ze nevlastni integrdl di-

verguje.

=

f(x)

Obréazek 52: f_boo f(x)dx

Definice 60 Necht je funkce f definovand na (—oo,00) a necht konverguji

oba nevlastni integraly

/_ OO f@)dr  a / " F(w)ds, (7)

kde ¢ € R. Pak tikame, ze nevlastni integrdl ffooo f(z)dzr konverguje (exis-

tuje) a definujeme ho vztahem

/_Z f(z)dz = /_; flx)dz + /coo f(x)de, ceR.

Diverguje-li aspon jeden z integrélu v (7), pak fikdme, ze nevlastni integrdl

[ f(z)dz diverguje.
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Obrézek 53: (7 f(x)dx

8.2 Nevlastni integraly vlivem funkce

V této podkapitole se zaméiime na situaci, kdy je integra¢ni obor omezeny

interval, ale neomezena je integrovana funkce.

Definice 61 Necht je funkce f definovand na omezeném intervalu (a,b) a
neni omezena na zddném levém okoli bodu b, pficemz pro kazdé t € (a,b)
existuje integral fj f(z)dz. Jestlize existuje vlastni limita

lim / . (8)

t—b—

pak fikdme, ze nevlastni integradl fab f(z)dz konverguje (existuje). Existuje-

li nevlastni integral, pak ho definujeme vztahem

b t
/ f(z)dz = lim [ f(z)dz.

t—=b" J,
Je-li limita (8) nevlastni nebo neexistuje, fikdme, ze nevlastni integrdl di-

verguje.
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f(x)

Obrazek 54: fab f(x)dx pro funkci f, kterd neni omezend na zadném levém

okoli bodu b

Definice 62 Necht je funkce f definovand na omezeném intervalu (a, b), nenf
omezen4 na zadném pravém okoli bodu a a necht pro kazdé t € (a, b) existuje

integral ftb f(x)dzx. Jestlize existuje vlastni limita

lim /t " Ha)d, (9)

t—a™t

pak fikdme, ze nevlastni integrdl fab f(z)dz konverguje (existuje). Existuje-

li nevlastni integrél, pak ho definujeme vztahem

b b
/ f(z)dz = lim (x)dx.

t—sat t

Je-1i limita (9) nevlastni nebo neexistuje, fikdme, ze nevlastni integrdl di-

verguje.
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f(x)

Obréazek 55: f; f(z)dz pro funkci f, kterd neni omezend na zadném pravém

okoli bodu a

Definice 63 Necht je funkce f definovand na (a, c) U (c, b), nenf omezen4 na

7z4dném okoli bodu ¢ a necht konverguji oba nevlastni integraly
c b
/ F(a)dz . / f(w)de. (10)

Pak fikdme, ze nevlastni integrdl ff f(z)dz konverguje (existuje) a defi-

nujeme ho vztahem

/abf(x)dx - /acf(x)dx+ /be(x)dx.

Diverguje-li alespon jeden z integralu v (10), pak fikdme, ze nevlastni integrdl

f; f(x)dz diverguje.
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f(x)

> X

Obrazek 56: fab f(z)dx pro funkci f, kterd neni omezend na zadném okoli

bodu ¢ € (a,b)

8.3 Vypocet nevlastnich integrala

Jestlize zname primitivni funkci F' k funkci f na uzavieném intervalu ne-
e (s . . . b
obsahujicim singularni body integrace, muzeme nevlastni integral fa f(z)dx

pocitat pomoci modifikovaného Newton-Leibnizova vzorce.

8.3.1 Nevlastni integraly vlivem meze

/:O f(x)dz = lim (/atf(a:) dx) = lim ([F(2)]}) = lim (F(t) — F(a))

t—o00

[ =t ([ ) = s (19GIE) = i (70) - F)

/Zf(:v)dx:/c f(a:)dx+/oof(m)dx:

:lim/f dq:+hm/f
t——00

= (F(e) = tim_F(1)) + (Jim F(u) ~ F(c)) = lim F(u) — lim_F(1

t——o00 U—00 U—00 t——o0
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Priklad 55 Vypocitejte [~ % du.
Resent: .
>~ 1 t 1
/ — dr = lim — dr = lim {——} =
1 X t—o0 1 €T t—o00 T 1

= lim (—1—(—1)) =0+1=1.

t
Piiklad 56 Vypocitejte fi] L dx.

oo 1+x2

Resent:

0 1 0 1 .
/_oo 1+ a2 dr = tkr—noo . 1+ 22 dx = tgr—noo arctg 2], =

. T T
= th_noo (arctg 0 — arctgt) = 0 — (—5) =5

Priklad 57 Vypocitejte [*° 5 da.

1+z2
Resent:
> 1 S | ]
de = d dr =
/Ool+a:2 v /001+I2 x+/0 1+22 %
0 u
IRT . T 0 . u
A ), et ) e e = A et aly Jim farcte =

= lim (arctg0 — arctgt)+ lim (arctgu — arctg0) = 0— (—z> +Z 0=r.
t——o0 U—»00 2 2

8.3.2 Nevlastni integraly vlivem funkce

Necht f neni omezend na Zaddném levém okoli bodu b:
b t
[ 1@ =lim [ p@de= Jim ((F@L) = m (P - F)
Necht f neni omezené na zaddném pravém okoli bodu a:
b b
[ t@de = tim [ f@)ds = tim (PG = lim (FO) = F()
Necht f nenf omezend na zddném okoli bodu ¢ € (a, b):
b

/abf(x)d:c:/acf(a:)dx+/cbf(x)d:c: lim tf(a:)dx—i— lim, f(x)dx =

t—c— a U—c u

= (lim F(t) = F(a)) + (F() - lim F(u))

t—c— u—ct
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Priklad 58 Vypocitejte fol < du.

Resent: Singuldrnim bodem integrace je bod 0.

1 ‘ 1 ' X
—dx = lim —dz = lim [Inz|, =
0

x t—=0t J, I t—0+

= lim (Inl1—1Int) =0— (—o0) = .

t—0+

Nevlastni integral fol % dx tedy diverguje.

Priklad 59 Vypocitejte ff ﬁdm.

Resent: Singuldrnim bodem integrace je bod 2

2 !
/ dxr = lim dr = lim [In]z —2[]; =
1

Tr— 2 t—27 Jq r—2 t—2—

= lim (In|t —2|—Inl) = =00 — 0 = —oc.

t—2—

Nevlastni integral f1 — dx tedy také diverguje.

Piiklad 60 Vypocitejte f_ll % du.
Resent: Singuldrnim bodem integrace je bod 0, proto je nutné rozdélit in-
tegral na soucet dvou:

t |
—dx— —dx—l— —daz—hm —dx + lim —dz =
11;2 11.2 2

e A u—0t f, x?
1
1 . 1
= lim |—— + lim [——| =
t—0— r]_q u—07f T,

. 1 . 1
= lim (———1) + lim (—1— (——)> =—-2—004+ 0
t—0— t u—0t u

Nevlastni integral fjl I—IQ dx tedy také diverguje. Pokud bychom si spravné
neuvédomili, ze se jednd o nevlastni integral a pocitali pomoci vzorcu pro
urcity integral pouze dosazenim mezi, dostali bychom se k nésledujicimu

Spatnému vysledku:



8.4 Zobecnéni

Uvazujme funkei f a interval (a, b) s vice singuldrnimi body integrace. Rozdélme
interval (a,b) pomoci bodi a = ¢y < ¢ < ca < -+ < o1 < ¢, = b
tak, aby kazdy z intervalu (¢;_1, ¢;) obsahoval jen jeden singuldrni bod inte-

grace. Rikdme, 7ze nevlastn{ integrél f(f f(z) dx konverguje, jestlize konver-

/Ci f(z)dx i1=1,...n.

7

guji vSechny integrély

V tomto piipadé definujeme

/abf(x) dx = zn;/ f(z)dw

Jestlize alespon jeden z integrélu (I;) diverguje, pak fikdme, Ze nevlastni

integral fabf(:c) dz diverguje.

8.5 Geometricka interpretace nevlastnich integrali

Je-li funkce f nezdpornd na intervalu (a, b), muzeme nevlastni integral (pokud
konverguje) chapat jako obsah prislusného neomezeného rovinného obrazce
M, kde

M = {(x,y) €R*x € (a,0),0<y < f(x)}

Priklad 61 Vypocitejte obsah plochy

1
M ={(z,y) e R*z € (2,00),0 <y < E}

Resent:

> 1 b
S:/ —4dm—hm —4d:L‘—hm[ }
9 X t=oo Jo T t—oo | 313

N e B 1
T e \3B3 3.93) T 204 ) 24

Plocha ma tedy obsah

24]
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Pojmy k zapamatovani:
e singularni bod integrace
e nevlastni integral vlivem meze

e nevlastni integral vlivem funkce

Priklady k procviceni:

1. Vypocitejte nasledujici nevlastni integraly, pokud konverguji.
1 6 0o

a)f\%dx b)f\%dx ¢) [Lda d) fﬁdx
0 1 1 2
2. Vypocitejte obsah plochy.

A)0<y<e®, >0, b0<y<k a>1

Vysledky piiklada k procviceni:
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