5 VySetrovani prubéhu funkce

Pfi vysetfovani prubéhu funkce se snazime z jejiho funkéniho predpisu zjistit
zakladni vlastnosti zkoumané funkce, a poté nacrtnout jeji graf. V prvé radeée
hleddme defini¢ni obor dané funkce a také zjistujeme, neni-li ndhodou tato
funkce lichd, suda, popr. periodicka. Dulezitou soucésti vysetrovani prubéhu
funkce je nalezeni intervalii, na nichz je funkce rostouci, klesajici, konvexni a
konkavni. Pro znazornéni grafu funkce je rovnéz uzitecné védeét, ma-li zkou-
mana funkce lokédlni extrémy a asymptoty.

S nékterymi z vyse uvedenych pojmu a vlastnosti jsme se jiz seznamili

v predchozich kapitolach; ostatni budou zavedeny v této kapitole.

5.1 Monotonie

V kapitole zabyvajici se zédkladnimi vlastnostmi funkei jsme se seznamili s
monotonnimi (tj. neklesajicimi a nerostoucimi) a ryze monotonnimi (tj. kle-
sajicimi a rostoucimi) funkcemi. Nyni si ukazeme, jak lze s vyuzitim derivaci
monotonii vySetfovat snadnéji nez ovérovanim platnosti podminek z definice

8.

Véta 23 Necht md funkce f derivaci na otevreném intervalu I = (a,b).

Potom plat?
a) je-li f'(x) > 0 pro kazdé x € I, pak je f rostouci na intervalu I,

b) je-li f'(x) <0 pro kazdé x € I, pak je f klesajici na intervalu I.

Piiklad 36 Najdéte intervaly, na nichz je funkce f(z) = z* - €® ryze mo-

noténni.
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Resent: Definiénim oborem funkce f je mnozina vsech redlnych éisel, tj.
D; = R. Abychom nalezli intervaly, na nichz je dand funkce ryze monoténni,

vypocitame jeji prvni derivaci a urcime jeji definiéni obor:
fllx) =42 " +2* e =2 ¢" - (4d+2), Dp =R.
Nyni najdeme body, v nichz je derivace rovna 0, tj. fesSime rovnici
a® e’ (4+2) =0.

Tato rovnice ma dvé feSeni, x = —4 a z = 0, kterd rozdéli defini¢ni obor
derivace na tii intervaly (—oo,—4), (—4,0) a (0,00). Protoze je f’ spojita
na R, muzeme postupovat dédle nasledovné. Z kazdého z intervalu vybereme
jeden bod a pomoci néj uréime, jaké znaménko maé derivace f’ na tomto
intervalu. Z prvniho intervalu vybereme napt. bod —5, ze druhého bod —1 a

ze tretiho bod 1. Protoze

Fe8) =12 >0, f(-1)=-2 <0, f(1)=5¢>0,
je f" kladnd na intervalech (—oo, —4), (0,00) a zédpornd na intervalu (—4,0).
Podle véty 23 je tedy funkce f rostouci na (—oo, —4), (0,00) a klesajici na
(—4,0).
Pokud napf. nemame k dispozici kalkulacku nebo pokud by byl funkéni
predpis pro f’ komplikovanéjsi, neni potieba pocitat funkéni hodnoty ve vy-
branych bodech, ale staci, kdyz uréime znaménka f’ na jednotlivych interva-

lech:

e + + +

xj - _ +
X . + o

/' + - +
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Obréazek 30: Graf funkce f(z) = a* - e”.

Poznamka 29 Tvrzeni a), b) ve vété 23 jsou ve tvaru implikace a opacéné
implikace obecné neplati. Tj. neplati, ze je-li funkce f na I rostouci, pak musi
byt f'(x) > 0 pro kazdé x € I. Napf. funkce f(x) = 2® je rostouci na celé

realné ose, ale v bodé x = 0 nem4 derivaci kladnou, ale nulovou.

5.2 Lokalni extrémy funkce

Intervaly monotonie tzce souvisi s hledanim lokalnich extrému funkce, jimz

bude vénovana tato kapitola.

Definice 43

e Rekneme, ze funkce f ma v bodé z, € Dy lokdlni mazimum, jestlize

existuje U*(zg) takové, ze f(xg) > f(x) pro kazdé x € U*(xy).

Rekneme, ze funkce f ma v bodé z, € Dy lokdlni minimum, jestlize

existuje U*(zg) takové, ze f(zo) < f(z) pro kazdé = € U*(xy).

Jestlize misto neostrych nerovnosti lze psat ostré, mluvime o ostrém

lokdlnim maximu a ostrém lokdlnim minimu.

(Ostré) lokalni maximum a (ostré) lokdlni minimum se souhrnné nazyvaji

(ostré) lokdlni extrémy.

94



Jx0) )

X
Obrazek 31: Graf spojité Obrazek 32: Graf ne-
funkce, ktera ma v bodé spojité funkce, ktera ma
ro ostré lokalni maxi- v bodé xy ostré lokalni
mum. maximum.
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Obrazek 33: Graf spojité Obrazek 34: Graf ne-
funkce, kterda ma v bodeé spojité funkce, kterd ma
To ostré lokdlni mini- v bodé xo ostré lokalni
mum. minimum.

Poznamka 30 Poznamenejme, Ze funkce nemusi mit zadny lokalni extrém
(napt. funkce f(x) = x) a rovnéz jich muze mit nekoneéné mnoho. Piikladem
takovéto funkce je f(x) = sinz, kterd mé lokdlni minimum i maximum v ne-

konec¢né mnoha bodech.

Poté, co jsme si lokdlni extrémy definovali, se budeme zabyvat tim, jak
je muzeme nalézt. Postup hledani se obvykle sklada ze dvou kroku — nejprve
nalezneme body, které jsou ,podezielé” z toho, ze by v nich extrém mohl
byt, a poté zkoumame, je-li v nich skutecné extrém ¢i nikoliv. Ukazeme si,

7e body, v nichz by extrém eventudlné mohl nastat, jsou bud’ body, v nichz
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je derivace rovna nule (a které nazyvame staciondrni), nebo body, v nichz

derivace neexistuje.

Definice 44 Bod zy € D; se nazyva staciondrnim bodem funkce f, jestlize
f’(l’o) =0.

Je-li xy stacionarnim bodem funkce f, pak lze sestrojit tecnu ke grafu

funkce f v bodé (xo, f(z0)) a tato tecna je rovnobézna s osou .

Véta 24 (Nutnd podminka existence lok. extrému) Necht md funkce
f deriwaci v bodé xg € Dy. Md-li funkce f v bodé xo lokdlni extrém, potom je

bod x¢ bodem staciondrnim, tj. f'(xq) = 0.

Ekvivalentné muzeme tuto vétu zformulovat tak, ze kdyz f'(xq) existuje a
f'(zo) # 0, pak f nemd v xy lokalni extrém.
Véta 24 obecné neplati obracené. Tj. pokud je f'(zo) = 0, pak funkce f

3 m4 derivaci

nemusi mit v bodé xy lokdlni extrém. Napft. funkce f(z) = =
v bodé zy = 0 rovnu nule, ale pfitom nema v tomto bodé lokalni extrém.

Jak jiz bylo zminéno, body ,podezielé z lokalniho extrému® jsou sta-
cionarni body a body, v nichz derivace neexistuje.

Rozhodnout o tom, existuje-li lokélni extrém v bodé ,,podezielém z lokalni-

ho extrému*, muzeme pomoci nasledujicich postacujicich podminek.

Véta 25 (Postacujici podminka existence lok. extrému) Necht f je spo-
jJitd v bodé xg € Dy a necht md f derivaci na néjakém U*(x¢) C Dy. Potom

plati:

o Jestlize f'(x) > 0 nalU*(xo) a f'(x) < 0 naldi(xo), potom md f v bodé

o ostré lokdlni mazimum.
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o Jestlize f'(x) < 0 nal*(xo) a f'(x) > 0 naldi(xo), potom md f v bodé

o ostré lokdlni minimum.

Zjednodusené veéta tikd, ze je-li f v bodé xy spojitd a méni-li f" pii
pruchodu bodem zy znaménko, pak ma v bodé xg lokalni extrém. Méni-li
se pritom znaménko derivace z kladného na zaporné, jednd se o lokalni ma-
ximum (funkce nejprve roste a pak klesd) a naopak, méni-li se znaménko
derivace ze zédporného na kladné, jednd se o lokdlni minimum (funkce nej-
prve klesd a pak roste). Neméni-li se znaménko f’ pii pruchodu bodem zq,
pak zde extrém nenastava. Viz také obr. 35.

f, + X, - f’ - X, +

f /’ l.max. \ f \ L.min. /’

Obrazek 35: Uréeni lokalnich extrému u funkce f, kterd je spojita v bodé xg.

Nasledujici postacujici podminka nam ukazuje, Ze o existenci a typu

extrému muzeme rozhodnout také pomoci znaménka druhé derivace.

Véta 26 (Postacujici podminka existence lok. extrému) Necht z, je
staciondrnim bodem funkce f a necht existuje f"(xo) a plati f"(zo) # O.

Potom ma funkce f v xg ostry lokdlni extrém. Navic plati:

o Je-li f"(xg) >0, md f v bodé x¢ ostré lokdlni minimum.

o Je-li f"(xg) <0, md f v bodé xy ostré lokdlni mazimum.
Priklad 37 Najdéte intervaly ryzi monotonie a lokalni extrémy funkce

f(zx)=2% "
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Resent: Dy = R. Abychom nasli intervaly ryzi monotonie a lokalni extrémy

funkce f, vypocitame jeji prvni derivaci:
fle) =20 —a? e =z-e " (2—a), Dy =R
Nyni nalezneme stacionarni body funkce f, tj. fesime rovnici:
r-e " (2—x)=0.

Uvazovana rovnice ma dvé feSeni, z = 0 a z = 2, kterd jsou tedy hledanymi
staciondrnimi body funkce f. Staciondrni body rozdéluji D na tii casti
(—00,0), (0,2),(2,00), na nichz je f’ kladnd nebo zaporna. Protoze je f’
spojitd na R, muzeme postupovat nasledovné. Z kazdého intervalu zvolime
libovolny bod a pomoci néj urcime, jaké znaménko ma derivace f’ na tomto
intervalu. Z prvniho intervalu vybereme napt. bod —1, ze druhého bod 1 a

ze tretiho bod 3. Protoze

Py =2 >0,
f(3) = -5 <0,

je f" kladnd na intervalu (0,2) a zaporna na intervalech (—o0,0), (2, 00).
Podle véty 23 je tedy funkce f rostouci na intervalu (0,2) a klesajici na
intervalech (—o0,0), (2,00).

Protoze je f spojitda na R, a tedy i ve staciondrnich bodech z = 0, z = 2,
a protoze [’ méni pii pruchodu obéma témito body znaménko, mé funkce
f dle véty 25 v obou staciondrnich bodech lokalni extrémy. V bodé x = 0

mé piitom lokdlni minimum (protoze se zde méni derivace ze zdporné na
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kladnou) a v bodé x = 2 lokdln{ maximum (protoze se zde méni derivace
z kladné na zapornou).

Ziskany zaver si jesté pro jistotu ovérime pomoci véty 26, tedy s vyuzitim
druhé derivace:
f'(x)=2"-22-e"—2r-e“+a° e =e" (2—4dx+27%), Dpm =R,
Abychom ovérili existenci a typ extrému ve stacionarnich bodech, dosadime
tyto body do vypoctené druhé derivace:

7"(0)=2>0,
2
f//<2) - —g < 0

Dle véty 26 ma funkce f v bodé 0 lokdlni minimum a v bodé 2 lokalni
maximum, coz potvrzuje nas predesly zaver.

y

Obrazek 36: Graf funkce f(x) = z?-e*.

5.3 Konvexnost a konkavnost, inflexni body

Pii vySetfovani prubéhu funkce nam obvykle nesta¢i pro nacrtnuti jejiho
grafu znat definicni obor, intervaly monotonie a lokalni extrémy. Kromé jiz
zminéného je nutné také veédet, je-li graf zkoumané funkce mezi dvéma body
,prohnuty* doli nebo nahoru. Na zakladé této grafické predstavy jsou defi-
novany pojmy konvexni a konkduvni funkce, kterymi se budeme zabyvat v této

kapitole.
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Definice 45

e Rekneme, 7e funkce f je konvezni na intervalu I C Dy, jestlize pro
kazdé tii body x1, x9, x3 € I, 21 < x5 < x3 plati, ze bod Py = (x4, f(x3))
lezi bud’ pod spojnici bodu P, = (x1, f(21)) a Py = (z3, f(x3)) nebo na
ni.

e Rekneme, ze funkce f je konkdvni na intervalu I C Dy, jestlize pro
kazdé tti body xq, x9, 23 € I, 21 < x5 < x3 plati, ze bod Py = (z3, f(x2))
lezi bud’ nad spojnici bodu P, = (z1, f(z1)) a Py = (z3, f(23)) nebo na
ni.

e Lezi-li P, pod (resp. nad) spojnici P; a P3, nazyva se funkce f ryze

konvexni (resp. ryze konkdvni) na I.

y y

X
Obrazek 37: Graf ryze kon- Obrazek  38:  Graf ryze
vexni funkce. konkévni funkce.

Rozhodnout o konvexnosti, resp. konkavnosti, funkce muzeme pomoci
nasledujicich podminek zalozenych na znaméncich druhé derivace zkoumané

funkce.

Véta 27 Necht f je spojitd na otevieném intervalu I C Dy a md na I

druhou derivaci. Potom plati:
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Obréazek 39: Graf funkce, kterd je konvexni i konkavni.

a) Funkce f je konvexnina I <  f"(x) >0 pro kazdé x € I.
b) Funkce f je konkdvnina I <  f"(x) <0 pro kazdé x € I.
c) f"(x) >0 prokazdé x € I = [ je ryze konvexni na I.

d) f"(x) <0 prokazdé x €I = [ je ryze konkdoni na I.

Body, v nichz existuje tecna ke grafu funkce, ktera neni rovnobézna s osou
y, a v nichz se funkce méni z ryze konvexni na ryze konkavni nebo naopak,

se nazyvaji inflexni body.

Definice 46 Necht f md v bodé x¢ € Dy vlastni derivaci. Rikdme, ze f md

v xo inflexi, jestlize existuje U*(zo) C Dy tak, ze

fla) > o) + f'w) - (2 —w0) V€U (ao)

rovnice tecny v (zo,f(z0))

a zaroven

f(@) < f(wo) + f(w0) - (v — w0) Vo € U ()
nebo naopak.

Bod (xg, f(z0)) se nazyva inflexni bod funkce f.
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Obréazek 40: Grafy funkci, které maji v bodé z( inflexi.

Xo X Xo X

Obrazek 41: Grafy funkci, které nemaji v bodé xy inflexi.

Z definice 46 plyne, ze mé-li funkce f v bodé z inflexi, pak na jedné
strané od x( lezi graf funkce f nad tecnou a na druhé strané pod tec¢nou
sestrojenou v bodé (xg, f(z¢)). Pokud f nemd v bodé zy € D; derivaci, pak
v tomto bodé nemuze mit inflexi (viz obr. 41).

Vzhledem k tomu, ze ovérovat podminky z definice inflexe je zdlouhavé,
uvedeme si nyni nutnou podminku a postacujici podminky pro existenci in-

flexe, které slouzi ke snadnéjsimu nalezeni inflexnich bodt.

Véta 28 (Nutnid podminka existence inflexe) Necht md funkce f v bodé

xo € Dy inflexi a necht existuje f”(xo). Potom f"(x¢) = 0.
Obrécené tvrzeni piedchozi véty neplati. Napt. funkce f(x) = x? nem4
v bodé zp = 0 inflexi, a presto f”(0) = 0.

Funkce f tedy muze mit inflexi pouze v téch bodech, v nichz je druhd

deriwace nulovd, nebo bodech, v nichz druhd derivace neexistuje. Nyni si
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uvedeme dvé tvrzeni, pomoci nichZ zjistujeme, zda-li se v takovémto ,po-

dezrelém“ bodé inflexe opravdu nachazi.

Véta 29 (Postacujici podminka existence inflexe) Necht md funkce f
spojitou proni derivaci v bodé xy € Dy a necht existuje U*(xo) takové, Ze pro
vSechna x € U*(xg) existuge f"(x). Méni-li funkce f" pri prichodu bodem xg
znaménko, md funkce f v bodé xy inflexi. Nemeéni-li f" pri prichodu bodem

xo znaménko, f nemd v xq inflexi.

fN + xo - fN - xo +

N\ il /N /N i \

Obrazek 42: Urceni inflexnich bodu funkce f, kterd ma spojitou prvni derivaci

v bodé z.

Véta 30 (Postacujici podminka existence inflexe) Necht f”(zo) = 0

a necht existuje f"(xq) a plati f"(x¢) # 0. Potom md funkce f v xq inflexi.

Priklad 38 Najdéte intervaly ryzi konvexnosti, ryzi konkdvnosti a inflexni
body pro funkci
f(z) =32* — 2°.

Resent: Funkce f je definovéna na celé redlné ose, tj. D; = R. Abychom
zadanou ulohu vyftesili, vypocitame druhou derivaci funkce f a urcime jeji
defini¢ni obor:

f'(z) = 6z — 32%, Dy =R,

f”(ZE) =6- 61‘, Df// = R.
Vzhledem k tomu, ze Dy = R, jsou body, v nichz muze mit f inflexi, pouze

ty, v nichz je druh& derivace nulova, tj. body splnujici rovnici 6 — 6z = 0.
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Uvazovand rovnice mé pouze jedno feSeni, x = 1, které rozdéluje Dy~ na dve
¢ésti (—oo,1), (1,00), na nichz je f” kladnd nebo zdporna. Protoze je f”
spojitd na R, muzeme pokracovat nasledovné: Z kazdého z intervalu zvolime
libovolny bod a pomoci néj uréime, jaké znaménko ma druhd derivace f” na
tomto intervalu. Z prvniho intervalu vybereme napt. bod 0 a ze druhého bod
2. Protoze

f"(0)=6>0,
f"(2)=-6 <0,

je f” kladnd na intervalu (—oo, 1) a zdpornd na intervalu (1, c0). Podle véty
27 je tedy funkce f ryze konvexni na intervalu (—oo, 1) a ryze konkavni na
intervalu (1, 00). Z toho rovnéz vyplyva, ze 1 je inflexnim bodem funkce f,
protoze f” meéni pii pruchodu timto bodem znaménko (viz vétu 29).

Ziskany zaveér si jesté pro jistotu ovérime pomoci véty 30, a tedy s vyuzitim
treti derivace:

f”l(l’> = —6, Df/// = R

Protoze f"(1) = —6 # 0, ma dle véty 30 funkce f v bodé 1 inflexi, coz

potvrzuje nas predesly zaveér.

y/

oS

SN

Obrazek 43: Graf funkce f(r) = 322 — .
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5.4 Asymptoty

Asymptoty funkce jsou primky, které nam poskytuji informace o chovani

zkoumané funkce v okoli bodu, v nichz méa funkce nespojitost 2. druhu.

Definice 47 Necht je f definovand alesporti v jednom jednostranném reduko-
vaném okoli bodu ¢ € R. Ma-li funkce f v bodé ¢ alespon jednu jednostran-
nou limitu nevlastni, pak se pfimka dana rovnici x = ¢ nazyva vertikdlni

asymptota funkce f.

Je-li x = ¢ vertikalni asymptota funkce f, pak se graf funkce f ptiblizuje
k této primce, blizi-li se = k bodu ¢ zleva, zprava, popf. z obou stran (viz obr.

44 a obr. 45).

y X=C y x=c

7 /\

S c \ e
; ;
Obrazek 44: Graf funkce, Obrazek 45: Graf funkce,
kterd ma v bodé ¢ vertikalni kterd ma v bodé c¢ vertikalni
asymptotu. asymptotu.

Priklad 39 Najdéte vertikdlni asymptoty funkce f(z) = % + x - arctg .
Reseni: Dy = R\ {0} a funkce f je na D; spojitd. Vertikdlni asymptotu
proto muze mit funkce f pouze v bodé 0. Abychom zjistili, je-li pfimka z = 0

vertikalni asymptotou, vypocitame jednostranné limity funkce f v bodé 0 :

1 1 44
lim (—+x-arctg:1:) = — +0=—o0,
=0~ \ T ”07
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1 1 “
li — -arct = — 0 = o0.
xg& (m + x - arc gm) Nk + 00

Z toho vyplyvé, ze primka = = 0 (tj. osa y) je vertikdlni asymptotou funkce

5.5 Postup pri vySetrovani priubéhu funkce

Postupy, které byly popsany v predchozich kapitolach nam souhrnné umozni

zjistit zakladni vlastnosti tykajici se zkoumané funkce a nac¢rtnout jeji graf,

tj. wysetrit prubéh této funkce. Obvykle je vySetfovani prubéhu funkce f

rozdéleno do nasledujicich diléich tloh:

. Uréime Dy a zékladni vlastnosti funkce f (sudost/lichost, periodi¢nost,

pruseciky s osami, kladnost /zdpornost).

. Rozhodneme o spojitosti funkce, najdeme body nespojitosti a vertikalni
asymptoty.

. Vypocitdme lim f(z).

T—F00

. Vypocteme f’, najdeme jeji defini¢ni obor Dy, intervaly monotonie

funkce f a lokalni extrémy.

. Vypocteme f”, najdeme jeji defini¢ni obor Dy, intervaly ryzi konvex-

nosti, konkavnosti a inflexni body funkce f.

. Vypocitame funkéni hodnoty v lokalnich extrémech a popt. i v in-

flexnich bodech.

. Nacrtneme graf funkce f.

Uvedeny postup neni mozné chapat ,,dogmaticky®, protoze v konkrétnich

prikladech mohou byt nékteré diléi tilohy (napt. nalezeni pruseciku s osami)

106



jen velmi obtizné fesitelné. Proto se obvykle snazime o dané funkci nalézt
tolik informaci, aby byl vysledny graf dostatecné ptresny.

Rovnéz je nutné si uvédomit, ze ne vzdy ma smysl zkoumat vsechny vyse
zminéné vlastnosti, protoze pokud je napt. definiéni obor zkoumané funkce
omezeny, tak nelze pocitat xgrfoo f(z), protoze 00 nejsou hromadnymi body
definiéniho oboru. Také pokud je funkce definovana a spojita na celé realné
ose, je mozné uvedeny postup zkratit, protoze v tomto ptripadé urcité neexis-
tuji vertikalni asymptoty, a tudiz je neni potieba hledat.

Pii vysetfovani prubéhu funkce je také vhodné doplnit vypocty o gra-
fické znazornéni, které nam pomuze zpiehlednit vysledky jednotlivych dil¢ich

vypoctu, a nakonec pak nacrtnout graf dané funkce.

Vyse popsany postup vysetfovani prubéhu funkce si prakticky ukazeme
na nasledujicim piikladu, ve kterém je ukazana jedna z moznosti, jak si me-

zivysledky znézornovat.

Piiklad 40 Vysetiete prubéh funkce f(z) = 202

21"
Resent:
1. — Abychom urcili defini¢ni obor, musime najit body, v nichz je jme-

novatel zkoumané funkce roven 0, tj. fesime rovnici
> —1=0.

Tato rovnice ma dvé feSeni x = —1 a o = 1, a proto je Dy =
R\ {-1,1}.

— Dy je soumérny podle pocatku. Pro urceni sudosti, resp. lichosti,
tedy vypocitdme f(—z) a porovname ji s f(z):

o 2(=w)r 22
f(—:ll')— (—$)2—1 —1’2—1 —f(il?)




Z toho plyne, ze funkce f je suda. Proto by bylo mozné funkci
vySettovat jen na R a ndsledné vyuzit sudosti funkce f.

— Funkce f neni periodicka, protoze jeji predpis neobsahuje zadné
periodické funkce.

— Nalezeni prusecikt s osami:
Pokud z = 0, pak y = f(0) = 0.
Pokud y = 0, pak

222

_ 2 _
R = 0=2-2° = 0==x.

0=

Nasli jsme tedy pouze jeden prusecik, a to bod (0, 0).

— Prusecik s osou = a body nelezici v Dy rozdéluji osu « na Ctyfi
intervaly (—oo,—1), (—=1,0), (0,1) a (1,00), na nichz je f kladna
nebo zaporna. Vzhledem ke spojitosti f muzeme pro urceni klad-
nosti, resp. zapornosti, dané funkce zvolit v kazdém z téchto inter-
valu libovolny bod a pomoci néj urcit, jaké znaménko ma funkce f

na tomto intervalu. Z prvniho intervalu vybereme napi. bod —2,

1

5, ze tretitho % a ze ¢tvrtého bod 2. Protoze

ze druhého —

f@)=3>0,

je f kladné na intervalech (—oo, —1) a (1, 00) a zadporna na interva-
lech (—1,0) a (0,1). Poznamenejme, ze tento zavér koresponduje

s tim, Zze ma byt funkce f suda.
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2. Funkce f mé (vzhledem k podobé Dy) dva body nespojitosti —1 a 1.
Abychom zjistili, ma-li v téchto bodech vertikalni asymptoty, vypocitame

piislusné jednostranné limity:

222 2
lim = — =
r——1— ZL‘2 —1 ”OJ’_ ’
222 2
- 2
-1+ 12 — 1 . - ’
222 2
lim — = — = —00,
z=1— x4 — 1 7,0_
222 2
lim 5 = — =0
1+ x4 — 1 ”0+

7 toho vyplyva, ze funkce ma dvé vertikalni asymptoty — ptimky =z =

—laz=1
f |
-1 1
3. — Vypocitame limity v nevlastnich bodech:
222 222 2
im ——— =2 = lim —— = lim ——— =2
z——00 12 — 1 00 Z——00 332(1 — P> z——00 | — =
212 212 2
lim —2— =2 — fim ‘ 7~ = lim - = 2.
r—oo 12 — 1 00 T—00 ;L'Q( _ —2) z—o00 ] — =
4. — Abychom nasli intervaly ryz{ monotonie a lokalni extrémy funkce
f, vypocitame jeji prvni derivaci:
4o(x? — 1) — 222 - 22 —4dz
/ — pr— D = R _1 1 .
') o e Dy =RA\(-L1)
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— Nyni nalezneme stacionarni body funkce f, tj. fesime rovnici:

—4x
— = 0.
@@= 1P

Uvazovana rovnice ma jedno feSeni x = 0, které je tedy hle-
danym stacionarnim bodem funkce f. Nalezeny stacionarni bod
a body nepatiici do Dy rozdéluji Dy na ¢tyfi ¢asti (—oo, —1),
(—1,0), (0,1) a (1,00), na nichz je f’" kladna nebo zapornd. Diky
spojitosti f’ na Dy muzeme postupovat nasledovné. Z kazdého
z téchto intervalu zvolime libovolny bod a pomoci néj urcime, jaké

znaménko mé derivace f’ na tomto intervalu. Z prvniho intervalu

1

vybereme napi. bod —2, ze druhého —3,

bod 2. Protoze

ze tretiho % a ze ¢tvrtého

je f’ kladna na intervalech (—oo,—1), (—1,0) a zdporna na in-
tervalech (0,1), (1,00). Podle véty 23 je tedy funkce f rostouci
na intervalech (—oo, —1), (—1,0) a klesajici na intervalech (0, 1),
(1,00).

— Protoze f" méni pii pruchodu stacionarnim bodem 0 znaménko
z kladného na zaporné, ma funkce f dle véty 25 v tomto bodé
lokalni maximum.

f! + + - -




5.

— Abychom nalezli intervaly ryzi konvexnosti, ryzi konkavnosti a

inflexni body, vypocitame druhou derivaci funkce f a ur¢ime jeji

defini¢ni obor:

g A =12 +4x-2(2? —1) 20 1227 +4
f (ZU) - (:v2 _ 1)4 - (xQ _ 1)37

Dy =R\ {-1,1}.

Vzhledem k tomu, ze Dy = Dy, jsou body, v nichz muze mit
f inflexi, pouze ty, v nichz je druhd derivace nulovd, tj. body

splnujici rovnici
2 2 2 1
12" +4=0 =32°=—-1 == =3

Uvazovana rovnice nemd zadné redlné teseni, a proto f nemd
zadny inflexni bod. Body nepatiici do D» rozdéluji Dy» na tii
¢asti (—oo,—1), (=1,1) a (1,00), na nichz je f” kladnd nebo
zapornd. Diky spojitosti f” na D;» mtzeme postupovat nasledovné.
Z kazdého z téchto intervalu zvolime libovolny bod a pomoci néj
ur¢ime, jaké znaménko ma druhd derivace f” na tomto intervalu.
Z prvniho intervalu vybereme napt. bod —2, ze druhého 0 a ze

tretiho bod 2. Protoze

52 52
1! _2 —_ = " — _4 1" 2 _— =

je f” kladna na intervalech (—oo,—1), (1,00) a zdpornd na in-
tervalu (—1,1). Podle véty 27 je tedy funkce f ryze konvexni na

intervalech (—oo, —1), (1, 00) a ryze konkdvni na intervalu (—1, 1).

fr + - +

1 -1 1
N\ /N N\
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6. Vypocitame funkéni hodnoty v bodech, v nichz méa funkce extrém, tj.

v bodé 0: f(0) = 0.

7. VSechny mezivysledky shrneme

f o - - re T
as. /" /" max N\ N as.
e " 0 1 =

a nakreslime graf funkce f:

DX
"""""""" 2y:2
o R
vy 1 :
x=-]§ ; x=1

Obrazek 46: Graf funkece f(x) = % a jeji asymptoty.
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Pojmy k zapamatovani:
e staciondrni bod

lokdlni minimum a maximum

e konvexnost a konkavnost

inflexni bod

vertikdlni asymptota

Priklady k procviceni: Vysetiete prubéh funkce f.

a) f(r) = In(z? — 3) b) f(z) = ;jQ c) fz) = x — arctgx

Vysledky priklada k procviceni:

a) Dy = Dpp = Dy = (—oo, —\/§) U (\/3, oo), funkce je suda, pruseciky
s osou x: body (—2,0), (2,0), funkce je kladnd na (—oo, —2)U(2, o), zdporna

na (—2,—\/5) U (\/3, 2), lim f(z) = lim f(z) = —oco = vertikdlni
T——3" x—>\/§+
asymptoty © = —V/3, © = /3, lim f(z) = lim f(z) = oo, klesd na
Tr—r—00 T—>00

(—oo,—\/g), roste na (\/5, oo), nemd lokalni extrémy, ryze konkavni na
(=00, =v3), (V3,00)
b) Dy = Dy = Dyv = R\ {—2}, prisecik s osou y: bod (,0), funkee je

kladné na (—2,00), zdporna na (—oo, —2), lim f(z) = —oo, lim f(z)=
T——2" z——27F
oo = vertikdlni asymptota x = —2, lim f(x) =0, lim f(x) = oo, funkce
T—>—00 T—00

klesd na (—oo,—2), (—2,—1), roste na (—1,00) = mé lokdlni minimum
v bodé —1, je ryze konkavni na (—oo, —2), ryze konvexni na (—2, c0)

¢c) Dy = Dy = Dy = R, funkce je lichd, prusecik s osou z i y: bod
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(0,0), funkce je kladné na (0, 00), zdporna na (—oo, 0), neexistuji vertikalni
asymptoty, xli)r_noof(x) = —00, :Cli)rgo f(z) = oo, funkce roste na (—o0,0),
(0,00), nema lokdlni extrémy, ryze konkdvni na (—oo,0), ryze konvexni na
(0,00), m4 inflexi v 0

d) Dy = Dy = Dyr = (0,1) U (1, 00), funkee je kladna na (1, 00), zdporna
na (0,1), gﬂli}rgl+ f(z) =0, xliglf f(z) = —o0, xlgﬁ f(z) = oo = vertikdlni
asymptota r = 1, xh_)rgo f(z) = oo, funkce klesd na (0,1), (1,e), roste na
(e,00), md lokdlni minimum v bodé e, ryze konkdvni na (0, 1), (e2, 00), ryze

konvexni na (1,e?), m4 inflexi v bodé e?
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