
2 Limita funkce

Pokud máme za úkol nakreslit graf funkce f , muśıme mimo jiné zjistit, jak

se tato funkce chová v okoĺı bod̊u, které nepatř́ı do jej́ıho definičńıho oboru.

Můžeme např́ıklad zjistit, že pokud se proměnná x bĺıž́ı k takovému bodu,

pak se funkčńı hodnoty f(x) bĺıž́ı k nějakému reálnému č́ıslu nebo neomezeně

rostou (tj.
”
bĺıž́ı se“ k∞) nebo naopak neomezeně klesaj́ı a

”
bĺıž́ı se“ k −∞.

Tento proces
”
přibližováńı se“ bude v této kapitole podrobně popsán pomoćı

pojmu limita funkce v bodě.

Poznamenejme, že limita je jedńım ze základńıch pojmů diferenciálńıho počtu,

nebot’ je pomoćı ńı definován pojem derivace. Využ́ıvá se rovněž při vyšetřo-

váńı pr̊uběhu funkce pro nalezeńı vertikálńıch asymptot.

Limity funkćı slouž́ı ke zkoumáńı vlastnost́ı funkćı v redukovaných okoĺıch

bod̊u, které jsou z nějakého d̊uvodu problematické. Nejčastěji jsou to body,

které
”
nedokážeme nakreslit“ (±∞), body, ve kterých neńı funkce definovaná

nebo ve kterých se chová
”
nestandardně“.

Zjednodušeně řečeno je limita funkce f v bodě c hodnota a, ke které se

bĺıž́ı funkčńı hodnoty f(x), když se x bĺıž́ı k bodu c. Je d̊uležité si uvědomit,

že limita funkce f v bodě c nezáviśı na samotné funkčńı hodnotě f(c) v bodě

c; funkčńı hodnota se může lǐsit od limity v tomto bodě nebo funkce nemuśı

být v daném bodě v̊ubec definovaná.

Limity funkćı můžeme hledat jen v bodech c, které jsou hromadnými

body Df , tj. v bodech v jejichž každém okoĺı lež́ı nekonečně mnoho bod̊u

z Df . Pro to, abychom se k bodu c mohli bĺıžit, je totiž nutné, aby v každém

jeho okoĺı leželo nekonečně mnoho bod̊u z Df .
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Uvažujme např. funkci f(x) = x
2−
√

4−x , která je definovaná pro x ∈

(−∞, 0) ∪ (0, 4〉, a pokusme se naj́ıt jej́ı limitu v bodě c = 0.

Abychom tuto limitu nalezli, zkoumáme, jak vypadaj́ı funkčńı hodnoty

v bodech, které lež́ı v bĺızkosti bodu 0:

x f(x)

-0,1 4,024845694

-0,01 4,002499160

-0,001 4,000256016

-0,0001 4,000025008

0 neńı definováno

0,0001 3,999974992

0,001 3,999744016

0,01 3,997499165

0,1 3,974841795

Tabulka 1: Funkčńı hodnoty funkce f(x) = x
2−
√

4−x .

Z funkčńıch hodnot uvedených v tab. 1, stejně jako z grafu funkce znázor-

něném na obr. 8, je patrné, že č́ım v́ıce se hodnoty x bĺıž́ı k 0, t́ım v́ıce se

funkčńı hodnoty bĺıž́ı ke 4 a funkce f má tedy v bodě 0 limitu rovnu č́ıslu 4.
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Obrázek 8: Graf funkce f(x) = x
2−
√

4−x .

Podle toho, zda jsou hodnoty c a a reálná č́ısla nebo nevlastńı body ±∞,

rozlǐsujeme tyto speciálńı typy limit:

1. Vlastńı limita ve vlastńım bodě, je-li c ∈ R, a ∈ R.

2. Vlastńı limita v nevlastńım bodě, je-li c = ±∞, a ∈ R.

3. Nevlastńı limita ve vlastńım bodě, je-li c ∈ R, a = ±∞.

4. Nevlastńı limita v nevlastńım bodě, je-li c = ±∞, a = ±∞.

Na obr. 8 byl znázorněn graf funkce, která má v bodě 0 vlastńı limitu 4.

Obecně je tato situace popsána v následuj́ıćı definici, která se zabývá vlastńı

limitou ve vlastńım bodě.

Definice 24 Necht’ c ∈ R je hromadným bodem definičńıho oboru funkce f

a necht’ a ∈ R. Ř́ıkáme, že funkce f má v bodě c vlastńı limitu a, jestliže ke

každému kladnému ε existuje kladné δ takové, že pro všechna x z definičńıho

oboru funkce f splňuj́ıćı 0 < |x− c| < δ plat́ı, že |f(x)− a| < ε.

Zapisujeme

lim
x→c

f(x) = a.
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Pomoćı kvantifikátor̊u lze psát:

lim
x→c

f(x) = a⇔ ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ Df 0 < |x− c| < δ : |f(x)− a| < ε.

x

y

f

c

a

a + å

a - å

å

å

c - ä c + ä

{{
{
{

x

f(x)

f(c)

Obrázek 9: lim
x→c

f(x) = a.

Z grafického hlediska je smysl předchoźı definice následuj́ıćı: Zvoĺıme-li

si libovolně široký pás o š́ı̌rce 2ε kolem př́ımky y = a, pak k němu muśı

existovat interval (c−δ, c+δ) kolem bodu c tak, aby graf funkce f na množině

(c− δ, c+ δ) \ {c} ležel celý ve zvoleném pásu (viz obr. 9).

Jak již bylo zmı́něno v úvodńım odstavci, funkčńı hodnota v bodě c ne-

muśı existovat a lim
x→c

f(x) na existenci ani hodnotě f(c) nezáviśı.

Nyńı se budeme zabývat př́ıpadem, kdy se x bĺıž́ı k ∞ nebo k −∞ a

hodnoty f(x) se přitom bĺıž́ı k reálnému č́ıslu a. Chová-li se funkce takovýmto

zp̊usobem, ř́ıkáme, že má v nevlastńım bodě vlastńı limitu.

Definice 25 Necht’ ∞ je hromadným bodem definičńıho oboru funkce f a

necht’ a ∈ R. Ř́ıkáme, že funkce f má vlastńı limitu a v nevlastńım bodě
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∞, jestliže ke každému kladnému ε existuje reálné č́ıslo K takové, že pro

všechna x patř́ıćı do definičńıho oboru funkce f , která jsou větš́ı než K,

plat́ı, že |f(x)− a| < ε.

Zapisujeme

lim
x→∞

f(x) = a.

Pomoćı kvantifikátor̊u lze psát:

lim
x→∞

f(x) = a⇔ ∀ε > 0 ∃K ∈ R ∀x ∈ Df x > K : |f(x)− a| < ε.

Z grafického hlediska je smysl předchoźı definice následuj́ıćı: Zvoĺıme-li si

libovolně široký pás o š́ı̌rce 2ε kolem př́ımky y = a, pak k němu muśıme být

schopni naj́ıt č́ıslo K takové, aby pro každé x > K ležel graf funkce f ve

zvoleném pásu (viz obr. 10).

Poznámka 6 Obdobně definujeme lim
x→−∞

f(x) = a. V tomto př́ıpadě pouze

nahrad́ıme nerovnost x > K v předchoźı definici nerovnost́ı x < K (viz obr.

11), tj.

lim
x→−∞

f(x) = a⇔ ∀ε > 0 ∃K ∈ R ∀x ∈ Df x < K : |f(x)− a| < ε.

x

y

a

a -

{

x

f(x){

K

f

a+

Obrázek 10: lim
x→∞

f(x) = a.
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Obrázek 11: lim
x→−∞

f(x) = a.

Poznámka 7 Př́ıkladem funkćı, které maj́ı vlastńı limitu v obou nevlastńıch

bodech, jsou např. funkce 1
x
, 1
x2

, arctg x nebo arccotg x (viz grafy těchto

funkćı v kapitole 1.5).

U celé řady funkćı se můžeme setkat s t́ım, že když se hodnoty x přibližuj́ı

k reálnému č́ıslu c, tak se funkčńı hodnoty neomezeně zvětšuj́ı (tj. bĺıž́ı se k

∞) nebo se naopak přibližuj́ı k −∞. Chová-li se funkce takovýmto zp̊usobem,

ř́ıkáme, že má ve vlastńım bodě nevlastńı limitu.

Definice 26 Necht’ c ∈ R je hromadným bodem definičńıho oboru funkce

f . Ř́ıkáme, že funkce f má v bodě c nevlastńı limitu ∞, jestliže ke každému

reálnému č́ıslu K existuje kladné č́ıslo δ takové, že pro všechna x z definičńıho

oboru funkce f splňuj́ıćı 0 < |x− c| < δ plat́ı, že f(x) je větš́ı než K.

Zapisujeme

lim
x→c

f(x) =∞.

Pomoćı kvantifikátor̊u lze psát:

lim
x→c

f(x) =∞ ⇔ ∀K ∈ R ∃δ > 0 ∀x ∈ Df 0 < |x− c| < δ : f(x) > K.

Z grafického hlediska je smysl předchoźı definice následuj́ıćı: Ke každému

reálnému č́ıslu K muśıme být schopni naj́ıt interval (c − δ, c + δ) tak, aby
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graf funkce f na množině (c − δ, c + δ) \ {c} ležel celý nad př́ımkou y = K

(viz obr. 12).

Poznámka 8 Obdobně definujeme lim
x→c

f(x) = −∞. V tomto př́ıpadě pouze

nahrad́ıme nerovnost f(x) > K v předchoźı definici nerovnost́ı f(x) < K

(viz obr. 13), tj.

lim
x→c

f(x) = −∞ ⇔ ∀K ∈ R ∃δ > 0 ∀x ∈ Df 0 < |x−c| < δ : f(x) < K.

x

y

x

f(x)

{

K

f

{

c- c+c

Obrázek 12: lim
x→c

f(x) =∞.

y

x

f(x)

{

K
f

{c- c+c

x

Obrázek 13: lim
x→c

f(x) = −∞.
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Poznámka 9 Daľśı funkce, které maj́ı nevlastńı limitu ve vlastńım bodě,

jsou např. 1
x4

(v bodě 0), |tgx| (v bodech kπ, kde k ∈ Z) nebo
∣∣ 1
x

∣∣ (v bodě 0).

Posledńım typem limit je nevlastńı limita v nevlastńım bodě. U tohoto

druhu limity se funkčńı hodnoty f(x) neomezeně zvětšuj́ı nebo neomezeně

zmenšuj́ı (tj. bĺıž́ı se k ∞ nebo k −∞), když se proměnná x bĺıž́ı k ∞ nebo

k −∞.

Definice 27 Necht’ ∞ je hromadným bodem definičńıho oboru funkce f .

Ř́ıkáme, že funkce f má nevlastńı limitu ∞ v nevlastńım bodě ∞, jestliže

pro každé reálné č́ıslo K existuje reálné č́ıslo M takové, že pro všechna x

z definičńıho oboru funkce f, která jsou větš́ı než M, plat́ı, že f(x) je větš́ı

než K.

Zapisujeme

lim
x→∞

f(x) =∞.

Pomoćı kvantifikátor̊u lze psát:

lim
x→∞

f(x) =∞⇔ ∀K ∈ R ∃M ∈ R ∀x ∈ Df x > M : f(x) > K.

Z grafického hlediska je smysl předchoźı definice následuj́ıćı: Ke každému

reálnému č́ıslu K muśıme být schopni naj́ıt reálné č́ıslo M takové, aby pro

každé x > M ležel graf funkce f celý nad př́ımkou y = K (viz obr. 14).
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Obrázek 14: lim
x→∞

f(x) =∞.

Poznámka 10 Obdobně jako v definici 27 definujeme lim
x→∞

f(x) = −∞,

lim
x→−∞

f(x) = ∞ a lim
x→−∞

f(x) = −∞. V těchto př́ıpadech pouze vhodně na-

hrad́ıme nerovnosti x > K nebo f(x) > M v předchoźı definici nerovnostmi

x < K nebo f(x) < M . Tj.

lim
x→∞

f(x) = −∞ ⇔ ∀K ∈ R ∃M ∈ R ∀x ∈ Df x > M : f(x) < K,

lim
x→−∞

f(x) =∞ ⇔ ∀K ∈ R ∃M ∈ R ∀x ∈ Df x < M : f(x) > K,

lim
x→−∞

f(x) = −∞ ⇔ ∀K ∈ R ∃M ∈ R ∀x ∈ Df x < M : f(x) < K.

Jako cvičeńı si nakreslete př́ıslušné obrázky.

Poznámka 11

• Př́ıkladem funkćı, které maj́ı nevlastńı limitu v nevlastńım bodě −∞,

jsou např. funkce x2, x3, 3
√
x nebo ln(−x).

• Funkce, které maj́ı nevlastńı limitu v nevlastńım bodě ∞, jsou např.

ex, x2, x3,
√
x, 3
√
x nebo ln x.

V předchoźım textu jsme se seznámili se čtyřmi možnostmi, se kterými

se můžeme v př́ıpadě existence limity setkat. Pomoćı okoĺı bod̊u lze uve-

dené definice shrnout do následuj́ıćı definice, která zahrnuje všechny uvedené

varianty.
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Definice 28 Necht’ c, a ∈ R∗ a necht’ c je hromadným bodem definičńıho

oboru funkce f . Ř́ıkáme, že funkce f má v bodě c limitu a, jestliže pro

každé okoĺı bodu a existuje redukované okoĺı bodu c takové, že pro každé

x z definičńıho oboru funkce f lež́ıćı v tomto redukovaném okoĺı, lež́ı f(x)

v uvažovaném okoĺı bodu a.

Pomoćı kvantifikátor̊u lze psát:

lim
x→c

f(x) = a⇔ ∀ U(a) ∃ U∗(c) ∀x ∈ Df ∩ U∗(c) : f(x) ∈ U(a).

Poznámka 12 Poznamenejme, že ne všechny funkce maj́ı limity ve všech

bodech, které jsou hromadnými body jejich definičńıch obor̊u. Např. funkce

f(x) = sgn x nemá limitu v bodě c = 0, protože když se k 0 bĺıž́ıme
”
zprava“,

bĺıž́ı se funkčńı hodnoty f(x) k č́ıslu 1, a když se bĺıž́ıme
”
zleva“, bĺıž́ı se

funkčńı hodnoty f(x) k č́ıslu −1.

y

x

1

-1

0

Obrázek 15: Graf funkce f(x) = sgnx.

Pro funkci sinx zase neexistuje lim
x→∞

sinx ani lim
x→−∞

sinx a totéž plat́ı pro

ostatńı goniometrické funkce.

2.1 Jednostranné limity

Zat́ım jsme nerozlǐsovali, zda se proměnná x k bodu c přibližuje zprava (od

větš́ıch hodnot) nebo zleva (od menš́ıch hodnot), protože to nehrálo žádnou
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roli. Existuj́ı však funkce, u nichž je třeba při výpočtu limity rozlǐsovat, zda

se k danému bodu přibližujeme zprava nebo zleva.

Uvažujme např. funkci f(x) = sgn x. Z jej́ıho grafu (viz obr. 15) je zřejmé,

že pokud se x bĺıž́ı k bodu 0 zprava, bĺıž́ı se f(x) k 1, a pokud se x bĺıž́ı k

bodu 0 zleva, bĺıž́ı se f(x) k −1. Můžeme tedy hovořit o tom, že funkce

f(x) = sgn x má v bodě 0 limitu zprava rovnu 1 a zleva rovnu −1.

V definićıch jednostranných limit se oproti obecné definici limity změńı

pouze posuzováńı
”
bĺızkosti“ k bodu c. Budeme-li se přibližovat zleva, budou

hodnoty x náležet do intervalu (c− δ, c) a budeme hovořit o limitě zleva. Při

přibližováńı zprava budou hodnoty x patřit do intervalu (c, c+ δ) a hovoř́ıme

o limitě zprava. Přesná definice těchto pojmů je uvedena v následuj́ıćıch de-

finićıch.

Definice 29 Necht’ c ∈ R a necht’ v každém levém okoĺı U−(c) lež́ı nekonečně

mnoho bod̊u z Df . Ř́ıkáme, že funkce f má v bodě c vlastńı limitu a ∈ R

zleva, jestliže

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ Df c− δ < x < c : |f(x)− a| < ε.

Zapisujeme
lim
x→c−

f(x) = a.

Definice 30 Necht’ c ∈ R a necht’ v každém pravém okoĺı U+(c) lež́ı ne-

konečně mnoho bod̊u z Df . Ř́ıkáme, že funkce f má v bodě c vlastńı limitu

a ∈ R zprava, jestliže

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ Df c < x < c+ δ : |f(x)− a| < ε.

Zapisujeme
lim
x→c+

f(x) = a.
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Pokud bychom zkoumali funkci f(x) = 1
x
, zjistili bychom, že pokud se

x bĺıž́ı k bodu 0 zprava, bĺıž́ı se f(x) k +∞, a pokud se x bĺıž́ı k bodu 0

zleva, bĺıž́ı se f(x) k −∞. Můžeme tedy hovořit o tom, že funkce f(x) = 1
x

má v bodě 0 limitu zprava rovnu +∞ a zleva rovnu −∞ (viz také obr. 16) a

jedná se tedy o nevlastńı jednostranné limity.

y

x0

Obrázek 16: Graf funkce f(x) = 1
x
.

V následuj́ıćı poznámce jsou nevlastńı jednostranné limity definovány

přesněji.

Poznámka 13

lim
x→c−

f(x) =∞ ⇔ ∀K ∈ R ∃δ > 0 ∀x ∈ Df c− δ < x < δ : f(x) > K,

lim
x→c+

f(x) =∞ ⇔ ∀K ∈ R ∃δ > 0 ∀x ∈ Df c < x < c+ δ : f(x) > K,

lim
x→c−

f(x) = −∞ ⇔ ∀K ∈ R ∃δ > 0 ∀x ∈ Df c− δ < x < δ : f(x) < K,

lim
x→c+

f(x) = −∞ ⇔ ∀K ∈ R ∃δ > 0 ∀x ∈ Df c < x < c+ δ : f(x) < K.

Jako cvičeńı si nakreslete př́ıslušné obrázky ilustruj́ıćı lim
x→c−

f(x) =∞, lim
x→c−

f(x) =

∞, lim
x→c+

f(x) = −∞ a lim
x→c+

f(x) = −∞.

Poznámka 14 Protože se k bodu −∞ můžeme bĺıžit pouze zprava a k bodu

∞ pouze zleva, nemá smysl v těchto bodech uvažovat jednostranné limity.
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Souvislost mezi limitou funkce v bodě c a jednostrannými limitami v tomto

bodě udává následuj́ıćı věta, jej́ıž d̊ukaz vyplývá př́ımo z definic.

Věta 4 Necht’ c ∈ R a necht’ v každém U−(c) i každém U+(c) lež́ı nekonečně

mnoho bod̊u z Df . Potom

lim
x→c

f(x) = a ⇔
1. existuj́ı obě jednostranné limity

2. lim
x→c+

f(x) = lim
x→c−

f(x) = a

Tvrzeńı této věty využ́ıváme k d̊ukazu faktu, že limita dané funkce v bodě

neexistuje. Vypoč́ıtáme obě jednostranné limity, a pokud se nerovnaj́ı nebo

některá z nich neexistuje, tak limita neexistuje. Např. lze takto dokázat, že

funkce f(x) = sgn x nemá v bodě 0 limitu, protože

lim
x→0−

sgn x = −1 a lim
x→0+

sgn x = 1.

Jednostranné limity dále použijeme při hledáńı vertikálńıch asymptot u

vyšetřováńı pr̊uběhu funkce.

2.2 Vlastnosti limit funkćı

Nyńı si uvedeme několik tvrzeńı zabývaj́ıćıch se základńımi vlastnostmi limit.

Věta 5 Funkce má v daném bodě nejvýše jednu limitu, tj. právě jednu nebo

žádnou.

Při výpočtech limit funkćı velmi často použ́ıváme následuj́ıćı tvrzeńı.

Věta 6 Necht’ existuje redukované okoĺı U∗(c) bodu c takové, že pro každé

x ∈ U∗(c) plat́ı f(x) = g(x). Má-li funkce g v bodě c limitu a, pak má i

funkce f v bodě c stejnou limitu a.
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Jinak řečeno, funkci v daném bodě c nedefinovanou nahrad́ıme funkćı,

která se j́ı rovná (kromě hodnoty v inkriminovaném bodě c), a jej́ı limitu

v bodě c vypočteme. Vypočtená hodnota bude i limitou p̊uvodńı funkce

v bodě c.

Př́ıklad 9 Vypočtěte lim
x→2

x2+x−6
x−2

.

Řešeńı: Po
”
dosazeńı“ 2 za x źıskáme neurčitý výraz 0

0
. Snaž́ıme se tedy

funkci x2+x−6
x−2

upravit dle předchoźı věty na funkci v bodě 2 definovanou:

lim
x→2

x2 + x− 6

x− 2
=

”

0

0

“
= lim

x→2

(x+ 3)(x− 2)

x− 2
= lim

x→2
(x+ 3) = 5.

Věta 7 Má-li funkce f v bodě c vlastńı limitu a, pak existuje redukované

okoĺı U∗(c) takové, že je f omezená na množině U∗(c) ∩Df .

Věta 7 neplat́ı obráceně. Tj. omezenost na U∗(c) ∩ Df nezaručuje existenci

vlastńı limity v bodě c. Např. funkce f(x) = sgn x je omezená na Df = R a

v bodě c = 0 vlastńı limitu nemá.

Nyńı si uvedeme větu, s jej́ıž pomoćı jsme schopni poč́ıtat limity součtu,

rozd́ılu, součinu a pod́ılu dvou funkćı.

Věta 8 (Algebraické operace s limitami) Necht’ c je hromadným bo-

dem definičńıch obor̊u funkćı f a g. Necht’ existuj́ı limity lim
x→c

f(x) ∈ R∗ a

lim
x→c

g(x) ∈ R∗. Potom plat́ı

1) lim
x→c

(f(x)± g(x)) = lim
x→c

f(x)± lim
x→c

g(x)

2) lim
x→c

(f(x) · g(x)) = lim
x→c

f(x) · lim
x→c

g(x)

3) lim
x→c

f(x)

g(x)
=

lim
x→c

f(x)

lim
x→c

g(x)
,

jestlǐze maj́ı výrazy na pravé straně smysl v R∗.
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Poznámka 15 .

• Fakt, že maj́ı výrazy na pravé straně smysl v R∗, znamená, že se nejedná

o neurčité výrazy, tj. např. výrazy typu ∞−∞ nebo 0
0
.

• Vyjde-li na pravé straně neurčitý výraz, neznamená to, že limita na

levé straně neexistuje, jen k jej́ımu výpočtu nelze tvrzeńı věty 8 použ́ıt.

Pro výpočet takových limit se už́ıvá např. vytýkáńı, rozšǐrováńı nebo

kráceńı. K výpočtu limit typu 0
0

nebo ±∞
±∞ se využ́ıvá nejčastěji tzv.

l’Hospitalovo pravidlo, se kterým se seznámı́me v kapitole věnované

derivaćım.

Př́ıklad 10 Vypočtěte lim
x→−∞

3x3+2x−1
−5x3+4

.

Řešeńı:
”
Dosad́ıme-li“ za x nevlastńı bod −∞, źıskáme neurčitý výraz −∞

∞ ,

proto nelze k výpočtu dané limity použ́ıt př́ımo tvrzeńı 3) z věty 8. Abychom

limitu vypoč́ıtali, vytkneme z čitatele i jmenovatele nejvyšš́ı mocninu a zkrá-

t́ıme.

lim
x→−∞

3x3 + 2x− 1

−5x3 + 4
=

”

−∞
∞

“
= lim

x→−∞

x3(3 + 2
x2
− 1

x3
)

x3(−5 + 4
x3

)
= lim

x→−∞

3 + 2
x2
− 1

x3

−5 + 4
x3

=

=
3 + 0− 0

−5 + 0
= −3

5
.

Poznámka 16 Dojdeme-li při výpočtu jednostranných limit např. k výrazu

typu 1
0+

, pak je tato jednostranná limita rovna ∞, a dojdeme-li k výrazu

typu 1
0−

, pak je tato jednostranná limita rovna −∞.

Poznámka 17 Předchoźı poznámku využ́ıváme při výpočtech limit lim
x→c

f(x)
g(x)

typu a
0
, kde a 6= 0. Postupujeme přitom obvykle takto: Výpočet limity typu

a
0

převedeme na výpočet jednostranných limit lim
x→c−

f(x)
g(x)

a lim
x→c+

f(x)
g(x)

, které

jsou rovny ∞, −∞ nebo neexistuj́ı. Rovnaj́ı-li se jednostranné limity, limita
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existuje a je rovna jednostranným limitám. Pokud se jednostranné limity

nerovnaj́ı nebo některá z nich neexistuje, limita neexistuje.

Př́ıklad 11 Vypočtěte lim
x→3

2x
(x−3)2

.

Řešeńı:
”
Dosad́ıme-li“ za x č́ıslo 3, źıskáme výraz 6

0
.Abychom limitu vypoč́ıta-

li, budeme postupovat dle předchoźı poznámky a vypoč́ıtáme př́ıslušné jed-

nostranné limity:

lim
x→3−

2x

(x− 3)2
=

”

6

0+

“
=∞,

protože funkce (x− 3)2 je na levém redukovaném okoĺı bodu 3 kladná a

lim
x→3+

2x

(x− 3)2
=

”

6

0+

“
=∞,

protože funkce (x − 3)2 je i na pravém redukovaném okoĺı bodu 3 kladná.

Jednostranné limity se rovnaj́ı, limita tedy existuje a plat́ı

lim
x→3

2x

(x− 3)2
=∞.

y

x0 3

Obrázek 17: Graf funkce f(x) = 2x
(x−3)2

.
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Př́ıklad 12 Vypočtěte lim
x→0

−2
x3
.

Řešeńı:
”
Dosad́ıme-li“ za x č́ıslo 0, źıskáme výraz −2

0
.Abychom limitu vypoč́ıta-

li, budeme postupovat dle poznámky 17 a vypoč́ıtáme př́ıslušné jednostranné

limity:

lim
x→0−

−2

x3
=

”

−2

0−
“

=∞,

protože funkce x3 je na levém redukovaném okoĺı bodu 0 záporná a

lim
x→0+

−2

x3
=

”

−2

0+

“
= −∞,

protože funkce x3 je na pravém redukovaném okoĺı bodu 0 kladná. Jedno-

stranné limity se tedy nerovnaj́ı a limita lim
x→0

−2
x3

neexistuje.

x

y

-1

2

1

-2

0

Obrázek 18: Graf funkce f(x) = −2
x3

.

Pro výpočet limit se také často využ́ıvaj́ı následuj́ıćı dvě tvrzeńı – prvńı

se týká součinu dvou funkćı, z nichž je jedna omezená a druhá má nulovou

limitu, a druhé limity tř́ı funkćı.

Věta 9 Necht’ je funkce f omezená na nějakém redukovaném okoĺı U∗(c) a

necht’

lim
x→c

g(x) = 0.

Potom

lim
x→c

(f(x) · g(x)) = 0.
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Př́ıklad 13 Vypočtěte lim
x→∞

sinx
x
.

Řešeńı: Protože lim
x→∞

sinx neexistuje, nelze limitu vypoč́ıtat př́ımým dosa-

zeńım. Jde ale o typický př́ıklad na použit́ı předchoźı věty, protože sinx
x

=

1
x
· sinx, kde funkce sin x je omezená (na R) a lim

x→∞
1
x

= 0. Plat́ı tedy:

lim
x→∞

sinx

x
=

”

neexistuje

∞
“

= lim
x→∞

1

x
· sinx =

”
0 · omezená “ = 0.

Věta 10 (O limitě tř́ı funkćı) Necht’ pro funkce f , g a h plat́ı

• f(x) ≤ g(x) ≤ h(x) na nějakém U∗(c),

• existuj́ı limity lim
x→c

f(x) a lim
x→c

h(x),

• lim
x→c

f(x) = lim
x→c

h(x) = a.

Potom existuje i limita lim
x→c

g(x) a plat́ı lim
x→c

g(x) = a.

Věta o limitě tř́ı funkćı plat́ı i pro jednostranné limity s t́ım rozd́ılem,

že je redukované okoĺı U∗(c) nahrazeno pravým nebo levým redukovaným

okoĺım.

2.3 Výpočet limit funkćı

Při výpočtu limit funkćı se použ́ıvaj́ı věty uvedené v předchoźı kapitole a

hodnoty význačných limit některých elementárńıch funkćı:

lim
x→∞

ax =


0 pro 0 < a < 1

1 pro a = 1

∞ pro a > 1

lim
x→−∞

ax =


∞ pro 0 < a < 1

1 pro a = 1

0 pro a > 1

lim
x→±∞

(
1 +

1

x

)x
= e lim

x→0
(1 + x)

1
x = e

lim
x→±∞

(
1 +

k

x

)x
= ek lim

x→0
(1 + kx)

1
x = ek, kde k ∈ R
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Poznámka 18 Máme-li vypoč́ıtat lim
x→∞

f(x), pak lze použ́ıt všechny po-

stupy, které jsme uvedli v kapitole o posloupnostech minulý semestr. Ob-

dobně, při výpočtu limit lim
x→−∞

f(x) lze podobné postupy použ́ıt s t́ım, že je

potřeba ”dát nav́ıc pozor na znaménka”.

Poznámka 19 Naopak, při výpočtu limit lim
x→c

f(x), kde c ∈ R nelze po-

stupy uvedené u posloupnost́ı použ́ıt, tj. např. limitu pod́ılu polynomů

nelze v bodě c ∈ R poč́ıtat porovnáńım nejvyšš́ıch mocnin, což by byl postup

použitelný pro c = ±∞.

Př́ıklad 14 Vypočtěte lim
x→∞

(
x+5
x+2

)x
.

Řešeńı:
”
Dosad́ıme-li“ za x nevlastńı bod ∞, źıskáme neurčitý výraz 1∞.

Abychom limitu vypoč́ıtali, využijeme substituci a vztah lim
x→±∞

(
1 + 1

x

)x
= e.

lim
x→∞

(
x+ 5

x+ 2

)x
=

”
1∞“ = lim

x→∞

(
x+ 2 + 3

x+ 2

)x
= lim

x→∞

(
1 +

3

x+ 2

)x
.

Abychom mohli vztah lim
x→±∞

(
1 + 1

x

)x
= e použ́ıt, potřebovali bychom mı́t

mı́sto výrazu 3
x+2

výraz 1
y
, který źıskáme vhodnou substitućı: Pokud má

platit rovnost 3
x+2

= 1
y
, pak y = x+2

3
. Vhodnou substitućı je tud́ıž substituce

y = x+2
3
, při ńıž plat́ı: Pokud x → ∞, pak také y → ∞; x + 2 = 3y a

x = 3y − 2. Proto lze ve výpočtu pokračovat následovně:

lim
x→∞

(
1 +

3

x+ 2

)x
=

y = x+2
3
⇒ x+ 2 = 3y, x = 3y − 2

x→∞ ⇒ y →∞
=

= lim
y→∞

(
1 +

1

y

)3y−2

= lim
y→∞

[(
1 +

1

y

)y]3

·
(

1 +
1

y

)−2

= e3 · 1−2 = e3.

Př́ıklad 15 Vypočtěte lim
x→0

√
1−x−1

2x
.

Řešeńı:
”
Dosad́ıme-li“ za x č́ıslo 0, źıskáme výraz 0

0
. Abychom odstranili
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odmocninu v čitateli, využijeme vzorec (a+ b)(a− b) = a2− b2, tj. rozš́ı̌ŕıme

zlomek výrazem
√

1− x+ 1.

lim
x→0

√
1− x− 1

2x
=

”

0

0

“
= lim

x→0

√
1− x− 1

2x
·
√

1− x+ 1√
1− x+ 1

=

= lim
x→0

1− x− 1

2x(
√

1− x+ 1)
= lim

x→0

−1

2(
√

1− x+ 1)
=

−1

2(1 + 1)
= −1

4
.
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Pojmy k zapamatováńı:

• vlastńı limita funkce ve vlastńım bodě

• nevlastńı limita funkce ve vlastńım bodě

• vlastńı limita funkce v nevlastńım bodě

• nevlastńı limita funkce v nevlastńım bodě

• jednostranná limita funkce v bodě

Př́ıklady k procvičeńı: Vypoč́ıtejte následuj́ıćı limity.

a) lim
x→−∞

arctgx b) lim
x→π

cosx
x

c) lim
x→−∞

(√
x2 + 2− x3

)
d) lim

x→∞
1

lnx

e) lim
x→0

√
2−x−

√
2

x
f) lim

x→−2

x2−4
x+2

g) lim
x→∞

3x3−2x2−x
−4x3+1

h) lim
x→−∞

4x3−2x2+1
2x+1

ch) lim
x→−∞

−2x2+3x−2
5x3+2x−1

i) lim
x→0

x2 · sin 1
x

j) lim
x→∞

cosx
x

k) lim
x→∞

(
x+3
x+1

)x
l) lim

x→0

cosx
sinx

m) lim
x→∞

x2·sinx−2x3

3x3+x·cosx
n) lim

x→−∞
3x2+cos(5x)

5x+1

o) lim
x→1

ln(2x−1)+esin(πx)

(x−1)2
p) lim

x→π
cosx
x−π q) lim

x→−π
2

sinx

(x+π
2 )

2

r) lim
x→∞

sin(2x)+x4·cos( 4
x)+4

x2·sin(3x)−πx3 s) lim
x→∞

x·cos(2x)−x2·cos( 2
x)+2

3x2+x·sin(3x)
t) lim

x→5

√
x−1−2

x2−4x−5

Výsledky př́ıklad̊u k procvičeńı:

a) − π
2

b) − 1
π

c) ∞ d) 0 e) −
√

2
4

f) − 4 g) − 3
4

h) ∞

ch) 0 i) 0 j) 0 k) e2 l) neexistuje

m) − 2
3

n) −∞ o) ∞ p) neexistuje

q) −∞ r) −∞ s) − 1
3

t) 1
24
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3 Spojitost funkce

Spojitá funkce je taková funkce, jej́ıž funkčńı hodnoty se měńı plynule, tj.

při dostatečně malé změně proměnné x se hodnota f(x) změńı také málo.

Zjednodušeně řečeno můžeme spojitou funkci poznat podle toho, že lze jej́ı

graf nakreslit jedńım tahem, aniž by se tužka zvedla z paṕıru. Funkce, která

neńı spojitá, se označuje jako nespojitá.

V této kapitole se budeme nejprve zabývat spojitost́ı funkce v bodě a

ukážeme si, jaká existuje souvislost mezi spojitost́ı a limitou.

Definice 31 Necht’ c ∈ Df je hromadným bodem Df . Funkce f se nazývá

spojitá v bodě c, jestliže

lim
x→c

f(x) = f(c).

Obrázek 19: Graf funkce spojité v bodě c.
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Plat́ı-li rovnost lim
x→c

f(x) = f(c) uvedená ve Definici 31 pro některou z jed-

nostranných limit, hovoř́ıme o tzv. spojitosti zleva, resp. spojitosti zprava

v bodě c.

Definice 32 .

• Necht’ c ∈ Df a necht’ v každém U−(c) lež́ı nekonečně mnoho bod̊u

z Df . Funkce f se nazývá spojitá zleva v bodě c, jestliže

lim
x→c−

f(x) = f(c).

• Necht’ c ∈ Df a necht’ v každém U+(c) lež́ı nekonečně mnoho bod̊u

z Df . Funkce f se nazývá spojitá zprava v bodě c, jestliže

lim
x→c+

f(x) = f(c).

b

h(b)

c

f(c)

d

g(d)
f

g

h

Obrázek 20: Graf funkce f spojité v bodě c pouze zleva, graf funkce g spojité

v bodě d pouze zprava a graf funkce h, která neńı v bodě b spojitá zleva ani

zprava.

Vztah mezi spojitost́ı v bodě a spojitost́ı zleva a zprava je popsán v následu-

j́ıćı větě.

Věta 11 Necht’ c ∈ Df a necht’ v každém U−(c) i v každém U+(c) lež́ı ne-

konečně mnoho bod̊u z Df . Potom

f je spojitá v bodě c ⇔ f je spojitá v bodě c zleva i zprava
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3.1 Vlastnosti funkćı spojitých v bodě

Funkce spojité v bodě maj́ı celou řadu vlastnost́ı, z nichž si nyńı uvedeme ty

nejzákladněǰśı.

Věta 12 Necht’ f je spojitá v bodě c ∈ Df . Potom existuje okoĺı U(c) takové,

že funkce f je omezená na U(c) ∩Df .

Věta 12 neplat́ı obráceně. Tj. omezenost na U(c)∩Df nezaručuje spojitost

v bodě c. Např. funkce f(x) = sgn x je omezená na Df = R a v bodě c = 0

neńı spojitá.

Součet, rozd́ıl, součin a pod́ıl funkćı spojitých v bodě jsou funkce v daném

bodě rovněž spojité.

Věta 13 Necht’ jsou funkce f a g spojité v bodě c ∈ Df ∩ Dg. Potom jsou

v bodě c spojité i funkce f ± g, f · g, f
g

(pro g(c) 6= 0) a |f |.

Tvrzeńı věty 13 lze rozš́ı̌rit na konečný počet funkćı. Lze také dokázat,

že složeńım spojitých funkćı vznikne funkce spojitá a že inverzńı funkce k

prosté spojité funkci je funkce spojitá.

Věta 14 (O spojitosti složené funkce) Necht’ je funkce f spojitá v bodě

c ∈ Df a necht’ je funkce g spojitá v bodě f(c) ∈ Dg. Potom je složená funkce

g(f(x)) spojitá v bodě c.

Věta 15 (O spojitosti inverzńı funkce) Necht’ je funkce f prostá na Df

a necht’ je spojitá v bodě c ∈ Df . Potom je inverzńı funkce f−1 spojitá v bodě

f(c).
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3.2 Body nespojitosti

Body, v nichž funkce f neńı spojitá, označujeme jako body nespojitosti. Druhy

nespojitosti jsou definovány pomoćı limit, proto budeme u všech tř́ı typ̊u

nespojitosti předpokládat, že je daný bod hromadným bodem Df . Patřit

přitom do Df daný bod nemuśı.

Prvńım typem nespojitosti je tzv. odstranitelná nespojitost.

Definice 33 Necht’ c je hromadným bodem Df . Ř́ıkáme, že funkce f má

v bodě c odstranitelnou nespojitost, jestliže

• existuje vlastńı limita

lim
x→c

f(x) = a,

• existuje-li f(c), pak f(c) 6= a.

y

fa

c x

y

f

a

c x

f(c)

Obrázek 21: Grafy funkćı, které maj́ı v bodě c odstranitelnou nespojitost.

Př́ıklad 16 Dokažte, že má funkce f(x) = x·sin
(

1
x

)
v bodě 0 odstranitelnou

nespojitost.

Řešeńı: Protože je definičńım oborem funkce f množina R \ {0}, je bod 0

hromadným bodem Df a f(0) neexistuje. Abychom dokázali, že má f v bodě

60



0 odstranitelnou nespojitost, zbývá ukázat, že má f v bodě 0 vlastńı limitu.

Limita

lim
x→0

x · sin
(

1

x

)
je (podle věty 9) rovna 0, protože sin

(
1
x

)
je funkce omezená a lim

x→0
x = 0.

Funkce f(x) = x · sin
(

1
x

)
má tedy v bodě 0 odstranitelnou nespojitost.

y

x

Obrázek 22: Graf funkce f(x) = x · sin
(

1
x

)
.

Má-li funkce f v bodě c odstranitelnou nespojitost, můžeme ji odstranit

dodefinováńım nebo předefinováńım:

• Pokud c /∈ Df a lim
x→c

f(x) = a, pak dodefinujeme funkci f v bodě c

limitou a.

• Pokud c ∈ Df a lim
x→c

f(x) = a 6= f(c), pak hodnotu funkce f v bodě c

předefinujeme na a.

Dodefinujeme-li např. funkci z předchoźıho př́ıkladu takto:

f(x) =

 x · sin
(

1
x

)
, pro x ∈ R \ {0}

0, pro x = 0,

źıskáme funkci spojitou v bodě 0.

Daľśım typem nespojitosti je nespojitost typu skok.
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Definice 34 Necht’ c je hromadným bodem Df . Ř́ıkáme, že funkce f má

v bodě c ∈ R nespojitost 1. druhu (typu skok), jestliže existuj́ı vlastńı jedno-

stranné limity v bodě c, které se nerovnaj́ı, tj. jestliže existuj́ı

lim
x→c+

f(x) ∈ R a lim
x→c−

f(x) ∈ R

a

lim
x→c+

f(x) 6= lim
x→c−

f(x).

y

f

c

x

y

f

c x

Obrázek 23: Grafy funkćı, které maj́ı v bodě c nespojitost typu skok.

Př́ıklad 17 Funkce f(x) = sgn x má v bodě 0 nespojitost typu skok, protože

−1 = lim
x→0−

sgn x 6= lim
x→0+

sgn x = 1.

Posledńım typem nespojitosti je nespojitost 2. druhu.

Definice 35 Necht’ c je hromadným bodem Df . Ř́ıkáme, že funkce f má

v bodě c ∈ R nespojitost 2. druhu, jestliže alespoň jedna jednostranná limita

funkce f v bodě c neexistuje nebo je nevlastńı.
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Obrázek 24: Grafy funkćı, které maj́ı v bodě c nespojitost 2. druhu.

Př́ıklad 18 Funkce

f(x) =

 cosx, pro x ≤ 0

1
x
, pro x > 0

(1)

má v bodě 0 nespojitost 2. druhu, protože

lim
x→0+

f(x) =∞.

y

f

x

Obrázek 25: Graf funkce definované předpisem (1).

Poznámka 20 Nespojitost 2. druhu maj́ı také např. elementárńı funkce

1
x
, 1
x2

(v bodě 0), tg x (v bodech (2k − 1)π
2
, k ∈ Z) nebo cotgx (v bodech

kπ, k ∈ Z).
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3.3 Spojitost funkce na množině

Spojitost funkce v bodě je stejně jako limita funkce v bodě lokálńı pojem,

který nám charakterizuje chováńı dané funkce na okoĺı zvoleného bodu. Na

rozd́ıl od pojmu limita lze pojem spojitost rozš́ı̌rit na libovolnou podmnožinu

definičńıho oboru nebo na celý definičńı obor.

Definice 36 .

• Funkce f se nazývá spojitá na neprázdné množině M ⊂ Df , jestliže je

spojitá v každém bodě množiny M . Je-li M = Df , nazývá se f spojitá

na definičńım oboru, stručně spojitá.

• Je-li M ⊂ Df interval s krajńımi body a a b, kde a < b, potom se

funkce f nazývá spojitá na intervalu M , jestliže je spojitá v každém

vnitřńım bodě množiny M a pokud a ∈ M , resp. b ∈ M , je spojitá

v bodě a zprava, resp. v bodě b zleva.

Věta 16 Součet, rozd́ıl, součin a pod́ıl dvou spojitých funkćı, absolutńı hod-

nota spojité funkce a funkce složená ze dvou spojitých funkćı jsou funkce

spojité na svých definičńıch oborech.

Př́ıklad 19 Funkce f(x) = sin(x2) je složená z funkćı g(x) = sin x a h(x) =

x2, které jsou spojité na Dg = Dh = R, a proto je i funkce f spojitá na svém

Df = R.

Př́ıklad 20 Vyšetřete spojitost funkce

f(x) =

 x2−9
x−3

, pro x ∈ R \ {3}

a, pro x = 3
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v závislosti na parametru a ∈ R.

Řešeńı: Definičńım oborem funkce f je množina Df = R. Pro x 6= 3 je

funkce f spojitá, protože je dána jako pod́ıl dvou spojitých funkćı. Abychom

analyzovali spojitost, resp. typ nespojitosti v bodě 3, je potřeba vypoč́ıtat

limitu v tomto bodě.

lim
x→3

f(x) = lim
x→3

x2 − 9

x− 3
= lim

x→3

(x+ 3)(x− 3)

x− 3
= lim

x→3
(x+ 3) = 6.

Pokud je tedy a = 6, pak je f spojitá na Df = R. Je-li a 6= 6, má f v bodě

3 odstranitelnou nespojitost, protože lim
x→3

f(x) = 6 6= a.

Př́ıklad 21 Vyšetřete spojitost funkce f(x) = 1
x2

.

Řešeńı: Definičńım oborem je množina Df = R \ {0}. Protože je funkce f

definována jako pod́ıl dvou spojitých funkćı, je spojitá na svém definičńım

oboru. Abychom analyzovali typ nespojitosti v bodě 0, je potřeba vypoč́ıtat

limitu v tomto bodě.

lim
x→0

f(x) = lim
x→0

1

x2
=

”

1

0

“
.

K výpočtu této limity tedy použijeme dle poznámky 17 př́ıslušné jedno-

stranné limity.

lim
x→0−

1

x2
=

”

1

0+

“
=∞ a lim

x→0+

1

x2
=

”

1

0+

“
=∞.

Jednostranné limity se rovnaj́ı, a tedy celková limita existuje a je rovněž

rovna ∞. Z toho vyplývá, že má funkce f v bodě 0 nespojitost 2. druhu.
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Pojmy k zapamatováńı:

• spojitost funkce v bodě

• spojitost funkce v bodě zprava, resp. zleva

• odstranitelná nespojitost

• nespojitost 1.druhu (typu skok)

• nespojitost 2.druhu

• spojitost funkce na množině

Př́ıklady k procvičeńı:

Vyšetřete spojitost funkćı.

a) f(x) = x2−4
x+2

b) f(x) = sin 1
x

c) f(x) = 1
arctgx

d) f(x) = x2 ·cos 1
x

e) f(x) =
√
x2 + 2 + esinx + arctg 1

x2+3
f) f(x) = ln x2 g) f(x) = 1

x2−π

Výsledky př́ıklad̊u k procvičeńı:

a) odstranitelná nespojitost v bodě −2 b) nespojitost 2. druhu v bodě 0

c) nespojitost 2. druhu v bodě 0 d) odstranitelná nespojitost v bodě 0

e) spojitá na R f) nespojitost 2. druhu v bodě 0

g) nespojitost 2. druhu v bodech −
√
π,
√
π
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4 Derivace funkce

Derivace funkce je základńım pojmem diferenciálńıho počtu, ke kterému vede

celá řada matematických, ekonomických a fyzikálńıch úloh. Jako hlavńı úlohy,

které v minulosti vedly k zavedeńı pojmu derivace, se udává úloha o rychlosti

a úloha o tečně, kterými se budeme dále zabývat.

• Úloha o okamžité rychlosti (fyzikálńı motivace, I. Newton)

Předpokládejme, že je př́ımočarý pohyb hmotného bodu popsán funkćı

f , přičemž hodnota f(t) vyjadřuje polohu bodu v čase t. Pohyb bodu

začneme pozorovat v čase t0, v němž je poloha tohoto bodu popsána

hodnotou f(t0).

t
0 t = t + t

0
D{

D t

Za dobu ∆t = t− t0 uraźı bod dráhu

∆s = f(t)− f(t0) = f(t0 + ∆t)− f(t0).

Pr̊uměrnou rychlost lze pak určit jako

v =
∆s

∆t
=
f(t0 + ∆t)− f(t0)

∆t
.

Zmenšujeme-li ∆t, bĺıž́ı se bod (t0 +∆t) k bodu t0 a pr̊uměrná rychlost

se bĺıž́ı k okamžité rychlosti hmotného bodu v čase t0. Okamžitou rych-

lost vt0 hmotného bodu v čase t0 tedy źıskáme tak, že urč́ıme limitu v

pro ∆t→ 0:

vt0 = lim
∆t→0

f(t0 + ∆t)− f(t0)

∆t
.
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• Úloha o tečně (geometrická motivace, G. W. Leibniz)

Uvažujme spojitou funkci f , bod x0, jehož okoĺı je součást́ı Df , a po-

kusme se sestrojit tečnu ke grafu funkce f v bodě P = (x0, f(x0)).

Tečna je popsána jednoznačně bodem P a svou směrnićı kt. Ta je dána

jako tangens úhlu, který sv́ırá tečna s kladným směrem osy x, tj. jako

tgϕ (viz obr. 26).

x

y f

x0 x + h0

f (x )0

f (x + h)0

P

Q

{
h

seèna

teèna

ö

Obrázek 26: Úloha o tečně.

Protože směrnici tečny kt, tj. tgϕ, nedokážeme př́ımo určit, budeme

nejprve uvažovat mı́sto tečny sečnu procházej́ıćı bodem P a bodem

Q = (x0 + h, f(x0 + h)). Směrnice této sečny je dána vztahem

ks =
f(x0 + h)− f(x0)

h

(tj. jako tangens úhlu, který sečna sv́ırá s kladným směrem osy x). Pro

h → 0 se bod Q
”
bĺıž́ı“ po grafu funkce f k bodu P a směrnice sečny

ks se bĺıž́ı ke směrnici tečny kt. Směrnici tečny lze tedy vypoč́ıtat opět

pomoćı limity:

kt = lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h
.
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4.1 Derivace funkce v bodě

V předchoźı kapitole jsme v obou motivačńıch př́ıkladech dospěli k limitě

stejného typu, tj. k limitě tzv. diferenčńıho pod́ılu funkce v daném bodě.

S touto limitou se můžeme setkat také při řešeńı daľśıch úloh, a proto dostala

speciálńı název – derivace funkce v bodě.

Definice 37 Necht’ je funkce f definovaná na nějakém okoĺı bodu x0 ∈ Df .

Existuje-li limita

lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h
, (2)

pak se tato limita nazývá derivace funkce f v bodě x0 a znač́ı se nejčastěji

jako f ′(x0), df(x0)
dx

nebo df
dx

(x0). Existuje-li f ′(x0), ř́ıkáme, že funkce f má

v bodě x0 derivaci.

Je-li derivace v bodě x0 rovna ∞ nebo −∞, nazývá se nevlastńı derivace

v bodě x0. Je-li f ′(x0) reálné č́ıslo, ř́ıkáme, že má funkce f vlastńı derivaci

v bodě x0.

Protože je pojem derivace funkce v bodě definován prostřednictv́ım limity,

byly zavedeny také pojmy jednostranné derivace funkce v bodě; jejich vztah

je obdobný jako v př́ıpadě limit funkćı.

Definice 38 .

• Necht’ je f definována na nějakém pravém okoĺı bodu x0 ∈ Df . Existuje-

li limita

lim
h→0+

f(x0 + h)− f(x0)

h
,

nazývá se derivace funkce f v bodě x0 zprava a znač́ı se nejčastěji jako

f ′+(x0).
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• Necht’ je f definována na nějakém levém okoĺı bodu x0 ∈ Df . Existuje-li

limita

lim
h→0−

f(x0 + h)− f(x0)

h
,

nazývá se derivace funkce f v bodě x0 zleva a znač́ı se nejčastěji jako

f ′−(x0).

• Derivace zprava a zleva v bodě x0 se souhrnně nazývaj́ı jednostranné

derivace funkce f v bodě x0.

Z definice derivace funkce v bodě a z vlastnost́ı limit př́ımo vyplývá

následuj́ıćı tvrzeńı.

Věta 17 Funkce f má v bodě x0 derivaci právě tehdy, když má v bodě x0 obě

jednostranné derivace, pro které nav́ıc plat́ı, že f ′+(x0) = f ′−(x0).

V následuj́ıćı větě je shrnuto, jaká je souvislost mezi spojitost́ı funkce

v bodě a existenćı derivace.

Věta 18 (Vztah mezi spojitost́ı a derivaćı v bodě) Má-li funkce f v bo-

dě x0 vlastńı derivaci, potom je v bodě x0 spojitá.

Na následuj́ıćıch protipř́ıkladech si ukážeme, že obrácená věta neplat́ı, a

také, že předpoklad existence vlastńı derivace je nutný.

Př́ıklad 22 Dokažte, že ačkoli je funkce f(x) = |x| v bodě 0 spojitá, nemá

v tomto bodě derivaci.

Řešeńı: Z grafu funkce f(x) = |x| je zřejmé, že je tato funkce spojitá na

celém svém Df = R.
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x

y

0

Obrázek 27: Graf funkce f(x) = |x|.

Pro d̊ukaz neexistence derivace v bodě 0 nejprve vypoč́ıtáme obě jedno-

stranné derivace v tomto bodě:

f ′−(0) = lim
h→0−

f(h)− f(0)

h
= lim

h→0−

|h| − 0

h
= lim

h→0−

−h
h

= −1,

protože pro h < 0 je |h| = −h.

f ′+(0) = lim
h→0−

f(h)− f(0)

h
= lim

h→0+

|h| − 0

h
= lim

h→0+

h

h
= 1,

protože pro h > 0 je |h| = h. Jednostranné derivace v bodě 0 se nerovnaj́ı,

a tud́ıž (dle věty 17) nemá funkce f(x) = |x| v bodě 0 derivaci, i když je

v tomto bodě spojitá.

Př́ıklad 23 Dokažte, že i když má funkce f(x) = sgn x v bodě 0 derivaci,

neńı v tomto bodě spojitá (protože neńı tato derivace vlastńı).

Řešeńı: Z grafu funkce f(x) = sgn x je zřejmé, že neńı spojitá v bodě 0. Pro

výpočet derivace v bodě 0 nejprve vypoč́ıtáme obě jednostranné derivace

v tomto bodě:

f ′−(0) = lim
h→0−

f(h)− f(0)

h
= lim

h→0−

sgn h− sgn 0

h
= lim

h→0−

−1

h
=∞,

protože pro h < 0 je sgn h = −1.

f ′+(0) = lim
h→0+

f(h)− f(0)

h
= lim

h→0+

sgn h− sgn 0

h
= lim

h→0+

1

h
=∞,
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protože pro h > 0 je sgn h = 1. Obě jednostranné derivace v bodě 0 se tedy

rovnaj́ı ∞, z čehož vyplývá, že f ′(0) =∞. Přesto neńı funkce f(x) = sgn x

v tomto bodě spojitá.

4.2 Tečna ke grafu funkce

Jak jsme si již naznačili, je z geometrického hlediska derivace funkce f v bodě

x0 směrnićı tečny sestrojené v bodě (x0, f(x0)) ke grafu funkce f . V této

kapitole se budeme vztahem mezi derivaćı a tečnou zabývat podrobněji.

Věta 19 (Rovnice tečny) Necht’ f je spojitá v bodě x0 a necht’ má v bodě

x0 derivaci (vlastńı nebo nevlastńı). Potom existuje tečna ke grafu funkce f

v bodě T = (x0, f(x0)). Tato tečna je dána rovnićı

• y = f(x0) + f ′(x0)(x− x0), pokud je f ′(x0) vlastńı,

• x = x0, pokud je f ′(x0) nevlastńı.

Speciálně pro f ′(x0) = 0 má rovnice tečny tvar y = f(x0).

Poznámka 21 Jestliže f neńı v x0 spojitá nebo v x0 neexistuje derivace,

potom v bodě T neexistuje tečna. Z geometrického hlediska poznáme, že

v x0 neexistuje derivace, a tedy ani tečna v bodě T , podle toho, že má graf

funkce f v bodě T hrot (viz obr. 28).
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Obrázek 28: Graf funkce f nemaj́ıćı v bodě (x0, f(x0)) tečnu (tj. ani derivaci).

4.3 Derivace funkce na množině

V předchoźıch kapitolách jsme se seznámili s derivaćı funkce v jednom konkrét-

ńım bodě x0. Jestliže má funkce f vlastńı derivaci v každém bodě nějaké

podmnožiny svého definičńıho oboru, můžeme definovat na této podmnožině

novou funkci f ′ následuj́ıćım zp̊usobem:

Definice 39 Necht’ M1 je neprázdná množina všech bod̊u z Df , v nichž má f

vlastńı derivaci. Potom funkci f ′, která každému x0 ∈M1 přǐrad́ı reálné č́ıslo

f ′(x0) definované předpisem (2), nazýváme derivaćı funkce f na množina M1.

Je d̊uležité si uvědomit, že f ′ (tj. derivace funkce f) je funkce, zat́ımco

f ′(x0) (tj. derivace funkce f v bodě x0) je č́ıslo.

Poznámka 22 Funkce f ′ se také znač́ı jako df
dx

nebo d(f(x))
dx

.

Pro funkce, které maj́ı spojitou derivaci, byl zaveden speciálńı pojem –

funkce hladké.

Definice 40 Funkce f se nazývá hladká na množině M , jestliže je jej́ı deri-

vace f ′ na M spojitá.

Je-li f hladká na M, znamená to, že existuje vlastńı derivace f ′(x0)

v každém bodě x0 ∈ M . To znamená, že v každém bodě na grafu lze se-

strojit tečnu a graf funkce f nemá na M
”
hroty“.
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4.4 Derivace elementárńıch funkćı

Abychom mohli derivace funkce snadněji vypoč́ıtat, byly na základě teore-

tického předpisu (2) z definice derivace funkce v bodě odvozeny následuj́ıćı

vzorce pro derivováńı základńıch elementárńıch funkćı.

4.4.1 Vzorce pro výpočet derivaćı základńıch elementárńıch funkćı

(a)′ = 0 a ∈ R

(xn)′ = n · xn−1 n ∈ N, x ∈ R

(xα)′ = α · xα−1 α ∈ R, x ∈ R+

(ex)′ = ex x ∈ R

(ax)′ = ax · ln a a ∈ R+ \ {1}, x ∈ R

(lnx)′ = 1
x

x ∈ R+

(loga x)′ = 1
x·ln a a ∈ R+ \ {1}, x ∈ R+

(sinx)′ = cos x x ∈ R

(cosx)′ = − sinx x ∈ R

(tg x)′ = 1
cos2 x

x ∈ R \ {π
2

+ kπ, k ∈ Z}

(cotg x)′ = − 1
sin2 x

x ∈ R \ {kπ, k ∈ Z}
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(arcsinx)′ = 1√
1−x2 x ∈ (−1, 1)

(arccosx)′ = − 1√
1−x2 x ∈ (−1, 1)

(arctg x)′ = 1
1+x2

x ∈ R

(arccotg x)′ = − 1
1+x2

x ∈ R

Na následuj́ıćım př́ıkladu si ukážeme, jakým zp̊usobem byly odvozeny tři

nejjednodušš́ı vzorce – vzorec (a)′ = 0 pro derivováńı konstanty a vzorce

(x)′ = 1 a (x2)′ = 2x pro derivováńı funkce xn pro n = 1 a n = 2.

Př́ıklad 24 Pomoćı definice derivace funkce v bodě dokažte platnost vzorc̊u

(a)′ = 0 pro každé a ∈ R,

(x1)′ = 1 pro každé x ∈ R,

(x2)′ = 2x pro každé x ∈ R.

Řešeńı: Označme f(x) = a pro každé x ∈ R. Dle definice 37 derivace funkce

v bodě pak pro každé x ∈ R plat́ı

(a)′ = f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
= lim

h→0

a− a
h

= lim
h→0

0 = 0,

č́ımž je dokázáno, že derivace libovolné konstanty je rovna 0.

Označme g(x) = x pro každé x ∈ R. Dle definice 37 derivace funkce

v bodě pak pro každé x ∈ R plat́ı

(x)′ = g′(x) = lim
h→0

g(x+ h)− g(x)

h
= lim

h→0

(x+ h)− x
h

= lim
h→0

h

h
= 1,

č́ımž je dokázáno, že (x)′ = (x1)′ = 1 · x0 = 1 pro každé x ∈ R.
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Označme k(x) = x2 pro každé x ∈ R. Dle definice 37 derivace funkce

v bodě pak pro každé x ∈ R plat́ı

(x2)′ = k′(x) = lim
h→0

k(x+ h)− k(x)

h
= lim

h→0

(x+ h)2 − x2

h
=

= lim
h→0

x2 + 2hx+ h2 − x2

h
= lim

h→0

2hx+ h2

h
= lim

h→0
(2x+ h) = 2x,

č́ımž je dokázáno, že (x2)′ = 2x pro každé x ∈ R.

4.4.2 Výpočet derivaćı

Pro výpočet derivaćı elementárńıch funkćı se použ́ıvaj́ı kromě vzorc̊u pro

derivace základńıch elementárńıch funkćı také věty o derivaci součtu, rozd́ılu,

součinu a pod́ılu funkćı a věty o derivaci složené a inverzńı funkce.

Věta 20 Necht’ funkce f a g maj́ı vlastńı derivace na množině M . Potom

maj́ı na M vlastńı derivace také funkce f ± g, f · g, f
g

(posledńı pouze pokud

g(x) 6= 0 pro každé x ∈M) a plat́ı

(i) (f ± g)′(x) = f ′(x)± g′(x),

(ii) (f · g)′(x) = f ′(x) · g(x) + f(x) · g′(x),

(iii)

(
f

g

)′
(x) =

f ′(x) · g(x)− f(x) · g′(x)

g2(x)
.

Ze vzorce pro derivováńı součinu a vzorce pro derivováńı konstanty plyne,

že pro každé a ∈ R a každé x ∈M nav́ıc plat́ı

(iv) (a · f(x))′ = a · f ′(x).

Poznámka 23 Výše uvedené vzorce můžeme stručně zformulovat takto:

(i) Derivace součtu (rozd́ılu) je rovna součtu (rozd́ılu) derivaćı.
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(ii) Derivace součinu je prvńı derivovaná krát druhá opsaná plus prvńı

opsaná krát druhá derivovaná.

(iii) Derivace pod́ılu je derivovaný čitatel krát nederivovaný jmenovatel mı́nus

nederivovaný čitatel krát derivovaný jmenovatel lomeno jmenovatel na

druhou.

(iv) Derivace součinu konstanty a funkce je rovna součinu konstanty a de-

rivace funkce.

Př́ıklad 25 Určete derivaci funkce f a definičńı obory funkćı f a f ′.

a) f(x) = 2x3 + 3x− 1
x

+ ln x.

Řešeńı: Aby se nám funkce f lépe derivovala, přeṕı̌seme jej́ı funkčńı

předpis takto:

f(x) = 2x3 + 3x− x−1 + ln x.

Definičńım oborem funkce f je množina Df = (0,∞). Pro výpočet f ′

použijeme vzorce pro výpočet derivaćı elementárńıch funkćı a větu o

součtu:

f ′(x) = 2 · 3x2 + 3x0 − (−1)x−2 +
1

x
= 6x2 + 3 +

1

x2
+

1

x
.

Definičńı obor derivace je roven definičńımu oboru p̊uvodńı funkce, tj.

Df ′ = (0,∞). Poznamenejme, že pokud bychom funkci f ′ neźıskali jako

derivaci funkce f , pak by jej́ım definičńım oborem byla celá množina

R \ {0}. Pro definičńı obory funkce a jej́ı derivace ale muśı platit, že

Df ′ ⊂ Df , protože nelze poč́ıtat derivaci funkce v bodě, v němž neńı

samotná funkce definována, a proto je Df ′ roven pouze intervalu (0,∞).

b) f(x) = 3
x2

+
√
x− 5 3

√
x.

Řešeńı: Aby se nám funkce f lépe derivovala, přeṕı̌seme jej́ı funkčńı
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předpis takto:

f(x) = 3x−2 + x
1
2 − 5x

1
3 .

Definičńım oborem funkce f je množina Df = (0,∞). Pro výpočet f ′

použijeme opět vzorce pro výpočet derivaćı elementárńıch funkćı a větu

o součtu:

f ′(x) = 3 · (−2)x−3 +
1

2
x
− 1

2 − 5 · 1

3
x−

2
3 = − 6

x3
+

1

2
√
x
− 5

3
3
√
x2
.

Definičńı obor derivace je roven definičńımu oboru p̊uvodńı funkce, tj.

Df ′ = (0,∞).

c) f(x) = (1 + 5
√
x) · sinx.

Řešeńı: Aby se nám funkce f lépe derivovala, přeṕı̌seme jej́ı funkčńı

předpis takto:

f(x) = (1 + x
1
5 ) · sinx.

Funkce f je definována pro každé x ∈ R, a tud́ıž Df = R. Pro výpočet

f ′ použijeme vzorce pro výpočet derivaćı elementárńıch funkćı a větu

o součinu:

f ′(x) =
1

5
x−

4
5 · sinx+ (1 + x

1
5 ) · cosx =

sinx

5
5
√
x4

+ (1 + x
1
5 ) · cosx.

Definičńı obor derivace je v tomto př́ıpadě menš́ı než je definičńı obor

p̊uvodńı funkce, protože f ′ neńı definována pro x = 0, tj. Df ′ = R\{0}.

d) f(x) = cosx
x2+4

.

Řešeńı: Definičńım oborem funkce f je množina Df = R. Pro výpočet

f ′ použijeme vzorce pro výpočet derivaćı elementárńıch funkćı a větu

o pod́ılu:

f ′(x) =
− sinx · (x2 + 4)− cosx · 2x

(x2 + 4)2
.

Definičńı obor derivace je roven definičńımu oboru p̊uvodńı funkce, tj.

Df ′ = R.

78



Při výpočtu derivaćı se velmi často setkáme s funkcemi složenými. Návod,

jak tyto funkce derivovat, nám dává následuj́ıćı věta.

Věta 21 (Derivace složené funkce) Necht’ g má vlastńı derivaci v bodě

x0 a necht’ funkce f má vlastńı derivaci v bodě g(x0). Potom složená funkce

f ◦ g má vlastńı derivaci v bodě x0 a plat́ı

(f ◦ g)′(x0) = f ′(g(x0)) · g′(x0).

Př́ıklad 26 Určete derivaci funkce F a jej́ı definičńı obor.

a) F (x) = cos(x2 + 1).

Řešeńı: Funkce F je složená z vněǰśı funkce f(x) = cosx a z vnitřńı

funkce g(x) = = x2 +1, proto ji muśıme derivovat jako funkci složenou:

F ′(x) = − sin(x2 + 1) · 2x = −2x · sin(x2 + 1).

Definičńım oborem funkce F i jej́ı derivace je množina R, tj. DF =

DF ′ = R.

b) F (x) = ln (
√
x) .

Řešeńı: Funkce F je složená z vněǰśı funkce f(x) = ln x a z vnitřńı

funkce g(x) = =
√
x = x

1
2 , proto ji muśıme derivovat jako funkci

složenou:

F ′(x) =
1√
x
·1
2
x−

1
2 =

1

2
√
x
√
x

=
1

2x
, pro každé x ∈ DF = DF ′ = (0,∞).

4.5 Derivace vyšš́ıch řád̊u

Přesná definice derivaćı vyšš́ıch řád̊u je uvedena ńıže, ale princip výpočtu

těchto derivaćı lze zhruba popsat následovně: Prvńı derivace f ′ funkce f
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je funkce, která je definovaná na podmnožině definičńıho oboru funkce f .

Vzhledem k tomu, že f ′ je opět funkce, má smysl ji (ve smyslu definice

37 a definice 39) znovu derivovat. Derivováńım funkce f ′ źıskáme novou

funkci, označovanou jako f ′′, kterou nazýváme druhou derivaćı funkce f .

Jej́ım definičńım oborem je množina všech bod̊u, v nichž má funkce f ′ vlastńı

derivaci. Samozřejmě i druhou derivaci můžeme znovu derivovat a postupným

derivováńım pak źıskat derivaci libovolného řádu.

Definice 41 .

1. Necht’ má funkce f pro každé x ∈M1 vlastńı derivaci. Funkce f ′, která

každému x0 ∈ M1 přǐrad́ı č́ıslo f ′(x0) se nazývá prvńı derivace funkce

f nebo derivace prvńıho řádu funkce f .

2. Necht’ M2 ⊂M1 je neprázdná množina všech bod̊u, v nichž má funkce

f ′ vlastńı derivaci. Potom se funkce f ′′, která každému x0 ∈M2 přǐrad́ı

č́ıslo (f ′)′(x0), nazývá druhá derivace funkce f nebo derivace druhého

řádu funkce f . Funkce f ′′ má definičńı obor M2 a znač́ı se také f (2)

nebo d2f
dx2

.

3. Necht’ M3 ⊂M2 je neprázdná množina všech bod̊u, v nichž má funkce

f ′′ vlastńı derivaci. Potom se funkce f ′′′, která každému x0 ∈M3 přǐrad́ı

č́ıslo (f ′′)′(x0), nazývá třet́ı derivace funkce f nebo derivace třet́ıho řádu

funkce f . Funkce f ′′′ má definičńı obor M3 a znač́ı se také f (3) nebo

d3f
dx3

.

· · ·

n. Necht’ n ≥ 2 a necht’ Mn ⊂ Mn−1 je neprázdná množina všech bod̊u,

v nichž má funkce f (n−1) vlastńı derivaci. Potom se funkce f (n), která

každému x0 ∈ Mn přǐrad́ı č́ıslo (f (n−1))′(x0), nazývá n-tá derivace

80



funkce f nebo derivace n-tého řádu funkce f . Funkce f (n) má definičńı

obor Mn a znač́ı se také dnf
dxn

.

Derivaci n-tého řádu tedy źıskáme tak, že zderivujeme (n−1)-ńı derivaci.

Např. třet́ı derivaci vypoč́ıtáme tak, že nejprve spoč́ıtáme derivaci prvńı a

tu znovu zderivujeme, č́ımž dostaneme derivaci druhou. Jej́ım daľśım deri-

vováńım pak źıskáme hledanou třet́ı derivaci.

Dosad́ıme-li do funkce f (n)(x) za x č́ıslo x0 ∈ Mn, źıskáme hodnotu n-té

derivace v bodě x0.

Definice 42 Č́ıslo f (n)(x0) nazveme derivaćı n-tého řádu funkce f v bodě

x0.

Poznámka 24 Jinak lze derivaci n-tého řádu funkce f v bodě x0 ∈Mn opět

definovat pomoćı limity, tj. jako

f (n)(x0) = lim
h→0

f (n−1)(x0 + h)− f (n−1)(x0)

h
.

Poznámka 25 Necht’ n ≥ 2. Má-li funkce f vlastńı n-tou derivaci v bodě

x0, pak má f v bodě x0 také vlastńı derivaci všech nižš́ıch řád̊u a je v bodě

x0 spojitá.

Př́ıklad 27 Určete 4. derivaci funkce f(x) = 3x4 − x2 + 1 a jej́ı definičńı

obor.

Řešeńı: Definičńım oborem funkce f je množina R. Prvńı derivaci funkce

f źıskáme jednoduše použit́ım vzorc̊u pro výpočet derivaćı elementárńıch

funkćı a pravidla pro derivováńı součtu:

f ′(x) = 3 · 4x3 − 2x = 12x3 − 2x.
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Definičńım oborem funkce f ′ je opět množina R. Druhou derivaci funkce f

źıskáme derivováńım prvńı derivace:

f ′′(x) = 12 · 3x2 − 2 = 36x2 − 2.

Definičńım oborem funkce f ′′ je opět množina R. Derivováńım druhé derivace

źıskáme derivaci třet́ı:

f ′′′(x) = 36 · 2x = 72x

a jej́ım následným zderivováńım hledanou derivaci čtvrtou:

f (4)(x) = 72.

Definičńım oborem třet́ı i čtvrté derivace je opět celá množina R, tj. Df ′′′ =

Df (4) = R.

Na závěr této kapitoly se vrat’me k počátečńı motivaci k zavedeńı pojmu

derivace, kde byly zkoumány dvě úlohy – úloha o okamžité rychlosti a úloha

o tečně.

Prozkoumejme znovu úlohu o okamžité rychlosti a zkusme naj́ıt možnou

interpretaci derivace druhého řádu. Uvažujme hmotný bod, který se pohy-

buje po př́ımce. Jeho poloha je závislá na čase, ve kterém polohu zjǐst’ujeme.

Dráha s, kterou bod urazil za čas t se dá vyjádřit jako funkce s = f(t).

Budeme-li cht́ıt zjistit okamžitou rychlost tohoto bodu v konkrétńım čase t0,

stač́ı spoč́ıtat prvńı derivaci funkce f v bodě t0. Budeme-li cht́ıt určit změnu

rychlosti v čase t0, spoč́ıtáme druhou derivaci funkce f v bodě t0. Změna

rychlosti v konkrétńım čase t0, a tedy druhá derivace funkce f v bodě t0, se

z fyzikálńıho hlediska nazývá okamžité zrychleńı v čase t0.

Geometrickou interpretaćı druhé derivace se budeme zabývat v kapitole

týkaj́ıćı se pr̊uběhu funkce.
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4.6 L’Hospitalovo pravidlo

V kapitole věnované limitám funkce jsme se zmı́nili o tom, že se výpočet

některých limit provád́ı nejsnáze pomoćı tzv. l’Hospitalova pravidla. Toto

pravidlo se nejčastěji použ́ıvá u limit typu 0
0

a ±∞±∞ .

Věta 22 (l’Hospitalovo pravidlo) Necht’ funkce f a g maj́ı vlastńı deri-

vace na nějakém U∗(c), kde c ∈ R∗. Necht’ dále plat́ı

1. bud’

lim
x→c

f(x) = lim
x→c

g(x) = 0,

nebo

lim
x→c
|g(x)| =∞

(o limitě lim
x→c

f(x) v tomto př́ıpadě nepředpokládáme nic, ani jej́ı existenci),

2. existuje limita (vlastńı nebo nevlastńı)

lim
x→c

f ′(x)

g′(x)
.

Potom existuje také limita

lim
x→c

f(x)

g(x)
a plat́ı lim

x→c

f(x)

g(x)
= lim

x→c

f ′(x)

g′(x)
.

Je d̊uležité si uvědomit, že funkci f(x)
g(x)

nederivujeme jako pod́ıl, ale čitatel

i jmenovatel derivujeme zvlášt’.

L’Hospitalovo pravidlo nelze použ́ıt, pokud nejsou předpoklady věty splněny,

je proto nutné je vždy nejprve ověřit.

Poznámka 26

• L’Hospitalovo pravidlo plat́ı i pro jednostranné limity.

83



• L’Hospitalovo pravidlo lze použ́ıt i v́ıcekrát po sobě.

• Použit́ı l’Hospitalova pravidla budeme dále značit l′H.

Př́ıklad 28 Vypočtěte lim
x→∞

x2+x+1
x+3

.

Řešeńı: Po
”
dosazeńı“ ∞ za x źıskáme neurčitý výraz ∞∞ , můžeme tedy pro

výpočet dané limity použ́ıt l’Hospitalovo pravidlo:

lim
x→∞

x2 + x+ 1

x+ 3
=

”

∞
∞

“ l′H
= lim

x→∞

2x+ 1

1
=∞.

Př́ıklad 29 Vypočtěte lim
x→2

x2−4
x2−x−2

.

Řešeńı: Po
”
dosazeńı“ 2 za x źıskáme neurčitý výraz 0

0
, můžeme tedy pro

výpočet dané limity použ́ıt l’Hospitalovo pravidlo:

lim
x→2

x2 − 4

x2 − x− 2
=

”

0

0

“ l′H
= lim

x→2

2x

2x− 1
=

4

3
.

Př́ıklad 30 Vypočtěte lim
x→π

2

−1+sinx

(x−π2 )
2 .

Řešeńı: Po
”
dosazeńı“ π

2
za x źıskáme neurčitý výraz 0

0
, můžeme tedy pro

výpočet dané limity použ́ıt l’Hospitalovo pravidlo:

lim
x→π

2

−1 + sin x(
x− π

2

)2 =

”

0

0

“ l′H
= lim

x→π
2

cosx

2
(
x− π

2

) =

”

0

0

“ l′H
= lim

x→π
2

− sinx

2
= −1

2
.

Neurčité výrazy jiných typ̊u než 0
0

nebo cokoliv
±∞ muśıme před použit́ım

l’Hospitalova pravidla nejprve na některý z uvedených typ̊u převést. Zp̊usoby,

jakými se tento
”
převod“ nejčastěji provád́ı si ilustrujeme na následuj́ıćıch

př́ıkladech.

Př́ıklad 31 Vypočtěte lim
x→0+

x2 · ln x.

Řešeńı: Po
”
dosazeńı“ 0+ za x źıskáme neurčitý výraz 0 · (−∞), př́ımo tedy
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l’Hospitalovo pravidlo nemůžeme použ́ıt; nejprve je nutné funkci, která je ve

tvaru součinu, převést na pod́ıl. Teprve poté, budou-li předpoklady pravidla

splněny, jej můžeme aplikovat:

lim
x→0+

x2·ln x =
”
0 · (−∞)“ = lim

x→0+

ln x
1
x2

=

”

−∞
∞

“ l′H
= lim

x→0+

1
x
−2
x3

= lim
x→0+

−x
2

2
= 0.

Př́ıklad 32 Vypočtěte lim
x→0+

(
1

sinx
− 1

x

)
.

Řešeńı: Po
”
dosazeńı“ 0+ za x źıskáme neurčitý výraz∞−∞, a př́ımo tedy

l’Hospitalovo pravidlo opět nemůžeme aplikovat; nejprve je nutné funkci,

která je ve tvaru rozd́ılu, převést na pod́ıl. Budou-li předpoklady pravidla

poté splněny, můžeme jej využ́ıt:

lim
x→0+

(
1

sinx
− 1

x

)
=

”
∞−∞“ = lim

x→0+

x− sinx

x · sinx
=

”

0

0

“
=

l′H
= lim

x→0+

1− cosx

sinx+ x · cosx
=

”

0

0

“ l′H
= lim

x→0+

sinx

cosx+ cosx− x · sinx
=

0

2
= 0.

Jestliže neexistuje lim
x→c

f ′(x)
g′(x)

, neznamená to, že neexistuje lim
x→c

f(x)
g(x)

, jen ji

nelze pomoćı l’Hospitalova pravidla vypoč́ıtat. Konkrétně si tuto situaci

ukážeme na následuj́ıćım př́ıkladu.

Př́ıklad 33 Vypočtěte lim
x→∞

x+sinx
x+1

.

Řešeńı: Po
”
dosazeńı“ ∞ za x źıskáme neurčitý výraz

∞+ neexistuje
∞ , a

l’Hospitalovo pravidlo tedy můžeme zkusit aplikovat:

lim
x→∞

x+ sinx

x+ 1
=

”

∞+ neexistuje

∞
“ l′H

= lim
x→∞

1 + cos x

1
= neexistuje.

Neexistence limity lim
x→∞

(1 + cosx) neznamená, že neexistuje p̊uvodńı limita

lim
x→∞

x+sinx
x+1

, jen ji nelze pomoćı l’Hospitalova pravidla vypoč́ıtat. Pro jej́ı

výpočet použijeme vytýkáńı a tvrzeńı věty o součinu dvou funkćı, z nichž

je jedna omezená a druhá má nulovou limitu:

lim
x→∞

x+ sinx

x+ 1
= lim

x→∞

x(1 + 1
x
· sinx)

x(1 + 1
x
)

= lim
x→∞

1 + 1
x
· sinx

1 + 1
x

=
1 + 0

1 + 0
= 1.
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V některých př́ıpadech lze sice l’Hospitalovo pravidlo použ́ıt, efektivněǰśı

je však zvolit jinou metodu. V následuj́ıćım př́ıkladu bychom l’Hospitalovo

pravidlo např. museli aplikovat padesátkrát, než bychom se dostali k výsledku.

Proto je podstatně rychleǰśı vypoč́ıtat danou limitu pomoćı vytýkáńı a kráceńı,

přestože jsou všechny předpoklady l’Hospitalova pravidla splněny.

Př́ıklad 34 Vypočtěte lim
x→∞

x52+x
−2x50+x49+x2+5

.

Řešeńı:

lim
x→∞

x52 + x

−2x50 + x49 + x2 + 5
=

”

∞
∞

“
= lim

x→∞

x50(x2 + 1
x49

)

x50(−2 + 1
x

+ 1
x48

+ 5
x50

)
=

= lim
x→∞

x2 + 1
x49

−2 + 1
x

+ 1
x48

+ 5
x50

=
∞
−2

== −∞.

4.7 Aproximace funkce polynomem

V praktických aplikaćıch jsou někdy vztahy mezi nezávisle proměnnou x

a závisle proměnnou y vyjádřeny pomoćı velmi složitých předpis̊u. Z to-

hoto d̊uvodu vznikla potřeba danou složitou funkci popisuj́ıćı vztahy mezi

proměnnými v okoĺı určitého bodu x0 nahradit (aproximovat) funkćı jed-

nodušš́ı, jej́ıž hodnoty lze snadno vypoč́ıtat, a s ńıž se lépe pracuje.

Aproximace funkce se také využ́ıvá v př́ıpadech, kdy neznáme funkčńı

předpis popisuj́ıćı vztahy mezi proměnnými a pokud máme k dispozici pouze

experimentálńım měřeńım źıskané funkčńı hodnoty a hodnoty derivace v

určitém bodě.

V této kapitole si ukážeme, jak aproximuj́ıćı funkci zvolit, aby bylo na-

hrazeńı v okoĺı určitého bodu x0 co nejpřesněǰśı. Budeme se zabývat situaćı

nejjednodušš́ı – funkci budeme nahrazovat polynomem prvńıho stupně, tedy

funkćı lineárńı.
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4.7.1 Diferenciál

Jak jsme již zmı́nili v úvodńım odstavci, nejjednodušš́ı je aproximace pomoćı

polynomu 1. stupně. V tomto př́ıpadě nejlepš́ı aproximaci funkce f v okoĺı

daného bodu x0 źıskáme, pokud funkci aproximujeme tečnou ke grafu funkce

f sestrojenou v bodě (x0, f(x0)).

Má-li funkce f v bodě x0 vlastńı derivaci, pak má rovnice tečny v bodě

(x0, f(x0)) tvar y = f(x0) + f ′(x0) · (x− x0). Pro funkčńı hodnotu f(x), kde

x = x0 + h je dostatečně bĺızko bodu x0, plat́ı, že

f(x) ≈ f(x0) + f ′(x0) · (x− x0) (3)

(ekvivalentně f(x0 +h) ≈ f(x0)+f ′(x0) ·h). Symbolem ≈ znač́ıme přibližnou

rovnost.

Př́ır̊ustek funkce (diference) f(x0 + h) − f(x0) je tedy přibližně roven

hodnotě f ′(x0) · h, kterou nazýváme diferenciálem funkce f v bodě x0 nebo

diferenciálem prvńıho řádu funkce f v bodě x0. Diferenciál funkce f v bodě

x0 označujeme df(x0), tj.

df(x0) = f ′(x0) · h.

Skutečný př́ır̊ustek funkce f(x0+h)−f(x0) se však obvykle od diferenciálu

funkce f v bodě x0 lǐśı. Velikost chyby, které se dopust́ıme, když skutečný

př́ır̊ustek funkce f nahrad́ıme diferenciálem funkce f v bodě x0, se označuje

jako chyba aproximace a znač́ı se R(x0 + h). Plat́ı tedy, že

f(x0 + h) = f(x0) + df(x0) +R(x0 + h).

Nejběžněǰśı aplikace diferenciálu spoč́ıvá v tom, že (pro malá h, tj. pro x

bĺızká x0) klademe

f(x) ≈ f(x0) + df(x0),
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x

y f

x0 x + h0

f (x )0

f (x + h)0

P

{
h

{

df(x )0

{ {

R(x +h)0

D f(x ) = f(x +h) - f(x )0 0 0t

Obrázek 29: Aproximace funkce tečnou a diferenciál funkce v bodě.

tj. skutečný př́ır̊ustek funkce aproximujeme diferenciálem (viz také obr. 29).

Poznámka 27

• Poznamenejme, že diferenciál funkce f v bodě x0 je lineárńı funkce

závisej́ıćı na proměnné h.

• Při zápisu diferenciálu funkce f v bodě x0 se výraz h = x − x0 často

znač́ı jako dx, tj.

df(x0) = f ′(x0) · dx.

• Z výše uvedeného vyplývá, že existence diferenciálu funkce f v bodě x0

je ekvivalentńı s existenćı vlastńı derivace f ′(x0). Proto často ř́ıkáme

”
f je diferencovatelná v bodě x0“ mı́sto

”
f má vlastńı derivaci v bodě

x0“.

Nyńı si na konkrétńım př́ıkladu ukážeme, jak lze pomoćı popsaného po-

stupu určit přibližně funkčńı hodnoty dané funkce.
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Př́ıklad 35 Určete přibližně hodnotu ln 1, 2 bez použit́ı kalkulačky.

Řešeńı: Pro výpočet použijeme vztah (3); č́ıslo x0 přitom voĺıme tak, aby

bylo
”
bĺızko“ č́ısla 1, 2 a přitom takové, abychom byli schopni vypoč́ıtat ln x0

bez použit́ı kalkulačky.

Definujme f(x) = ln x a x0 = 1. Poté f ′(x) = 1
x

a

ln 1, 2
.
= f(x0) + f ′(x0) · (x− x0) = ln 1 +

1

1
(1, 2− 1) = 0, 2.

Skutečná hodnota ln 1, 2 je přitom 0, 1823 . . .

Poznámka 28 Je zřejmé, že výpočet přibližných funkčńıch hodnot pomoćı

výše uvedeného postupu je v dnešńı době kalkulaček poněkud archaický.

Nicméně dobře ilustruje princip, na jehož základě poč́ıtače a kalkulačky

poč́ıtaj́ı hodnoty některých funkćı.
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Pojmy k zapamatováńı:

• derivace funkce v bodě

• jednostranné derivace funkce v bodě

• tečna ke grafu funkce

• derivace funkce

• derivace vyšš́ıch řád̊u

• l’Hospitalovo pravidlo

• diferenciál

Př́ıklady k procvičeńı:

1. Vypoč́ıtejte derivaci funkce f(x) a výsledek upravte.

a) f(x) = sin(sin(sin x)) b) f(x) =
√

cos(4x) c) f(x) = tg(2x)

d) f(x) = arctg(3x) e) f(x) =
√

ln (
√
x) f) f(x) = cos(x3)

g) f(x) = cos3 x h) f(x) = (x+
√
π) ·
√

sinx

ch) f(x) = (x3 + e2) · lnx i) f(x) =
5
√
x2 · e3x j) f(x) = ln(5x)

ln 3−
√
e

k) f(x) = 1
(x3−π)2

l) f(x) = x·ex
1−x4 m) f(x) = ln(cosx)

sinx

2. Vypoč́ıtejte derivaci funkce f(x) v bodě x0.

a) f(x) =
√

1− cosx, x0 = −π
2

b) f(x) = ln2 x, x0 = e

c) f(x) = 2x

x2
, x0 = 1 d) f(x) = (ln

√
2 + sin(2x)) · ecosx, x0 = π

3. Vypoč́ıtejte druhou derivaci funkce f(x) a výsledek upravte.

a) f(x) = x · lnx b) f(x) = ex

x+1
c) f(x) = cos(sin x)
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4. Vypoč́ıtejte limity pomoćı l’Hospitalova pravidla.

a) lim
x→π

sin2 x
x−π b) lim

x→1

lnx
sin(πx)

c) lim
x→0+

√
x · lnx d) lim

x→∞
x·lnx
x3+1

e) lim
x→0

x−arctgx
x3

f) lim
x→0

1
x
− 1

ln(1+x)
g) lim

x→∞
x · ln(x+1

x
)

5. Pomoćı prvńıho diferenciálu určete přibližně hodnotu:

a) 3
√

7, 5 b) sin 0, 02 c) ln2 0, 8

Výsledky př́ıklad̊u k procvičeńı:

1. a) f ′(x) = cos(sin(sin x)) · cos(sinx) · cosx b) f ′(x) = − 2 sin(4x)√
cos(4x)

c) f ′(x) = 2
cos2(2x)

d) f ′(x) = 3
1+9x9

e) f ′(x) = 1

4x
√

ln(
√
x)

f) f ′(x) = −3x2 · sin(x3) g) f ′(x) = −3 cos2 x · sinx

h) f ′(x) =
√

sinx+ (x+
√
π)·cosx

2
√

sinx
ch) f ′(x) = 3x2 · lnx+ x2 + e2

x

i) f ′(x) = 2e3x

5
5√
x3

+ 3
5
√
x2 · e3x j) f ′(x) = 1

(ln 3−
√
e)x

k) f ′(x) = − 6x2

(x3−π)3
l) f ′(x) =

ex·(1+x+3x4−x5)
(1−x4)2

m) f ′(x) = − 1
cosx
− cosx·ln(cosx)

sin2 x

2. a) − 1
2

b) 2
e

c) 2(ln 2− 2) d) 2
e

3. a) f ′′(x) = 1
x

b) f ′′(x) = ex(x2+1)
(x+1)3

c) f ′′(x) = − cos(sinx) · cos2 x+ sin(sinx) · sinx

4. a) 0 b) − 1
π

c) 0 d) 0 e) 1
3

f) − 1
2

g) 1

5. a) 47
24

= 1, 9583 b) 0, 02 c) 0
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