2 Limita funkce

Pokud méame za kol nakreslit graf funkce f, musime mimo jiné zjistit, jak
se tato funkce chova v okoli bodu, které nepatii do jejiho definiéniho oboru.
Muzeme napriiklad zjistit, ze pokud se proménna z blizi k takovému bodu,
pak se funkéni hodnoty f(z) blizi k néjakému redlnému ¢islu nebo neomezené
rostou (tj. ,,blizi se“ k 0o) nebo naopak neomezené klesaji a ,,blizi se* k —oc.
Tento proces ,,ptriblizovani se* bude v této kapitole podrobné popsan pomoci

pojmu limita funkce v bodé.

Poznamenejme, ze limita je jednim ze zakladnich pojmu diferencidlniho poctu,
). ’ ’ ’ . . ~/ 7 v~ v ~ ~
nebot je pomoci ni definovan pojem derivace. Vyuziva se rovnéz pii vysetio-

vani prubéhu funkce pro nalezeni vertikalnich asymptot.

Limity funkeci slouzi ke zkouméni vlastnosti funkei v redukovanych okolich
bodu, které jsou z néjakého duvodu problematické. Nejcastéji jsou to body,
které ,nedokazeme nakreslit“ (£o00), body, ve kterych neni funkce definovana

nebo ve kterych se chovéd ,nestandardné®.

Zjednodusené teceno je limita funkce f v bodé ¢ hodnota a, ke které se
blizi funkéni hodnoty f(x), kdyz se = blizi k bodu c. Je dulezité si uvédomit,
ze limita funkce f v bodé ¢ nezavisi na samotné funkéni hodnoté f(c¢) v bodé
¢; funkéni hodnota se muze lisit od limity v tomto bodé nebo funkce nemusi
byt v daném bodé vubec definovana.

Limity funkci muzeme hledat jen v bodech ¢, které jsou hromadnymi
body Dy, tj. v bodech v jejichz kazdém okoli lezi nekoneéné mnoho bodu
z D¢. Pro to, abychom se k bodu ¢ mohli bliZit, je totiz nutné, aby v kazdém

jeho okoli lezelo nekoneéné mnoho bodu z Dy.
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Uvazujme napi. funkci f(x) = #ﬁ’ kterd je definovana pro x €
(—00,0) U (0,4), a pokusme se najit jeji limitu v bodé ¢ = 0.
Abychom tuto limitu nalezli, zkoumame, jak vypadaji funkéni hodnoty

v bodech, které lezi v blizkosti bodu 0:

. f(x)
-0,1 4,024845694
-0,01 4,002499160
-0,001 4,000256016
-0,0001 4,000025008

0 | neni definovano
0,0001 3,999974992
0,001 3,999744016
0,01 3,997499165
0,1 3,974841795

Tabulka 1: Funkéni hodnoty funkce f(z) = et

Z funkénich hodnot uvedenych v tab. 1, stejné jako z grafu funkce znazor-
néném na obr. 8, je patrné, ze ¢im vice se hodnoty = blizi k 0, tim vice se

funkéni hodnoty blizi ke 4 a funkce f ma tedy v bodé 0 limitu rovnu ¢islu 4.
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Obrdzek 8: Graf funkee f(z) = 5= 7=

Podle toho, zda jsou hodnoty ¢ a a realna ¢isla nebo nevlastni body +o0,

rozliSujeme tyto specialni typy limit:
1. Vlastni limita ve vlastnim bodé, je-li c € R, a € R.
2. Vlastni limita v nevlastnim bodé, je-li ¢ = +o0, a € R.
3. Nevlastni limita ve vlastnim bodé, je-li ¢ € R, a = +o0.
4. Nevlastni limita v nevlastnim bodé, je-li ¢ = +o00, a = Fo00.

Na obr. 8 byl zndzornén graf funkce, ktera ma v bodé 0 vlastni limitu 4.
Obecné je tato situace popsana v nasledujici definici, kterd se zabyva vlastni

limitou ve vlastnim bodé.

Definice 24 Nechf ¢ € R je hromadnym bodem definiéniho oboru funkce f
a necht a € R. Rikdme, ze funkce f md v bodé ¢ vlastni limitu a, jestlize ke
kazdému kladnému ¢ existuje kladné § takové, ze pro vSechna x z defini¢niho
oboru funkce f spliujici 0 < |x — ¢| < § plati, ze |f(z) —a| <e.

Zapisujeme

lim f(z) = a.

r—cC
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Pomoci kvantifikatoru lze psat:

limf(z)=a<Ve>0 30>0 VreDy 0<|z—c <d: |f(z)—a|<e.

Tr—C

y
e S 7
e ‘: --------- ; -----------------
P i |
T =
¢ | |
a-e R --------- -------------------
/ I |
! ' X ! I
N—— N —
c-0 c c+o X

Obrazek 9: lim f(x) = a.

Tr—C

Z grafického hlediska je smysl predchozi definice néasledujici: Zvolime-li
si libovolné Siroky pas o Sitce 2¢ kolem piimky y = a, pak k nému musi
existovat interval (c—d, c+9) kolem bodu ¢ tak, aby graf funkce f na mnoziné

(c—=0d,c+0)\ {c} lezel cely ve zvoleném pésu (viz obr. 9).

Jak jiz bylo zminéno v ivodnim odstavci, funkéni hodnota v bodé ¢ ne-

musi existovat a lim f(z) na existenci ani hodnoté f(c) nezavisi.
Tr—rcC

Nyni se budeme zabyvat pripadem, kdy se z blizi k co nebo k —oco a
hodnoty f(z) se pfitom blizi k redlnému ¢islu a. Chové-li se funkce takovymto

zpusobem, tikame, ze méa v nevlastnim bodé vlastni limitu.

Definice 25 Necht oo je hromadnym bodem definiéniho oboru funkce f a

necht a € R. Rikdme, ze funkce f md vlastni limitu a v nevlastnim bodé
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o0, jestlize ke kazdému kladnému e existuje realné ¢islo K takové, ze pro
vSechna x patiici do definicniho oboru funkce f, ktera jsou vétsi nez K,
plati, ze |f(z) — a] < e.

Zapisujeme

lim f(z) = a.

T—r00

Pomoci kvantifikatoru lze psat:

lim f(z) =a&Ve>0 IKeR VereDy z>K: |f(x)—al<e.

T—00

Z grafického hlediska je smysl predchozi definice nasledujici: Zvolime-li si
libovolné siroky pas o sifce 2¢ kolem primky y = a, pak k nému musime byt
schopni najit ¢islo K takové, aby pro kazdé x > K lezel graf funkce f ve

zvoleném pésu (viz obr. 10).

Pozndmka 6 Obdobné definujeme lim f(x) = a. V tomto piipadé pouze
T—>—00

nahradime nerovnost x > K v pfedchozi definici nerovnosti © < K (viz obr.

11), tj.

lim f(x)=a<Ve>0 IKeR VreD; o< K: |f(x)—a|l<e

T—r—00

Obrazek 10: lim f(z) = a.

T—00
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Obrazek 11: lim f(x) = a.

T—r—00

Poznamka 7 Prikladem funkei, které maji vlastni limitu v obou nevlastnich
bodech, jsou napft. funkce i, x%, arctg x nebo arccotg = (viz grafy téchto

funkei v kapitole 1.5).

U celé tady funkci se muzeme setkat s tim, ze kdyz se hodnoty x priblizuji
k realnému ¢islu ¢, tak se funkéni hodnoty neomezené zvétsuji (tj. blizi se k
00) nebo se naopak priblizuji k —oco. Chové-li se funkce takovymto zpusobem,

fikame, ze ma ve vlastnim bodé nevlastni limitu.

Definice 26 Necht ¢ € R je hromadnym bodem definiéniho oboru funkce
f. Rikdme, ze funkce f md v bodé ¢ nevlastni limitu oo, jestlize ke kazdému
realnému ¢islu K existuje kladné ¢islo 6 takové, ze pro vsechna z z definiéniho
oboru funkce f spliujici 0 < |z — ¢| < § plati, ze f(z) je vétsi nez K.
Zapisujeme

liLn f(x) = oc.

Pomoci kvantifikatoru lze psat:

lim f(z) =00 & VK eR 30>0 VeeD; O0<|z—c|]<d: f(z)> K.

r—cC

Z grafického hlediska je smysl predchozi definice nasledujici: Ke kazdému

redlnému ¢islu K musime byt schopni najit interval (¢ — d,c + ) tak, aby
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graf funkce f na mnoziné (¢ — d,c+9) \ {c} lezel cely nad piimkou y = K
(viz obr. 12).

Pozndmka 8 Obdobné definujeme lim f(z) = —oo. V tomto piipadé pouze
Tr—cC
nahradime nerovnost f(z) > K v predchozi definici nerovnosti f(z) < K

(viz obr. 13), tj.

lim f(z) =—0c0 & VK eR 36>0 VeeDy 0<|z—c| <d: f(z) < K.

T—C

c-6 & ¢ O c+d

Obrazek 12: lim f(z) = oc.

Tr—cC

N

K

J)

Obrazek 13: lim f(z) = —oc.

Tr—C
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Poznamka 9 Dalsi funkce, které maji nevlastni limitu ve vlastnim bodé,

jsounapi. & (v bodé 0), |tgz| (v bodech km, kde k € Z) nebo |2| (v bodé 0).

Poslednim typem limit je nevlastni limita v nevlastnim bodé. U tohoto
druhu limity se funkéni hodnoty f(z) neomezené zvétsuji nebo neomezené
zmensuji (tj. blizi se k oo nebo k —o00), kdyz se proménnd x blizi k oo nebo

k —oo0.

Definice 27 Necht oo je hromadnym bodem definiéniho oboru funkce f.
Rikdme, ze funkce f md neviastni limitu oo v nevlastnim bodé oo, jestlize
pro kazdé redlné cislo K existuje redlné c¢islo M takové, ze pro vSechna =z
z definiéniho oboru funkce f, kterd jsou vétsi nez M, plati, ze f(z) je veétsi
nez K.

Zapisujeme

li_)rn f(z) = 0.

Pomoci kvantifikatoru lze psat:

lim f(zr) =c0c VK eR dIMeR VeeDy x>M: f(x)> K.

T—00

Z grafického hlediska je smysl predchozi definice nasledujici: Ke kazdému
realnému ¢islu K musime byt schopni najit realné c¢islo M takové, aby pro

kazdé x > M lezel graf funkce f cely nad piimkou y = K (viz obr. 14).
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J)

//M X X

Obrazek 14: lim f(z) = oc.

T—00
Poznamka 10 Obdobné jako v definici 27 definujeme lim f(z) = —oo,
T—r00
lim f(z) =00 a lim f(z)= —o0. V téchto pripadech pouze vhodné na-
T——00 T——00

hradime nerovnosti © > K nebo f(x) > M v pfedchozi definici nerovnostmi

r < K nebo f(x) < M. Tj.

lim f(z) =—0c0 & VKeR 3IMeR VzeDy x>M: f(z) <K,

T—00

lim f(zr)=00 & VKeR IMeR VzeD; z<M: f(z)> K,
T——00

lim f(zr)=—-0c0 & VKeR dIMeR VeeD; z<M: f(zx) < K.
T——00

Jako cviceni si nakreslete prislusné obrazky.

Poznamka 11

e Piikladem funkci, které maji nevlastni limitu v nevlastnim bodé —oo,

jsou napf. funkce 22, 3, /x nebo In(—x).

e Funkce, které maji nevlastni limitu v nevlastnim bodé oo, jsou naprt.

e, 2, 23, \/x, ¥/x nebo In .

V predchozim textu jsme se seznamili se ¢tyfmi moznostmi, se kterymi
se muzeme v piipadé existence limity setkat. Pomoci okoli bodu lze uve-
dené definice shrnout do néasledujici definice, ktera zahrnuje vsechny uvedené

varianty.

44



Definice 28 Necht c¢,a € R* a necht ¢ je hromadnym bodem defini¢niho
oboru funkce f. Rikdme, ze funkce f md v bodé ¢ limitu a, jestlize pro
kazdé okoli bodu a existuje redukované okoli bodu ¢ takové, ze pro kazdé
x z definiéniho oboru funkce f lezici v tomto redukovaném okoli, lezi f(x)
v uvazovaném okoli bodu a.

Pomoci kvantifikatoru lze psat:

lim f(zx) =a< VU FU(c) Yee DiNU(c): f(x) € U(a).

T—C

Poznamka 12 Poznamenejme, Ze ne vSechny funkce maji limity ve vsech
bodech, které jsou hromadnymi body jejich defini¢nich obort. Napt. funkce
f(z) = sgn x nem4 limitu v bodé ¢ = 0, protoze kdyz se k 0 blizime ,zprava“,
blizi se funkéni hodnoty f(z) k éislu 1, a kdyz se blizime ,zleva“, blizi se

funkeni hodnoty f(x) k éislu —1.

Obrazek 15: Graf funkce f(z) = sgnz.

Pro funkci sin x zase neexistuje lim sinz ani lim sinz a totéz plati pro
Tr—00 T—>—00

ostatni goniometrické funkce.

2.1 Jednostranné limity

Zatim jsme nerozlisovali, zda se proménnd x k bodu ¢ priblizuje zprava (od

vétsich hodnot) nebo zleva (od mensich hodnot), protoze to nehrélo zadnou
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roli. Existuji vSak funkce, u nichz je tfeba pii vypoctu limity rozlisovat, zda
se k danému bodu ptiblizujeme zprava nebo zleva.

Uvazujme napt. funkci f(z) = sgn x. Z jejiho grafu (viz obr. 15) je ziejmé,
ze pokud se x blizi k bodu 0 zprava, blizi se f(z) k 1, a pokud se x blizi k
bodu 0 zleva, blizi se f(z) k —1. Muzeme tedy hovorit o tom, ze funkce

f(x) =sgnzx ma v bodé 0 limitu zprava rovnu 1 a zleva rovnu —1.

V definicich jednostrannych limit se oproti obecné definici limity zméni
pouze posuzovani ,blizkosti“ k bodu c¢. Budeme-li se priblizovat zleva, budou
hodnoty x nélezet do intervalu (¢ — d, ¢) a budeme hovoriit o limité zleva. Pii
priblizovani zprava budou hodnoty x patfit do intervalu (¢, c+0) a hovorime
o limité zprava. Piesné definice téchto pojmu je uvedena v nasledujicich de-

finicich.

Definice 29 Necht ¢ € R a necht v kazdém levém okoli U_(c) lez{ nekoneéné
mnoho bodu z Dy. Rikdme, ze funkce f md v bodé ¢ vlastni limitu a € R

zleva, jestlize
Ve>0 36>0 VeeDy c—d<z<c: |f(z)—a|l<e.

Zapisujeme
P lim f(x) = a.

r—Cc

Definice 30 Necht ¢ € R a necht v kazdém pravém okoli U, (c) lezi ne-
koneéné mnoho bodu z Dy. Rikdme, ze funkce f md v bodé ¢ vlastni limitu

a € R zprava, jestlize
Ve>0 36>0 VeeDy c<zx<c+9: |f(z)—al<e.

Zapisujeme _
lim f(z)=a.
z—ct
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Pokud bychom zkoumali funkei f(z) = 1, zjistili bychom, ze pokud se
x blizi k bodu 0 zprava, blizi se f(z) k +oo, a pokud se x blizi k bodu 0
zleva, blizi se f(z) k —oo. Muzeme tedy hovofit o tom, ze funkce f(x) = %
mé& v bodé 0 limitu zprava rovnu +oo a zleva roviu —oo (viz také obr. 16) a

jednd se tedy o nevlastni jednostranné limity.

y

\V4

Obrézek 16: Graf funkee f(z) = 1.
V naésledujici poznamce jsou nevlastni jednostranné limity definovany
presnéji.
Poznamka 13

VKeR 3F0>0 VreDy c—d<z<i: f(z

& (r) > K
r—c—
lim+f(ac):oo & VKeR 36>0 VeeDy c<zx<c+d: flx)>K
Tr—cC
lim f(z)=—00 & VKeR 3F0>0 VeeD; c—d<z<d: flz) <K,
Tr—Cc—
lim f(z) =—00 & VKeR 36>0 VeeD; c<z<c+90: f(v) < K

Jako cviceni si nakreslete ptislusné obrazky ilustrujici lim f(z) = oo, lim f(z) =
r—c— Tr—Cc
oo, lim f(z) =—o0a lim f(z)= —oc.
z—ct z—ct

Poznamka 14 Protoze se k bodu —oo muzeme blizit pouze zprava a k bodu

oo pouze zleva, nemé smysl v téchto bodech uvazovat jednostranné limity.
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Souvislost mezi limitou funkce v bodé ¢ a jednostrannymi limitami v tomto

bodé udava nasledujici véta, jejiz dukaz vyplyva ptimo z definic.

Véta 4 Necht ¢ € R a necht v kazdém U_(c) i kazdém U (c) lezi nekonecéné

mnoho bodi z Dy. Potom
1. existugi obé jednostranné limity

I -
lim f(z) =a < 2. lim f(z) = lim f(z) =a

Tvrzeni této véty vyuzivame k dukazu faktu, ze limita dané funkce v bodé
neexistuje. Vypocitame obé jednostranné limity, a pokud se nerovnaji nebo
néktera z nich neexistuje, tak limita neexistuje. Napr. lze takto dokazat, ze
funkce f(z) = sgn z nemd v bodé 0 limitu, protoze

lim sgn z = —1a lim sgn z = 1.

z—0— z—0t

Jednostranné limity dale pouzijeme pfi hledani vertikalnich asymptot u

vySetfovani prubéhu funkce.

2.2 Vlastnosti limit funkci

Nyni si uvedeme nékolik tvrzeni zabyvajicich se zakladnimi vlastnostmi limit.

Véta 5 Funkce md v daném bodé nejvyse jednu limitu, tj. prdve jednu nebo

zZadnou.

Pi vypoctech limit funkei velmi casto pouzivame nésledujici tvrzeni.

Véta 6 Necht existuje redukované okoli U*(c) bodu ¢ takové, Ze pro kaZdé
r €U (c) plati f(x) = g(x). Md-li funkce g v bodé c limitu a, pak md i

funkce f v bodé ¢ stejnou limitu a.
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Jinak teceno, funkci v daném bodé ¢ nedefinovanou nahradime funkci,
kterd se ji rovnd (kromé hodnoty v inkriminovaném bodeé ¢), a jeji limitu
v bodé ¢ vypocteme. Vypocétend hodnota bude i limitou puvodni funkce

v bodé c.

Priklad 9 Vypoctéte lim :”2+—I2_6.
x—2 T

Reseni: Po ,dosazeni 2 za x ziskdme neurcity vyraz 9. Snazime se tedy

funkci £ ” 6 ypravit dle piedchozi véty na funkci v bodé 2 definovanou:
2 . «“ —9
i &t =6 _ 0" (z+3)( ):hm(x—i—3):5.
z—=2 xr— 2 0 z—2 x — 2 z—2

7

Véta 7 Ma-li funkce f v bodé ¢ vlastni limitu a, pak existuje redukované

okoli U*(c) takové, Ze je f omezend na mnoziné U*(c) N Dy-.

Véta 7 neplati obrdcené. Tj. omezenost na U*(c) N Dy nezarucuje existenci
vlastni limity v bodé c¢. Napi. funkce f(x) = sgn = je omezend na Dy =R a

v bodé ¢ = 0 vlastni limitu nemaé.

Nyni si uvedeme vétu, s jejiz pomoci jsme schopni pocitat limity souctu,

rozdilu, soucinu a podilu dvou funkei.

Véta 8 (Algebraické operace s limitami) Necht ¢ je hromadnym bo-

dem definiénich obori funkci f a g. Necht existugi limity lim f(x) € R* a
Tr—C

lim g(x) € R*. Potom plati

Tr—C

T—cC Tr—cC Tr—cC

2) lim (f(z)-g(z)) = lim f(z

r—c T—C

1) lim (f(z) £g(z)) = lim f(z)+limg(x)
) - lim g(z)
T—C
flo) _ /@)
M) T tmg(a)
jestlize magji vyrazy na pravé strané smysl v R*.
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Poznamka 15 .

e Fakt, ze maji vyrazy na pravé strané smysl v R*, znamen4, Ze se nejedné

o neurcité vyrazy, tj. napf. vyrazy typu oo — co nebo %.

e Vyjde-li na pravé strané neurcity vyraz, neznamena to, ze limita na
levé strané neexistuje, jen k jejimu vypoctu nelze tvrzeni véty 8 pouzit.

Pro vypocet takovych limit se uziva napt. vytykani, rozsitovani nebo

kraceni. K vypoctu limit typu % nebo i% se vyuziva nejcastéji tzv.

I’Hospitalovo pravidlo, se kterym se seznamime v kapitole vénované

derivacim.

oy v x . 3 —
Priklad 10 Vypoctéte xgr_noo 3935;—2141.

Reseni: ,Dosadime-li* za x nevlastni bod —oo, ziskdme neurcity vyraz —>=

)

proto nelze k vypoctu dané limity pouzit pfimo tvrzeni 3) z véty 8. Abychom

limitu vypocitali, vytkneme z citatele i jmenovatele nejvyssi mocninu a zkra-

time.
o342 —1 —00" o B+ E5-3) . 3+2 -4
lim = = lim = lim —r——0" =
T——00 —53;‘3—{—4 . o0 T——00 (1}3(—5—|—x—g) z——00 —H 4+ -3
_3+0—0__3
—-54+0 5

Poznamka 16 Dojdeme-li pii vypoctu jednostrannych limit napt. k vyrazu
typu 0%, pak je tato jednostranna limita rovna oo, a dojdeme-li k vyrazu

typu 0%, pak je tato jednostrannd limita rovna —oc.

Poznamka 17 Ptedchozi poznamku vyuzivame pii vypoctech limit lim %
Tr—cC

typu §, kde a # 0. Postupujeme ptitom obvykle takto: Vypocet limity typu

a > ’ - . /. .. . M . M ,
¢ prevedeme na vypocet jednostrannych limit xlgg o @ xlgg o) které

jsou rovny oo, —oo nebo neexistuji. Rovnaji-li se jednostranné limity, limita
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existuje a je rovna jednostrannym limitdm. Pokud se jednostranné limity

nerovnaji nebo néktera z nich neexistuje, limita neexistuje.
Piiklad 11 Vypoctéte lim 2.
z—3 (z=3)
Resent: ,Dosadime-1i* za z ¢islo 3, ziskdme vyraz g. Abychom limitu vypocita-
li, budeme postupovat dle predchozi poznamky a vypocitame prislusné jed-

nostranné limity:

i 2x 6
m —, = — =0
r—3~ (SC — 3)2 O+ ’

protoze funkce (z — 3)? je na levém redukovaném okoli bodu 3 kladn4 a

i 2z 6
m — = — =0
e—3+ (x — 3)? 0+ ’

protoze funkce (z — 3)? je i na pravém redukovaném okoli bodu 3 kladna.

Jednostranné limity se rovnaji, limita tedy existuje a plati

. 20
o3 (@ —3)2

Obrazek 17: Graf funkce f(r) = 2%

- (@3
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Priklad 12 Vypoctéte lim =.

r—r
Resent: ,Dosadime-1i za z ¢islo 0, ziskdme vyraz %2. Abychom limitu vypocita-
li, budeme postupovat dle poznamky 17 a vypocitame ptislusné jednostranné

limity:

protoze funkce z* je na levém redukovaném okoli bodu 0 zdporna a

9 9«
— = —00
z—0+ T3 0+ ’

b

protoze funkce x3 je na pravém redukovaném okoli bodu 0 kladnd. Jedno-

stranné limity se tedy nerovnaji a limita lin% ;—32 neexistuje.
Tr—r

Obrézek 18: Graf funkce f(z) = =2.

T

Pro vypocet limit se také ¢asto vyuzivaji nasledujici dvé tvrzeni — prvni
se tyka soucinu dvou funkci, z nichz je jedna omezend a druhd md nulovou

limitu, a druhé limity t7i funkci.

Véta 9 Necht je funkce f omezend na néjakém redukovaném okoli U*(c) a

necht

lim g(z) = 0.

r—C

Potom

lim (f(z) - g(x)) = 0.

Tr—c
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Priklad 13 Vypoctéte lim %
T—r00

Reseni: Protoze lim sinz neexistuje, nelze limitu vypocitat pfimym dosa-
T—r00
sin &

zenim. Jde ale o typicky piifklad na pouziti predchozi véty, protoze ** =

2 . sinx, kde funkce sin je omezend (na R) a lim 1 = 0. Plat{ tedy:
T—r0o0
. . P13
. sinx neexistuje 1 L«
lim = = lim —-sinz = 0- omezenda = 0.
T—r00 xr o T—00 U ”

7

Véta 10 (O limité ti#i funkci) Necht pro funkce f, g a h plati
o f(z) <g(x) < h(x) na néjakém U*(c),

o cxistuji limity lim f(x) a lim h(x),
Tr—cC Tr—cC

o lim f(x) = lim h(z) = .

Potom existuje i limita lim g(z) a plati lim g(z) = a.
Tr—cC Tr—cC

Véta o limité tii funkei plati i pro jednostranné limity s tim rozdilem,
ze je redukované okoli U*(c) nahrazeno pravym nebo levym redukovanym

okolim.

2.3 Vypocet limit funkci

Pii vypoctu limit funkci se pouzivaji véty uvedené v predchozi kapitole a

hodnoty vyznacnych limit nékterych elementarnich funkei:

0 pro0<ax<l o prold<a<l1
xllj{)lOa = 1 proa=1 xkrflooa = 1 proa=1
oo proa > 1 0 proa>1
. I ) 1
lim (1—i——) =e lim(1+2x)= =e
r—+oo €x x—0
: k" k : i k
Iim (1+—-) =e lim (1 + kx)= =e€”, kde k € R
T—r+00 T z—0
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Poznamka 18 Mame-li vypocitat lim f(x), pak lze pouzit vSechny po-
T—r00
stupy, které jsme uvedli v kapitole o posloupnostech minuly semestr. Ob-
dobné, pi vypoctu limit lim f(x) lze podobné postupy pouzit s tim, ze je
Tr—r—00

potfeba ”dat navic pozor na znaménka”.

Poznamka 19 Naopak, pfi vypoctu limit lim f(x), kde ¢ € R nelze po-
Tr—cC

stupy uvedené u posloupnosti pouzit, tj. napt. limitu podilu polynomu

nelze v bodé ¢ € R pocitat porovnanim nejvyssich mocnin, coz by byl postup

pouzitelny pro ¢ = +o0.

Piiklad 14 Vypoctéte lim (f—jg)

Resent: ,Dosadime-li“ za x nevlastni bod oo, ziskdme neur¢ity vyraz 1.

Abychom limitu vypocitali, vyuzijeme substituci a vztah lim (1 + l)m =e.
z—d00 x

, r+5\" « , r+2+3\" , 3 \°
lim = 1 =lim [——— ) = lim (1+ .
x—o00 \ T + 2 5 T—00 x4+ 2 T—00 x+2

Abychom mohli vztah lim (1 + g—lg)x = e pouzit, potfebovali bychom mit

r—+oo

misto vyrazu %H vyraz %, ktery ziskdme vhodnou substituci: Pokud mé

:(;+2

platit rovnost i = i, pak y = . Vhodnou substituci je tudiz substituce

Yy = ” , pfi niz plati: Pokud z — oo, pak také y — oo+ 2 = 3y a

x = 3y — 2. Proto lze ve vypoctu pokracovat nasledovné:

lim
T—r 00

( 3 )z y=%2 =x+2=3y, v =3y —2
1+

T +2 =00 = y— 00

1\%v2 1\v13 1\ 2
= lim (1+ ) = lim [(14__)] .(1+_> —e3.172 = 3
Yy—oo Yy Y—+00 Y Y

Priklad 15 Vypoctete lim il

esent: osadime-li“ za z ¢islo ziskdme vvyraz =. chom odstranili
R ,Dosadime-li* lo 0, zisk 8 Abych dst |

o4



odmocninu v ¢itateli, vyuzijeme vzorec (a+ b)(a —b) = a? — b?, tj. rozsitime
zlomek vyrazem /1 — x + 1.

V1—z—-1 0" J1-z—-1 VI-a+1

lim — = — =lim . =

z—0 2x ,0 z—0 2z vi—-z+1

l—2-1 -1 —1 1

= lim

p— 1. .
o022 (VI —a+1) e02(yI_az+1) 20+1) 4
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Pojmy k zapamatovani:

vlastni limita funkce ve vlastnim bodé

nevlastni limita funkce ve vlastnim bodé

vlastni limita funkce v nevlastnim bodé

nevlastni limita funkce v nevlastnim bodé

jednostrannd limita funkce v bodé

Priklady k procviceni: Vypocitejte nasledujici limity.

a) lim arctgz  b) lim <=L ¢) lim (Va?2+2-2%) d) lim =
T——00 o T T——00 z—o0 N
s V2—2—V2 z2—4 : 3x3 222 —x : 4a3 22241
e) im === f) lim T g) lim S5s® h) lim S50
: —222437-2 L L
ch) JUl_1>1_noo E i) glclg(l)x sin =
j) lim sz lim (£2)° 1) lim &2
z—o0 & T—00 z—0 ST
: x2-sin x—2x3 3z2+cos(5x)
m) xhﬁrgo 3z34z-cosx ) xgmoo 541
. In(2—1)pesin(ra) . , . s
o) lim In@z—1)+emm )4{62 p) lim €2 ¢) lim S22
z—1 (z—1) z—m T z——7 (x—i—g)
. sin(2x)+x* cos( )+4 . z-cos(2x)—x cos( )+2 . r—1—2
I‘) xlg{.lo z2-sin(3x)—mz3 S) xlgg) 3z2+z-sin(3z) t) hIIé x2—4x—5
Vysledky priklada k procviceni:
s 1 V2 3

ch)0 )0 j)0 k)e* 1) neexistuje

m) —2 n) —oo 0)oo p) neexistuje

qQ) —0 1) —00  8) —3
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3 Spojitost funkce

Spojita funkce je takova funkce, jejiz funkéni hodnoty se méni plynule, tj.
pii dostatetné malé zméné proménné x se hodnota f(x) zmeéni také maélo.
Zjednodusené receno muzeme spojitou funkci poznat podle toho, ze lze jeji
graf nakreslit jednim tahem, aniz by se tuzka zvedla z papiru. Funkce, kterd

neni spojita, se oznacuje jako nespojita.

V této kapitole se budeme nejprve zabyvat spojitosti funkce v bodé a

ukazeme si, jaka existuje souvislost mezi spojitosti a limitou.

Definice 31 Necht ¢ € Dy je hromadnym bodem D;. Funkce f se nazyva
spojitda v bodé c, jestlize

lim f(z) = f(c).

Tr—cC

fle)

\.\

Obrazek 19: Graf funkce spojité v bodeé c.
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Plati-li rovnost lim f(x) = f(c) uvedend ve Definici 31 pro nékterou z jed-
Tr—cC
nostrannych limit, hovoiime o tzv. spojitosti zleva, resp. spojitosti zprava

v bodé c.
Definice 32 .

e Necht ¢ € Dy a necht v kazdém U_(c) lezi nekoneéné mnoho bodu

z Dy. Funkce f se nazyva spojitd zleva v bodé c, jestlize

lim f(z) = f(c).

T—C
e Necht ¢ € D; a necht v kazdém U, (c) lez{ nekoneéné mnoho bodu

z Dy. Funkce f se nazyvé spojitd zprava v bodé c, jestlize

lim f(x) = f(c).

r—ct

flor- &

Obrazek 20: Graf funkce f spojité v bodé ¢ pouze zleva, graf funkce g spojité
v bodé d pouze zprava a graf funkce h, ktera neni v bodé b spojita zleva ani

zprava.

Vztah mezi spojitosti v bodé a spojitosti zleva a zprava je popsan v nasledu-
jici véte.
Véta 11 Necht ¢ € Dy a necht v kazdém U_(c) i v kazdém U (c) lezi ne-

konecné mnoho bodi z Dy. Potom

f je spojita v bodé ¢ < f je spojitd v bodé ¢ zleva i zprava
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3.1 Vlastnosti funkci spojitych v bodé

Funkce spojité v bodé maji celou fadu vlastnosti, z nichz si nyni uvedeme ty

nejzakladnéjsi.

Véta 12 Necht f je spojitd v bodé ¢ € Dy. Potom existuje okoliU(c) takové,

Ze funkce f je omezend na U(c) N Dy.

Véta 12 neplati obracené. Tj. omezenost na U (c)N D nezarucuje spojitost
v bodé c. Napf. funkce f(z) = sgn z je omezend na Dy =R a v bodé ¢ =0
neni spojita.

Soucet, rozdil, souc¢in a podil funkei spojitych v bodé jsou funkce v daném

bodé rovnéz spojité.

Véta 13 Necht jsou funkce f a g spojité v bodé ¢ € Dy N Dy. Potom jsou
v bodé ¢ spojité i funkce f +g, f-g, g (pro g(c) #0) a |f].

Tvrzeni véty 13 lze rozsitit na konecény pocet funkci. Lze také dokazat,
ze slozenim spojitych funkci vznikne funkce spojita a ze inverzni funkce k

prosté spojité funkei je funkce spojita.

Véta 14 (O spojitosti slozené funkce) Necht je funkce f spojitd v bodé
c € Dy a necht je funkce g spojitd v bodé f(c) € D,. Potom je sloZend funkce
g(f(x)) spojitd v bodé c.

Véta 15 (O spojitosti inverzni funkce) Necht je funkce f prostd na Dy
a necht je spojitd v bodé ¢ € Dy. Potom je inverzni funkce f~1 spojitd v bodé

f(c).
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3.2 Body nespojitosti

Body, v nichz funkce f neni spojitd, oznacujeme jako body nespojitosti. Druhy
nespojitosti jsou definovany pomoci limit, proto budeme u vsech ti{ typu
nespojitosti pfedpokladat, Ze je dany bod hromadnym bodem D;. Patiit
pfitom do Dy dany bod nemusi.

Prvnim typem nespojitosti je tzv. odstranitelnd nespojitost.

Definice 33 Necht ¢ je hromadnym bodem Djy. Rikdme, ze funkce f md

v bodé ¢ odstranitelnou nespojitost, jestlize

e cxistuje vlastni limita

lim f(z) = a,

Tr—cC

o existuje-li f(c), pak f(c) # a.

fte)
a

Obrazek 21: Grafy funkei, které maji v bodé ¢ odstranitelnou nespojitost.

Priklad 16 Dokazte, Ze mé funkce f(z) = z-sin (1) v bodé 0 odstranitelnou
nespojitost.
Resend: Protoze je definicnim oborem funkce f mnozina R\ {0}, je bod 0

hromadnym bodem D a f(0) neexistuje. Abychom dokazali, ze ma f v bodé
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0 odstranitelnou nespojitost, zbyva ukazat, ze ma f v bodé 0 vlastni limitu.

. . ( 1 )
limz-sin | —
x—0 x

je (podle véty 9) rovna 0, protoze sin (%) je funkce omezena a lin%:v = 0.
T—

Funkce f(x) =z - sin (1) ma tedy v bodé 0 odstranitelnou nespojitost.

T

Limita

y

v/\ M/\VA :

Obrézek 22: Graf funkee f(z) =z -sin (2).

Ma-li funkce f v bodé ¢ odstranitelnou nespojitost, mizeme ji odstranit

dodefinovanim nebo predefinovanim:

e Pokud ¢ ¢ Dy a lim f(x) = a, pak dodefinujeme funkci f v bodé ¢
Tr—cC

limitou a.

e Pokud ¢ € Dy a lim f(x) = a # f(c), pak hodnotu funkce f v bodeé ¢
Tr—cC

predefinujeme na a.

Dodefinujeme-li napi. funkci z ptedchoziho ptikladu takto:

x-sin (%), prox e R\ {0}
0, pro z =0,
ziskdme funkci spojitou v bodé 0.

Dalsim typem nespojitosti je nespojitost typu skok.
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Definice 34 Necht ¢ je hromadnym bodem Djy. Rikédme, ze funkce f md
v bodé ¢ € R nespojitost 1. druhu (typu skok), jestlize existuji vlastni jedno-
stranné limity v bodé ¢, které se nerovnaji, tj. jestlize existuji

lim f(z) e Ra lim f(z) eR

T—sct T—c™

a
lim f(z) # lim f(x).
z—ct T—c~

Y Y

L N

Obrazek 23: Grafy funkci, které maji v bodé ¢ nespojitost typu skok.

Piiklad 17 Funkce f(z) = sgn z ma v bodé 0 nespojitost typu skok, protoze

—1 = lim sgn z # lim sgn z = 1.
z—0~ z—07t

Poslednim typem nespojitosti je nespojitost 2. druhu.

Definice 35 Necht ¢ je hromadnym bodem Dj. Rikdme, ze funkce f md
v bodé ¢ € R nespojitost 2. druhu, jestlize alespon jedna jednostranna limita

funkce f v bodé ¢ neexistuje nebo je nevlastni.
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I
=
=V

Obrazek 24: Grafy funkci, které maji v bodé ¢ nespojitost 2. druhu.

Piiklad 18 Funkce

cosz, prozx <0

fle)= 1 prox >0

x?

ma v bodé 0 nespojitost 2. druhu, protoze

li = 00.
Jig, 1) = o0

ANV

V4

Obrazek 25: Graf funkce definované predpisem (1).

v

=V

Poznamka 20 Nespojitost 2. druhu maji také napt. elementarni funkce

L L (v bodé 0), tgz (v bodech (2k — 1)Z, k € Z) nebo cotgz (v bodech

x? 22

kr, k€ Z).
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3.3 Spojitost funkce na mnoziné

Spojitost funkce v bodeé je stejné jako limita funkce v bodé lokdlni pojem,
ktery nam charakterizuje chovani dané funkce na okoli zvoleného bodu. Na
rozdil od pojmu limita lze pojem spojitost rozsitit na libovolnou podmnozinu

definiéniho oboru nebo na cely defini¢ni obor.

Definice 36 .

e Funkce f se nazyva spojitd na neprdzdné mnoziné M C Dy, jestlize je
spojitd v kazdém bodé mnoziny M. Je-li M = Dy, nazyva se f spojitd

na definicnim oboru, strucné spojitd.

e Je-li M C Dy interval s krajnimi body a a b, kde a < b, potom se
funkce f nazyva spojitd na intervalu M, jestlize je spojitd v kazdém
vnitinim bodé mnoziny M a pokud a € M, resp. b € M, je spojita

v bodé a zprava, resp. v bodé b zleva.

Veéta 16 Soucet, rozdil, soucin a podil dvou spojitych funkci, absolutni hod-
nota spojité funkce a funkce sloZend ze dvou spojitych funkci jsou funkce

spojité na sviych defini¢nich oborech.

Priklad 19 Funkce f(z) = sin(z?) je slozend z funkei g(z) = sinx a h(z) =
x?, které jsou spojité na D, = D, = R, a proto je i funkce f spojitd na svém

Dy =R.

Priklad 20 Vysetiete spojitost funkce

2

Fo) = =2, proxzeR\ {3}

a, prox =3
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v zavislosti na parametru a € R.

Resent: Definiénim oborem funkce f je mnozina Dy = R. Pro z # 3 je
funkce f spojitd, protoze je dana jako podil dvou spojitych funkci. Abychom
analyzovali spojitost, resp. typ nespojitosti v bodé 3, je potieba vypocitat

limitu v tomto bodé.

2 _ _
lim f(x) = lim o9 lim (z+3)(@=3)
z—3 =3 . —3 z—3 Tz —3

= lim(z + 3) = 6.
z—3

Pokud je tedy a = 6, pak je f spojitd na Dy = R. Je-li @ # 6, mé& f v bodé

3 odstranitelnou nespojitost, protoze hH:li f(x) =6 +#a.
z—>

Priklad 21 Vysetiete spojitost funkce f(z) = 5.
Reseni: Definiénim oborem je mnozina D; = R\ {0}. Protoze je funkce f
definovana jako podil dvou spojitych funkci, je spojita na svém definiénim
oboru. Abychom analyzovali typ nespojitosti v bodé 0, je potfeba vypocitat
limitu v tomto bodé.

lim f(z) = lim — = L

x—0 z—0 332 O ’

K vypoctu této limity tedy pouzijeme dle poznamky 17 prislusné jedno-

stranné limity.

Jednostranné limity se rovnaji, a tedy celkova limita existuje a je rovnéz

rovna oo. Z toho vyplyva, ze ma funkce f v bodé 0 nespojitost 2. druhu.
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Pojmy k zapamatovani:

spojitost funkce v bodé
e spojitost funkce v bodé zprava, resp. zleva
e odstranitelna nespojitost
e nespojitost 1.druhu (typu skok)
e nespojitost 2.druhu
e spojitost funkce na mnoziné
Piiklady k procviceni:

Vysettete spojitost funkei.
W) fl@) =254 b) @) =sind o) f@) = sdy ) Fla) = a-cos

r2—7

e) flx) =Vat+2+ e tarctg 55 f) f(x) =Ina?  g) f(z) = 2=

Vysledky priklada k procviceni:

a) odstranitelnd nespojitost v bodé —2 b) nespojitost 2. druhu v bodé 0
¢) nespojitost 2. druhu v bodé 0 d) odstranitelnd nespojitost v bodé 0
e) spojitd na R f) nespojitost 2. druhu v bodé 0

g) mespojitost 2. druhu v bodech — /7, \/7

66



4 Derivace funkce

Derivace funkce je zadkladnim pojmem diferencialniho poctu, ke kterému vede
celd fada matematickych, ekonomickych a fyzikalnich iloh. Jako hlavni tlohy,
které v minulosti vedly k zavedeni pojmu derivace, se udava uloha o rychlosti

a uloha o tecné, kterymi se budeme dale zabyvat.

e Uloha o okamzité rychlosti (fyzikdlni motivace, I. Newton)
Predpokladejme, ze je ptimocary pohyb hmotného bodu popsén funkci
f, pricemz hodnota f(t) vyjadiuje polohu bodu v ¢ase t. Pohyb bodu
zacneme pozorovat v Case tp, v némz je poloha tohoto bodu popsana

hodnotou f(tg).

Ly t=t,+At

N g
e

At

Za dobu At =t — tg urazi bod drahu

As = f(t) = f(to) = [(to + Al) — f(to).

Primeérnou rychlost lze pak urcit jako

_ :g f(t0+At)—f(to)‘

At At

Zmensujeme-li At, blizi se bod (to+ At) k bodu ¢y a prumérnd rychlost
se blizi k okamzité rychlosti hmotného bodu v ¢ase t,. Okamzitou rych-
lost v, hmotného bodu v case ¢ tedy ziskame tak, ze urc¢ime limitu v

pro At — 0:

o f(to+ At) — f(to)
o = i, T
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e Uloha o tetné (geometrickd motivace, G. W. Leibniz)
Uvazujme spojitou funkei f, bod zy, jehoz okoli je soucasti D¢, a po-
kusme se sestrojit tecnu ke grafu funkce f v bodé P = (zo, f(x0)).
Tecna je popsana jednoznacéné bodem P a svou smérnici k;. Ta je dana
jako tangens uhlu, ktery svira tecna s kladnym smérem osy x, tj. jako

tg ¢ (viz obr. 26).

y

f(x*h)

fx)

Obrazek 26: Uloha o tecné.

Protoze smérnici tecny k;, tj. tg ¢, nedokdzeme primo urcit, budeme
nejprve uvazovat misto tecny secnu prochazejici bodem P a bodem
Q = (zo + h, f(zo + h)). Smérnice této secny je ddna vztahem

f(wo + 1) = flxo)

ks =
h

(tj. jako tangens tihlu, ktery secna svird s kladnym smérem osy z). Pro
h — 0 se bod @ ,,blizi“ po grafu funkce f k bodu P a smérnice secny
ks se blizi ke smérnici tecny k;. Smérnici tecny lze tedy vypocitat opét

pomoci limity:

kt = lim
h—0

f(wo + 1) = f(xo)
- .
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4.1 Derivace funkce v bodé

V predchozi kapitole jsme v obou motiva¢nich piikladech dospéli k limite
stejného typu, tj. k limité tzv. diferen¢niho podilu funkce v daném bodé.
S touto limitou se muzeme setkat také pti feseni dalsich tloh, a proto dostala

specialni nazev — derivace funkce v bodé.

Definice 37 Necht je funkce f definovana na né&jakém okoli bodu xg € Dj.

Existuje-li limita
lim f(@o+h) — f(xo)
h—0 h

: (2)
pak se tato limita nazyva derivace funkce f v bodé xy a znaci se nejcastéji

jako f'(x), dfc(zi()) nebo %(ﬂfg). Existuje-li f'(x¢), fikdme, ze funkce f md

v bod€ xo derivact.

Je-1i derivace v bodé z(y rovna oo nebo —oo, nazyva se nevlastni derivace
v bodé xy. Je-li f'(xg) redlné éislo, fikame, ze mé funkce f wvlastni derivaci

v bodé xy.

Protoze je pojem derivace funkce v bodé definovan prostiednictvim limity,
byly zavedeny také pojmy jednostranné derivace funkce v bode; jejich vztah

je obdobny jako v ptipadé limit funkei.
Definice 38 .

e Necht je f definovdna na néjakém pravém okoli bodu zq € D;. Existuje-

li limita
lim f(xo+h) — f(xo)
h—0+ h

)

nazyva se derivace funkce f v bodé xy zprava a znadi se nejcastéji jako

(o).
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e Necht je f definovdna na néjakém levém okoli bodu z¢ € D;. Existuje-li

limita
lim f(zo+h) — f(xo)

h—0— h ’

nazyva se derivace funkce f v bodé xqy zleva a znaci se nejcastéji jako

fL(20).

e Derivace zprava a zleva v bodé xg se souhrnné nazyvaji jednostranné

derwace funkce f v bodé xy.

Z definice derivace funkce v bodé a z vlastnosti limit piimo vyplyva

nasledujici tvrzeni.

Veéta 17 Funkce f md v bodé xo derivaci pravé tehdy, kdyz md v bodé xo obé

jednostranné derivace, pro které navic plati, Ze f' (xo) = f’ (o).

V nasledujici véte je shrnuto, jaka je souvislost mezi spojitosti funkce

v bodé a existenci derivace.

Véta 18 (Vztah mezi spojitosti a derivaci v bodé) Md-li funkce f v bo-

dé xo vlastni derivaci, potom je v bodé xg spojita.

Na nasledujicich protiptikladech si ukdzeme, Ze obracena véta neplati, a

také, ze predpoklad existence vlastni derivace je nutny.

Piiklad 22 Dokazte, ze ackoli je funkce f(x) = || v bodé 0 spojitd, nema
v tomto bodé derivaci.
Reseni: 7 grafu funkce f(z) = |z| je ziejmé, Ze je tato funkce spojitd na

celém svém Dy = R.
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Obrazek 27: Graf funkce f(z) = |z|.

Pro dukaz neexistence derivace v bodé 0 nejprve vypocitame obé jedno-

stranné derivace v tomto bodé:

. f(h)— f(0) . |h| =0 . —h
JL(0) = lim == Jim = — = lim 7
protoze pro h < 0 je |h| = —h.
. f(h) = f(0) . |hl =0 . h
'(0) = lim 12 = ] = lim — =1
F£1(0) = lim = m o — =l o =1,

protoze pro h > 0 je |h| = h. Jednostranné derivace v bodé 0 se nerovnaj,
a tudiz (dle véty 17) neméd funkce f(x) = |z| v bodé 0 derivaci, i kdyz je

v tomto bodé spojita.

Piiklad 23 Dokazte, ze i kdyz mé funkce f(x) = sgn x v bodé 0 derivaci,
neni v tomto bodé spojita (protoze neni tato derivace vlastni).

Resent: 7 grafu funkce f(x) = sgn z je ziejmé, ze nenf spojitd v bodé 0. Pro
vypocet derivace v bodé 0 nejprve vypocitame obé jednostranné derivace

v tomto bodé:

. f(h) = f(0) . sgnh—sgn0 -1
/ P — u— ]
1-(0) hlﬂl%l_ h N hlggl— h N h1—>1 o- h %
protoze pro h < 0 je sgn h = —1.
. f(h)— £(0) sgn h —sgn 0 o1
/ pum— I P— — —_
J+0) = A, h A, h A, = 00



protoze pro h > 0 je sgn h = 1. Obé jednostranné derivace v bodé 0 se tedy
rovnaji oo, z ¢ehoz vyplyva, ze f'(0) = oo. Piesto neni funkce f(z) = sgn x

v tomto bodé spojita.

4.2 Tecna ke grafu funkce

Jak jsme si jiz naznacili, je z geometrického hlediska derivace funkce f v bodé
xo smérnici tecny sestrojené v bodé (xg, f(x¢)) ke grafu funkce f. V této

kapitole se budeme vztahem mezi derivaci a te¢nou zabyvat podrobnéji.

Véta 19 (Rovnice teény) Necht f je spojitd v bodé xog a necht md v bodé
xo derivaci (vlastni nebo nevlastni). Potom existuje tecna ke grafu funkce f

v bodé T = (xo, f(x0)). Tato tecna je dana rovnici
o y= f(zo) + F'(eo)x — o), pokud je /(o) vlastn,
o = = xg, pokud je f'(xq¢) nevlastni.

Specidlné pro f’(xy) = 0 ma rovnice tecny tvar y = f(x).

Poznamka 21 Jestlize f neni v xq spojitd nebo v xy neexistuje derivace,
potom v bodé T neeristuje tecna. Z geometrického hlediska pozname, ze
v xg neexistuje derivace, a tedy ani tecna v bodé T', podle toho, ze ma graf

funkce f v bodé T hrot (viz obr. 28).
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Obrazek 28: Graf funkce f nemajici v bodé (z, f(z0)) tecnu (tj. ani derivaci).

4.3 Derivace funkce na mnoziné

V ptedchozich kapitolach jsme se sezndmili s derivaci funkce v jednom konkrét-
nim bodé xy. Jestlize ma funkce f vlastni derivaci v kazdém bodé néjaké
podmnoziny svého definiéniho oboru, muzeme definovat na této podmnoziné

novou funkci f’ néasledujicim zpusobem:

Definice 39 Necht M; je neprdzdnd mnozina vsech bodi z Dy, v nichz mé f
vlastni derivaci. Potom funkci f’, kterd kazdému zy € M, ptifadi realné ¢islo

1/ (x0) definované predpisem (2), nazyvame derivaci funkce f na mnozina M;.

Je dulezité si uvédomit, ze f’ (tj. derivace funkce f) je funkce, zatimco

f'(x0) (tj. derivace funkce f v bodé zy) je ¢islo.

Poznamka 22 Funkce f’ se také znaci jako % nebo d(];(f)).

Pro funkce, které maji spojitou derivaci, byl zaveden specidlni pojem —

funkce hladké.

Definice 40 Funkce f se nazyva hladkd na mnoziné M, jestlize je jeji deri-

vace f’ na M spojita.

Je-li f hladkd na M, znamend to, ze existuje vlastni derivace f’(z)
v kazdém bodé xy € M. To znamena, ze v kazdém bodé na grafu lze se-

strojit tec¢nu a graf funkce f nemd na M ,hroty“.
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4.4 Derivace elementarnich funkci

Abychom mohli derivace funkce snadnéji vypocitat, byly na zakladé teore-
tického predpisu (2) z definice derivace funkce v bodé odvozeny nasledujic

vzorce pro derivovani zakladnich elementarnich funkei.

4.4.1 Vzorce pro vypocet derivaci zakladnich elementarnich funkci

(@) = 0 acR
(z") = n-2"' neNzeR
(z*) = a-z*! aeR, zeRT
(") = ¢€* reR
(@) = a®-Ina a e R*\ {1}, z€R
(nz)y = 1 r e Rt
log, z)) = —— ae€RT\ {1}, x € R"
a zlna
(sinz) = cosz reR
(cosz) = —sinx reR
(tgz) = —H r e R\{§ +kn kecZ}
(cotgz) = ——p x € R\ {km k € Z}
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(arcsinz) = > re(—1,1)

(arccosz) = — 1£IQ re(=1,1)
(arctgz) = 1 reR
(arccotgz) = —ii= reR

Na nésledujicim piikladu si ukdazeme, jakym zpusobem byly odvozeny tii
nejjednodussi vzorce — vzorec (a)’ = 0 pro derivovani konstanty a vzorce

(r)" =1 a (2?)" = 22 pro derivovani funkce 2" pron =1 an = 2.

Priklad 24 Pomoci definice derivace funkce v bodé dokazte platnost vzorcu
(a)" = 0 pro kazdé a € R,
(') =1 pro kazdé = € R,

(%) = 2z pro kazdé x € R.

Reseni: Oznacme f(x) = a pro kazdé x € R. Dle definice 37 derivace funkce

v bodé pak pro kazdé x € R plati

(a)" = f'(z) = lim fleth) = @) lim <% = lim 0 = 0,

h—0 h h—0 h h—0

¢imz je dokézano, ze derivace libovolné konstanty je rovna 0.
Oznacme g(x) = z pro kazdé x € R. Dle definice 37 derivace funkce

v bodé pak pro kazdé x € R plati

r 1 g(l‘—i—h)—g(l‘)
(ZL‘) —g([l?) —}1}_}1% h h—0 h h—0

¢imz je dokdzdno, ze (x) = (z') =1-2° = 1 pro kazdé = € R.
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Oznaéme k(z) = 2? pro kazdé € R. Dle definice 37 derivace funkce

v bodé pak pro kazdé x € R plati

. k(x+h)—Fk(x) . (z+h)?*—2?
2\/ __ 1./ _ _ _
R - A
2 2 .2 2
=i SN PR i 0 4 ) = 22,
h—0 h h—0 h—0

¢imz je dokdzdno, ze (2?) = 2z pro kazdé z € R.

4.4.2 Vypocet derivaci

Pro vypocet derivaci elementarnich funkci se pouzivaji kromé vzorcu pro
derivace zakladnich elementarnich funkci také véty o derivaci souctu, rozdilu,

soucinu a podilu funkei a véty o derivaci slozené a inverzni funkce.

Véta 20 Necht funkce f a g magi vlastni derivace na mnoZiné M. Potom
magi na M vlastni derivace také funkce f £g, f - g, 5 (posledni pouze pokud
g(x) # 0 pro kazdé x € M) a plati

(i) (f£g)(x) = [f(z)£d(2),

(i) (F-9(x) = f@)-g@)+
) (1) @ - Laat S o)

9

Ze vzorce pro derivovani soucinu a vzorce pro derivovani konstanty plyne,

ze pro kazdé a € R a kazdé x € M navic plati

Poznamka 23 Vyse uvedené vzorce muzeme strucné zformulovat takto:

(7) Derivace souctu (rozdilu) je rovna souctu (rozdilu) derivaci.
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(17) Derivace soucinu je prvni derivovand krat druhd opsand plus prvni

opsand krat druha derivovana.

(7i1) Derivace podilu je derivovany ¢itatel krat nederivovany jmenovatel minus
nederivovany citatel krat derivovany jmenovatel lomeno jmenovatel na

druhou.

(1v) Derivace sou¢inu konstanty a funkce je rovna soucinu konstanty a de-

rivace funkece.

Priklad 25 Urcete derivaci funkce f a definiéni obory funkci f a f’.

a) f(z)=22*+3z—1+nu
Resent: Aby se nam funkce f 1épe derivovala, prepiseme jeji funkéni
predpis takto:
flx)=22"+3r -2 ' +1n .

Defini¢énim oborem funkce f je mnozina Dy = (0,00). Pro vypocet f’
pouzijeme vzorce pro vypocet derivaci elementarnich funkci a vétu o
souctu:
/ 2 0 o, 1 2 L1
fl(x)=2-32"+32" — (=) "+~ =62"+3+ — + —.
x x?
Defini¢ni obor derivace je roven definicnimu oboru puvodni funkce, tj.
Dy = (0, 00). Poznamenejme, ze pokud bychom funkci f’ neziskali jako
derivaci funkce f, pak by jejim definicnim oborem byla celd mnozina
R\ {0}. Pro defini¢ni obory funkce a jeji derivace ale musi platit, ze
Dy C Dy, protoze nelze pocitat derivaci funkce v bodé, v némz neni

samotnd funkce definovana, a proto je D roven pouze intervalu (0, 0o).

b) flz) =%+ Vo -5V

Resent: Aby se nam funkce f 1épe derivovala, prepiseme jeji funkéni
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predpis takto:

f(z) =327+ x? — 513,
Defini¢nim oborem funkce f je mnozina Dy = (0,00). Pro vypocet f’
pouzijeme opét vzorce pro vypocet derivaci elementarnich funkei a vétu
0 souctu:

1 1 6 1 5
x  —5-—x"

1
2 3 R 20T 392
Defini¢éni obor derivace je roven definicnimu oboru ptuvodni funkce, t;.

Df/ = (0,00)

win

Pla)=3- (<2 +

flx) =1+ Jx)-sinz.
Resent: Aby se ném funkce f 1épe derivovala, prepiseme jeji funkéni
predpis takto:
flx)=(1+ x%) -sinz.

Funkce f je definovdna pro kazdé z € R, a tudiz Dy = R. Pro vypocet
f" pouzijeme vzorce pro vypocet derivaci elementarnich funkei a vétu
0 soucinu:

sin x

5
S5vat

(S

1
f’(z)zEx_ -sin:z:—l—(1+x%)-cosa:: +(1+x%)-coszr.

Defini¢ni obor derivace je v tomto pripadé mensi nez je definicni obor

puvodni funkce, protoze f’ neni definovana pro x = 0, tj. Dy = R\ {0}.

fl@) = 255
Resent: Definiénim oborem funkce f je mnozina D ¢ = R. Pro vypocet

/" pouzijeme vzorce pro vypocet derivaci elementarnich funkei a vétu

o podilu:
—sinz - (2?2 +4) — cosx - 2w

!
€T) =
@) (224 4)2
Defini¢ni obor derivace je roven definicnimu oboru puvodni funkce, tj.

Dy =R.
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Pti vypoctu derivaci se velmi casto setkdame s funkcemi slozenymi. Navod,

jak tyto funkce derivovat, ndm dava nasledujici véta.

Véta 21 (Derivace slozené funkce) Necht g md vlastni derivaci v bodé

xo a necht funkce f md vlastni derivaci v bodé g(xo). Potom sloZend funkce

f o g mad vlastni derivaci v bodé xo a plati

(fo 9)/(950) = f/(g(xo)) ’Ql(xo)-

Priklad 26 Urcete derivaci funkce F' a jeji defini¢ni obor.

a)

4.5

F(x) = cos(z? + 1).
Resent: Funkce F je slozend z vngjsi funkce f(x) = cosz a z vnitini

funkce g(x) = = 2%+ 1, proto ji musime derivovat jako funkci slozenou:
F'(z) = —sin(2® + 1) - 2z = —2x - sin(2? + 1).

Definiénim oborem funkce F' i jeji derivace je mnozina R, tj. Dp =

Dpr =R.

F(z) =In(y/z).
Resent: Funkce F je slozend z vnéjsf funkce f(z) = In z a z vnitini
funkce g(z) = = & = z2, proto ji musfme derivovat jako funkei
slozenou:
1 1 1 1
F/ :_~—7§:—:—7 kazdé ED =D = 07 .
(x) \/EQUT NN pro kazdé x F = (0,00)

Derivace vyssich rada

Presnd definice derivaci vyssich fadu je uvedena nize, ale princip vypoctu

téchto derivaci lze zhruba popsat nédsledovné: Prvni derivace f’ funkce f
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je funkce, ktera je definovand na podmnoziné definicniho oboru funkce f.
Vzhledem k tomu, ze f’ je opét funkce, mé smysl ji (ve smyslu definice
37 a definice 39) znovu derivovat. Derivovanim funkce f’ ziskdme novou
funkci, oznacovanou jako f”, kterou nazyvame druhou derivaci funkce f.
Jejim definiénim oborem je mnozina vSsech bodu, v nichz mé funkce f’ vlastni
derivaci. Samozirejmé i druhou derivaci muzeme znovu derivovat a postupnym

derivovanim pak ziskat derivaci libovolného radu.

Definice 41 .

1. Necht m4 funkce f pro kazdé x € M, vlastn{ derivaci. Funkce f’, kterd
kazdému xy € M, ptitadi ¢islo f'(zo) se nazyva proni derivace funkce

f nebo derivace pruniho radu funkce f.

2. Necht M, C M, je neprazdns mnoZina vsech bodt, v nichZz m4 funkce
f' vlastni derivaci. Potom se funkce f”, kterd kazdému xy € M, priradi
¢islo (f") (xo), nazyva druhd derivace funkce f nebo derivace druhého
rddu funkce f. Funkce f” mé definiéni obor M, a znadi se také f®)

df
nebo a2

3. Necht Mz C M, je neprazdnd mnozina viech bodi, v nichZ m4 funkce
f" vlastni derivaci. Potom se funkce f”, kterd kazdému xo € M; priradi
¢islo (f") (xg), nazyva treti derivace funkce f nebo derivace tretiho radu
funkce f. Funkce f” mé definiéni obor Ms a znadéf se také f©) nebo

af
dx3

n. Necht n > 2 a necht M,, C M,_; je neprdzdnd mnozina vSech bodt,
v nichz mé funkce £~ vlastn{ derivaci. Potom se funkce f, kterd

kazdému zo € M, piitadi ¢islo (f™ D) (zy), nazyva n-td derivace
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funkece f nebo derivace n-tého rddu funkce f. Funkce f™ ma definicéni

d /7 n
obor M,, a znaci se také flz—f.

Derivaci n-tého fadu tedy ziskdme tak, ze zderivujeme (n— 1)-ni derivaci.
Napr. treti derivaci vypocitame tak, Ze nejprve spocitame derivaci prvni a
tu znovu zderivujeme, ¢imz dostaneme derivaci druhou. Jejim dalsim deri-

vovanim pak ziskame hledanou tteti derivaci.

Dosadime-li do funkce f™(x) za x ¢islo xg € M, ziskdme hodnotu n-té

derivace v bodé xg.

Definice 42 Cislo f("(xy) nazveme derivaci n-tého vddu funkce f v bodé

Zg-.

Poznamka 24 Jinak lze derivaci n-tého fadu funkce f v bodé xy € M,, opét

definovat pomoci limity, tj. jako

F09() = iy L7000 £ 1) = 1)

Poznamka 25 Necht n > 2. M4-li funkce f vlastni n-tou derivaci v bodé
To, pak méa f v bodé xy také vlastni derivaci vSech nizsich radu a je v bodé

T Spojita.

Priklad 27 Urcete 4. derivaci funkce f(z) = 3z* — 2% + 1 a jeji defini¢ni
obor.

Resent: Definiénim oborem funkce f je mnozina R. Prvni derivaci funkce
f ziskdme jednoduse pouzitim vzorcu pro vypocet derivaci elementarnich

funkci a pravidla pro derivovani souctu:

fl(z) =3 -42® — 20 = 122° — 2.
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Definiénim oborem funkce f” je opét mnozina R. Druhou derivaci funkce f

ziskame derivovanim prvni derivace:
f(z) =12 32> — 2 = 362° — 2.

Definiénim oborem funkce f” je opét mnozina R. Derivovanim druhé derivace
ziskame derivaci tieti:

f"(x) = 3622 = T2z

a jejim naslednym zderivovanim hledanou derivaci ¢tvrtou:
f(x) =72

Defini¢nim oborem tfeti i ¢tvrté derivace je opét celd mnozina R, tj. Dy =

Df(4) - R

Na zavér této kapitoly se vratme k poéateéni motivaci k zavedeni pojmu
derivace, kde byly zkoumany dvé tlohy — tloha o okamzité rychlosti a tiloha
o tecne.

Prozkoumejme znovu tlohu o okamzité rychlosti a zkusme najit moznou
interpretaci derivace druhého fadu. Uvazujme hmotny bod, ktery se pohy-
buje po primce. Jeho poloha je zdvisld na case, ve kterém polohu zjistujeme.
Dréha s, kterou bod urazil za ¢as ¢t se da vyjadiit jako funkce s = f(¢).
Budeme-li chtit zjistit okamzitou rychlost tohoto bodu v konkrétnim case t,
staci spocitat prvni derivaci funkce f v bodeé ty. Budeme-li chtit urcit zménu
rychlosti v case tg, spocitdme druhou derivaci funkce f v bodé ty. Zména
rychlosti v konkrétnim case tg, a tedy druha derivace funkce f v bodé ¢y, se
z fyzikalniho hlediska nazyva okamzité zrychleni v ¢ase ty.

Geometrickou interpretaci druhé derivace se budeme zabyvat v kapitole

tykajici se prubéhu funkce.
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4.6 L’Hospitalovo pravidlo

V kapitole vénované limitdm funkce jsme se zminili o tom, Ze se vypocet
nékterych limit provadi nejsnédze pomoci tzv. 'Hospitalova pravidla. Toto
+oo

pravidlo se nejcastéji pouziva u limit typu % a Foe.

Véta 22 (I"'Hospitalovo pravidlo) Necht funkce f a g maji vlastni deri-
vace na néjakém U*(c), kde ¢ € R*. Necht ddle plati

1. bud
lim f(z) = lim g(z) =0,

xr—c xr—c
nebo

lim |g(a)| = o0

(o0 limité lim f(x) v tomto pripadé nepredpokldddame nic, ani jeji existenci),
Tr—cC

2. existuje limita (vlastni nebo nevlastni)

lim f(z)
T—c g’(x) '
Potom existuje také limita
/
lim @ a plati  lim m = lim f/(:z:)
z—e g() z—e g(x)  z—e g'(7)
Je dulezité si uvédomit, ze funkci % nederivujeme jako podil, ale ¢itatel

i jmenovatel derivujeme zvI4st.
L’Hospitalovo pravidlo nelze pouzit, pokud nejsou predpoklady véty splnény,

je proto nutné je vzdy nejprve oveérit.
Poznamka 26

e [’Hospitalovo pravidlo plati i pro jednostranné limity.

83



e [’Hospitalovo pravidlo lze pouzit i vicekrat po sobé.

e Pouziti I’'Hospitalova pravidla budeme dale znacit I'H.

Piiklad 28 Vypoctéte lim 2zt
r—r0o0

x

Reseni: Po ,dosazen{* oo za x zfskdme neurcity vyraz 22, muzeme tedy pro

vypocet dané limity pouzit I’Hospitalovo pravidlo:

VH .. 20 +1
= lim =

T—00 1

Q.

Piiklad 29 Vypoctéte lim —£-4 .
x—2 LT

Reseni: Po ,dosazeni 2 za x ziskame neurcity vyraz %, muzeme tedy pro

vypocet dané limity pouzit I’Hospitalovo pravidlo:

x2 —4 0 U'H 2x 4
li = — = lim = -,
e=2p? —x—2 0 z—22xr—1 3
Priklad 30 Vypoctéte lim —ing,
5 25 (s-%)
Reseni: Po ,dosazeni* 7 za x ziskdme neurcity vyraz %, muzeme tedy pro

vypocet dané limity pouzit I’Hospitalovo pravidlo:

hn}r—gzg :liH}T—wzg 1 :
T35 (l’ _ E) ”0 Ty (Q} — 5) ”O Ty 2 2

Neurcité vyrazy jinych typi nez 2 nebo <ekoliv

0 o+t musime pred pouzitim

I’Hospitalova pravidla nejprve na néktery z uvedenych typu prevést. Zpusoby,
jakymi se tento ,prevod“ nejcastéji provadi si ilustrujeme na nésledujicich
prikladech.

Piiklad 31 Vypoctéte lim 22 - 1n z.

z—0t
Regeni: Po ,dosazeni“ 0 za x ziskdme neurcity vyraz 0 - (—o0), pfimo tedy
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I’Hospitalovo pravidlo nemuzeme pouzit; nejprve je nutné funkci, kterd je ve
tvaru soucinu, prevést na podil. Teprve poté, budou-li predpoklady pravidla

splnény, jej muzeme aplikovat:

44 1 2

. « . Imx  —ocoym . g . x
lim 2*Inz = 0-(—00) = lim — = — = lim % = lim —— =0.

z—0t ” =0t 5 , OO =0t —% z—0t 2

Priklad 32 Vypoctéte lim (= —1).

5 $_>0+ s x xX

Resent: Po ,,dosazeni® 0" za x ziskdme neurcity vyraz oo — oo, a piimo tedy
I’Hospitalovo pravidlo opét nemuzeme aplikovat; nejprve je nutné funkei,
ktera je ve tvaru rozdilu, prevést na podil. Budou-li predpoklady pravidla

poté splnény, muzeme jej vyuzit:

. 1 1 « . x —sinx 0
lim —— = - =lm ———= - =

z—0T \sinz x ” =0+ T -SInx ,0
14 .

V'H .. 1 —-cosz 0" rg .. sinx 0
= lim — = — = lim = —=0.

z—0t SINX + T - COST 77O xz—0+ COSZT + COST — T -SINT 2

!
Jestlize neexistuje lim ! ,(’”), neznamena to, ze neexistuje lim M, jen ji
a—sc 9'(%) z—c 9(@)

nelze pomoci 1'Hospitalova pravidla vypocitat. Konkrétné si tuto situaci

ukazeme na nasledujicim prikladu.

Piiklad 33 Vypoctéte lim ZH822,

z—oo Tl
S , ‘1 e + neexistuje
Resent: Po ,dosazeni* oo za z ziskdme neuréity vyraz HRECXISTUIC

[e'e) )
I’Hospitalovo pravidlo tedy muzeme zkusit aplikovat:
. T +sinx oo + neexistuje” yy .. 14cosz L.
lim = = lim ———— = neexistuje.

Neexistence limity lim (1 + cosx) neznamend, Ze neexistuje puvodni limita
T—00
lim 88T - Gen ji nelze pomoci I'Hospitalova pravidla vypocitat. Pro jejf
o0 Tl
vypocet pouzijeme vytykani a tvrzeni véty o soucinu dvou funkci, z nichz
je jedna omezena a druhd ma nulovou limitu:
x +sinz ) x(1+%-sinx) ) 1—|—%-sinx 1+0_1

lim ——— = lim T = lim - = =
z—oo -+ 1 T—00 x(l—}—;) T—00 1—|—; 14+0
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V nékterych piipadech 1ze sice I’'Hospitalovo pravidlo pouzit, efektivnéjsi
je vsak zvolit jinou metodu. V nésledujicim piikladu bychom 1’'Hospitalovo
pravidlo napt. museli aplikovat padesatkrat, nez bychom se dostali k vysledku.
Proto je podstatneé rychlejsi vypocitat danou limitu pomoci vytykani a kraceni,

prestoze jsou vSechny predpoklady I’Hospitalova pravidla splnény.

~ ’ o~ . 52
Piiklad 34 Vypoctéte xhj& TR

Resent:
« 50 (.2 1

P2 +x . X (I x49)

1 50 49 2 -
z—o0 —22°0 + 4 + 22 + 5

4.7 Aproximace funkce polynomem

V praktickych aplikacich jsou nékdy vztahy mezi nezavisle proménnou x
a zavisle proménnou y vyjadieny pomoci velmi slozitych predpisu. Z to-
hoto duvodu vznikla potreba danou slozitou funkci popisujici vztahy mezi
proménnymi v okoli ur¢itého bodu xy nahradit (aproximovat) funkei jed-
nodussi, jejiz hodnoty lze snadno vypocitat, a s niz se lépe pracuje.

Aproximace funkce se také vyuziva v pripadech, kdy nezname funkéni
predpis popisujici vztahy mezi proménnymi a pokud mame k dispozici pouze
experimentalnim méfenim ziskané funkéni hodnoty a hodnoty derivace v
urcitém bodé.

V této kapitole si ukazeme, jak aproximujici funkci zvolit, aby bylo na-
hrazeni v okoli urcitého bodu zy co nejpresnéjsi. Budeme se zabyvat situaci
nejjednodussi — funkci budeme nahrazovat polynomem prvniho stupné, tedy

funkei linedrni.
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4.7.1 Diferencial

Jak jsme jiz zminili v ivodnim odstavci, nejjednodussi je aproximace pomoci
polynomu 1. stupné. V tomto pripadé nejlepsi aproximaci funkce f v okoli
daného bodu x ziskame, pokud funkci aproximujeme tecnou ke grafu funkce

f sestrojenou v bodeé (zg, f (o))

Ma-li funkce f v bodé xy vlastni derivaci, pak ma rovnice tecny v bodé
(xo, f(x0)) tvar y = f(xo) + f'(x0) - (x — ). Pro funkéni hodnotu f(x), kde

x = x9 + h je dostateéné blizko bodu z, plati, ze

f(@) = f(xo) + f'(20) - (x — x0) (3)

(ekvivalentneé f(xo+h) ~ f(xo)+ f'(x¢)-h). Symbolem ~ znac¢ime ptibliznou
rovnost.

Pifrastek funkce (diference) f(zo + h) — f(xo) je tedy pfiblizné roven
hodnoté f'(zg) - h, kterou nazyvame diferencidlem funkce f v bodé xy nebo
diferencidlem pruniho rdadu funkce f v bodé xqy. Diferencial funkce f v bodé

xo oznacujeme df (zo), tj.

df (z0) = f'(x0) - h.

Skutecny pifrustek funkee f(zo+h)— f (o) se vsak obvykle od diferencidlu
funkce f v bodé xq lisi. Velikost chyby, které se dopustime, kdyz skutecny
prirustek funkce f nahradime diferencidlem funkce f v bodé zg, se oznacuje

jako chyba aproximace a zna¢i se R(xg + h). Plati tedy, ze
f(zo+ h) = f(zo) + df (xo) + R(xo + h).

Nejbéznéjsi aplikace diferencidlu spo¢iva v tom, ze (pro mald h, tj. pro x
blizkd x) klademe
f(z) = f(zo) + df (x0),
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Obrazek 29: Aproximace funkce tecnou a diferencidl funkce v bodé.

tj. skutecny prirustek funkce aproximujeme diferencidlem (viz také obr. 29).

Poznamka 27

e Poznamenejme, ze diferencial funkce f v bodé z( je linearni funkce

zavisejici na proménné h.

e Prii zapisu diferencialu funkce f v bodé zy se vyraz h = x — ¢ Casto
znaci jako dx, tj.

df (zg) = f'(xg) - du.

e 7 vyse uvedeného vyplyva, ze existence diferencidlu funkce f v bodé xg
je ekvivalentni s existenci vlastni derivace f'(xg). Proto ¢asto fikdme

4

»f je diferencovatelna v bodé xy“ misto ,,f ma vlastni derivaci v bodé

[43

o -

Nyni si na konkrétnim prikladu ukazeme, jak lze pomoci popsaného po-

stupu urcit priblizné funkéni hodnoty dané funkce.
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Priklad 35 Urcete ptiblizné hodnotu In 1,2 bez pouziti kalkulacky.
Resent: Pro vypocet pouzijeme vztah (3); ¢islo xo pfitom volime tak, aby
bylo ,blizko“ ¢isla 1,2 a ptritom takové, abychom byli schopni vypocitat In xg
bez pouziti kalkulacky:.

Definujme f(z) =Inz a zg = 1. Poté f'(z) = 2 a

1
In 1,2 = f(xo) + f'(x0)  (x —x9) =In 1+ 1(1,2 —-1)=0,2.
Skutecnd hodnota In 1,2 je ptitom 0, 1823. ..
Poznamka 28 Je ziejmé, ze vypocet pribliznych funkénich hodnot pomoci
vyse uvedeného postupu je v dnesni dobé kalkulacek ponékud archaicky.

Nicméné dobie ilustruje princip, na jehoz zakladé pocitace a kalkulacky

pocitaji hodnoty nékterych funkei.
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Pojmy k zapamatovani:

derivace funkce v bodé

jednostranné derivace funkce v bodé

tecna ke grafu funkce

derivace funkce

derivace vyssich rddu

I’Hospitalovo pravidlo

diferencial

Piiklady k procviceni:

1. Vypocitejte derivaci funkce f(z) a vysledek upravte.

) f(z) =sin(sin(sinz))  b) f(z) = /cos(dz)  c¢) f(z) = tg(22)

d) f(z) = arctg(3z) e) f(z) =+/In(yz) f) f(z) = cos(z?)
) f) =con  h) f(z) = (2 + V) Vomz

) f(2) = (@8 + ) na i) fla) = Ve ) fla) = e

k) f(2) = e D) f(2) = £ m) fla) = 220

2. Vypocitejte derivaci funkce f(z) v bodé x.

a) f(z) =v1—cosz, ;g=-% b) f(z) =ln’z, zg=¢
o) flx)=%, zg=1 d) f(z) = (Inv2+sin(22)) - €%, zg =

3. Vypocitejte druhou derivaci funkce f(x) a vysledek upravte.

a) f(x)=x-Inz b) f(x) = ;:1 ¢) f(x) = cos(sin )
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4. Vypocitejte limity pomoci I'Hospitalova pravidla.

2 : Inx . z-lnx
a) lim S2-z b) lim - ¢) lim Inz d) lim &22
) z—m T ) z—1 sin(re) ) z—0t \/_ ) z—o0 TH1

e) lim Z=282  f) Jim L g) lim z - In(%th)
T—00

z—0 z z—0 T B ln(l—l—x)

5. Pomoci prvniho diferencidlu urcete priblizné hodnotu:

a) Y7,5 b) sin 0,02 c) In® 0,8

Vysledky piikladi k procviceni:

a) f'(x) = cos(sin(sinx)) - cos(sinz) - cosz  b) f'(x) = ——QS;:IS(EZ))
c) fl(z) = W d) f'(z) = 1+9339 e) f'(z) = m
f) f'(z) = =322 -sin(2%) g) f'(z) = —3cos’z -sinx

h) f,<x>: vsinz + (IJ;‘/\/;)H%)SQC Ch) f,<$):3xz‘lnx+x2+§
J) f/(.f) - m
(14z+3z4—25
) >— ) pla) Sl
m)f’(a:):_ 1 _M(cosx)

Ccos T sin? z

: b2 o2m2-2) d)?2

3. ) ["(a) =1 b) f(x) =

c) f"(z) = —cos(sinz) - cos® z + sin(sinz) - sinx
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