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Moravská vysoká škola Olomouc, o.p.s., 2022



Obsah

1 Funkce jedné proměnné 5
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4.4.2 Výpočet derivaćı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
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7 Určitý integrál 124

7.1 Podmı́nky integrovatelnosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128
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Úvod

Matematická analýza jako samostatná discipĺına vznikla kolem roku 1670,

kdy nezávisle na sobě anglický fyzik Isaac Newton a německý matematik

Gottfried Wilhelm Leibniz položili základy diferenciálńıho a integrálńıho

počtu. Pomoćı matematické analýzy se následně podařilo vyřešit mnoho fy-

zikálńıch a technických problémů, které se do té doby zdály být
”
neřešitelné“.

Práce obou zakladatel̊u diferenciálńıho a integrálńıho počtu navazovaly na

řadu předch̊udc̊u. K nejvýznamněǰśım z nich patřili francouzšt́ı matematikové

René Descartes a Pierre de Fermat, kteř́ı stáli u zrodu analytické geometrie.

Leibnizovy metody převzali posléze bratři Jakob a Johann Bernoulliové

a také Leonhard Euler. Daľśı matematici, kteř́ı se zasloužili o rozvoj mate-

matické analýzy, byli např. Joseph Louis Lagrange, Bernard Bolzano, Karl

Weierstrass nebo Augustin Louis Cauchy, který kolem roku 1820 zavedl

pojem limita funkce, vybudoval teorii integrálu pro spojité funkce jedné

proměnné a který je považován za tv̊urce moderńı matematické analýzy.

O daľśı pokrok v teorii integrálu se zasloužil německý matematik Bernard

Riemann, jehož myšlenky následně upřesnil francouzský matematik Gaston

Darboux.

Aplikace matematické analýzy nacháźıme ve fyzice, chemii, ekonomii i

v mnoha daľśıch odvětv́ıch. Pomoćı diferenciálńıho počtu lze např. vypoč́ıtat

okamžitou rychlost nebo zrychleńı hmotného bodu v konkrétńım čase, známe-

li funkci popisuj́ıćı dráhu, kterou bod urazil. Pomoćı integrálńıho počtu lze

např. vypoč́ıtat obsahy rovinných útvar̊u, objemy rotačńıch těles nebo délky

rovinných křivek.

Ćılem tohoto studijńıho textu je seznámit studenty se základy diferenciál-

ńıho a integrálńıho počtu funkce jedné proměnné.
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Text je doplněn celou řadou řešených př́ıklad̊u, na nichž je prob́ıraná

teorie ilustrována. Pro procvičeńı jsou na konci každé kapitoly uvedeny také

neřešené př́ıklady s výsledky a pojmy k zapamatováńı.

Kromě teoretických př́ıklad̊u studijńı opora obsahuje také prakticky laděné

př́ıklady, které ukazuj́ı, jak se dá prob́ıraná matematická teorie využ́ıt.

Student by měl po nastudováńı textu správně chápat pojem funkce, cha-

rakterizovat základńı vlastnosti funkćı a určit definičńı obory. Dále by měl

dokázat vypoč́ıtat limity funkćı jedné proměnné a rozumět pojmu spojitosti

funkce. Rovněž by měl umět definovat a vypoč́ıtat derivaci funkce a chápat

jej́ı geometrický význam. Také by měl dokázat popsat, jaká je souvislost mezi

primitivńı funkćı a derivaćı, a použ́ıvat základńı integračńı metody. Nav́ıc

by měl být schopen charakterizovat základńı vlastnosti určitého integrálu a

využ́ıt určité i nevlastńı integrály pro výpočet obsah̊u ploch.
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1 Funkce jedné proměnné

S funkcemi se setkáváme všude tam, kde zkoumáme závislost mezi dvěma

nebo v́ıce veličinami, přičemž tyto veličiny se obecně měńı a jsou mezi sebou

vázány jistým vztahem. Pomoćı funkćı se dá popsat každá situace, v ńıž jsou

nějaký jev nebo veličina jednoznačně určeny jinými jevy nebo veličinami.

Funkce se už́ıvaj́ı v technických, př́ırodńıch, ekonomických i jiných vědách,

ale také v běžném životě. Např́ıklad obsah kruhu je funkćı jeho poloměru,

teplota zahř́ıvané vody v hrnci je funkćı doby ohřevu, dráha ujetá autem je

funkćı rychlosti a doby j́ızdy atd.

Záviśı–li zkoumaný jev pouze na jedné veličině, hovoř́ıme o funkci jedné

proměnné, a t́ımto speciálńım typem funkćı se budeme nyńı zabývat.

1.1 Základńı pojmy

Nejdř́ıve zavedeme pojmy funkce a graf funkce.

Definice 1 Zobrazeńı f neprázdné množiny A ⊂ R do množiny R (zapisu-

jeme f : A → R) se nazývá reálná funkce jedné reálné proměnné (zkráceně

funkce). Skutečnost, že funkce f přǐrazuje hodnotě x ∈ A hodnotu y ∈ R,

zapisujeme jako y = f(x).

Proměnná x ∈ A se nazývá argument funkce f nebo nezávisle proměnná.

Proměnná y ∈ R se nazývá závisle proměnná. Č́ıslo f(x) se nazývá hodnota

funkce f v bodě x ∈ A (neboli funkčńı hodnota v bodě x).

Definice 2 Necht’ f : A→ R je funkce. Množina A se nazývá definičńı obor

funkce f a znač́ıme ji D(f) nebo Df . Množina {y ∈ R; y = f(x), x ∈ A} tj.

množina všech funkčńıch hodnot funkce f , se nazývá obor hodnot funkce f a

znač́ıme ji H(f) nebo Hf .
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Funkce jedné proměnné f je tedy předpis, který každé hodnotě

x ∈ Df přǐrazuje právě jednu hodnotu y = f(x) ∈ Hf . Muśı přitom

platit, že Df ⊂ R i Hf ⊂ R

Definice 3 Grafem funkce f nazýváme množinu

{(x, y) ∈ R2;x ∈ Df , y = f(x)}.

Znač́ıme ji G(f) nebo Gf nebo graf f .

Grafem funkce f je tedy křivka v rovině o rovnici y = f(x), kde x ∈ Df .

y

f

x x

f(x)

Obrázek 1: Př́ıklad grafu funkce.

Při určováńı definičńıch obor̊u využ́ıváme vlastnosti základńıch elementárńıch

funkćı, pravidla o skládáńı funkćı, o vytvářeńı inverzńıch funkćı apod. (viz

dále). Základńımi pravidly jsou:

• Ve jmenovateli zlomku nesmı́ být 0.

• Pod sudou odmocninou muśı být výraz ≥ 0.

• Výraz, který logaritmujeme, muśı být > 0.

Př́ıklad 1 Určete definičńı obory následuj́ıćıch funkćı:
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a) f(x) = log(x2 − x)

Řešeńı: x2 − x > 0⇒ x(x− 1) > 0⇒ x ∈ (−∞, 0) ∪ (1,∞) = Df

b) f(x) =
√

25− x2

Řešeńı: 25− x2 ≥ 0, tj. x ∈ 〈−5, 5〉 ⇒ Df = 〈−5, 5〉

c) f(x) = x+1
x−3

Řešeńı: x− 3 6= 0, tj. x 6= 3 ⇒ Df = (−∞, 3) ∪ (3,∞)

Při kresleńı grafu funkce je nutné si uvědomit, jaká křivka může, resp.

nemůže, být grafem nějaké funkce.
y

x

Křivka na obrázku nemůže být gra-

fem žádné funkce, protože některým

hodnotám proměnné x odpov́ıdá

v́ıce než jedna
”
funkčńı hodnota“.

Jednoduše řečeno, aby křivka mohla

být grafem funkce, může každá

př́ımka rovnoběžná s osou y pro-

tnout tuto křivku nejvýše jednou (tj.

bud’ právě jednou nebo v̊ubec).

1.2 Vlastnosti funkćı

V této části představ́ıme nejd̊uležitěǰśı vlastnosti funkćı jako je periodicita,

omezenost, parita (sudost a lichost), prostota a monotonie.

Definice 4 Funkce f se nazývá periodická, jestliže existuje č́ıslo p 6= 0 ta-

kové, že

a) x ∈ Df ⇔ x+ p ∈ Df ;

b) f(x+ p) = f(x) pro každé x ∈ Df .
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Č́ıslo p se nazývá perioda funkce f . Nejmenš́ı kladná perioda funkce f se

nazývá primitivńı perioda funkce f .

y

xp

f

Obrázek 2: Graf periodické funkce s periodou p.

Při zkoumáńı vlastnost́ı periodické funkce se stač́ı omezit jen na libovolný

polouzavřený interval délky p, kde p je primitivńı perioda. Takový interval

se nazývá základńı interval periodicity této funkce.

Př́ıklad 1 Sestrojte graf periodické funkce f , která je na základńım inter-

valu periodicity 〈−1, 1) definována jako f(x) = |x|.

Řešeńı: Protože je délka základńıho intervalu periodicity rovna 2, je funkce

f periodická s primitivńı periodou p = 2. Stač́ı tedy nakreslit graf jen na

intervalu 〈−1, 1) a dále jej
”
koṕırovat“ vpravo a vlevo vždy po posunut́ı o 2

jednotky – viz následuj́ıćı obrázek.

y

x0 1 2 3-4 -3 -2 -1 4

1 f

p=2
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Definice 5 Necht’ pro funkci f plat́ı vztah x ∈ Df ⇔ −x ∈ Df . Funkce f

se nazývá

a) sudá, jestliže f(−x) = f(x) pro každé x ∈ Df ;

b) lichá, jestliže f(−x) = −f(x) pro každé x ∈ Df .

Definice požaduje, aby definičńı obor sudé i liché funkce byl souměrný

kolem počátku. Graf sudé funkce je osově souměrný kolem osy y a graf liché

funkce je středově souměrný kolem počátku soustavy souřadnic (viz obr. 3).

y

x0-x

f

x

sudá funkce y

x

0

-x

f

x

lichá funkce

Obrázek 3: Graf sudé a liché funkce.

Př́ıklad 2

a) Př́ıklady sudých funkćı: f(x) = x2 a g(x) = cos x

f(−x) = (−x)2 = x2 = f(x), Df = R; g(−x) = cos(−x) = cosx =

g(x), Dg = R

y

f

x0 1 2

1

4

-2

y

x0

1
g

B-B
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b) Př́ıklady lichých funkćı: f(x) = x3 a g(x) = sin 2x

f(−x) = (−x)3 = −x3 = −f(x), Df = R;

g(−x) = sin(−2x) = − sin 2x = −g(x), Dg = R

y

f

x0 1 2-2

y

x0

1
g

B

2

B

2
-

c) Existuj́ı funkce, které jsou sudé i liché zároveň?

Ano, je jich nekonečně mnoho. Jejich funkčńı předpis je vždy f(x) = 0,

lǐśı se pouze definičńım oborem. Např́ıklad f1(x) = 0, Df1 = 〈−2, 2〉

nebo f2(x) = 0, Df2 = (−3,−1) ∪ (1, 3).

d) Funkce f(x) = x2 na 〈−1, 2〉 neńı sudá, protože neńı splněna podmı́nka

z definice sudosti týkaj́ıćı se definičńıho oboru – ten muśı být podle

definice souměrný kolem počátku.

V následuj́ıćıch definićıch a větách budeme uvažovat neprázdnou množinu

M ⊂ Df .

Definice 6 Funkce f se nazývá prostá na množině M , jestliže pro všechny

dvojice x1, x2 ∈M plat́ı

x1 6= x2 ⇒ f(x1) 6= f(x2).

Jestliže je f prostá na množině M , potom každá rovnoběžka s osou x

prot́ıná graf funkce f nejvýše v jednom bodě - srovnejte s podmı́nkou, kdy

je křivka grafem nějaké funkce.
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y

x0 x1

f

x2

f(x )1

f(x )2

y

x0 x1

g

x2

g(x )=g(x )1 2

Obrázek 4: Graf prosté funkce f a funkce g, která neńı prostá.

Př́ıklad 3 Uvažujme funkci f(x) = −x + 2, Df = R. Funkce f je prostá

na svém definičńım oboru, protože ∀x1, x2 ∈ Df , x1 6= x2 plat́ı f(x1) =

−x1 + 2 6= −x2 + 2 = f(x2) (viz také obr. 5).

Př́ıklad 4 Uvažujme funkci f(x) = (x− 1)2, Df = R. Funkce f neńı prostá

na svém definičńım oboru, protože např́ıklad 2 6= 0, ale f(2) = f(0) = 1.

Můžeme ale naj́ıt množinu M ⊂ Df tak, aby byla f na množině M prostá;

např́ıklad M = (−∞, 1 〉 nebo M = 〈 1,∞) (viz také obr. 5).

y

x

0 2

2

f(x)=-x+2
y

x

0 1

f(x)=(x-1)
2

Obrázek 5: Grafy funkćı f(x) = −x+ 2 a f(x) = (x− 1)2.

Definice 7 Jestliže pro všechna x1, x2 ∈M splňuj́ıćı x1 < x2 plat́ı, že
f(x1) < f(x2)

f(x1) > f(x2)

f(x1) ≥ f(x2)

f(x1) ≤ f(x2)

, pak se funkce f nazývá


rostoućı

klesaj́ıćı

nerostoućı

neklesaj́ıćı

 na M .
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Definice 8 Funkce, která je nerostoućı nebo neklesaj́ıćı na množině M , se

nazývá monotonńı na množině M . Funkce, která je rostoućı nebo klesaj́ıćı

na množině M , se nazývá ryze monotonńı na množině M .

y

xM

y

xM

y

xM

y

xM

funkce rostoucí
na M

funkce klesající
na M

funkce nerostoucí
na M

funkce neklesající
na M

Obrázek 6: Př́ıklady funkćı monotonńıch na M (na každém obrázku jsou

znázorněny grafy dvou funkćı, jeden graf plnou čarou a druhý čárkovanou).

Př́ımo z definic je zřejmé, že

• každá rostoućı funkce je zároveň i neklesaj́ıćı, ale naopak to neplat́ı;

• každá klesaj́ıćı funkce je zároveň i nerostoućı, ale naopak to neplat́ı.

Věta 1 Funkce, která je ryze monotonńı (tj. rostoućı nebo klesaj́ıćı) na M ,

je prostá na M .

Obrácená věta neplat́ı, stač́ı uvažovat např́ıklad následuj́ıćı funkci:
y

xa

b Funkce je prostá na inter-

valu 〈a, b〉, ale neńı na tomto

intervalu monotonńı.

Definice 9 Funkce f se nazývá konstantńı na M , jestliže pro každé x1, x2 ∈

M plat́ı f(x1) = f(x2).
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Je-li f konstantńı na M , pak existuje konstanta a ∈ R tak, že pro každé

x ∈M plat́ı f(x) = a.

Z definice funkce konstantńı na M plyne, že funkce konstantńı na M je na

M zároveň neklesaj́ıćı i nerostoućı.

Daľśı d̊uležitou vlastnost́ı, se kterou se setkáváme u funkćı, je omezenost.

Definice 10 Funkce f se nazývá

• omezená shora na M , jestliže existuje k ∈ R tak, že f(x) ≤ k pro každé

x ∈M ;

• omezená zdola na M , jestliže existuje l ∈ R tak, že f(x) ≥ l pro každé

x ∈M ;

• omezená na M , jestliže je na M omezená shora i zdola zároveň.

Př́ıklad 5 Př́ıklady (ne)omezených funkćı:
y

x0

-1

-3

-2 f(x) = −(x+ 1)2 − 2, Df = R

f je omezená shora : f(x) ≤ −2 ∀x ∈ Df

f neńı omezená zdola

y

x0

1 g(x) = e2x, Dg = R

g je omezená zdola : g(x) > 0 ∀x ∈ Dg

g neńı omezená shora
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y

x

-1

1

h(x) = cos x, Dh = R

h je omezená (shora i zdola) :

|h(x)| ≤ 1 ∀x ∈ Dh

y

x0 B

2
B

2
- q(x) = tg x, Dq = R \ {π

2
+ kπ; k ∈ Z}

q neńı omezená (ani shora ani zdola)

Poznámka 1 Některé vlastnosti funkćı jsme vztahovali jen k určité množině

M ⊂ Df (monotonie, prostota), jiné k celému Df (sudost, lichost, periodi-

cita). PokudM = Df , uvád́ıme pouze danou vlastnost funkce, aniž dodáváme

”
na množině M“, např́ıklad výrokem

”
f je rostoućı“ rozumı́me

”
f je rostoućı

na Df“.

1.3 Složená funkce

Jednou z operaćı, se kterou se můžete u funkćı setkat, je jejich skládáńı.

Definice 11 Necht’ funkce f : Df → Hf a necht’ funkce g : Dg → Hg jsou

takové, že Df ∩Hg 6= ∅. Pak funkci h definovanou vztahem h(x) = f(g(x)) =

(f ◦ g)(x) s definičńım oborem

Df◦g = {x ∈ Dg : g(x) ∈ Df}

nazveme složenou funkćı. Funkce f se nazývá vněǰśı funkce a g se nazývá

vnitřńı funkce složené funkce f ◦ g.
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x u

Dg
Df

Hg

Hf

y

g f

f    g

Př́ıklad 6 Mějme dány funkce f(x) = cos x a g(x) = x3. Určete obě složené

funkce f ◦ g a g ◦ f .

Řešeńı: Nejdř́ıve urč́ıme definičńı obory a obory hodnot: Df = R, Hf =

〈−1, 1〉, Dg = R, Hg = R.

f ◦ g: Zde je g vnitřńı a f vněǰśı funkce, skládat můžeme, protože Hg ⊂ Df :

(f ◦ g)(x) = f(g(x)) = f(x3) = cos(x3) x ∈ R = Dg

g ◦ f : Zde je f vnitřńı a g vněǰśı funkce, skládat můžeme, protože Hf ⊂ Dg:

(g ◦ f)(x) = g(f(x)) = g(cosx) = (cos x)3 = cos3 x x ∈ R = Df

Př́ıklad 7 Určete, ze kterých funkćı jsou složeny následuj́ıćı funkce p a q:

p(x) =

√
x+ 1

x− 1
q(x) = (ln(x− 1))2

Řešeńı:

p : funkce f(x) = x+1
x−1

je vnitřńı a g(x) =
√
x je vněǰśı funkce;

p(x) = g(f(x)) = (g ◦ f)(x); Dp = (−∞,−1 〉 ∪ ( 1,∞)

q : funkce q je složena ze tř́ı funkćı f(x) = x− 1, g(x) = ln x a h(x) = x2,

kde q(x) = h(g(f(x))) = (h ◦ g ◦ f)(x); Dq = (1,∞)

Jak snadno poznáme, která funkce je vnitřńı a která vněǰśı? Představme

si, že chceme do složené funkce dosadit nějakou konkrétńı hodnotu za proměn-

nou x. Při dosazováńı totiž vždy postupujeme od funkce, která je
”
nejv́ıc
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uvnitř“, a postupujeme až k té vněǰśı. Např́ıklad u funkce q v předchoźım

př́ıkladu při dosazeńı x = 2 postupně poč́ıtáme

x− 1 = 2− 1 = 1 ⇒ ln(1) = 0 ⇒ 02 = 0.

1.4 Inverzńı funkce

Daľśı možnost́ı, jak źıskat nové funkce, je vytvořeńı inverzńı funkce.

Definice 12 Necht’ je funkce f prostá na Df . Potom funkci f−1, která

každému y ∈ Hf přǐrazuje to č́ıslo x ∈ Df pro které plat́ı, že y = f(x)

nazýváme funkćı inverzńı k funkci f .

Předpoklad, aby f byla prostá, je pro existenci inverzńı funkce nezbytný.

Pro funkce f a f−1 plat́ı, že Df = Hf−1 a Hf = Df−1 .

x y

Df Hf

f

f
-1H D

Př́ıklad 8 Určete funkci inverzńı k funkci f(x) = 3x+ 5 a nakreslete grafy

obou funkćı.

Řešeńı: Nejdř́ıve urč́ıme definičńı obor a obor hodnot: Df = R, Hf = R, f

je na Df prostá, existuje tedy inverzńı funkce.

Funkci f zaṕı̌seme ve tvaru y = 3x+5. Inverzńı funkci lze určit např́ıklad

tak, že zaměńıme označeńı proměnných a opět vyjádř́ıme y jako funkci proměn-

né x, tj.

x = 3y + 5 ⇒ y =
1

3
(x− 5) ⇒ f−1(x) =

1

3
(x− 5).
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Grafy obou funkćı jsou znázorněny na následuj́ıćım obrázku.

y

x0

5

5

5
3-

5
3-

f(x)=3x+5

f (x)=   (x-5)
-1

y=x
1
3

Poznámka 2 Grafy funkćı f a f−1 jsou osově souměrné podle př́ımky y = x,

tj. podle osy prvńıho a třet́ıho kvadrantu (viz také předchoźı př́ıklad).

Uvažujme nyńı graf funkce f , která neńı prostá. Souměrné podle př́ımky

y = x vytvoř́ıme křivku
”
graf funkce f−1“. Tato křivka ale nemůže být grafem

žádné funkce – viz konec kapitoly Základńı pojmy a také obr. 7.

Pokud neńı funkce f prostá na celém svém Df , ale pouze na M ⊂ Df ,

inverzńı funkci hledáme pouze na M , a ne na Df .
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x0

f

y=x
f

-1

f prostá

x0

f

y=x

f není prostá

f
-1yy

Obrázek 7: Sestrojováńı grafu inverzńı funkce a nutnost prostoty funkce pro

existenci funkce inverzńı.

1.5 Základńı elementárńı funkce

Koncem 18. stolet́ı se matematici a př́ırodovědci shodli na tom, že většina

reálných situaćı se dá reprezentovat modely obsahuj́ıćımi pouze tzv. ele-

mentárńı funkce.

Elementárńı funkce jsou funkce, které lze vytvořit pomoćı konečného

počtu operaćı sč́ıtáńı, odč́ıtáńı, násobeńı, děleńı a skládáńı funkćı pouze ze

základńıch elementárńıch funkćı. Mezi základńı elementárńı funkce řad́ıme

funkce mocninné, exponenciálńı a logaritmické, goniometrické a cyklomet-

rické.

S většinou ze základńıch elementárńıch funkćı jste se určitě setkali na

středńı škole. V této kapitole najdete jejich souhrnný přehled včetně graf̊u a

nejd̊uležitěǰśıch vlastnost́ı.

1.5.1 Mocninná funkce

Definice 13 Mocninná funkce s exponentem a ∈ R je každá funkce tvaru

f(x) = xa.
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Definičńı obor, obor hodnot i vlastnosti této funkce záviśı na tom, z jaké

podmnožiny množiny R je exponent a.

• Konstantńı funkce

Jestliže a = 0, dostáváme konstantńı funkci f(x) = 1. Tato funkce je

sudá, Df = R (pro x = 0 dodefinujeme f(0) = 1), Hf = {1}.

x0

y

f(x)=1
1

• Mocninná funkce s přirozeným exponentem

Jestliže je exponent a přirozené č́ıslo, obvykle ho znač́ıme n a dostáváme

mocninnou funkci ve tvaru f(x) = xn, kde n ∈ N.

* Je-li n liché, pak plat́ıDf = R, Hf = R, funkce je lichá, neomezená

a rostoućı na Df .

* Je-li n sudé, pak plat́ı Df = R, Hf = R+
0 , funkce je sudá, omezená

zdola, klesaj́ıćı na (−∞, 0 〉 a rostoućı na 〈0,∞).

x0

y

f(x)=x
2

1x0

y

f(x)=x

f(x)=x
3

1

f(x)=x
4

-1 1

f(x)=x
5

1

-1

-1

• Funkce n-tá odmocnina

Jestliže a = 1
n
, kde n ∈ N, n ≥ 2, dostáváme mocninnou funkci ve

tvaru f(x) = x
1
n = n
√
x, n ∈ N.
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* Je-li n liché (n ≥ 3), je funkce f(x) = n
√
x inverzńı funkćı k funkci

xn pro x ∈ R. Nav́ıc plat́ı, že Df = R, Hf = R, funkce je lichá,

neomezená a rostoućı na Df .

* Je-li n sudé (n ≥ 2), je funkce f(x) = n
√
x inverzńı funkćı k funkci

xn pro x ∈ 〈0,∞) . Nav́ıc plat́ı, že Df = 〈0,∞) , Hf = 〈0,∞) ,

funkce zdola omezená a rostoućı na Df .

x0

y

f(x)=x
2

1
x0

y f(x)=x
3

1

f(x)=x
4

1

f(x)=x
5

1

-1

-1

f(x)=   x

f(x)=   x4

f(x)=   x5

f(x)=   x3

1.5.2 Exponenciálńı funkce

Exponenciálńı funkce se využ́ıvá pro modelováńı mnoha (nejen) př́ırodńıch

jev̊u, protože vyjadřuje tzv. zákon přirozeného r̊ustu. Pomoćı ńı můžeme po-

psat např́ıklad organický r̊ust (např. vývoj populace), vyrovnáváńı rozd́ıl̊u

(např. ochlazováńı nebo rozpouštěńı), pr̊uběh chemických reakćı aj. Typickým

ekonomickým př́ıkladem je pak spojité úročeńı.

Definice 14 Exponenciálńı funkćı se základem a, a > 0, a 6= 1, je každá

funkce tvaru f(x) = ax, x ∈ R.
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x0

y

1

f(x) = a
a>1

x

pro

f(x) = a
0<a<1

x

pro

Definičńım oborem této funkce je tedy celá množina R, oborem hodnot

pak Hf = R+. Funkce neńı ani sudá, ani lichá, ani periodická. Typ monotonie

funkce záviśı na jej́ım základu a; pro a > 1 je rostoućı a pro 0 < a < 1 je

klesaj́ıćı. Graf funkce ax vždy procháźı bodem (0, 1).

Poznámka 3

• Mezi exponenciálńımi funkcemi zauj́ımá d̊uležité mı́sto tzv. přirozená

exponenciálńı funkce f(x) = ex, kde e je Eulerovo č́ıslo (viz Posloup-

nosti minulý semestr).

• Exponenciálńı funkce se základem a = 10 se nazývá dekadická expo-

nenciálńı funkce.

Funkce exponenciálńı je na svém Df prostá, existuje k ńı tedy funkce

inverzńı - ta se nazývá logaritmická funkce a je popsána v následuj́ıćı části.

1.5.3 Logaritmická funkce

Definice 15 Necht’ a ∈ R, a > 0, a 6= 1. Inverzńı funkce k exponenciálńı

funkci ax se nazývá logaritmická funkce o základu a a znač́ı se f(x) = loga x.
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0

y

1

f(x) x a>1= log proa

f(x) x= log proa 0<a<1

x

Z výše uvedené definice tedy plyne následuj́ıćı ekvivalence (x ∈ R, y ∈

R+):

y = ax ⇔ x = loga y.

Definičńım oborem logaritmické funkce je Df = (0,∞), obor hodnot je

Hf = R, funkce neńı sudá ani lichá, neńı periodická; pro 0 < a < 1 je klesaj́ıćı

a pro a > 1 je rostoućı. Graf funkce loga x vždy procháźı bodem (1, 0).

Věta 2 Necht’ a, b ∈ R+, a 6= 1, b 6= 1; pro všechna x, y ∈ R+ plat́ı

loga(xy) = loga x+ loga y loga
x

y
= loga x− loga y

loga x
y = y loga x logb x =

loga x

loga b
.

Poznámka 4

• Funkčńı hodnoty logaritmické funkce se nazývaj́ı logaritmy; symbol

loga x čteme jako logaritmus č́ısla x o základu a nebo logaritmus o

základu a č́ısla x.

• Specielně pro a = e dostáváme tzv. přirozenou logaritmickou funkci a

znač́ıme ji f(x) = lnx (tj. ln x = loge x). Pro a = 10 dostáváme tzv.

dekadickou logaritmickou funkci a znač́ıme ji f(x) = log x (tj. log x =

log10 x).
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Věta 3 Necht’ a ∈ R, x ∈ R+; potom plat́ı

xa = ea lnx.

1.5.4 Goniometrické funkce

Mezi goniometrické funkce řad́ıme funkce sinus, kosinus, tangens a kotan-

gens. Máme v́ıce možnost́ı, jak tyto funkce definovat (jako součet nekonečné

řady, použit́ım funkcionálńıch rovnic aj.). My použijeme definici využ́ıvaj́ıćı

jednotkovou kružnici.

Úhly budeme měřit v mı́̌re obloukové, kdy plat́ı, že 1◦ v mı́̌re stupňové je

roven úhlu velikosti π
180

v mı́̌re obloukové.

Uvažujme tedy jednotkovou kružnici se středem v počátku a bod A =

(m,n) lež́ıćı na této kružnici. Jako x označ́ıme orientovaný úhel (v mı́̌re ob-

loukové), který sv́ırá kladný směr osy x s pr̊uvodičem bodu A – viz následuj́ıćı

obrázek:

x
|x|

tg x

cos x

sin x

1

1

0

A=(m,n)

cotg x

x
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• Funkce sinus

Definice 16 Funkce f , jej́ıž hodnota je v každém bodě x ∈ R rovna

souřadnici n bodu A, se nazývá sinus. Hodnota funkce sinus v bodě x

se znač́ı sin x.

x0

y

1

p

2
p

2
-

-1

p 2p-p

f(x) x= sin

Definičńım oborem je Df = R, oborem hodnot Hf = 〈−1, 1〉; funkce

je lichá, tj. plat́ı sin(−x) = − sinx ∀x ∈ R; funkce je periodická s

primitivńı periodou 2π, tj. plat́ı sin(x + 2π) = sinx ∀x ∈ R; funkce je

rostoućı na všech intervalech
〈
−π

2
+ 2kπ, π

2
+ 2kπ

〉
a klesaj́ıćı na všech

intervalech
〈
π
2

+ 2kπ, 3π
2

+ 2kπ
〉
, kde k ∈ Z.

• Funkce kosinus

Definice 17 Funkce f , jej́ıž hodnota je v každém bodě x ∈ R rovna

souřadnicim boduA se nazývá kosinus. Hodnota funkce kosinus v bodě

x se znač́ı cos x.
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x0

y

p

2
p

2
-

1

-1

p 2p-p

f(x) x= cos

Definičńım oborem je Df = R, oborem hodnot Hf = 〈−1, 1〉; funkce je

sudá, tj. plat́ı cos(−x) = cos x ∀x ∈ R; funkce je periodická s primitivńı

periodou 2π, tj. plat́ı cos(x + 2π) = cos x ∀x ∈ R; funkce je rostoućı

na všech intervalech 〈(2k − 1)π, 2kπ〉 a klesaj́ıćı na všech intervalech

〈2kπ, (2k + 1)π〉, kde k ∈ Z.

• Funkce tangens

Definice 18 Funkce f(x) = sinx
cosx

se nazývá tangens. Hodnota funkce

tangens v bodě x se znač́ı tg x, tj.

tg x =
sinx

cosx
.

0

y

p

2
p

2
- p-p 3p

2
x

f(x) = xtg

Definičńım oborem je Df = R \ {π
2

+ kπ; k ∈ Z}, oborem hodnot

Hf = R; funkce je lichá, tj. tg (−x) = −tg x ∀x ∈ Df , funkce je
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periodická s primitivńı periodou π, tj. tg (x + π) = tg x ∀x ∈ Df ;

funkce je rostoućı na intervalech (−π
2

+ kπ, π
2

+ kπ), k ∈ Z.

• Funkce kotangens

Definice 19 Funkce f(x) = cosx
sinx

se nazývá kotangens. Hodnota funkce

kotangens v bodě x se znač́ı cotg x, tj.

cotg x =
cosx

sinx
=

1

tg x
.

p

2
p

2
- p-p 3p

2
x

f(x) = xcotg

0

y

Definičńım oborem je Df = R \ {kπ; k ∈ Z}, oborem hodnot Hf = R;

funkce je lichá, tj. cotg (−x) = −cotg x ∀x ∈ Df , funkce je periodická

s primitivńı periodou π, tj. cotg (x + π) = cotg x ∀x ∈ Df ; funkce je

klesaj́ıćı na intervalech (kπ, (k + 1)π), k ∈ Z.

Vlastnosti goniometrických funkćı

V této části uvedeme nejpouž́ıvaněǰśı vztahy a vzorce platné pro gonio-

metrické funkce. Všechny uvedené rovnosti plat́ı všude, kde je současně

definovaná levá i pravá strana rovnosti. Připomeňme, že např. zápis

28



sin2 x znamená (sin x)2, tj. rozlǐsujte sin2 x a sinx2 (viz také př́ıklad 6

na str. 15).

sin2 x+ cos2 x = 1

sin(2x) = 2 sinx cosx

cos(2x) = cos2 x− sin2 x

sin2 x =
1− cos(2x)

2

cos2 x =
1 + cos(2x)

2

1.5.5 Cyklometrické funkce

Cyklometrickými funkcemi rozumı́me funkce arkussinus, arkuskosinus, ar-

kustangens a arkuskotangens. Definujeme je jako inverzńı funkce k funkćım

goniometrickým. Protože goniometrické funkce nejsou na svých definičńıch

oborech prosté, muśıme jejich definičńı obory nejdř́ıve vhodně zúžit.

• Funkce arkussinus

Definice 20 Funkćı arkussinus nazveme funkci, která je inverzńı k

funkci sinx, x ∈
〈
−π

2
, π

2

〉
. Hodnota funkce arkussinus v bodě x se znač́ı

arcsinx.
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0

y

1

p

2

p

2
-

-1

sin x

arcsin x

-1

p

2

p

2
-

1

Definičńım oborem funkce arkussinus je Df = 〈−1, 1〉, oborem hodnot

Hf =
〈
−π

2
, π

2

〉
; funkce je lichá, rostoućı, omezená a neńı periodická.

• Funkce arkuskosinus

Definice 21 Funkćı arkuskosinus nazveme funkci, která je inverzńı k

funkci cosx, x ∈ 〈0, π〉. Hodnota funkce arkuskosinus v bodě x se znač́ı

arccosx.

x0

y

p

2

1

-1

p

p

p

2

cos x

arccos x

1-1
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Definičńım oborem funkce arkuskosinus je Df = 〈−1, 1〉, oborem hod-

not Hf = 〈0, π〉; funkce je klesaj́ıćı, omezená a neńı ani lichá ani sudá,

neńı periodická.

• Funkce arkustangens

Definice 22 Funkćı arkustangens nazveme funkci, která je inverzńı k

funkci tg x, x ∈ (−π
2
, π

2
). Hodnota funkce arkustangens v bodě x se

znač́ı arctg x.

p

2
p

2
-

y

x

tg x

0

p

2

p

2
-

arctg x

Definičńım oborem funkce arkustangens je Df = R, oborem hodnot

Hf = (−π
2
, π

2
); funkce je lichá, rostoućı, omezená a neńı periodická.

• Funkce arkuskotangens

Definice 23 Funkćı arkuskotangens nazveme funkci, která je inverzńı

k funkci cotg x, x ∈ (0, π). Hodnota funkce arkuskotangens v bodě x

se znač́ı arccotg x.
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y

p x

cotg x

0

arccotg x

p

p

2

p

2

Definičńım oborem funkce arkuskotangens je Df = R, oborem hodnot

Hf = (0, π); funkce je klesaj́ıćı, omezená a neńı ani lichá ani sudá, neńı

periodická.

Poznámka 5 Z výše uvedených definic ihned plyne následuj́ıćı:

y = arcsinx ⇔ x = sin y , kde x ∈ 〈−1, 1〉, y ∈
〈
−π

2
, π

2

〉
y = arccosx ⇔ x = cos y , kde x ∈ 〈−1, 1〉, y ∈ 〈0, π〉

y = arctg x ⇔ x = tg y , kde x ∈ R, y ∈ (−π
2
, π

2
)

y = arccotg x ⇔ x = cotg y , kde x ∈ R, y ∈ (0, π)

arcsin (sinx) = x , pro x ∈
〈
−π

2
, π

2

〉
sin(arcsinx) = x , pro x ∈ 〈−1, 1〉

arctg (tg x) = x , pro x ∈
(
−π

2
, π

2

)
tg (arctg x) = x , pro x ∈ R
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Pojmy k zapamatováńı:

• reálná funkce jedné reálné proměnné, funkce

• graf funkce

• periodická funkce, primitivńı perioda

• funkce sudá a lichá

• prostá funkce

• monotonńı funkce

• omezená funkce

• složená funkce

• inverzńı funkce

• základńı elementárńı funkce (mocninné, exponenciálńı a logaritmické,

goniometrické a cyklometrické)

Př́ıklady k procvičeńı:

1. Nakreslete grafy následuj́ıćıch funkćı a rozhodněte o sudosti/lichosti a

monotonii těchto funkćı:

a) f(x) =

 −1 pro x < 0

2 pro x ≥ 0
b) g(x) =


1 pro x ∈ (−∞,−1)

−x pro x ∈ 〈−1, 1〉

−1 pro x ∈ (1,∞)

c) h(x) = |x|

2. Určete, zda je funkce sudá/lichá:

a) f(x) = 3x2 + 1 b) g(x) = x2 + x c) h(x) = −1 d) k(x) =

5x
2x2+1
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3. Rozhodněte o monotonii následuj́ıćıch funkćı:

a) f(x) = x2 + 1, x ∈ 〈0,∞) b) g(x) = 1
x
, x ∈ (−∞, 0) c) h(x) =

2− 5x

4. Nakreslete graf periodické funkce s periodou 2, jestliže

a) pro x ∈ 〈−1, 1) plat́ı f(x) = 2x b) pro x ∈ (−2, 0 〉 plat́ı g(x) =

−x2

5. Najděte inverzńı funkci k funkci f(x) = x+2
x−3

.

6. Jsou dány funkce f(x) = x2 +1 a g(x) = 2
3x3

. Vytvořte funkce f+g, f−g,

f
g
, fg, f ◦ g a g ◦ f a určete jejich definičńı obory.

Výsledky př́ıklad̊u k procvičeńı:

1. a) f neńı sudá ani lichá, je neklesaj́ıćı na R, konstantńı na R−, konstantńı

na R+ b) g je lichá, nerostoućı na R, konstantńı na (−∞,−1 〉 a 〈1,∞) ,

klesaj́ıćı na 〈−1, 1〉 c) h je sudá, neńı monotonńı na R, je klesaj́ıćı na R−0
a rostoućı na R+

0

y

x-1

2
f(x)

y

x
-1

g(x)

1
1

-1

y

x

h(x)

1

1

-1

2. a) sudá b) ani sudá ani lichá c) sudá d) lichá

3. a) rostoućı b) klesaj́ıćı c) klesaj́ıćı

4. Grafy periodických funkćı jsou na následuj́ıćım obrázku:

y

x

-2

1-1

2

y

x

-4

-2f(x) 2

g(x)
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5. Df = R \ {3}, Hf = R \ {1}. Inverzńı funkci vypoč́ıtáme postupně:

f : y =
x+ 2

x− 3
⇒ f−1 : x =

y + 2

y − 3
⇒ f−1 : y =

3x+ 2

x− 1
, Df−1 = R \ {1}.

6. Df = R, Hf = 〈1,∞) , Dg = R \ {0}, Hg = R;

(f + g)(x) = x2 + 1 + 2
3x3

, x ∈ R \ {0}

(f − g)(x) = x2 + 1− 2
3x3

, x ∈ R \ {0}(
f
g

)
(x) = 3x3(x2+1)

2
, x ∈ R

(f · g)(x) = (x2 + 1) · 2
3x3

, x ∈ R \ {0}

(f ◦ g)(x) = f(g(x)) = 4
9x6

+ 1 , Hg ⊂ Df , x ∈ R \ {0}

(g ◦ f)(x) = g(f(x)) = 2
3(x2+1)3

, Hf ⊂ Dg, x ∈ R
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