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Uvod

Matematicka analyza jako samostatna disciplina vznikla kolem roku 1670,
kdy nezavisle na sobé anglicky fyzik Isaac Newton a némecky matematik
Gottfried Wilhelm Leibniz polozili zaklady diferencidlniho a integrdlniho
poctu. Pomoci matematické analyzy se nasledné podafilo vyfesit mnoho fy-
zikalnich a technickych problému, které se do té doby zdaly byt ,nefesitelné*.
Prace obou zakladatelu diferencidlniho a integralnitho poctu navazovaly na
fadu predchudcu. K nejvyznamnéj$im z nich patfili francouzsti matematikové
René Descartes a Pierre de Fermat, kteti stali u zrodu analytické geometrie.

Leibnizovy metody pfevzali posléze bratii Jakob a Johann Bernoulliové
a také Leonhard Euler. Dalsi matematici, ktefi se zaslouzili o rozvoj mate-
matické analyzy, byli napi. Joseph Louis Lagrange, Bernard Bolzano, Karl
Weierstrass nebo Augustin Louis Cauchy, ktery kolem roku 1820 zavedl
pojem limita funkce, vybudoval teorii integrdlu pro spojité funkce jedné
proménné a ktery je povazovan za tvurce moderni matematické analyzy.
O dalsi pokrok v teorii integralu se zaslouzil némecky matematik Bernard
Riemann, jehoz myslenky néasledné upfesnil francouzsky matematik Gaston

Darboux.

Aplikace matematické analyzy nachazime ve fyzice, chemii, ekonomii i
v mnoha dalsich odvétvich. Pomoci diferencialniho poctu lze napt. vypocitat
okamzitou rychlost nebo zrychleni hmotného bodu v konkrétnim case, zname-
li funkeci popisujici drahu, kterou bod urazil. Pomoci integralniho poctu lze
napft. vypocitat obsahy rovinnich wtvaru, objemy rotacnich téles nebo délky

rovinnych krivek.

Cilem tohoto studijniho textu je seznamit studenty se zaklady diferencial-

niho a integralniho po¢tu funkce jedné proménné.



Text je doplnén celou fadou feSenych piikladi, na nichz je probirana
teorie ilustrovana. Pro procvic¢eni jsou na konci kazdé kapitoly uvedeny také
nefesené piiklady s vysledky a pojmy k zapamatovani.

Kromé teoretickych prikladu studijni opora obsahuje také prakticky ladéné

priklady, které ukazuji, jak se déd probirana matematickd teorie vyuzit.

Student by mél po nastudovani textu spravné chapat pojem funkce, cha-
rakterizovat zakladni vlastnosti funkei a urcit definiéni obory. Déle by mél
dokazat vypocitat limity funkei jedné proménné a rozumét pojmu spojitosti
funkce. Rovnéz by mél umét definovat a vypocitat derivaci funkce a chapat
jejl geometricky vyznam. Také by mél dokazat popsat, jaka je souvislost mezi
primitivni funkci a derivaci, a pouzivat zakladni integracni metody. Navic
by mél byt schopen charakterizovat zakladni vlastnosti urcitého integralu a

vyuzit urcité i nevlastni integraly pro vypocet obsahu ploch.



1 Funkce jedné proménné

S funkcemi se setkavame vsude tam, kde zkoumame zavislost mezi dvéma
nebo vice velicinami, pficemz tyto veli¢iny se obecné méni a jsou mezi sebou
vazany jistym vztahem. Pomoci funkci se da popsat kazda situace, v niz jsou
néjaky jev nebo veli¢ina jednoznacné urceny jinymi jevy nebo veli¢inami.

Funkece se uzivaji v technickych, prirodnich, ekonomickych i jinych védach,
ale také v bézném zivoté. Napiiklad obsah kruhu je funkei jeho poloméru,
teplota zahtivané vody v hrnci je funkci doby ohfevu, drdha ujeta autem je
funkci rychlosti a doby jizdy atd.

Zavisi-li zkoumany jev pouze na jedné veliciné, hovoiime o funkci jedné

proménné, a timto specialnim typem funkci se budeme nyni zabyvat.

1.1 Zakladni pojmy

Nejdrive zavedeme pojmy funkce a graf funkce.

Definice 1 Zobrazeni f neprazdné mnoziny A C R do mnoziny R (zapisu-
jeme f: A — R) se nazyva redlnd funkce jedné redlné proménné (zkracené
funkce). Skutecnost, ze funkce f pfifazuje hodnoté x € A hodnotu y € R,

zapisujeme jako y = f(z).

Proménna = € A se nazyva argument funkce f nebo nezavisle proménnd.
Proménnd y € R se nazyva zdvisle proménnd. Cislo f(x) se nazyva hodnota

funkce f v bodé x € A (neboli funkéni hodnota v bodé x).

Definice 2 Necht f : A — R je funkce. MnoZina A se nazyva definiéni obor
funkce f a zna¢ime ji D(f) nebo Dy. Mnozina {y € R;y = f(z),z € A} tj.
mnozina vSech funkcénich hodnot funkce f, se nazyva obor hodnot funkce f a

znacime ji H(f) nebo Hy.



Funkce jedné proménné f je tedy predpis, ktery kazdé hodnoté
r € Dy pfifazuje pravé jednu hodnotu y = f(z) € Hy. Musi pfitom
platit, ze Df CRi Hf CR

Definice 3 Grafem funkce f nazyvame mnozinu

{(z,y) e R*z € Dy,y = f(z)}.

Znacime ji G(f) nebo Gy nebo graf f.

Grafem funkce f je tedy kfivka v roviné o rovnici y = f(x), kde x € Dy.

)

\4

Obrazek 1: Piiklad grafu funkce.

Pti urcovani defini¢nich obort vyuzivame vlastnosti zakladnich elementarnich
funkei, pravidla o sklddani funkei, o vytvareni inverznich funkei apod. (viz

déle). Zékladnimi pravidly jsou:
e Ve jmenovateli zlomku nesmi byt 0.
e Pod sudou odmocninou musi byt vyraz > 0.
e Vyraz, ktery logaritmujeme, musi byt > 0.

Priklad 1 Urcete defini¢ni obory nasledujicich funkei:
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a) f(x) =log(2* — x)
Reseni: 72 — x> 0= 2(x —1) > 0= 2 € (—00,0) U (1,00) = Dy

b) f(x)=+v25—2a?
Reseni: 25 — 2 > 0, tj. v € (—5,5) = D; = (—5,5)

c) flx) =15

Reseni: v —3 #0,tj. v #3 = Dj = (—00,3) U (3,00)

Pii kresleni grafu funkce je nutné si uvédomit, jaka krivka muze, resp.

nemuze, byt grafem néjaké funkce.
Krivka na obrazku nemuze byt gra-

fem zadné funkce, protoze nékterym
hodnotdm proménné x odpovida

vice nez jedna ,funkéni hodnota“.

Jednoduse teceno, aby kiivka mohla

X byt grafem funkce, muze kazda
primka rovnobéznd s osou y pro-
tnout tuto kfivku nejvyse jednou (tj.

bud pravé jednou nebo vibec).

1.2 Vldastnosti funkci

V této casti predstavime nejdulezitéjsi vlastnosti funkei jako je periodicita,

omezenost, parita (sudost a lichost), prostota a monotonie.

Definice 4 Funkce f se nazyva periodickd, jestlize existuje ¢islo p # 0 ta-

kové, ze
a)vx€ Dy & x4+peDy;

b) f(x+p)= f(z) prokazdé z e Dy.



Cislo p se nazyvé perioda funkce f. Nejmensi kladnd perioda funkce f se

nazyva primitivni perioda funkce f.

yl\
A
e >
p X

Obrazek 2: Graf periodické funkce s periodou p.

Pti zkoumani vlastnosti periodické funkce se staci omezit jen na libovolny
polouzavieny interval délky p, kde p je primitivni perioda. Takovy interval

se nazyva zdkladni interval periodicity této funkce.

Priklad 1 Sestrojte graf periodické funkce f, kterd je na zakladnim inter-
valu periodicity (—1,1) definovéna jako f(x) = |x|.
Resent: Protoze je délka zakladniho intervalu periodicity rovna 2, je funkce
f periodickd s primitivni periodou p = 2. Staci tedy nakreslit graf jen na
intervalu (—1,1) a déle jej ,kopirovat“ vpravo a vlevo vzdy po posunuti o 2
jednotky — viz nasledujici obrazek.

y

1 A

4 3 2 1 0l 1 2 3 4 x

p=2
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Definice 5 Necht pro funkei f plati vztah @ € Dy < —z € D;. Funkce f

se nazyva
a) sudd, jestlize f(—x) = f(x) pro kazdé = € Dy;
b) lichd, jestlize f(—z) = —f(x) pro kazdé z € Dy.

Definice pozaduje, aby defini¢ni obor sudé i liché funkce byl soumérny
kolem pocatku. Graf sudé funkce je osové soumérny kolem osy y a graf liché

funkce je sttedové soumérny kolem pocatku soustavy souradnic (viz obr. 3).

y suda funkce y licha funkce

Obrazek 3: Graf sudé a liché funkce.

Priklad 2

a) Piiklady sudych funkef: f(z) = 22 a g(x) = cosx
f(=2) = (—2)* = 2* = f(2), Dy = R; g(—x) = cos(—x) = cosx =
g(x), Dy=R

11



b) Piiklady lichych funkef: f(z) = 2® a g(x) = sin 2z

fl=2) = (—2)’ = —2° = —f(z), Dy = R;
g(—z) =sin(—2z) = —sin2zx = —g(x), D, =R

1
ME]

c¢) Existuji funkce, které jsou sudé i liché zaroven?
Ano, je jich nekoneéné mnoho. Jejich funkéni predpis je vzdy f(z) = 0,
lisi se pouze definicnim oborem. Napiiklad fi(xz) = 0, Dy, = (—2,2)
nebo fo(x) =0, Dy, = (—3,—1) U (1,3).

d) Funkce f(z) = 2 na (—1,2) neni sud4, protoze nenf splnéna podminka
z definice sudosti tykajici se definicniho oboru — ten musi byt podle

definice soumérny kolem pocatku.

V nésledujicich definicich a vétach budeme uvazovat neprazdnou mnozinu

MCDf.

Definice 6 Funkce f se nazyva prostd na mnoziné M, jestlize pro vSechny

dvojice x1, 1o € M plati

T # Ty = f(x1) # f(x2).

Jestlize je f prostd na mnoziné M, potom kazdd rovnobézka s osou x
protina graf funkce f nejvyse v jednom bodé - srovnejte s podminkou, kdy

je kiivka grafem néjaké funkce.

12



7

Y 4
BN

g(x,)=g(x,)

Y 4
fx,)

)

0| x, X, X 0 X, X, X

Obrazek 4: Graf prosté funkce f a funkce g, ktera neni prosta.

Piiklad 3 Uvazujme funkci f(z) = —z + 2, Dy = R. Funkce f je prosta
na svém definiénim oboru, protoze Vzi,zo € Dy, 1 # xy plati f(z1) =

—21+ 2 # —x9+ 2 = f(x9) (viz také obr. 5).

Priklad 4 Uvazujme funkci f(z) = (z —1)?, Dy = R. Funkce f nenf prostd
na svém defini¢nim oboru, protoze napiiklad 2 # 0, ale f(2) = f(0) = 1.
Muzeme ale najit mnozinu M C Dy tak, aby byla f na mnoziné M prosté;

napiiklad M = (—oo,1) nebo M = ( 1,00) (viz také obr. 5).

"""""""" \ f)=(-1)
X

Definice 7 Jestlize pro vSechna 1, x5 € M spliujici xy < x5 plati, ze

f(x1) < f(x2) rostouct
r1) > flx klesajict
fz) > flzz) , pak se funkce f nazyva J na M.
f($1) > f(l‘2) nerostouct
f(z1) < fla2) neklesagict

13



Definice 8 Funkce, ktera je nerostouci nebo neklesajici na mnoziné M, se
nazyva monotonni na mnoziné M. Funkce, ktera je rostouci nebo klesajici

na mnoziné M, se nazyva ryze monotonni na mnoziné M.

funkce rostouci funkce klesajici funkce nerostouci funkce neklesajici
na M na M na M na M

Obréazek 6: Piiklady funkci monotonnich na M (na kazdém obrazku jsou

znazornény grafy dvou funkci, jeden graf plnou ¢arou a druhy ¢arkovanou).

Ptimo z definic je ziejmé, ze

e kazda rostouci funkce je zaroven i neklesajici, ale naopak to neplati;

e kazda klesajici funkce je zaroven i nerostouci, ale naopak to neplati.
Véta 1 Funkce, kterd je ryze monotonni (tj. rostouci nebo klesajict) na M,

je prostd na M.

Obréacena véta neplati, staci uvazovat napiiklad nésledujici funkci:
y

Funkce je prosta na inter-

»-----
S

e valu (a, b), ale neni na tomto

/

intervalu monotonni.

Definice 9 Funkce f se nazyva konstantni na M, jestlize pro kazdé xq, x5 €
M platf (1) = f(a2).

14



Je-li f konstantni na M, pak existuje konstanta a € R tak, ze pro kazdé

x € M plati f(z) = a.

7 definice funkce konstantni na M plyne, ze funkce konstantni na M je na

M zaroven neklesajici i nerostouci.

Dalsi dulezitou vlastnosti, se kterou se setkavame u funkci, je omezenost.

Definice 10 Funkce f se nazyva

e omezend shora na M, jestlize existuje k € R tak, ze f(z) < k pro kazdé

x € M,

e omezend zdola na M, jestlize existuje [ € R tak, ze f(z) > [ pro kazdé

x € M,

e omezend na M, jestlize je na M omezend shora i zdola zaroven.

Piiklad 5 Priiklady (ne)omezenych funkei:

-] y
I T
<~ 2 f(r) = —(z+12 =2, Dy =R
-3 f je omezena shora : f(x) < —2 Vx € Dy

f neni omezena zdola

g(x)=e* D, =R

/ g je omezend zdola : g(z) > 0 Vo € D,

0 g neni omezend shora

v

15



/ \/ X h(z) =cosz, D, =R

-] h je omezend (shora i zdola) :

Ih(z)| < 1Vz € Dy

S|

171 * q(r) =tgw, Dy =R\ {5 +km; k € Z}

¢ nenf omezend (ani shora ani zdola)

Poznamka 1 Neékteré vlastnosti funkci jsme vztahovali jen k ur¢ité mnoziné
M C Dy (monotonie, prostota), jiné k celému Dy (sudost, lichost, periodi-
cita). Pokud M = Dy, uvddime pouze danou vlastnost funkce, aniz doddvame
,ha mnoziné M “, naptiklad vyrokem ,,f je rostouci“ rozumime ,,f je rostouci

na Dy,

1.3 Slozena funkce
Jednou z operaci, se kterou se muzete u funkci setkat, je jejich sklddand.

Definice 11 Necht funkce f : Dy — H; a necht funkce g : D, — H, jsou
takové, ze Dy N H, # (). Pak funkeci h definovanou vztahem h(z) = f(g(x)) =

(f og)(x) s definiénim oborem
Doy = {a €D, : g(x) € Dy}

nazveme slozenou funkci. Funkce f se nazyva vnéjsi funkce a g se nazyva

vnatrni funkce slozené funkce f o g.

16
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feog

Priklad 6 Méjme ddny funkce f(x) = cosz a g(x) = x*. Urcete obé slozené
funkce fogago f.

Resent: Nejdifve uréime definiéni obory a obory hodnot: Dy =R, Hf =
(—-1,1), D, =R, H, =R.

fog: Zde je g vnitini a f vnéjsi funkce, sklddat muzeme, protoze Hy, C Dy:

(fog)(@) = flg(x)) = f(z°) = cos(2?) z€R=D,

go f: Zde je f vnitini a g vnéjsi funkce, sklddat muzeme, protoze Hy C Dy:

(go f)(z) = g(f(z)) = g(cosz) = (cosz)® =cos’x x €R = Dy

Priklad 7 Urcete, ze kterych funkei jsou slozeny nasledujici funkce p a g¢:

pl) =/ s o) = (In(z — 1))°

p: funkee f(x) = £ je vnitinf a g(z) = /= je vngjsi funkce;

p(x) = g(f(x)) = (g0 f)(x); Dp = (=00, =1)U(1,00)

Reseni:

q: funkce q je sloZena ze tif funkei f(z) =x — 1, g(z) = Inz a h(z) = 2*

kde g(z) = h(g(f(x))) = (hogo f)(x); Dy = (1,00)

bl

Jak snadno pozname, kterd funkce je vnitini a kterda vnéjsi? Predstavme
si, ze chceme do slozené funkce dosadit néjakou konkrétni hodnotu za promén-

nou z. Pii dosazovani totiz vzdy postupujeme od funkce, ktera je ,nejvic

17



uvniti“, a postupujeme az k té vnéjsi. Napiiklad u funkce ¢ v predchozim

prikladu pii dosazeni x = 2 postupné pocitame

r—-1=2—-1=1= In(1)=0 = 0*=0.

1.4 Inverzni funkce

Dalsi moznosti, jak ziskat nové funkce, je vytvoreni inverzni funkce.

Definice 12 Necht je funkce f prostd na D;. Potom funkci f~', kterd
kazdému y € Hy prifazuje to ¢islo x € Dy pro které plati, ze y = f(z)

nazyvame funkci inverzni k funkci f.

Predpoklad, aby f byla prosta, je pro existenci inverzni funkce nezbytny.
Pro funkce f a f~! plati, ze Dy = Hy-1 a Hy = Dj-1.

f

D, i,
H. f! D,

Piiklad 8 Urcete funkci inverzni k funkci f(x) = 3z + 5 a nakreslete grafy
obou funkct.
Resend: Nejditve uréime definiéni obor a obor hodnot: D;=R, Hf =R, f
je na Dy prostd, existuje tedy inverzni funkce.

Funkci f zapiseme ve tvaru y = 3x+5. Inverzni funkci lze urcit napriklad
tak, Ze zameénime oznaceni proménnijch a opét vyjddrime y jako funkci promen-

né x, .
1 B 1
x:3y+5:>y:§(x—5):f (x):§(m—5).

18



Grafy obou funkci jsou zndzornény na ndsledujicim obrazku.
ya
5

f(x)=3x+5

o y=x

/09=5005)

1
win

Pozndmka 2 Grafy funkci f a f~! jsou osové soumérné podle piimky y = =,
tj. podle osy prvniho a tfetiho kvadrantu (viz také predchozi piiklad).
Uvazujme nyni graf funkce f, ktera neni prosta. Soumérné podle ptimky
y = x vytvoiime kiivku ,graf funkce f~1. Tato kiivka ale nemuze byt grafem
zéddné funkce — viz konec kapitoly Zékladni pojmy a také obr. 7.
Pokud neni funkce f prostd na celém svém Dy, ale pouze na M C Dy,

inverzni funkeci hleddme pouze na M, a ne na Dy.
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Obrazek 7: Sestrojovani grafu inverzni funkce a nutnost prostoty funkce pro

existenci funkce inverzni.

1.5 Zakladni elementarni funkce

Koncem 18. stoleti se matematici a prirodovédci shodli na tom, ze vétsina
realnych situaci se da reprezentovat modely obsahujicimi pouze tzv. ele-
mentarni funkce.

Elementarni funkce jsou funkce, které lze vytvorit pomoci konecného
poctu operaci sc¢itani, odcitani, nasobeni, déleni a skladani funkci pouze ze
zdkladnich elementdrnich funkci. Mezi zakladni elementarni funkce fadime
funkce mocninné, exponencialni a logaritmické, goniometrické a cyklomet-
rické.

S veétsinou ze zdkladnich elementarnich funkei jste se urcité setkali na

stfedni skole. V této kapitole najdete jejich souhrnny ptrehled véetné grafu a

vvvvvv

1.5.1 Mocninna funkce

Definice 13 Mocninnd funkce s exponentem a € R je kazdéd funkce tvaru

f(z) =z
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Defini¢ni obor, obor hodnot i vlastnosti této funkce zavisi na tom, z jaké

podmnoziny mnoziny R je exponent a.

o Konstantni funkce
Jestlize a = 0, dostavame konstantni funkci f(z) = 1. Tato funkce je

sudd, Dy =R (pro = 0 dodefinujeme f(0) =1), Hf = {1}.

y

Jx)=1
0 X

e Mocninna funkce s prirozenym exponentem
Jestlize je exponent a prirozené ¢islo, obvykle ho zna¢ime n a dostavame

mocninnou funkci ve tvaru f(z) = 2", kde n € N.
* Je-li n liché, pak plati Dy = R, H; = R, funkce je lichd, neomezend
a rostouci na Dy.

* Je-li n sudé, pak plati Dy = R, Hy = R{, funkce je sudd, omezena

zdola, klesajici na (—o0,0 ) a rostouci na (0, 00).

4 S
NN

e Funkce n-ta odmocnina

Jestlize a = %, kde n € N, n > 2, dostavame mocninnou funkci ve

tvaru f(z) = = = /7, n € N.
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* Je-li n liché (n > 3), je funkce f(x) = /x inverzni funkei k funkei
" pro x € R. Navic plati, ze Dy = R, Hy = R, funkce je lich4,
neomezend a rostouci na Dy.

* Je-li n sudé (n > 2), je funkce f(z) = /x inverzni funkef k funkei
x" pro x € (0,00). Navic plati, ze Dy = (0,00), Hy = (0,00),

funkce zdola omezena a rostouci na Dy.

Y 1

1.5.2 Exponencialni funkce

Exponencialni funkce se vyuzivd pro modelovani mnoha (nejen) pfirodnich
jevu, protoze vyjadiuje tzv. zdkon prirozeného rustu. Pomoci ni muzeme po-
psat napiiklad organicky rust (napf. vyvoj populace), vyrovnavani rozdila
(naprt. ochlazovéani nebo rozpousténi), prubéh chemickych reakei aj. Typickym

ekonomickym prikladem je pak spojité tiroceni.

Definice 14 Ezxponencidlni funkci se zdkladem a, a > 0, a # 1, je kazdéa

funkce tvaru f(x) = a®, z € R.
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N
y
f) =a f =a
pro 0<a<lI pro a>1
1
0 X

Definiécnim oborem této funkce je tedy celda mnozina R, oborem hodnot
pak H; = R*. Funkce nenf ani sudd, ani lichd, ani periodickd. Typ monotonie
funkce zavisi na jejim zakladu a; pro a > 1 je rostouci a pro 0 < a < 1 je

klesajici. Graf funkce a® vzdy prochézi bodem (0, 1).

Poznamka 3

e Mezi exponencidlnimi funkcemi zaujimé dulezité misto tzv. prirozend
exponencidlni funkce f(x) = €”, kde e je Eulerovo ¢&islo (viz Posloup-

nosti minuly semestr).

e Exponencialni funkce se zdkladem a = 10 se nazyva dekadickd expo-

nencialni funkce.

Funkce exponencidlni je na svém Dy prostd, existuje k ni tedy funkce

inverzni - ta se nazyva logaritmicka funkce a je popsana v nésledujici casti.

1.5.3 Logaritmicka funkce

Definice 15 Necht a € R, a > 0, a # 1. Inverzni funkce k exponencilni

funkei a® se nazyva logaritmickd funkce o zdkladu a a znaci se f(x) = log, x.
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f(x) =log,x proa>1I

v

f(x) =log,x pro 0<a<l

Z vyse uvedené definice tedy plyne nasledujici ekvivalence (x € R, y €
RT):

y=a" <& x=log,y.

Defini¢énim oborem logaritmické funkce je Dy = (0, 00), obor hodnot je
H; = R, funkce nenf suda ani lich4, neni periodickd; pro 0 < a < 1 je klesajici

a pro a > 1 je rostouci. Graf funkce log, =z vzdy prochézi bodem (1,0).
Véta 2 Necht a,b € RT, a # 1, b # 1; pro vsechna x,y € RT plati

log, (zy) = log, * + log, y log, = = log, = — log,
y

log, x

| Y=yl 1 = .
0g,T ylog, ™ 0ogy T logab

Poznamka 4

e Funkcéni hodnoty logaritmické funkce se nazyvaji logaritmy; symbol
log, z cteme jako logaritmus ¢isla x o zdkladu a nebo logaritmus o

zdkladu a ¢isla x.

e Specielné pro a = e dostavame tzv. prirozenou logaritmickou funkci a
znacime ji f(x) = Inz (tj. Inz = log, z). Pro a = 10 dostavame tzv.
dekadickou logaritmickou funkci a znacime ji f(x) = logx (tj. logz =

log ).
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Véta 3 Necht a € R, x € RT; potom plati

xa — 6alnx'

1.5.4 Goniometrické funkce

Mezi goniometrické funkce radime funkce sinus, kosinus, tangens a kotan-
gens. Mdme vice moznosti, jak tyto funkce definovat (jako soucet nekonecné
fady, pouzitim funkciondlnich rovnic aj.). My pouzijeme definici vyuzivajici
jednotkovou kruznici.

Uhly budeme mérit v mite obloukové, kdy plati, ze 1° v mife stupnové je
roven uhlu velikosti {55 v mife obloukové.

Uvazujme tedy jednotkovou kruznici se stfedem v pocatku a bod A =
(m,n) lezici na této kruznici. Jako = oznac¢ime orientovany thel (v mife ob-

loukové), ktery svira kladny smér osy x s pruvodi¢em bodu A — viz nésledujici

obrazek:

1 cotg x
.
.
P T -a PE
- - ) .
- ~ 1 e
e So 1 P
- ~ 1 ,/
e Y Ve
// N -’
7 N -
’ A= x
7 /’
, tgx
’ -
1 -7
1 -7 .
! - Sin x
/ [x]
.
.
-7 x\
Z N

S
(@)
o
)
=
~

=
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e Funkce sinus

Definice 16 Funkce f, jejiz hodnota je v kazdém bodé = € R rovna
soutadnici n bodu A, se nazyva sinus. Hodnota funkce sinus v bodé z

se znadi sin z.

f(x) =sinx

NI -

T -

N

3 n\/zn )
] 3

Definiénim oborem je Dy = R, oborem hodnot Hy = (—1,1); funkce

je licha, tj. plati sin(—z) = —sinz Vo € R; funkce je periodicka s
primitivni periodou 2, tj. plati sin(z + 27) = sinz Vz € R; funkce je
rostouci na vsech intervalech <—§ + 2k, 5 + 2k7r> a klesajici na vSech

intervalech (3 + 2km, 3% + 2km), kde k € Z.

e Funkce kosinus

Definice 17 Funkce f, jejiz hodnota je v kazdém bodé = € R rovna
soutadnici m bodu A se nazyva kosinus. Hodnota funkce kosinus v bodé

T se znacl cos x.
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21 X

Defini¢nim oborem je Dy = R, oborem hodnot Hy = (—1, 1); funkce je
sudé, tj. plati cos(—x) = cosz Vo € R; funkce je periodickd s primitivni
periodou 27, tj. plati cos(x + 27) = cosx Vz € R; funkce je rostouci
na vsech intervalech ((2k — 1)m,2k7) a klesajici na vsech intervalech

2k, (2k + 1)7), kde k € Z.

e Funkce tangens

Definice 18 Funkce f(z) = S2£ se nazyvé tangens. Hodnota funkce

tangens v bodé x se znaci tgx, tj.

sinx
tgx =
COS T
Y ‘
| fx) =tgx
7 %
-T T o 3
2 0 3 : " TTE g

Definiécnim oborem je Dy = R\ {} + km;k € Z}, oborem hodnot
Hy = R; funkce je licha, tj. tg(—z) = —tgz Vo € Dy, funkce je
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periodicka s primitivni periodou =, tj. tg(z + m) = tgz Vo € Dy;

funkce je rostouci na intervalech (=% + km, 5 + k7), k € Z.

e Funkce kotangens

Definice 19 Funkce f(z) = £22£ se nazyva kotangens. Hodnota funkce

sinx

kotangens v bodé x se znaci cotg z, tj.

cosST 1
cotgxr = — = —.
sinx  tgx
1 y !
f(x) = cotg x
N ; | -
- T 0 T
! 2 2 ! " 32*7t )

Defini¢énim oborem je Dy = R\ {km; k € Z}, oborem hodnot Hy = R;
funkce je lichd, tj. cotg (—z) = —cotgx Vo € Dy, funkce je periodickd
s primitivni periodou 7, tj. cotg (z + m) = cotgx Vo € Dy; funkce je
klesajici na intervalech (kr, (k + 1)7), k € Z.

Vlastnosti goniometrickych funkci

V této ¢asti uvedeme nejpouzivanéjsi vztahy a vzorce platné pro gonio-
metrické funkce. Vsechny uvedené rovnosti plati vsude, kde je soucasné

definovand leva i prava strana rovnosti. Pfipomenme, Ze napf. zapis
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2 2

sin® z znamend (sinz)?, tj. rozliSujte sin® z a sinz? (viz také priklad 6
na str. 15).

sin®z + cos’z = 1
sin(2z) = 2sinx cos

cos(2z) = cos® z — sin® x

1— 2
$ﬁ$:__g§tﬁ

1 2
ng:_ig§Lﬁ

1.5.5 Cyklometrické funkce

Cyklometrickymi funkcemi rozumime funkce arkussinus, arkuskosinus, ar-
kustangens a arkuskotangens. Definujeme je jako inverzni funkce k funkcim
goniometrickym. Protoze goniometrické funkce nejsou na svych defini¢nich

oborech prosté, musime jejich defini¢ni obory nejdiive vhodné zuzit.

e Funkce arkussinus

Definice 20 Funkci arkussinus nazveme funkci, ktera je inverzni k

T T

funkci sinzx, x € <—§, §>. Hodnota funkce arkussinus v bodé z se znadci

arcsin x.
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Defini¢nim oborem funkce arkussinus je Dy = (—1, 1), oborem hodnot

Hy = <—§, §>, funkce je lichd, rostouci, omezend a neni periodicka.

o Funkce arkuskosinus

Definice 21 Funkci arkuskosinus nazveme funkci, kterd je inverzni k

funkci cos z, € (0, ). Hodnota funkce arkuskosinus v bodé x se znaci

arccos x.

arccos x
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Defini¢nim oborem funkce arkuskosinus je Dy = (—1,1), oborem hod-
not Hy = (0, m); funkce je klesajici, omezend a nenf ani licha ani sud4,

neni periodicka.

e Funkce arkustangens

Definice 22 Funkci arkustangens nazveme funkci, ktera je inverzni k

T T

funkci tgx, x € (-7, 7). Hodnota funkce arkustangens v bodé x se

znaci arctg x.

___________________________________________________

NS

N
B e e e . Gl S
N

Defini¢cnim oborem funkce arkustangens je Dy = R, oborem hodnot
Hy = (=%, %); funkce je licha, rostouci, omezena a neni periodicka.

e Funkce arkuskotangens

Definice 23 Funkci arkuskotangens nazveme funkci, ktera je inverzni
k funkci cotgx, z € (0, 7). Hodnota funkce arkuskotangens v bodé x

se znaci arccotg x.
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Defini¢nim oborem funkce arkuskotangens je Dy = R, oborem hodnot
H; = (0, m); funkce je klesajici, omezend a nenf ani lichd ani sudd, nenf

periodicka.

Poznamka 5 Z vyse uvedenych definic ihned plyne nasledujici:
y=arcsinz & xz=siny , kdexe(-1,1),ye (-2, I)
y =arccosr < x=cosy, kdex € (—1,1),y € (0,m)
y=arctgr & x=tgy, kdexeR, ye(-5,7%)
y = arccotgr & 1z =cotgy, kde x € R, y € (0,7)

)

arcsin (sinx) =z , pro z € <—%,

B

sin(arcsinx) =z , prox € (—1,1)
arctg (tgzx) =x , pro x € (—g, %)

tg (arctgx) =z ,prox € R
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Pojmy k zapamatovani:

realna funkce jedné redlné proménné, funkce
e graf funkce

e periodicka funkce, primitivni perioda

e funkce suda a licha

e prosta funkce

e monotonni funkce

e omezena funkce

e slozena funkce

e inverzni funkce

e zikladni elementarni funkce (mocninné, exponencidlni a logaritmické,

goniometrické a cyklometrické)

Priklady k procviceni:
1. Nakreslete grafy nasledujicich funkei a rozhodnéte o sudosti/lichosti a

monotonii téchto funkei:

1 prox € (—oo,—1)
—1 prox <0
a) f(z) = b) g(z) =< —x prox e (—1,1)
2 prox >0 ( )
—1 prozxz e (1,00

c) h(z) = ||
2. Urcete, zda je funkce sudd/liché:
a) f(r) =322+ 1 b) g(z) = 2% + =z c) h(z) = —1 d) k(z) =

5x
2x2+1
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3. Rozhodnéte o monotonii nésledujicich funkef:

a) f(z) =2+ 1,z € (0,00) b)glz) =21 2 € (—00,0) ¢)h(z) =
2—5x
4. Nakreslete graf periodické funkce s periodou 2, jestlize

a) proz € (—1,1) plati f(x) =2x  b)proz € (—2,0) plati g(z) =

42

5. Najdéte inverzni funkci k funkci f(z) = 255.

6. Jsou dény funkce f(x) = 2?41 a g(x) = 3%. Vytvorte funkee f+g, f—g,
5, fg, fogago f aurcete jejich definicni obory.

Vysledky piikladi k procviceni:

1. a) f neni suda ani licha, je neklesajici na R, konstantni na R~, konstantni
na Rt b) g je lichd, nerostouci na R, konstantni na (—oo, —1) a (1, 00),
klesajici na (—1,1) ¢) h je sudd, neni monotonni na R, je klesajici na R

a rostouci na Ry

™)

ﬁ _] X -1_1 _____ | X

2. a) suda b) ani sudd ani lichd ¢) suda d) licha
3. a) rostouci b) klesajici ¢) klesajici

4. Grafy periodickych funkei jsou na nésledujicim obrazku:

/ / /],
S/

\y 2

)

g(x)
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5. D; =R\ {3}, Hf = R\ {1}. Inverzni funkci vypocitame postupneé:

2
f:y:x+ = fix
r—3

_y+2
_—y—?)

_3m+2
=1

:>f*1:y

Djr =R\ {1}.

6. D; =R, Hy = (1,00), D, = R\ {0}, H, = R;
(f+9)(x)=2*+1+ %,z R\ {0}
(f—9)@)=2>+1-Z v € R\ {0}
(4) @) =22570 2 cr

(f-9)@) =(*+1) 3%,z € R\ {0}

(fog)(@) = flg(x)) = g5 + 1, Hy C Dy, v € R\ {0}

(9o (@) =g(f(x)) = 5575 - Hf C Dy, v €R
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