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INTEGRALNI POCET
Regené priklady
e Neurcity integral

e Urcity integral

e Aplikace integralniho poctu







Predmluva

Skripta ,Integralni pocet® jsou urc¢ena studenttim prezen¢ni i kombinované formy studia na Moravské
vysoké gkole Olomouc, mohou vSak poslouzit vSem studenttim v jejichZ uéebnich planech je zahrnuta
matematicka analyza. Predpokladem efektivniho vyuziti skript je vSeobecny matematicky piehled a
alespon zakladni znalost diferencidlniho poctu.

Skripta jsou rozélenéna do tii kapitol, které na sebe logicky navazuji. Kazda kapitola obsahuje sadu
feSenych prikladt, na nichZ je ndzorné ilustrovan postup vypodétu zakladnich typovych tloh a jsou
uvedeny matematické obraty, které se pfi reseni nejcastéji uzivaji. Celkem je ve skriptech vyfeseno
130 piikladia. Piiklady jsou &slovany v kazdé kapitole zvlast, prvni éislo oznacuje kapitolu. Pro lepsi
orientaci je konec pifkladu oznafen symbolem HL

Uvédomte si, ze fesené priklady nelze jen pouze ¢ist, nybrz je nutné podrobné je propocitat a porozumét
jim. Podrobné prostudovani a pochopeni postupu feseni typovych tloh vede k osvojeni dulezitych
navykd a ke zvySeni poctaiské dovednosti a zrucnosti, které jsou nezbytné k dosazeni spravnych
vysledki.

Aby studium bylo dostatecné efektivni doporucujeme:

— zopakovat zdkladni poznatky

— samostatné propodéitat co nejvice prikladi

N4

Ma4lo chyb, vytrvalost a hodné tviréi zabavy

preji autorky
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1 Neurdity integral
Pro ptipustnd x € R vypocitejte neurcité integraly.

Tabulkové integraly a linearita integralu
Piiklad 1.1 3—V+i+i+3 d
. X X % 1:3 X
Reseni
3_ 3 1 1 3 i -3 -3
Vit ot 43 do= (:c S R +3) de =

4 2
3 3 -2 1 3 . 3. 1
L T T st - SV SV - 4 3u e
Tzt 4 4 2 2

5 _
Priklad 1.2 / 2w T

Reseni

225 — 4 5 1 1
/de:2/xdx—4/xdx+7/dx:2/x4dx—4/1dx+7/dx:
X X X i X

175
:23—4x+71n|x|+c

2) 3 4 2
Pi#iklad 1.3 / WAV
Nz

Reseni

bt g ) 7 3 1
[EEEER Go [(eed et o d) ar=2 435 2% s

\/E 2 4 2

4

:?\/ﬁ+4\/4m3+4\/§+0

Priklad 1.4 /(2”“" —5e") dx

Reseni
X

2
/(29”—56‘”) dx:m—i’)ex—i—c

4 — /4 — 22

Priklad 1.5 —_—
VA — 2

dx

Reseni
4 — /4 — 22
dx =

4
sz v: 7 <—1> dx:4arcsin£—x+c
Vi — 22 2

VA — 2



Priklad 1.6 /(?)2—1-22) dx
sin“x  cos‘x
Reseni

3 2
/( 3 +> dx = —3cotgx +2tgx + ¢

sinz  cos?x

Priklad 1.7 /365‘C (2 — e_z) dx

Reseni

/361(2—6_1) dl‘:/(6€m—360) dx:/(ﬁex—?)) dz =6e® —3x +¢

Piiklad 1.8 / (2% —3)* da

Reseni

/(2952—3)2 dx:/(4x4—12x2+9) d$:§x5—4x3+9x+c

1—
Priklad 1.9 /[(w+1)x” e] da
X

Reseni
T l—e T —e
(m+1)z™ — e } dz = [(ﬂ' +1)z" —(1—e)x dz =
w+1 x—e+1
=(r+1) +1—(1—6)76+1+c:x”+1—x176+c

4
Priklad 1.10 / — 3 dx
6—22 24 a2

Reseni

/( 4 3 A — daresin 3 " z
— xr = arcsinn — — ——= arcC — C
V6 — 22 24 a? V6 V2 V2

3 si 2, 8 2
Piiklad 1.11 / S T TOC8 T g
4cos? x

Reseni
3sin?x — 8cos? x 3 sin? x 8 cos?x 3 1—cos®x
de=- | —— doz — - de=- [ —————dz—2 [ 1dz =
/ 4cos? x . 4 / cos? x . 4 / cos? x v 4/ cos? x . / .

3 1 3 3 3 3 11




2 —6
x2 44

Priklad 1.12 / dx

2 —6 2 +4—-4-6 224+ 4 10 10
Y dr= | Y —— dz = - de=[(1-——) dz =
/x2+4 v / 214 /<x2+4 z2+4> v /( x2+4) v

1
:x—10-§arctgg+c:x—5arctgg+c

Metoda per partes
Priklad 1.13 /(3 —2z)e” dx

Regeni
u=3—-2x v =¢€"

/(B—Qx)ex dz = :(3—21‘)6x—/—26$ dx:(3—2x)6x—|—2/ex dz =

u=-=2 v=¢e"

=3 —-2z)e"+2¢"+c=(5—2z)e" +¢

Priklad 1.14 / <2 + 35) cosz dx

Reseni

3 u=2+32 o =cosx 3 3
/<2+x>cosxdx: 4 :<2+x>sinx—/sinxdx=
4 u’—% v=sinz 4 4

= 2+3—m si _3 (—cosz)+c= 2+3—m si +§cos +
= 1) sine = x)+ec= 1) szt cosztc

Piiklad 1.15 /(3x —7)lnzx dx

Reseni

u=Inz vV =3x—-7 2 1 2
/(3:1:—7)1n:rdx— —<3$—7x)-lnx—/-<3x—7x> dz =
r_ 1 vz%—?x 2 x 2

u =y

2 2 2
:<3§—7x)-lnm—/(32x—7) dxz(%—?m)lnx—?)z—i—?x%—c

Piiklad 1.16 / (322 +5)Inz dz

Regeni

u=1Inz v =32%+5 1
/(3x2+5)lnx dz = = (:U3+5:U)lnx—/(x3—|—5x) dz =
u':% v=x+ 5z x

3
:(x3+5az)lnx—/(:ﬂ2+5) dx:(x3+5x)lnm—%—5m+c



Piiklad 1.17 / (2® + 5z — 7)e” da
Regeni

) u=2’+52—-7 v =¢€" )
/(x +5x —T7)e’ do = = (x —|—5x—7)ez—/(2x—|—5)-e$dx:

W =2x+5 v=¢e"

u=2r+5 v =¢" 9
= = (z°+bx —T)e” — (2x+5)ex—/2e’”dx =

u =2 v=¢e"

= (22 4+ 52 — 7)e® — (22 + 5)e” + 2¢* + ¢ = (v* + 3z — 10)e” + ¢

|
22
Priklad 1.18 /(6—3x—2> sinz dx
Reseni
2\ . u:6—3$—%2 v =sinz
/ 6 -3z — — |sinzx dz = =
2 u=-3-z U= —COST
22
= (G—S:E—2)'(—cosa:)—/—(3+ac)-(—cosx) dz =
22 u=34+z v =cosx
=(6—3x—— -(—cosw)—/(?)—l—a:)-cosmdm: =
2 u =1 v=sinz
22
= (2+3x6)-cosx [(3+x)sinx/1~sinmdx] =
72
= (2+3x—6>-cosx—(?:—i—:v)sinx—i—/sinwdx—
2 x?
=<2+3x—6>'cosx—(?)—i-x)sin:z—cosx—i-c:<2+3x—7>cosx—(3+x)sin:z+c
|

Piiklad 1.19 /(690 —5)In’z dz

Regeni

1
) :(3:1:2—5:1:)1n2x—2/1nm-(3x2—5$) dz =
uz%lnx v=2 -5z x

u=Inz ' =3x-5
:(3x2—5x)1n2$—2/(3x—5)1nx dz = =
W=1 y=32_5;
T 2

2 2
:(3$2—5JI)1D2$—2|:<3£2C—5I‘)ln$—/1<3;—51‘) dx} =
x

10



2

2

3
(3x2—5x)1n2$—2<§—5x)lnx—|—2/<

= (322 — 5x)In*z — (32 — 10z) Inz + 2 <

3z

=5

2

3
=

3
= (322 — 5z) In®z + (102 — 32%) Inx + % —10x +¢

Piiklad 1.20 / 2xe2~ % dz

Reseni

2 -—22=u

/21’62_x2 dr=| 2z der =du | = /e“ - (—du)

2r doz = —du

2

Piiklad 1.21 /”; (5+22%)" do

1

Reseni
5+ 22 =u
x? 4 1 ,du
il 23 — 2 _ — 4= -
/2(5+$) dz =| 62° do = du /2U6
2 _d
x dx—%
Priklad 122/ dz
2—x2)2
Reseni
2—z?=u 4
x = -1
/ dz =| 22 dz = du 32 -
3 (2—5,1:'2)2 u2 2
xdm—_Td“
=—V2—-a22+c¢

Pi#iklad 1.23 [ sinz - Vcos3 z dzx

Reseni

COST =Uu

sinz - Vcosdz dr = —sinz dz = du :/\/@-(—du):—

sinz der = —du

2
—g\/cos5a: +c

Substituéni metoda

) -
) e

1 u?
E—dU—6O(5+2$) +c
Lub
PR =—7f+6—
3
%
3 U
/u2du:—5+c:
2



2cotgx

Priklad 1.24/ — dx
sin” x
Reseni
cotgr =u
/2cotga? dzr = L _dr=d —2/u( du) = 2u—2+c— cotg? x + ¢
sin? x T | TsinZg T T AU 7 - 2 - &
sinl2:p dz = —du
|
Priklad 1.25/ 52 dx
zln®x
Reseni
5 Inz=u d -1 -5 -5
/ 2 dz = . :5/£:5/u_2du:5ul+c:u+czlnm
rn-x - dr =du
|
x
Piiklad 1.26 / se
2+ be*
Reseni
2+5e" =u .
3e* S 3 [d 3 3
/2+e5 —dz =| 5¢” dz = du 23/5:5/u:5ln|u|+c:51n(2+5er)+c
e U U
_d
e’ dr = &
[ |
322
Priklad 1.27 /5:ECOS <4 +5> dz
Reseni
%—i—f):u

322 2 10 10 322
- = | 6z — =5.Z = qi — G
/5wcos< 1 —1—5) dx L dr = du 5 3/cosudu 381nu+c 35111( 1 +5)+c

xdx:%du

[ |
2
t
Piiklad 1.28 / larctg2)” 4,
14 22
Regeni
2 —_
t arctgxr = u 3 1
1+ 1JFLQng:du 3 3
X
[ |
9 2
Priklad 1.29 / — =
cos? (3 + 23)
Regeni
, 3+23=u
2x 1 du 2 2
= dr = 2 — =2-- | —— =<t =tg(3 ’
/cos2(3+x3) T =|3xz" do = du 3/0052u 3 gu+c 3 g(3+2%) +¢
dem:%du
[ |

12



Priklad 1.30 /eZCOSIsinx dz

Reseni
2cosr=u
1 1 1
/eQCOS’”Sinay dr=| —2sinz dz =du |= —2/6“ du = —56” +c= —§ezcosx +c
sinz dz = —% du
|
3 2sinx
Priklad 1.31 _—
1—4coszx
Reseni
1—4cosx=u q
2 si cu 1 1
/1—21;(?‘833 dx = 4sinx dx = du :/z :§ID|U’ = §]n]1—4COS$|+c
2sinz doz = d2“
|
3 (arccos x)?
Priklad 1.32 / dz
V1—ax2
Reseni
) arccos ¥ = u
3 (arccos x) N B 0 ol 3 B
1 _
— dx = —du
= — (arccos z)* + ¢
|
Piiklad 1.33 / _ A
cos“ xtgx
Reseni
dz tgx =u du
— = = E:ln\u|+c:ln|tg:r\+c
cosTrig 25 dz =du
|
» 5. 3
Priklad 1.34 —In° 22 dz
x
Reseni
In2z =u A
5 5 5
‘2 dr=2l dr=du|=5 usduzi+c:fln42x+c
T 2z 4 4
de __
S =du
|
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1
Uiitivzorce/f(aa:—i—b) de =— F(ax+b)+c, a#0
a

Piiklad 1.35 / (74 3z)* dz

Reseni
g LOH3D)” 1 ;
/(7+3x) dr =3 oo S8 e
Piiklad 1.36 / _ 8 4
Je-a
Reseni
1

1 (2-2)73 1

[ tw=s[e-ntaw=c Lo B

dx

4
Priklad 1.37
rikla /3—2x

Regeni
4
/ dx = 4/ 1
3 —2x 3 —2x

Piiklad 1.38 / 24137 (x

Reseni

1
dx:4-—21n|3—2x|+c:—21n\3—293|+c

/2e4+3x d$:2-%€4+3$+62 §e4+3m+c

Piiklad 1.39 / 3757 dg
Reseni

_1, 1 _
/3 6 dx—_ 3 +c= 61][13

Priklad 1.40 /sin (5 — ix) dx
Regeni

. 3 1 3
/s1n<5—4$> dx:_—%- [—cos(5—4x>

14



Priklad 1.41 / S S
cos? (2 + 5:1:)

Reseni
7 1 3 14 3
—F———dz=T-5tg {2+ - =—tg|2+
/cos2(2+§a:) T % g( +2x>—|—c 3 g( +2x>+c

P8 do—mls@)l +e. 1) #0

Uziti vzorce /

Priklad 1.42 /

xr —

Regeni

)
/5x_4d$—ln|5x—4\+c

Priklad 1.43 / 3 dx
5 — 6x
Reseni
3 1 —6 1
/5—6:):d$ 3 5 5—6xdx 21[1\5 6| + ¢

2
Priklad 1.44 / A

2 — 3x3
Reseni
42 1 —9z2 4
——dx=4- — dz = ——In|2 - 323
/2—3x3 o 5 | 3og dr=—gn[2-37 +e
6290_6—2:1:
Priklad 1.45 /2 dx
ex+6721
Reseni
2z —2x 2z —2x
et —e 1 2(6 —e ) 1 9 _9
/62I+6_2$ d$:2/62$+6_2x d:c:§ln(ex+e x)—i—c
Piiklad 1.46 / _Smr
5—2cosx
Reseni
sinx 1 2sinz 1
- dz== | —————dx==-In(6 -2
/5—2cosx o 2/5—20081‘ o 211( cosz) +c

15



2cotgx

Priklad 1.47 /

3cos?x
Reseni
d
/2C0tg$ — Q/dx — 2/0082627 =Inftgz| +c
3cosx 3) tgx-cos?2z 3 ) tgx
[ |
d
Piiklad 1.48 / v
(14 x?)arctgz
Reseni
dx
de’ 1+l‘2
= | —/—— =1 t
/(1+:c2) arctg x /arctgx njarctg z| + ¢
[ |
.. 1 1 T
Uziti vzorce / der = —arctg—+c¢c, a>0
a? + x2 a a
o dx
Prlklad 1.49 /16—'—1’2
Reseni
/ dx / dx 1 . x+
= = Z—arctge= +c¢
16 + 22 212 4008y
[ |
Priklad 1.50 | -0
T +5
Reseni
5=
/dx 1 g q / 2du tgu—i— 2 tgx—l—
=| zdor=du |= —— — —= arIcC — C = —= arIcC = C
245 |2 w+ (V5 V5T VB Vs T 2V5
dr =2 du
[ |
Piiklad 1.51 /de
(2x —3)"+4
Reseni
2r—3=u
/ dx 5 d d 1/ du 1 1act u+ lact :E—3+
= _ S =—.-arctg— +c=—ar c
(22— 3) +4 v=du Ty iz T g MRy 4 MO8
_d
de = &
[ |
Piiklad 1.52 / _de
2 + 62 + 18
Reseni
/ dz / dz rT+3=u / du 1 ; u+ 1 ; ac—i—3+
e e = — = — alIC - C = — arc C
2460418 ) @+37+9 | dr—du w2+32 37083 3 e
[ |

16



dx

Priklad 1.53 / _
2+ 52+ 10

Reseni

dx dx TH5=u du 1 U
D) 1 = 5 2 5 = = 2 = arctgi—i—c:

2 . 2(x+%)+ 2 . 2:c+5+
= ——arctg ——=> +c= arc c
V15 & V15 V15 & V15
[ |
dx
Priklad 1.54 e
rxa /4:E2+4:E+5
Regeni
20+ 1=u
/ dx / dx o1 q 1/ du 1 1 ; u+
= = — == | ——=—---arctg—+c=
42?2 { 4z 1 5 (22 +1)° + 4 r=du 1 To [ 2oz T 2 M8y
de = 4
2
1 20+ 1
= —arctg +c
4
[ |
s 1 . T
Uziti vzorce/daz:arcsm—l—c, a>0
a? — x2 a
dx
Priklad 1.55 /
Vb — x?
Reseni
/ dx arcsi T n
————— = arcsin — + ¢
Vb — a2 V5
[ |
Pr1klad156/
\/16—25562
Reseni
Sz =u
/ dx - q 1/ 1 . u+ 1 . 5CL‘+
e — — =_— | ——— = —arcsin— +c= —arcsin — + ¢
V16 — 2522 T T s vE—2 5 4 5 1
_d
dx—?“
[ |

Priklad 1.57 / _ 5w
3/9 -2

Reseni

N NS
Il
IS

o,
&

5/ 20 . u+ 20 . T n
= — —— — — aIcC — C = — arc —_— C
3] U2z 3 3 3 e T

/ 5dx _ 5/ dx B
22 o 3 22 o
3VI9—T6 ~T6

o,
&
Il
.
o,
S

17



dx

Priklad 1.58 / —_—
V1 —4z2 + 8z

Regeni

/1—1;5%:/ 1—(;11;32—8@:/\/1_(2:&:_2)24_4:/\/5_?;72)2:

2r —2=u
5 d d 1/ du 1 .u n 1 . 21’—2+
= = =—- | —— = — arcsin — + ¢ = — arcsin c
T T o 2 V5 2 NG
dx = dv

2

Metoda per partes a substitué¢ni metoda
Piiklad 1.59 / (5—3z)e* ! da

Reseni

u=>5—3r v =e>* !

/(5 —3z)e* 1V dr = =(5—3z)- 162‘%71 - /—3 . 162‘%71 dz =

o — —3 v — %62%1 2 2

1 3 1 3 1 1
=3 (5—3z)e* ! + 2/623:1 dz = 3 (5 —3z)e* 1 4 3 562171 +c= 1625’5*1 (13—6z)+c
Piiklad 1.60 /(236 — 3)sin (g + 1) da
Resenf
/(2 3) si (erl)d n=emd v=sn(Ga
Xr — sin | — xr = =
2 W =2 v=Fcos (% +1)

l\.')\)—“l

:(2x—3)'(—2)-COS<§+1>—/2-(—2)COS<§+1> dr =

:(6—4x)cos(§+1>+4‘ sin(g—i-l)+c:(6—4m)cos(g+1)+88in<§+1>+c

| =

Priiklad 1.61 /arctgw dx

Regeni

u=arctgr v =1
/arctg:p dx:/l-arctgm dr = :xarctgx/

u =L V=1

dx =

xr
1+ 22
142

t 1/ 24 t o (1+2%) +
= X arc Xr — — S EE—— T = xrarc r — —1n X C
875 | 1522 ¥ 75

18



Priklad 1.62 /arcsinx dx

Reseni

/ o /1 g u=arcsinz v =1 ' / T
arcsinz do = -arcsinz dz = =zarcsin— [ ——— dz =
/ 1 V=1 V1—a?

u =

1—22
1

1 -2 1 _1
= garcsinx — <—2>/\/$ da::xarcsin:v+2/—2x' (1—3;2) 2 dx =

. 1 (l—xZ)
= rarcsinzx + 57

N

T +c=zxarcsinz +V1—22+c
2

Priklad 1.63 / cos 6x dx

Reseni
3x /
u=ce v’ = cos bx 1 3
/635"’ cos b6z dz = = ginbr — = / 3% sin 6z dx =
W =3e v= %sin 6x 6 6
3z / .
u=-=e v’ = sin 6x 1 1 1 1
= =~ ginbxr — = [—639” cos 6x + — / 3% cos 6 dx} =
W =3¢ v=—1cos6z 2 6 2

6
3z _: 1
sin 6z + E T cosbr — — * cosb6x dz

1
3 cos 62 dr = —e3% (2sin 62 + cos 6x)

12

1
( ) / cos 6z dz = Eegx (2sin 62 + cos 6x)
1 /
4

1
/ 3 cos 61 do = Be?’x (2sin6x + cos 6x) + ¢

Priklad 1.64 / smz dz

Reseni
2x / . T
. X u==e vV = S1In 1 €T x
/eQx sin 1 dz = = —4e*" cos 1 +8 [ ** cos 1 dz =
u =2 p= 4cos 7
2z / x
u==e€ vV = COS 7 €T €T x
4 . .
= = —4¢e%" cos 1 +8 [46% sin i 8 / €% sin 1 dx] =
W =2e** y=4sinZ

= 4" COS% + 32¢% sing — 64 / 2" sin% dz

19



(1+64) /621 sin% dz = 4e** <8 sin% — cos f)

4
%" sin z dz = ieh (8 sin T cos E) +c
47 65 4 4
P#iklad 1.65 / 3e” drx
eSeni
) w=z> v =g 1 )

/x3ex dz = /:1;23:63” dz = , | = 2% =e” /2%61 dz =

u =2z vz%/Qxem dm—%em 2
2
1 1
= m—e"’“ﬂ §ex2 +c= —e® (332 — 1) +c

Piiklad 1.66 / 22 +2 dg

Reseni

5 x342 3.2 x342 w== v=re
z°e” dz = [ z°z%€” dz =

1 1 1 3 1
=3 gex3+2 — /3302 : gex?’” dz = %ex?’ﬂ — 3/3$2€x3+2 dz = %6x3+2 geIBH +c=
1 -
_ 7ea:3+2 (mS . 1) I
3
Piiklad 1.67 / z?sin (4 — 227)dz
Reseni
2 / . 2
u==x v = xsin (4 — 2z
/x?’ sin (4 — 2x2)dx = /a:2x sin (4 — 2:52) dx = ( ) =
W=2x v= icos(4—2m2)
2 2 2 1 1
= %COS (4 — 2302) — 4/1‘008 (4 — 29:2) dx = %COS (4 — 2:62) —3 <—4) sin (4 — 2$2) =
a? 2 L. 2
:ZCOS(4—2$ ) —|—§sm(4—2x )+c
Poznamka.
4— 2% =2
1 1
/:csin (4 — 2:32) dr=| -4z dx=dz |= —4/sinz dz = +Z cos (4 — 2x2)
1
z dx = —Zdz
422 =2
1 1
/wcos (4 - 22:2) dr=| -4z dx=dz |= —4/0032 dz = 1 sin (4 — 2x2)
1
Tz dx = —Zdz

20



2 Urcity integral

Hodnotu uréitého integralu stanovte tak, ze nejprve pomoci odpovidajicitho neuréitého integralu naj-
dete primitivni funkci a pak na zikladé Newton-Leibnizovy véty spocitite dany urcity integral.

4
Priklad 2.1 / (Ve +22—-1) dz
1

Regeni

2 2 /
2 3
/(\/5+2x—1) dxzﬁ+2%—x+c: ; +22—z+c

3
4 4
/1 (Vo +2z-1) dx:[Q\/;g%—xQ—m] :(2?@—%16—41)—<2+1—1>:530

1
V2 4
Priklad 2.2 — dz
/0 V1 — 2

Reseni

r =4arcsinz + ¢

=t

74 !
/02mdx:[4arcsinx}f:4'2—4-0:ﬂ
Ptiklad 2.3 / z?sinz dz

0

Regeni

/ . !/
5 . u=2> o =sinz ) u=2r v =cosz
z°sinx dr = = —x“cosx+ | 2zxcosx dxr = =

u =2r v=—cosz v =2 wv=sinz
:—xzcosm+2xsinx—/251nx dz = —2%cosx + 2xsinz + 2cosz + ¢ =

= (2—3:2) cosx + 2xsinx + ¢
s

r?sinz dz = [(2 — 2?) cosx+2wsinw]g =2-m)(-)+2r-0—(2-1+0)=7"—4

S~

e
Priklad 2.4 / xIn?z dz
1

Reseni
— In2 I 2 2
9 u=In"x v ==z 9 2lnz =z
zln“zx dz = = —1In“x — -—dz =
u/_21nx U_ﬁ 2 €T 2
-z - 2
2 5 u=Ilnz vV ==z 2 9 2 1 22
= —Inz— [ zlnx dz = = —In“r— —Inzx+ -— dx =
2 W=1 =2 2 2 z 2
T - 2
22 2 2

:2(ln2x—lnx)+/§dm:x2(lngx—lnm)+z—l—c
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e 2 27¢ 2 2 1 1 1
/1a:anJUd:I::[a;(ln2x—lnx)—|—azL 1262(1—1)4—64—<2(ln21—ln1)+4)=e4—4
[
™
Piiklad 2.5/ (3 +sin2z) dx
0
Reseni
2z =1t
. N 1 3 1
(B+sin2z) de=|2dz =dt |= (3+Slnt)§dt:5(3t—COSt)+C:5-2%—5(3082.%4-6:
dx:%dt
1
=3x — -cos2zx +c
2
™ ) 1 i 1 1
(3+sin2z) de = |3z — -cos2z| =3r—=-1—(0—=-1)=3n
0 2 . 2 2
[
V6
Piiklad 2.6/ z\/2x% +4 do
1
Reseni
207 +4=t ,
— 1 1¢3 12 1 .
2
xdx:idt
V6 1 V6
/ xM2ﬁ+4dx:{ (mﬂ+@1 = ¢@ 6+®3—7¢@+4f:
. 6 .6
1 1 32
=4~ 6V6=" -6
6 6 3
[

Stanovte hodnotu urcitého integrilu bez mezivypocétu primitivni funkce. P¥i pouziti substituce neo-
pomeiite transformovat také meze.

2 1
mmmz7/<ﬁ+4)m
1 T

Reseni
2 2 —372 2
2 2 —4 3, % 3 1 1 1
— | do = dz = — = =8——|—-(1—-=|=
Jo(e) e ey anmlpe ] = ogal = (5-55) - (13)
7 175
=Tty T
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V3 14+ 242
Priklad 2.8 / P gy
1 T+

Regeni

/‘/§1+2:1:2 dgg_/“g 1+ 222 d$_/¢3(1+x2)+x2 dx_/ﬁldﬂ/\/g 1
o2+t T )y 22(1+22) T ) 22 (1 + 22) )y a? 1 1+

[ l]ﬁ [ tg }\/g 1 1+ tg\/g— tgl = —— +
arc X = — + arc arc
xT 1 1 \/g

9 _ 3. 2
Piiklad 2.9/ Vemweha
4 T

Regeni

9 9
— 1 2
/\/E z’e” + o’ x:/ ($_g—ex+> dx:{—gx_g—ex—}—lnhv =
4 X

4

-2 2
—e —|—ln4> —= 9+ — 4+t —lnd=

= —2 —69+ln9—< —2
3(\/5)3 3(ﬂ)3 3-27 3-8

Y 9 4 ln 2
19 .2
~ 324 et —e 1

Priklad 2.10 /2 sin? z dx

Reseni

Ptimy vypocet integralu metodou per partes:
e
Piiklad 2.11 / zlnz dz
1

Reseni

1
2o | D
|
N |
| — |
[\3‘ :,
| I
— (0]
1
o | R,
|
N | —
7 N\
2o | R
|
|~
N———
|
|
4
o |
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vy
Priklad 2.12 / r2sinz dx
0

Reseni
T uw=2> v =sinz 9 - Q
/ xsinz do = = [z Cosa:}o —/ 2z (—cosz) do =
0 u' =2r v=—cosz 0
u=2z v =—cosx 9 T ™ ) 9 w
= =—n"(-1)— [—QHJSIHl'} —/ —2sinz dz | =7 —0+2[COS$:| =
=2 wv=—sinx 0 0 0

[ |
1
2
Priklad 2.13/ arcsin z dz
0
Regeni
1 1 : !
2 ) 2 . u = arcsinz v =1
/ arcsin x dx:/ 1-arcsinz do = =
0 0 u/: 11—232 v=2x
1—22=t
1 3 x —2$dx:dt:>xd:c:—%dt
:[xarcsinx} —/ ——dx = =
0 Jo V1I-=z? r=0=t=1
m:%:t—%
5 L
17 /1 dt—ﬂ—i—l t2 _7r+\/§ 1
26 Vi 12 24| 127 2
[ |
Prlklad214/ Tcosz dzx
0
Reseni
7, u=e** v =cosx 0y . 13 7,
e cosx dr = :[exsmw} — 2e“Tsinx dz =
0 W =2e*" v=sinz 0 0
u=2* o =sinz .. T o z 3 o
= =e 8111——0—[—26 cosx} +4 e (—coszx) do =
u =4e*® v=—cosz 2 0 0
T T ™ 0 g 2x ™ 2 2z
=e"-1+42¢ COS§—26 cosO—4/ e“cosx dr =e —2—4/ e“*cosx dx
0 0
2, 2,
/e$cosxdx:e”—2—4/ e“Fcosx dx
0 0
%
5/ e cosx dr =™ — 2
0
2 T_9
/ e2xcosxdx:e
0 5
[ |
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Ptimy vypocet integralu substituc¢ni metodou:

e—1
Piiklad 2.15 / n@+1) 4,
0 $+1
Reseni
In(zx+1)=t
/61 n(z+1) w7 do = dt _
0 r+1 r=0=t=In1=0

r=e—1=t=Ilne=1

1
x
2

3 e
Priklad 2.16 / — dz
1 X

Reseni

1
36;
—zda}:
1 X

=t

8] =

W=

—x%dx:dtjﬁdx:—dt

r=1=>t=1

— _ 1

™

Priklad 2.17 /2 sinz cos® z dx
0

Reseni

J

cosr =t

—sinz dx = dt = sinz dx = —dt

[NIE]

sinzcos®z do =
r=0=t=1

r=5=1=0

3
Piiklad 2.18 / V9 — 22 da
0

Reseni

r=3sint >t = arcsin%
dx = 3cost dt

r=0=t=arcsin0=0

3
/ VI —22dzr =
0

a::3:>t:arcsin1:%
\/9—1:2:\/9—9sin2t:3\/cos2t
= 3cost
31 9 sin2t1z2 9 /7
N 2%) dt = > |t —7(7—0)
/02(+C°S> 2[+2L 2 2

™

/2 3cost-3cost dt:9/
0 0

[
\3/6

[

[
: cos?t dt =

[



3 Aplikace integralniho poctu

a) Geometrické aplikace

Doporudeni!

Diive nez zacnete Tesit nésledujici priklady, na¢rtnéte grafy funkci, primky a ¢ary, jimiz je rovinny
obrazec omezen. Vysrafujte obrazec, jehoZ obsah méate vypocitat. Nazorna predstava vam pomiize najit
integra¢ni meze, pokud nejsou zadany, pripadné vam napovi zptsob jejich vyhledavani. Upozorni vas
i na pripadné rozdéleni obrazce na ¢asti, pokud funkce méni na integra¢nim oboru znaménko, nebo je
obrazec shora ¢i zdola omezen vice druhy kiivek.

Vypoéet obsahu P rovinného obrazce omezeného kiivkami y = f(z), x =a,x=b,y=0

b
podle vzorce P :/ |f(z)| de.
a

Priklad 3.1 Vypocilejte obsah P rovinného obrazce omezeného grafem funkce f(x) = dx—z% a osou .

Reseni

Funkce f je kvadraticka funkce, jejim grafem je parabola. Uréime priseéiky grafu funkce f s osou x a
naértneme obrazek.

Priseéiky paraboly s osou x:
4o —x? =0
x(4—2)=0
.731:0, :II2:4 Plz[O;O],P2:[4;O]

Yy
A
4_
Py P
L » X
0 2 \4

Obréazek 1: Plocha obrazce omezeného funkei f(z) = 42 — 22 a osou =
Zdroj: Vlastni zpracovani

Méame spocéitat obsah P vysrafovaného obrazce.

4 314 3 3
4 0

P = 4r — 2 dr = 22_£ — 242_7 _ 2'2_ —
/O(x a;) x [a: 3}0 ( 3 0 3

4 _
gy 04 _96-64 32 2
3 3 3 3

Obsah obrazce je P = 10% (jz).
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Piiklad 3.2 Vypoditejte obsah P rovinného obrazce omezeného kiivkamiy =9 — 22 a y = 0.

Reseni

Priseéiky paraboly s osou x:
9—2°=0
2=9

rra =43 P =[30], P =[=3;0]

<

P P
2 1 >
-3/ \3
Obrézek 2: Plocha obrazce omezeného kiivkami y =9 — 2% ay =0
Zdroj: Vlastni zpracovani
Muzeme vyuzit symetrie obrazce - je osové soumérny podle osy .
3 23713 33
P:2/ (9—2%) dz =2 [9:5—3} :2{(93—3) —0} =2(27-9)=2-18=36
0 0

Obsah obrazce je P = 36 (jQ).
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Piiklad 3.3 Vypoditejte obsah P rovinného obrazce omezeného kiivkamiy = x> + 4z +5, y = 0,
r=—-2azx=0.

Reseni

Céara y = > +4z+5 je parabola, ktera neprotind osu x, protoze diskriminant D = 16 — 20 < 0.
Pomoci derivace ur¢ime vrchol V' paraboly:
y =2x+4
Y =0 = 20+4+4=0 = x=-2; y(-2) = (=2)?+4-(=2)+5=1 Céray = 0 je osa z.
V =1[-2;1]
Céra z = —2 je rovnobézka s osou v.
Céara = = 0 je osa y.

<

Obrazek 3: Plocha obrazce omezeného kiivkami y = 22 + 42+ 5,y =0,z =—-2az =0
Zdroj: Vlastni zpracovani

0 5 0 -8 8 8+6 14 2
P= 2442 +5) de=|— +22°2+5 =0—-(—4+8-10)=-4+2=— " ="~ =4~
/2(x+x+) z [3+:1:+:1:]2 <3+ > 3+ 3 3 =43

Obsah obrazce P = 4% (j2).
|
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Piiklad 3.4 Vypoditejte obsah P rovinného obrazce omezeného grafem funkce y = x*> —x —2 a piim-
kamiz=0,x=2ay=0.

Reseni

Grafem funkce y = 2

22— —-2=0
(r—2)(x+1)=0
.212‘1:2, 1'2:—1 P1:[2;0], PQZ[—l;O}

— x — 2 je parabola, jeji priiseciky s osou x jsou:

r=0jeosay
x = 2 je pfimka rovnobézné s osou y
y=0jeosacz

Obrazek 4: Plocha obrazce omezeného kiivkami y = 22

Zdroj: Vlastni zpracovani

—rx—2,x=0,z=2ay=0

Obrazec je cely pod osou z, proto pouzijeme absolutni hodnotu. (Obsah je vzdy kladné ¢islo.)

/02(;,;2_;5_2) do

P=

_‘s ‘_‘8—18’_‘_10_10 1

3 3173733

Obsah obrazce P = 3% (jQ).
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Piiklad 3.5 Vypoditejte obsah P rovinného obrazce omezeného grafem funkce f(z) = x* — 2z, piim-
kamix = —1, x = 3 a osou x.
Reseni

Grafem funkce f(z) = 22 — 2z je parabola, jeji priseciky s osou z jsou body Py = [0;0] a Py = [2;0].
Piimky x = —1 a = 3 jsou rovnobéZzné s osou y.

-1 0
x=-1
Obréazek 5: Plocha obrazce omezeného funkei f(x) = 2% — 22, pifmkami z = —1, = 3 a osou =

Zdroj: Vlastni zpracovani

Funkce f méni na intervalu (—1;3) znaménko, proto musime vypocet obsahu rozdélit na tii ¢asti.

0 2 3
P:/ (162721‘) dx + / (1‘272$) dx +/ (562*21‘) dax =
—1 0 2

3 0 3 2 3 3
S RN
-1 8 8 1 8 —12 8
= - —=-1 ——4) — -9)—-(=-—-4 =-+41 —-+4=
- (1) +G-9) o[ +{e-0-G-9)} =+ 575
7 —4 7 4
3+5+'3' 3+5+3 5

Obsah obrazce P =4 (jQ).

Poznémka.
Misto absolutni hodnoty jsme mohli u tohoto integralu vymeénit meze nebo jeho vysledek odedist.
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Piiklad 3.6 Vypoditejte obsah obrazce omezeného caramiy =3 — 2%, y = —223 a y = 0, vite-li, Ze
prisecik pronich dvou éar je bod Q = [—1;2].
Reseni

y = 3 — 22 je parabola
y = —22° je kubick4 parabola

RS
o
l

V3] -

Obrazek 6: Plocha obrazce omezeného kiivkami y =3 — 22, y = —22% ay =0
Zdroj: Vlastni zpracovani

Pozor! Cést obrazce je na intervalu <—\/§; —1> omezena shora parabolou a na intervalu (—1,0) ku-

bickou parabolou, proto musime vypocet P rozdélit na dvé éasti.

-1 0 23171 2471°
P:/ (3 — 2% dx—i—/ —2x3dx:[3x—] —2[] =
V3 -1 31 .v3 4]

1 3v/3 1 1 1
= -3+5- (—3\/§+{)—2(0—4>:—3+3+3\/§—\/§+2:

—-18+2+3 —-13
_IBr24d L5 T3

Obsah obrazce P = (‘TB + 2\/3) (j2).
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Piiklad 3.7 Vypoditejte obsah P rovinného obrazce omezeného grafem funkce y = x* a piimkou
y=1.

Reseni

Uréime priise¢iky paraboly a pfimky:

=1 = mo==1; P =[1], Pp=[-11]

Obrézek 7: Plocha obrazce omezeného funkei y = 2% a pifmkou y = 1
Zdroj: Vlastni zpracovani

Vyuzijeme soumeérnosti obrazce podle osy y.

1 371
T 1 2 4

(7%)-

Obsah obrazce P =

[SSIIEN

Upozornéni.
Obrazec je shora omezen pfimkou a zdola grafem funkce y = x
chozich prikladech.

2 a ne osou z, jak tomu bylo v pred-

32



Piiklad 3.8 Urcete obsah P rovinného obrazce omezeného grafem funkce y = 2% a pFimkamiy = —2,
r=—1azx=2.
Reseni

P, = [—1;1] - prisecik paraboly s piimkou z = —1
Py = [2;4] - prusecik paraboly s pfimkou x = 2

Py
» X
-1 0 2
y=-2
Obrézek 8: Plocha obrazce omezeného funkei y = 2% a pfimkami y = -2, 2 = —laz =2

Zdroj: Vlastni zpracovani

8 1 9
— 444+ -42=6+-=9
s TA+g+ +3

Obsah obrazce P =9 (j2).
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Piiklad 3.9 Vypoditejte obsah P rovinného obrazce omezeného caramiy = 2°+3 a y = %, = -2,
r=2ay=0.

Reseni
Priseéiky hyperboly y = % a paraboly y = 2?4+ 3 :
3;% =224+3 /-2?
4 =2+ 32?
zt 4322 -4=0
(m2+4) (:czfl) =0
.73172 =41 P1 = [—1;4], Pg = [1;4}

Obrézek 9: Plocha obrazce omezeného kiivkami y = 2% + 3, y = ;%, r=-2,z=2ay=0

Zdroj: Vlastni zpracovani

Obrazec je soumérny podle osy y. Vypocet musime rozdélit na ¢asti, ponévadz shora je obrazec omezen
zCasti parabolou a z¢asti hyperbolou.

1 2 4 x3 ! 471 2 1 112

P=2 2 d —dx| =2¢ | = — —9¢-43_4|= —
[ vnyane [ ad <o [Foad] [ b -ofS e 2]
1 1 10 1 10 10 +6 32 2
—od- g3 a1 b=l g (o) bl pol 9. =22 102
{3”’ (2 >} {3 ( 2)} {3+} 3 3 03

Obsah obrazce P = 10% (j2).
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Priklad 3.10 Urcete obsah P rovinného obrazce omezeného grafem funkce f(x)

a primkou y = 19.

Reseni

Grafem funkce f(x)

Priseéik paraboly s osou x:
3

—13 — 8, osou Y

—2% — 8 je kubicka parabola.

23 —8=0 = 2= -2 = r=-2 P =[-20
Prisecik paraboly s osou y:
f0)=-8 PR =[0;-§
Priisecik paraboly s pfimkou y = 19:
—x3 —8=19
—23 =27 = 2=-3  Py=[-3;19]
y
Ps A y=19
‘ » X
-3 P 0
P, —\
Obrazek 10: Plocha obrazce omezeného funkei f(z) = —2® — 8, osou y a p¥imkou y = 19
Zdroj: Vlastni zpracovani
0 . 0 . 2470
P = 19— (—x° — 8)| dx = 27T+ z°) doz = [2Tx + — =
[ oo [y a2
(—3)* 81 1 3 243
=0—1|27-(—-3 =81——=81|1—--)=81--=—=060-
[ (=3)+ 4 4 4 4 4

Obsah obrazce P = 60% (j2).
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Piiklad 3.11 Vypoditejte obsah P rovinného obrazce omezeného caramiy = 9 — z2, y = 4 — 2
ay=0.
Reseni

Paraboly y = 9 — 2?2 a y = 4 — 2% maji vrcholy na ose y a jsou oteviené smérem dolii.
Parabola y = 9 — 2% m4 vrchol V = [0;9] a protini osu x v bodech -3 a 3.
Parabola y = 4 — 2> ma vrchol V = [0;4] a protind osu x v bodech -2 a 2.

y

A

9

P X
/ -3 / —2 2\ 3\
Obréazek 11: Plocha obrazce omezeného kiivkami y =9 — 2%, y=4—22ay=0
Zdroj: Vlastni zpracovani

Vyuzijeme soumérnosti obrazce podle osy y.

3 2 x33 m32
PzZ{/ (9—962) da:—/ (4—:62) dx}:2 {930—] —|:4CU—:| =
0 0 31y 31,
8 8 38 76 1
=24q27-9— —r=211 ) =92. = =__- =952
{7 i 8+3} <0+3> 53

3 3

Obsah obrazce P = 25% (j2).
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Priklad 3.12 Vypoditejte obsah P rovinného obrazce omezeného grafy funkci f(x) =
a g(x) = cosz.

Reseni
Grafem funkce f je parabola s vrcholem V = [O; %WQ] oteviend smérem dold.
Jeji priseciky s osou x jsou:

%71‘2 — 22 =0

2 = 9

xr12 = :E%ﬂ'

Grafem funkce g je kosinusoida.

3
2

Obréazek 12: Plocha obrazce omezeného funkcemi f(z) = §7° — 2° a g(z) = cosz

Zdroj: Vlastni zpracovani

Obrazec je soumérny podle osy y.

Sx 3
P:2/2 g7T2—:E2—COS:U dx =2 g7r2$—gc——sinx =
0 4 4 3 0
2 )
:2(Z7r2-37r—1~277r3—sin37r> :2[77r3—97r‘3—(—1)] :2<97r3+1) :27r3+2

2 3 8 2 8 8

Obsah obrazce P = [%ﬂ?’ + 2] (j2).
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Piiklad 3.13 Vypoditejte obsah P rovinného obrazce omezeného kitvkamiy = 16 — 22, y = 16 — 42
ay=0.

Reseni

Obé kiivky jsou paraboly s vrcholem V' = [0; 16] a oteviené smérem dolu.
Priseéiky parabol s osou x:

16—22=0 16—42°>=0
$172::|:4 562:4
$172::f:2

16

> X
Obrazek 13: Plocha obrazce omezeného kiivkami y = 16 — 2%, y = 16 — 422 ay =0
Zdroj: Vlastni zpracovani

Vyuzijeme soumérnosti obrazce podle osy y.

P:2{/04(16—:c2) dx—/02(16—4x2) dx}zQ{[wx—fK—zl[zlx—i}z}:
:2{64—6;—4<8—§>}:2{64—6;—32+?;)2}:

32 1 2 128 2
—2<32—3> —2'32.<1—3> —64-5———425

Obsah obrazce P = 42% (j2).
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Piiklad 3.14 Vypoditejte obsah P obrazce omezeného kiivkami y = 3z — 2%, y = 6z — 2% a y = 0.

Reseni
Uréime priseciky parabol s osou x:

6z —22=0 3z —22=0
x(6—x)=0 x(3—xz)=0
CC1:0,I2:6 $1=0,$2:3

y

A

Obréazek 14: Plocha obrazce omezeného kiivkami y =3z — 2%, y =6z —22ay =0
Zdroj: Vlastni zpracovani

6 3 2 376 2 373
_ 2 B 2 — g T _ | _ T _
P/o (Gx w) dx /0 (Sx x) dx [ 5 3}0 [ 5 3]0

36-6 9 27 27 27 1
(3 36 3 > (3 2 3) 08 -7 <2 9) ) 5 32

Obsah obrazce P = 31% (j2).
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Piiklad 3.15 Vypoditejte obsah P obrazce omezeného grafy funkei vy = 22, y = %, y=—e* a prim-
kamix =0 ax = 2.

Reseni

Uréime priisec¢ik paraboly a hyperboly:

2
xr~ = z
P=1= 2z=1
Q=[1;1
y
y=x
1
il Q yo 2
X
= ; > X
-1
y=-¢
Obrézek 15: Plocha obrazce omezeného kiivkami y = 22, y = %, y=—-e€",x=0ax=2

Zdroj: Vlastni zpracovani

1

f%:Alh2—pfﬂ]dx+Aa[l—¢fﬂ]¢n:f§+mﬂl+[mx+eﬂ2:

1 1 2
:§+€1—0—60+1D2+62—1H1—61:§+ln2+62—1:€2+ln2—§

Obsah obrazce P = [62 +In2— %] (jQ).

40



Priiklad 3.16 Urcete obsahy rovinngch obrazci
a) P omezeného parabolou y =4 — 22 a soufadngmi osami,
b) P, omezeného ¢arami y =4 — 22,y = 23 + 2 a souFadnygmi osami,

c) Py omezeného carami y =4 — 22y =123 +2 a osou y,

vite-li, Ze prisecik zadanych parabol je bod @Q = [1;3]. Obrazec lezi vidy v 1. kvadrantu.
Regeni

Obrazek 16: Plocha obrazce omezeného kiivkami y = 4 — 22, y = 2® + 2, a soufadnymi osami z a y
Zdroj: Vlastni zpracovani

b) Plzfol (2 +2) dx+/12(4—a:2) dz = [ﬁ+2x]1+ [43;_553]2:

4 0

1 8 17 1 72-28+43 47 47,
BV T S L ST =15 07)

34
1 1 24—-4-3 17 17
= 2 _ = — = = = — 2
31 12 12 2= 15 (°)
Poznamka.

Jisté jste si v8imli, ze P = P| + P».
fesved el . p_ _ 47 | 17 _ 64 _ 16
Presvédéime se: P = P, + P, = S+ o=

12 3
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Piiklad 3.17 Vypoditejte obsah P rovinného obrazce omezeného kiftvkamiy =4—a® ay=2—x pro
x € (—2;3).

Reseni
y=4—2%... parabola
y=2—x--- piimka
Priiseciky paraboly a primky:
4—p?=2—2
22—z —-2=0
(x—2)(x+1)=0
r1=212=-1 Q1 =[2;0], Q2 =[-1;3]

Obrézek 17: Plocha obrazce omezeného kiivkami y =4 —2? ay =2 —x
Zdroj: Vlastni zpracovani

P:/HWQ—x%{4—ﬁﬂ(u+/QK4—ﬁ)—Q—xﬂdx+é%@—m%{4—ﬁﬂdx:

-1

3
(—x2+x+2) dx—i—/ (x2—:c—2) dr =
2

372 32 )
1 1 -8 —8 1 1 9 8
=42 (——-2+4 —t244)—(Z42-2 —Z_6)—(Z2-2-4)=
g7 (5o (Frene) - (5rg-2)+ (05 -0) - (5-29)
11 8 8 11 9 8 11 10 102-33-20 49
s t2tz 2o 6o — 2430 — o406 5 3 ; ;

Obsah obrazce P = %9 (j2).
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Piiklad 3.18 Urcete obsah rovinného obrazce omezeného éarami y = 2% a y = 2° na intervalech
a)(0,1), ) (0,2) a c)(—1,2).

Reseni

Priseé¢iky paraboly a kubické paraboly:

$2:$3

2 (x—1)=0
xr1 = 07 Ql = [070}
T2 = 17 QQ = [17 1}

-1

/

Obrézek 18: Plocha obrazce omezeného kiivkami y = 2% a y =«
Zdroj: Vlastni zpracovani

3

a) interval (0,1)
! 3 gt 1 1 4-3 1
! /0 (#" —%) do [ 3 4 371 12 12

P= 5 ()

b) interval (0,2)

1 2 3 471 4 3
= 23 3_ 2 _ | T r ¥
Pg—/o (z m)dx—i—/l(x 2%) dw [3 4} +[4 3

1, 8 1 1 1448-32-3+4 53-35 18 _3

12+ 3 4 3 12 12 12 2
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¢) interval (—1,2)

11 11+48 11_1111+4811_
3 4 3 4 3 4 3 3 4 3 4 3 4 3
5 1 4_—20—3+48_§
3 4 N 12 12

Priklad 3.19 Vypoditejte obsah P rovinného obrazce ohraniceného grafy funkci f(x) = ﬁ

2

ag(r) =%
Reseni
Nejdrive vypocitame prisec¢iky obou grafi:
T =% /2(1+42%)
2 =z 4zt
st 42?2 —2=0
(2 +2) (2 —1) =0
T12="=+1, y12=13 P =[1;3] a P,=[-1;3]

Funkce f je znima pod nazvem , Kadef Marie Agnesi.”

z2

Obrézek 19: Plocha obrazce omezeného funkcemi f(z) = 7z a g(z) = §
Zdroj: Vlastni zpracovani

Vyuzijeme soumérnosti obrazce vzhledem k ose y.

1 2 371
1 x x 1 T 1
/0<1+x2 2) v [arcgw 6}0 (arcg 6> <4 6)

Obsah obrazce P = (g — %) (jz).
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Priklad 3.20 Vypodcitejte obsah P obrazce omezeného grafem funkce y = Inx, osou x a primkou
y=2.

Reseni

Prisecik logaritmické kiivky a pfimky y = 2:

Inz =2

r=¢ Q= [62;2]

Obrazek 20: Plocha obrazce omezeného kiivkami y = Inx, y = 2 a osou =
Zdroj: Vlastni zpracovani

P =P, — P,, kde P; je obsah obdélnika o stranach 2 a 62, tedy P, = 2¢% a Py je obsah plochy pod
parabolou na intervalu <1, 62>.

Poznamka.
e? e2
Py lze urdit i takto: P, = / 2 dz = [2x]0 — 9¢2
0
e? u=Ilnz v =1 e? e 1 e? e’
sz/ Inx da = :[:cln:c} —/ —-xdx:[xlnx] —/ 1dx =
1 u/ = % v=2x 1 1 1 1

2

— e~ 1l 2] = 20— (F—1) =2 — 21 =P 41
P=P—P=2%—(e"+1)=¢’—1

Obsah obrazce P = (62 — 1) (jQ).
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Priklad 3.21 Vypoditejte obsah P rovinného obrazce ohraniceného grafem funkce f(x) = sinx a osou
x v intervalu <0; %ﬂ>

Reseni
y
1 L
|
0 z
2
1l
Obrézek 21: Plocha obrazce omezeného funkci f(z) = sinx a osou x
Zdroj: Vlastni zpracovani
77 %77 T %W
P:/ sinazdx—/ sinxdx:[—cosx] —[—cosx] =
0 g 0
5 2 2
= —cos7+ cos0 + (cos47rcos7r> =—(-1)+1- \2[ —(-1)=3- \Qf

Obsah obrazce P = (3 — 72) (j2).
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Piiklad 3.22 Vypoditejte obsah P rovinného obrazce mezi parabolami y = 2> +3 a y = 222 — 1.

Reseni
Priseéiky parabol:
?+3=22%-1
=4
w172 =42
P1 = [—2;7] a PQ = [2,7]

Obrézek 22: Plocha obrazce omezeného kifivkami y = 2° + 3 a y = 222 — 1
Zdroj: Vlastni zpracovani

Vyuzijeme soumeérnosti obrazce vzhledem k ose y.
2 2 x?’ 2 8
P:Q/ [(z* +3) — (22° —1)] d:c:2/ (—2®+4) dz =2 [—3—1—435] :2<—3+8> =
0 0 0

_,o8+24 32
T3 3

Obsah obrazce P = 10% (j2).
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Vypocet objemu V télesa vzniklého rotaci rovinného atvaru omezeného ktivkami

b
y= f(x), x =a, ¢ = b, y =0 kolem osy x podle vzorce V = 71'/ f3(z) de.
a

Piiklad 3.23 Vypodcitejte objem V télesa, které vznikne rotaci rovinného obrazce omezeného kiivkams
s

y=tgz, y=0,x =7 kolem osy x.

Regeni

\/
x

Obrazek 23: Obrazec omezeny kiivkami y =tgx, y=0ax =%

!
Zdroj: Vlastni zpracovani

us

1
V:TF/ tg? z da
0

-2 2
1-— 1
/thxdwz/SmQxdx:/cgsmdx:/< 5 —1) de=tgzx—z+c
cos? x cos? x cos? x

™

V:ﬂ/04tg2mdx:7r[tga:—x]§:W{tgw—ﬂ—(th—O)} :77(1—%—0>:7T<1—E>

Objem rotac¢niho télesa V = [7r (1 — %)] (jg).
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Priklad 3.24 Vypodcitejte objem V télesa, které vanikne rotaci rovinného obrazce omezeného kiivkams
y=+vz,y=0,2=1ax=4 kolem osy x.

Reseni

Obréazek 24: Obrazec omezeny kiivkami y = vz, y =0,z =1laxz =4
Zdroj: Vlastni zpracovani

4 4 274
2 T 16 1 15

Objem rota¢niho télesa V = 1757r (j3).
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Priiklad 3.25 Vypodcitejte objem V télesa, které vznikne rotact rovinného obrazce kolem osy x, pricemz

obrazec je omezen caramiy = —3z — x> a y = 0.
Reseni
Prisec¢iky paraboly s osou x:
3z —22=0
—x(B3+x)=0 = 21 =0; 9 =-3
y
X
-3 0 >
Obréazek 25: Obrazec omezeny kiivkami y = -3z — 22 ay =0

Zdroj: Vlastni zpracovani

0 5 0 23 24 2510
V:ﬂ'/ (=32 — 2?) da::w/ (922 +62° + 2) de =7 |9 +6—+ —| =
3 3 3 4 5],

3 (—3)° 3 (=3)° 1 3
_ _ o 3 2 a\4 — _ _ 4 < a4 — _ Z.a4 Y a4 —
—77[0 (3 ( 3)+2( 3)" + 3 ) 7r< 3+2 3* + 7 ™3 3 5 3
_ 5-6 4 _ -1 4 8
A T R A TR T

Objem daného télesa je V = 8,17 (jg).
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Priklad 3.26 Vypodcitejte objem V télesa, které vznikne rotaci obrazce kolem osy x, pricemZz obrazec
je omezen krivkamiy =/ a y =2z — 4 a osou x.

Reseni

Obé kiivky jsou paraboly s osou v ose .

Uréime priseéik parabol:

Vr=+v2x—-4 / 2
r=2x—4
=4 Q=[42]
Parabola y = v/ m4 vrchol v poéatku.

Parabola y = v2x — 4 ma vrchol v bodé [2;0].

y
Q
2,
y=vx
=V2x-4

1 y

L L L » X

1 2 3 4

Obrazek 26: Obrazec omezeny kiivkami y = vz, y = V2o — 4 a osou x
Zdroj: Vlastni zpracovani

ver (WA @ [ B ae=x | [rar- [fr-0) ] =

:ﬂ[[f]j_[ﬁ_m;

Objem daného télesa je V = 4x (j3).

=7m[8—0—(16—-16—-4+8)] =4n
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Priklad 3.27 Vypodcitejte objem V télesa, ktere vznikne rotact rovinného obrazce kolem osy x, pricemz
obrazec je omezen caramiy =x> — 16, t=—1, 2 =2 a y = 0.

Reseni
Priseciky paraboly s osou z:
2°—16=0 = =z =44

Vrchol paraboly je v bodé [0; —16].

y
\ l /
S 16

Obrézek 27: Obrazec omezeny kiivkami y = 2? — 16, 2= -1,z =2ay =0
Zdroj: Vlastni zpracovani

-1

5

— 7 [25 - 32?')23 + 2562 — <(_1)5 -2 (;1)3 + 256(—1)>]

5

2 2 1 32 33 288
:77[3—56+512—<+—256>]:7r<—+768

) 3 ) 3 5)

Objem daného télesa je V = 678%7r (j3).
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V—TF/ (3;2_16)2 dx—ﬂ'/ (m4—32m2+256) dw_ﬂ[l’_SQx

3

)-<(3

2
+ 25637} =
-1

3
— — 96 + 768
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Priklad 3.28 Vypociete objem V télesa, které vznikne rotact menstho rovinného obrazce ohraniceného
kruznict (x — 1)2 + 9% =1 a pFimkou y = x kolem osy .
Reseni

Rovnice (z — 1)? + y? = 1 je rovnice kruznice se stiedem S = [1;0] a polomérem r = 1.
Stanovime rovnici horni pulkruZnice:

P11 = =1 @1
Protoze y > 0, obdrzime y = /1 — (z — 1)2.

y
A

Obrézek 28: Obrazec omezeny kruznici (x — 1)2 +y? =1 a ptimkou y =
Zdroj: Vlastni zpracovani

V:7r/01 [< 1—($—1)2>2—:U2] dx:ﬂ/ol(l—(x—1)2—m2) de =

1 1
—77/ (1—m2+2m—1—x2) dac—w/ (2x—2x2) dor =
0 0

1 2 371
1 1 3-2 1
:271'/ (:E—l‘2) de=2r |2 — 2| cop(z-2 )= Zoop. 2 =T
0 2 3 1o 2 3 6 6 3

Objem rotacniho télesa V = % (j3).

Poznamka.
Objem lze vypocitat i na zakladé stereometrickych vzorci. Vytvorené rotacni téleso je polokoule, z
niz je vyriznut kuzel.

2 1 2 1 2
Vesmd— cm2o=2nl®— r1? l=mr—cm=12
3 3 3 3 3 3 3
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Piiklad 3.29 Vypocitejte obsah P rovinného obrazce omezeného kifivkami y = 2v/x, y = %, T =2
a osou z. Dale urcete objem V télesa, které vznikne rotact tohoto obrazce kolem osy x.

Reseni

Kfivka y = 2v/z je parabola s vrcholem v poc¢atku a osou v ose .
Krivka y = % je hyperbola se stredem v pocatku.
Uréime priisec¢ik paraboly a hyperboly:

2z =2 /:2 y(l)=2V1=2

V=g [ Q=[1;2]

zz =1

z=1

)
V/

1

Obréazek 29: Obrazec omezeny kiivkami y = 2v/x, y = %, T =2 aosou x
Zdroj: Vlastni zpracovani

! 29 2 2 4
P:/ 2\/§d:r+/ —dr=2|-5 —|—2[1n|1’|} =-(1-0)+2(In2—-Inl) =
0 1 X 5 : 1 3
4 4
:§+21n2:§+1n4

V:w/01(2\/§)2 d:c+7r/12<i>2 dx:w{/(]14xdx+/12;2dx}:
:w{pﬁﬁ+{—ﬂj}:w{2—g+f}:4w

Obsah rovinného obrazce P = [% + In 4] (j2) a objem rotac¢niho télesa V = 4n (jg).
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Piiklad 3.30 Vypoditejte obsah P rovinného obrazce omezeného kifvkamiy = n° —x° ay = |sin x|

a objem V télesa vzniklého rotact tohoto obrazce kolem osy x.

Resenf
Priseciky paraboly s osou z:

72 -2 =0 P, =[-m;0], P, =[m;0]
z? =72

xr12 = +7

> X
o
Obrazek 30: Obrazec omezeny kiivkami y = 72 — 2% a y = |sin |
Zdroj: Vlastni zpracovani

Obrazec je soumérny podle osy y.

s $3 ™
P:2/ (772—332—sinx) d$:2|:7T2JI—3+COSZL‘:| =
0 0

) 3 2 . 4 .
:2|:7T3—7;+COS7T—COSO:| :2(3ﬂ3—1—1> :5775—4

V:27r/ [(772—3:2)2—sin293} d:c:27r/ (774—27r2332+a:4—sin2x) dox =
0 0

3 51 1 T 2 1 1 1
=27 [774;1:—2%22—1—1;—2x+4sin2x}0:27r [ﬂ5—37r5+57r5—277+4sin27r =
”( 5 2) 7r(157r 2”) T

Obsah obrazce P = [%773 — 4] (j2) .
Objem rota¢niho télesa V = [%WG — 7r2] (jS).

Poznamka.

Pi#i vypoétu integralu jsme vyuzili vzorec sin®

z =3 (1—cos2z).
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Piiklad 3.31 Vypoditejte obsah P rovinného obrazce omezeného kiivkamiy =4—xz2 ay = —%xQ +1
a objem V dutého télesa, které vznikne rotact tohoto obrazce kolem osy x.

Regeni

Obé kiivky jsou paraboly s vrcholy na ose y a jsou oteviené smérem doli.
Parabola y = 4 — 2® m4 vrchol v bodé [0;4] a parabola y = —1z® + 1 m4 vrchol v bodé [0;1].
Priseéiky parabol s osou x:

—12?+1=0 4-2*=0

—2?44=0 =4

2 =4 T1o =42

Tr12 = +2

Obé paraboly protinaji osu x v bodech P, = [-2;0] a P» = [2;0].

y
4
1
Py P,
» X
-2 0 2
Obrézek 31: Obrazec omezeny kiivkami y =4 — 2 a y = —ixQ +1

Zdroj: Vlastni zpracovani

Vyuzijeme soumérnosti obrazce podle osy y.

P:2/02 [(4—#)—(—}%1)] dx:2/02 (3—3952) dsz[w—iK:
:6-<2—182>:6<2—§>: §:8
szw/; [(4—952)2— <—ix2+1)2

2 3 5
15 5 15 4 1 1z
=2 15 — — — der=27-15 |z — = — 4+ ——
71'/0( 23@ +16x> x s [m 5 3+ 5

2
1 1
dx:27r/ <16—8m2+x4—x4—|—x2—1) dox =
0

4 2 30—-20+6

Obsah rovinného obrazce P = 8 (j2) a objem rotac¢niho télesa V = 327 (jg).
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Priklad 3.32 Vypoditejte obsah P rovinného obrazce omezeného grafy funkci f(x) = €%, g(xz) = e~ %,
osou y a primkou x = 2. Vypocitejte objem V' télesa, které vznikne rotaci tohoto obrazce kolem osy x.
Dowedete si vzniklé rotacni téleso predstavit?

Regeni

Grafy funkci f a g jsou exponencidly, které se protinaji na ose y v bodé [0,1].

i /

Obrazek 32: Obrazec omezeny funkcemi f(z) =e”, g(x) =e™*

Zdroj: Vlastni zpracovani

, pfimkou x = 2 a osou y

2 ) )
P—/ (" — &™) dx:[ex_(_eﬂ)] —{ex+e’x}0:62+e*2—eo—eo:62+—2—2
0 e

:g(64+€_4—60—€0):

Obsah obrazce P = [62 + L - 2] (j2) a objem rota¢niho télesa V = [g (64 + e% - 2)] (jg).
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Vypocéet délky [l rovinné krivky y = f(x), « € (a,b) podle vzorce

= /:\/1 + [£'(2)]? da.

Piiklad 3.33 Vypoditejte délku | grafu funkce f(x) = Va3 na intervalu x € (0;4).

Reseni
y
8 L
4+
| | | i » X
1 2 3 4
Obréazek 33: Graf funkce f(z) = Va3
Zdroj: Vlastni zpracovani
3 1
Vypocteme f'(z = 2.

l—/ 1/1+ % dm—/ \/1+ J:dx

Vypocteme nejprve neurcity integral.

1+ 9 T=z

/ 4 4

14z

N
o] U

=9

4 2 ~ 8 9 \*
93" 27\/<+4x>
4 34 3
9 8 9 8 9 3
I=[ J1+22de=— 14> = — [4/(1+>-4) —y/a
/0 + e de= oo (+4:1:> 57 <+4 > (1+0)
0

() - (o)

8 |
Délka kiivky | = o (10\/To 1) ().
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Piiklad 3.34 Vypoditejte délku | oblouku kFivky y> 93:3 na intervalu z € (0;3).

Reseni

Krivka je semikubické parabola, kterd je soumérné podle osy x. Spoéitame délku [; poloviny oblouku,
ktery se nachazi nad osou =z.

X

—10-
Obrézek 34: Graf kiivky y? = %xg
Zdroj: Vlastni zpracovani
\Y4 % _ 2.3 r_ 2 3.+ _ %
ypoCteme y = 522 ay = 5522 = 22

zl_/ Y1+ () :/ \/mdm—g[ (1+x)3ﬁ:§(\/(1+3)3—\/(1+0)3>:

2/ /= 2 14
p— 3_ —_ = j— — —
3( 4 1) 3=
14 2

Délka oblouku k¥ivky [ = 28 ().
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Priklad 3.35 Vypoditejte délku | oblouku kifivky y* = (x + 1) na intervalu = € (—1;4).

Reseni

Krivka je semikubickd parabola soumérni podle osy x, takze délka oblouku [ = 2ly, kde 1 je ¢ést
oblouku nachézejici se nad osou x.

Obrazek 35: Graf kitvky 3 = (z + 1)3
Zdroj: Vlastni zpracovani

Vypoéteme y = (z + 1)% ay =3 (x+ 1)% .

1 1 /4
zy—/ ¢ $+1é}dx—/)d x+1dx—/‘ Eﬂﬂx 2/ VI3 + 9z da
-1

Vypocteme neurcity integral.

13+9z =z 3
1 122 2
dx:%dz
1 2 51 1
xr aAr = -+ — €T = —
\m3-+9 d (13 + 92) (V49 Vi ) (49 7-4.2)=
2 97 27
1 1 335
57 (343 —8) = o 335 =
335 670
— 9, =9. -
l=2h 27 27

Délka oblouku kfivky [ = @ (7)-
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Piiklad 3.36 Vypoditejte délku | oblouku kifivky y? = % (2 — 3:)3 leZict v pravé poloroviné ohranicené
primkou x = —1.
Reseni

Kfivka je semikubickd parabola soumérna podle osy z, takze oblouk se skladé ze dvou shodnych ¢éasti.
Pravou mez uréime jako prusecik grafu kiivky s osou z (tj. y = 0).

[SJIe]

0=

Ol

2—-2)2 = =2 Q = [2;0]

Obrézek 36: Graf kiivky y? = % (2 - 3:)3
Zdroj: Vlastni zpracovani

Vypocteme y = % (2 — x)% pro xz € (—1,2).

/

V=3 3@-2% (-)=-@2-2)>

ll:/z\/hr{_(z_x)%rdx: RUEarEn Qde=_[(3_f)gr _
~1

——;[ (3—33)3]2_1——<\[—\/4§)—(1—8)—— (_7):%
=2 =2 52238

Délka oblouku k¥ivky [ = 22 ().
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Vypocet obsahu S plochy, kterd vznikne rotaci grafu funkce y = f(x) kolem osy x, kdyz
b
x € (a;b), podle vzorce S = 277/ f(az)\/l + [f'(a:)]z dx.
a

Priklad 3.37 Vypoditejte obsah S plochy, kterd vznikne rotaci grafu funkce f(x) = %x, x € (0;3),
kolem osy x.

Reseni

Grafem funkce je pfimka prochazejici pocatkem soutadnic.

Obréazek 37: Graf funkce f(z) = 3z
Zdroj: Vlastni zpracovani

Vypoéteme f'(z) = 2.

3
3 2 3 3 3
4 4 4 / 16 8 25 8 5
S =2 — 1 — dx =27 - = 1+ —doe == —dr==-7-= dx =
77/0 31‘ +<3> x 7T3/0x +9 x 37r/0z 9 x 37r 3/0x x

40 [221° 40 (9
= — —_— = — - — :2
97r[2]0 97?(2 0) Om

Obsah rota¢ni plochy S = 207 (jQ).

Poznamka.
Vite, co jste vlastné spocitali? Pokud tipujete, ze obsah plasté rota¢niho kuzele, tak tipujete spravné.
Podle zndmého stereometrického vzorce je obsah S plasté rotacniho kuzele o poloméru podstavy r = 4
astrand s =1/32+42=+v25=5roven S =7rs=m-4-5 = 20m.

[ |
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Priklad 3.38 Urcete obsah S plochy, kterd vznikne rotaci dsecky y = x + 2, x € (0;3), kolem osy x.

Reseni

Obrézek 38: Graf funkce y = x + 2
Zdroj: Vlastni zpracovani

Vypoéteme 3y = 1.

3

3 3 2
S:27r/ (z+2)\/1+12dx:2f27r/ (z+2) d$:2\/§7r[$2+24 =
0 0

0

9 9412
:2\f27r<2+6—0>:2\/§7r+2 = 21V2n

Obsah rotaéni plochy S = 21v/2x (jz).

Poznamka.
V tomto pripadé jsme spocitali obsah S plasgté rota¢niho komolého kuzele, ktery ma poloméry podstav

r=2ary=>5astranu s = \/32 + 32 = /18 = 3v/2.

Vypocet dle stereometrického vzorce S = 7 (ry + o) = 7 (24 5) - 3v2 = 21V2n
|
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Piiklad 3.39 Spocitejte obsah S rotacni plochy, kterd vznikne rotaci ¢dsti grafu funkce f(z) = 2°
z € (0;2), kolem osy x.

2

Reseni
y
8,
6,
4,
2,
| ‘ > X
-2 3
_20
—_4t
Obrézek 39: Graf funkce f(z) = 2*
Zdroj: Vlastni zpracovani
Vypoéteme f'(z) = 3z
2 2
S:27r/ 2?1/1 + (322)? dx:27r/ 2?1+ 924 dw
0 0
1+92% =2 5
1 1 22 1 2 1
3 4 — 3 — — — 3 — 4)3
V1+ 924 dz = —dz |= = de=—"C = . ZVa3=_—— /(149
/x + 924 dz =| 362°dz = dz 36/\/52 36 3 35 3V* 3.18(4-:(})
3 dz
r’dr = §§
2 1 2 T
_ 3 4 _ 4\3 | L o4\ _ 3\ _
S—ZW/O 21 1 9z da;_2773.18{ (1 +9z4) }0_27(\/(1+9 21— \/(140) > _

- ()

Obsah rotacni plochy § = | = (V145% 1) | (%).
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Piiklad 3.40 Vypoditejte obsah S plochy vytvorené rotaci kolem osy x ¢dsti krivky 9y? = x (3—x)

na intervalu (0;3).

Reseni

Obréazek 40: Graf kiivky 9y = z (3 — z)?
Zdroj: Vlastni zpracovani

Vypocteme: y = % (3—x) -V

1 1
/
=Z|-1. A
, 1-2z+3—-2 1-3z+3 1-=x

T3 2z 3 2y 2y

31 / 1—a)? o (3 (1—x)?
S:QW/O §(3—m)\/§ 1+(M> dx:? ; (3—1xz)Vx 1+de:

o 3 dr+1—2 2 or 3 1
zg (S—x)ﬁ-\/x+ 490:”“5 do =~ (3—x)\/§-ﬁ-\/x2+2x+ldx:

0 3 Jo

:2/03<3—:c>mdx:§/03<3—x><x+1> dz =

3

3 3
:W/ (—a?+20+3) de=2 |-Z 42243z =2 (-9+9+9) =3
3 Jo 31 3 0 3

Obsah rotacéni plochy S = 37 (j2).
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Piiklad 3.41 Vypoditejte obsah S plochy vytvoiené otdcenim oblouku kitvky v> = 4 + x vylatého
primkou x = 2 pti rotaci kolem osy x.

Reseni

Obrézek 41: Graf kiivky y? =4+«
Zdroj: Vlastni zpracovani

. _ |
Vypocteme y =v4d+zay = et

—27r/ \/m\/ m) 9:—277/ VAt 41433-;5

—27r/ Vi+a- \/Hiﬂ /\/17+4xdx—7r fim

4 3

—Z-g[ (17+4x)3r4 %(\/ﬁ f) T25.5-1) =124 = %4

Obsah rotacni plochy S = % (jz).
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b) Dalsi aplikace

Priklad 3.42 Automechanik, kterému zbjvd 10 let do duchodu, zvazuje nabidku od dvou firem. U
pruni je rocéni nastupni plat 16 000 K¢ a v dalsich letech bude jeho mzda rist podle vztahu fi(t) =
16 000 4 400t%. U druhé firmy je ndstupni plat 22 000 K¢ a v dalsich letech se bude jeho mzda vyvijet
podle vztahu fo(t) = 22 000 4 400t. U které firmy by mél nastoupit, kdyZ chce mit béhem deseli let
prdace co nejuétsi prijem?

Reseni

Vydélek za 10 let lze spocitat pomoci uréitého integralu. U 1. firmy bude ¢init

10 37110 103 _
/ (16 000 + 400 ¢?) dt = [16 000 ¢ + 400 3] = 160 000 + 400 = = 293 333 = 293 333 [K¢]
0 0

U 2. firmy

10 9710 9
10
/ (22 000 4400 ¢t) dt = [22 000 ¢ + 400 2] = 220 000 + 400 - = 240 000 [K¢]
0 0

Rozdil v piijmech za 10 let: 293 333 — 240 000 = 53 333 [K¢]

Automechanik si za 10 let u prvni firmy vydéld 293 333 K¢ a u druhé 240 000 K¢é. Prestoze nastupni
plat je u druhé firmy vyssi, bude pro automechanika vyhodnéjsi nastoupit k 1. firmeé, kde si za 10 let
vydéld o 53 333 K¢ vic.

|

Piiklad 3.43 Celkovy prijem z prodeje nového mobilniho telefonu lze vyjddrit funket TR = 95 000 t,
kde t je doba v mésicich od zahdjent prodeje. Spocitejte prumérng prijem mezi 5. a 6. mésicem prodeje.

Reseni

6 276
t
Celkovy prijem: / 95000 t dt = [95 000 2] =1 282 500 [K¢]
3 3
Primérny piijem se stanovi jako podil celkového piijmu za sledované obdobi a délky sledovaného
obdobi.
1 282 500

= 427 500 [K&
53 500 [Ke]

Primérny piijem:

Pramérny pfijem z prodeje telefonu ¢inil za obdobi mezi 3. a 6. mésicem prodeje 427 500 K¢.

Piiklad 3.44 Funkce poptdivky po vstupenkdch na koncert hudebni skupiny md tvar Pp = 1600 — Q.
Funkce nabidky md tvar P, = 100—|—% Urcete prebytek spotiebitele, prebytek vyrobce a celkovy prebytek.

Reseni

Funkce nabidky a poptavky jsou zavislé na mnozstvi vstupenek Q.
Nejprve musime najit rovnovazné mnozstvi vstupenek QQp, pro které se cena poptivky rovnd cené
nabidky. Polozime 1600 — Q = 100 + £.

2Q =1500 = @ =1 200.
Rovnovazné mnozstvi Qg = 1 200 [ks] .

Tomu odpovida rovnovazna cena Pr = 1 600 — 1 200 = 400 [K¢/ks].
Nyni mizeme spocitat prebytek vyrobce

91200
@ } = 720 000 [K¢]

QE 1200
/ (Pp — Pg) dQ = / ((1600 — Q) — 400) dQ = [120 Q— —
0 0 2

0
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prebytek spotiebitele

1200

Qe 1200 0 2
/ (Pp — P,) dQ = / (400 - (100 n >> aQ = [300 Q- ] — 180 000 [K{]
0 0 4 8

0
celkovy prebytek

QE 1200 1200
/ (PD — Pq) dQ = / <1600 —Q — (100 + Q)) dQ = [1500 Q — > QQ] =900 000 [Ké]
0 0 4 8 1o

V rovnovazné situaci se proda 1 200 listkt za 400 K¢. Piebytek spotiebitele pak bude 180 000 K¢,
prebytek vyrobce 720 000 K¢ a celkovy piebytek 900 000 K¢.
|

Priklad 3.45 Spoditejte Giniho koeficient, jestlize Lorenzova kFivka md tvar L(z) = 1, 2522 — 0, 25z.
(Bauer a spol., 2015)

Regeni

Bohatstvi spoleénosti je mozné délit riznymi zpusoby. Meznimi zptsoby déleni bohatstvi jsou pak
absolutni rovnost (v8ichni dostanou stejné) a absolutni nerovnost (jeden bere vse). Skuteéné déleni
bohatstvi spoleénosti se pohybuje nékde mezi témito dvéma zpiisoby a lze zndzornit pomoci Lorenzovy
kiivky. Rozdil mezi absolutni rovnosti a skute¢nosti lze ¢iselné zachytit jako tzv. Giniho index. (Cim
je tento index niz$i, tim rovnomérnéji se déli bohatstvi spole¢nosti).

100%
'S 90%|
B /0
[2)
o 80%F
S
o T70%F
i)

o/ |
g 60% oé\
O
O 50%f o“(\ Q;\" >
hat RN N
a QD Y S

S AN )

O 40%F > N
[ ° L ®O 0
© O S S
> 30%| W <
= N
2 20% <
=}
X 10%

0,

A) L L L L L L L L
0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90% 100%
Kumulované procento populace

Obrazek 42: Grafické zndzornéni Giniho indexu
Zdroj: Vlastni zpracovani

Giniho index se pocita nasledovné
1
GC:1—2/ L(z) dz
0
V nasem ptipadé

1 a3 22 ! 1
GC = 1—2/ (1,252 — 0,25z) do =1-2 (1,25~ — 0, 252} = 1—2.<1,25 S
0

1 _
—0,25= | = 0,416.
3 o 3 2> ’

Urovent Giniho indexu v dané ekonomice je 0,416. Nejedna se tedy o extrémné vysokou drovein roz-
délovani bohatstvi spolec¢nosti. (V nasem pripadé absolutni rovnosti je Giniho koeficient roven nule).
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