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Uvod

Cilem textu je sezndmit studenty s diferencialnim poc¢tem funkce vice proménnych, a to prede-
vsim s jeho vyuZzitim formou feSenych prikladd. Po precteni textu student spravné chape pojem
funkce dvou a tfi proménnych. Pro tyto funkce bezpeéné urcuje jejich definiéni obory, obory
spojitosti a mnoziny bod( nespojitosti a dovede je zndzornit. Umi vySetfit existenci limity a po-
¢itat limity rozliénych funkci. Rutinné zvlada vypocet parcidlnich derivaci a chape jejich geome-
tricky vyznam. Umi aplikovat poznatky z diferencidlniho poctu pfi uréovani pribliznych hodnot
vyraz(ll, sestavovani rovnic tecné roviny a normaly k plose. Chape rozdil mezi lokalnimi a global-
nimi extrémy, umi je vyhledat a urcit jejich hodnotu. Rozumi pojmu implicitni funkce, dokaze
vySetfit jeji existenci, umi pocitat derivaci a vySetfovat vlastnosti implicitni funkce.
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ZADANI FUNKCE A JEJi HODNOTY 8

Priklad 1.1 Vyjddreme objem V a povrch S pravidelného trojbokého hranolu jako funkci vysky
v a podstavné hrany a. (a > 0 av > 0)

Reseni
Objem V' ma byt funkci a a v, tj. V' = f (a,v) a také S ma byt funkcid a a v, tj. S = g (a,v).

Podstavou pravidelného trojbokého hranolu je rovnostranny trojuhelnik o strané a; vypoéteme
jeho obsah P.

A = +/a2 _% = /a2 \/—TLZ a\/_(Pythagorovaveta)

Obsah P trojuhelniku je P =5 -h =5 - a\/_ \/_
Objem V hranolujeV =P .v = I\/_ - \4f 2

Povrch S hranoluje S = P + 3av = %\/_—i- 3av

[§]

[ |
Priklad 1.2 Vyjddreme objem V a pldast S rotacniho kuZele jako funkci jeho vysky v a strany s.
(v>0,5s>0)
Reseni

Objem V kuzeleje V =
PoZzadujeme, aby V' = f

7r2v; zatim je V funkci  a v, 7 je konstanta.

{o.s

v;
UZijeme Pythagorovu vétu a vypocteme 72 = 52 — 12 = r = /52 — 02

r

Do V dosadime za . Potom V = £ (s* — v?).
Plast S kuzele je S = 7rs; zatim je S funkcir a s, 7 je konstanta. PoZzadujeme, aby S = ¢ (v, s).

Do S dosadime za r. Potom S = 7v/s2 — v2s = wsv/s2 — v2.
|
Pfiklad 1.3 Urceme hodnotu funkce = = f (z,y) v bodé A.
a) flz,y) = /22 +2y3; A=
b) f(z,y) = J5: A=[2:2]
o) flx,y) = 2\/J+ 2= — 152 4 30; A =[2;4]
d) f(z,y) = 2arcsin (x4 y)cos ¥; A = [1;0]

e) f(z,y) =< — 5y% A =1[0;1]
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Reseni
Do predpisu dané funkce dosadime souradnice bodu A.
a) f(A)=v02+2-03=1/0=0
b) f(A) = =5 =3
¢) f(A) =2v4+32 15.2430=446-30+30=10

d) f(A)=2arcsin(1+0)-cos? =2arcsinl-cos0=2-Z-1=m

e) f(A) = % +6-0-1—5-1% neexistuje

Vyraz % = % neni definovan, f(A) neexistuje, nebot bod A nepatfi do defini¢niho oboru

funkce.
[ |

Pfiklad 1.4 Uréeme hodnotu funkce z = 4e™ + 3x — 2y* v bodech A = [1;1], B = [1;0),
C=la;—a], D=[a;1],a#0.

Reseni

Postupné dosazujeme souradnice bodd do predpisu funkce.

)=4
C) =49 + 3.4 -2 (—a)® = 4e " + 3a — 2a% = 4 + 3a — 2a?
) =4

z
2(D)=4¢"s +3-a—2- (5)2:461+3a—3—2:4e+3a—a—22
|
. L proy A
Pfiklad 1.5 Urceme hodnotu funkce f(z,y) = Y vbodech A = [1;1],

3r+y proy==x
Reseni
Pokud jsou soufadnice bodu rGizné (x # y), pak dosazujeme do té ¢asti predpisu funkce, kterd

je uvedena v hornim fadku; pokud jsou soufadnice bodu stejné (x = y), pak dosazujeme do
dolniho radku predpisu funkce.

flA)=3-1+1=4

_ 211 21
f(B>_2H32 =%i=3
_ 2U—(= _ 0—-4 __
HO) =" =0 = 2
f(D)=3-2+2=38
pEy =236 g w0
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Pfiklad 1.6 Je ddna funkce f(x,y) = Ii_y Urceme jeji defini¢ni obor D(f) a dokazte, Ze pro
kazdy bod [a;b] € D(f) plati rovnost f (a,b) + f (b,a) = 1.

Reseni
Uréime D(f):x —y # 0 =y # z;
flab)=af(ba) =

Potom f (a,b) + f (b,a) = =% + ;2= = =2 =1,
Dana rovnost plati.
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Hodnotu funkce v daném bodé urcime tak, Zze za proménné v predpisu funkce
dosadime odpovidajici souradnice bodu.

1.

Urcete hodnotu funkce f (x 4%y + 5y*x — 6x + 2y + 9 v bodech

y) =

A=[,-1,B=[-13],C [ H,a#0.

[F(A) =2, (B) = .1 () = =2t0et]
Urcete hodnotu funkce f (x,y) = x6””2 45 v bodech
A=[3,-1,B=[-1,2,C=[3,], D=1,6].

[f (A) =3, f (B) neexistuje, f (C) =2, f (D) = 0]
Urcete hodnotu funkce

r—2y+3 prozy >0

flz,y) = 5 prox = 0neboy =0

x_ly prozy <0
vbodech A= [1,1], B=[-2,3, C =1[0,1], D = [}, —3],
E=[-2-2,F (30

Literatura k tématu

[1]
[2]
3]
[4]
[5]

DEMIDOVIC, B. P.: Shirka uloh a cviceni z matematické analyzy, 1. vyd.,
Praha: Fragment, 2003, 459 s., ISBN 80-7200-587-1, 2003

KARASEK, J.: Matematika Il, 1. vyd., Brno: VUT, 2002, 242 s.,

ISBN 80-214-2092-8 (skripta)

Madrova, V., Marek, J.: Sbornik tloh z diferencidlniho poctu v R, 1. vyd.,
Olomouc: UP, 2013, 329 s., ISBN 978-80-244-3410-10 (skripta)

MICKA, J. a kolektiv.: Shirka prikladd z matematiky, 3. vyd., Praha: VSCHT,
1998, 321 s. ISBN 80-7080-327-4 (skripta)

MOSOVA, V.: Matematickd analyza Il., 1. vyd., Olomouc: UP, 2005. 134 s.,
ISBN 80-244-1005-2 (skripta)
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Pfipominame: Pfi urovani defini¢niho oboru vychazime z téchto podminek:

e jmenovatel zlomku musi byt rizny od &isla 0,

e odmocnénec v odmocniné se sudym odmocnitelem musi byt nezdporny,

e argument logaritmu musi byt kladny,

e argument funkce tangens, resp. kotangens, musi byt rlzny od lichych, resp. sudych, na-
sobka Cisla 7,

e argument funkci arkussinus a arkuskosinus musi patfit do intervalu (—1, 1).

Pfiklad 2.1 Urceme a nacrtnéme definicni obor D(f) funkce f (x,y) = —=—= +

8 =

Reseni

Defini¢ni obor uréime z podminek

Vy—1#0Ay—1>0Az#0

Z prvnich dvou podminek obdrzime

y—1>0=y>1

Mnozina bodU [z, y|, pro néZ platiy > 1 je polorovina neobsahujici pocatek (zjistime dosazenim
soutadnic bodu [0, 0]) s hrani¢ni pfimkou y = 1.

MnozZina bodi [z, y], pro néZ plati x = 0 je osa y, ta do D( f) nepatfi.

Obr.2.1 D (f) = {[z,y] € R} y > 1 Az # 0}
Zdroj: Vlastni zpracovani

Defini¢ni obor je horni polorovina s hrani¢ni pfimkou y = 1, bez bodud pfimky y = 1 a bez bodu

osy .
[
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Pfiklad 2.2 Urceme a nacrtnéme definicni obor D(f) funkce f (x,y) = 55—

Reseni
Jmenovatel zlomku musi byt rGzny od nuly, tj. 36 — 22 — y* # 0. Nerovnici upravime na tvar

22 + y* # 36.
Vime, 7e 2% + y? = 62 je rovnice kruZnice se stfedem v po&atku a polomérem 6.

y
A
D(f) 6
/’_ =~
e ~
Ve N
/ \
/ \
/ {
/ \
: : > X
I
\
\ /8
( /
\ /
< 7
N L //

Obr.2.2 D (f) = {[z,y] € R? 2® +y* # 36}
Zdroj: Vlastni zpracovani

Defini¢nim oborem funkce je rovina R? s vyjimkou viech bodd, které leZi na kruZnici
x? +y? = 36.

x

Pfiklad 2.3 Urceme a nacrtnéme definicni obor D(f) funkce f (x,y) = /=2y + <

4

Reseni
Pod sudou odmocninou musi byt Cislo nezaporné, tedy —2y > 0 = y < 0 ataké z > 0;

ponévad? /x je ve jmenovateli musi zéroveri platit /= # 0, tedy 2 > 0.
Urcime prinik mnozin y < 0 a x > 0; obé mnoZiny jsou poloroviny.

y
A

_______>\<

Yy
>
Y
>

(5 JE R

Vv
o
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\ |
x

D(7)

I\
g\
I
I
|
|
|
I
I
1

0br.23 D (f) = {[z,y] € R%; y <0 Az >0}
Zdroj: Vlastni zpracovani

Defini¢nim oborem jsou vnitfni body IV. kvadrantu véetné bodU ¢asti osy z, ale bez bod( osy y.
[ |

Pfiklad 2.4 Urceme a nacrtnéme definicni obor D( f) funkce

f(z,y) = /22 +y* — 1log (9 — 2* — ).

Reseni

Defini¢ni obor uréime z podminek

2+ —1>0A9 — 2% —y% > 0.

Pod sudou odmocninou musi byt nezaporny vyraz, tj. 22 +y? — 1 > 0.

Upravime nerovnost 22 +y?> — 1 > 0 = 22 + > > 1.

MnoZina bodi vyhovujicich nerovnosti jsou vnéjsi body kruZnice o rovnici 22 + y? = 1, véetné
této kruZnice. Kruznice ma stred v pocatku a polomér 1.

y
A

(a) /\ -
N

X y?z1

Podminku 9 — 22 —y? > 0 jsme obdrZeli na zdkladé toho, Ze argument logaritmu musi byt
kladny. Upravime nerovnost 9 — 22 — 3% > 0 = 2% +y? < 9. Odpovidajici mnoZina bod
jsou body vnitiku kruznice o rovnici 22 + y? = 32 se stfedem v po¢atku a polomérem 3.

(b) ; )
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Zda jde o body vnitrku ¢i vnéjsku kruznice zjistime dosazenim soufadnic vhodné zvoleného
bodu, nejlépe pocatku [0, 0].

0br.24 D (f) = {[z,y] € R* 1 < 2?4+ y* <9}
Zdroj: Vlastni zpracovani

Defini¢ni obor je prlinikem mnozin (a) a (b).
Definiéni obor jsou body mezikruzi véetné kruznice 2% + y?> = 1 s vyjimkou bodd kruZnice

2t +y? = 3%
|

Pfiklad 2.5 Uréeme a naértnéme definiéni obor D(f) funkce f (z,y) = Va2 — 1 + /4 — y%

Reseni

Pod sudou odmocninou musi byt nezaporné vyrazy, tedy 2> — 1 > 0a4 — y> > 0.
Zpodminky 2?2 —1>0= 22> 1= |z|> 1 (< -1Ve >1).

Mnoziny bodd z < —1 az > 1 jsou poloroviny s pfislusnymi hrani¢nimi primkami.

y
A

(a)

\J

Zpodminky4 — > > 0=y <d=|y|<2& —2<y<2
MnoZina bodli —2 < y < 2 je vodorovny pds mezi pfimkamiy = —2 ay = 2, véetné
téchto primek.
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(b)

Y
x

-2

D(f)

Y
3

0br.2.5 D (f) = {[z,y] € R?; |z| > 1 A Jy| < 2}
Zdroj: Vlastni zpracovani

Defini¢ni obor obdrzime jako prianik mnozin (a) a (b).
[ |

Pfiklad 2.6 Urceme a naértnéme definiéni obor D(f) funkce f (z,y) = \/x — y* + /y — 22

Reseni

Pod sudou odmocninou musi byt vyraz nezaporny, tedy x — y? > 0 a zarovefl y — 22 > 0.
Po Upravé obdriime z > y?ay > 22

x = y? je rovnice paraboly s vrcholem v po&atku a osou v kladné &sti osy

y = 22 je rovnice paraboly s vrcholem v po¢atku a osou v kladné &asti osy y

y y
A

(a) (b) rEr
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MnoZiny bodd vyhovujici nerovnostem x > y? a y > 22 jsou vnitfni body parabol véetné jejich
hranice.

D(f)

0br.2.6 D (f) = {[z,y] € R*; v > y* Ay > 2%}
Zdroj: Vlastni zpracovani

Defini¢ni obor je prlinik mnozin (a) a (b).

Pfiklad 2.7 Urceme a nacrtnéme definicni obor D(f) funkce f (x,y) = arccos %

x2

Reseni

Argument funkce arkuskosinus musi patfit do intervalu (—1, 1), tj.
—1 < % <1 ajmenovatel zZliomku musi byt nenulovy, tj. 224 0=x#0.
Upravime nerovnost —1 < % < 1, pak obdriime —z* < yay < 2°.

Ohranicujici kfivky mnoZin vyhovujicich nerovnostem jsou paraboly s vrcholy v poéatku, pfi-
&em? parabola y = 22 je otevfend smérem dold a parabola y = 22 smérem nahoru.

y=x

(a) (b)

\J
Y

Odpovidajici mnoziny jsou vnéjsi a hrani¢ni body parabol.
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0br.2.7 D (f) = {[z,y] € R*; —a? <y <2’ Nz #0}
Zdroj: Vlastni zpracovani

Definicni obor je pranikem mnoZin (a) a (b), ale bez poc¢atku, protoze x # 0.

—x2

Pfiklad 2.8 Urceme a nacrtnéme definicni obor D(f) funkce f (x,y) = y/arctg m.

Reseni

Vzhledem k sudé odmocniné piSeme podminku arctg %yfig > 0 avzhledem ke zlomku

2 +y*—9£0.

Argument funkce arkustangens musi byt vétsi nebo roven nule, aby hodnota funkce byla neza-

porna.
2 _ 2
y—_o
24y -9
(> —2* > 0n2® + 37 —9>@
[(y—2) (y+2) > 0A2%+y* > 3]
y>rxAhNy=>—x
nebo A2+ y? > 32
Yy<rANy<-—x

(a)

(y>zhy>-2)V(y<rAy< —x)

2y —9#40= 22 +y? #£ 3

[y2—x2§0/\x2+y2—9<0]
[(y—x)(y+x)§0/\x2+y2<32]

y>rANy< -z
nebo Ax?+y? < 32
y<rxhy=>-—-x

(b)
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y
A
/" \\\\
’ \
/ \
/ \
\
(c) ! S (e)
¢ 1
\ ] 3
\ /
\ ’
N ’
N ,
\x___—’,
Xy >3
y
A
27T
7’ ~
e N
’ \
1 \‘
1
(d) I [ (f)
t ,- > X X
\
\ 13
\ 7
\ /
A% o
\\N- -—”/
XR+y? <3

Obr. 2.8 Defini¢ni obor funkce f (z,y) = 4/arctg %

Zdroj: Vlastni zpracovani
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Pfiklad 2.9 Urceme a nacrtnéme definicni obor D( f) funkce

flay) =In =2 + Ay — g — 22

Reseni

Argument logaritmu musi byt kladny, co? nastane pro 22 — y? < 0 a pod sudou odmocninou

musi byt &islo nezaporné, tj. 4y — y? — 22 > 0.
Postupné obé nerovnosti upravime.

-y <0 (@+y)(r—y) <0s{lz—y>0Az+y<0V[r—y<0Az+y>0]}
(y<zAhy<-—-zx)V(y>xAy>—x)

Znazornime odpovidajici mnoziny.

y

y<zAhy< -z y>xTxNy>-—x

Nerovnost 22 — y? < 0 je splnéna pro body sjednoceni mnoZin (a) a (b).

y

[

(c)

Y

22 —y? <0 dy —y? —22>0

Upravime nerovnost 4y — y? — 22 > 0.

Nejdfive budeme pracovat s rovnici 4y — y? — 22 = 0.

Upravime ji na tvar 22 4 y? — 4y = 0.

Zfejmé se jedna o kruZnici, proto provedeme dalsi Upravy.

22+ (y — 2)2 = 4, coi je rovnice kruZnice se sttedem S = [0; 2| a polomérem r = 2.

Body vyhovujici nerovnosti 4y —y? — 22 > 0 jsou vnit¥ni a hrani¢ni body vy$e uvedené kruznice.
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Obr. 2.9 Defini¢ni obor funkce f (z,y) = In w215y2 + 4y —y? — a2

Zdroj: Vlastni zpracovani

Defini¢ni obor je prlinikem mnozin (c) a (d).

Pfiklad 2.10 Urceme a nacrtnéme definicni obor D( f) funkce

f(z,y)=+vz—Iny+In(z+1).

Reseni
Podminky:
r—Iny >0 A y>0 A r+1>0
x>Iny r>—1
Ine®” > Iny
y<e

D(f) I
I

._______CI)_
Y

Obr. 2.10 Defini¢ni obor funkce f (z,y) = vz —Iny +In(z + 1)
Zdroj: Vlastni zpracovani

Defini¢ni obor je prlinikem vsSech tfi mnoZin a je to ¢ast roviny ohranicena exponencialou
y = €%, pfimkou x = —1 a osou z.

22
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Pfiklad 2.11 Uréeme a naértnéme definiéni obor D(f) funkce f (z,y) = +/sin (22 + y2).
Reseni

Defini&ni obor ur&ime z podminky sin (22 + y?) > 0.

Odtud obdrzime

0+ 2km < 2? +y? < 7w+ 2km, kde k € Ny (k je pfirozené &islo a nula)

2kt <2+ < (2k+1)7

Je-lik=0,pak 0 < 22 +y% < .

Tuto nerovnost splfiuji body kruhu ohrani¢eného kruznici 22 4-y? = 7, kterd ma stfed v po¢atku
a polomér /7.

Je-lik =1, pak 27 < 2% + 4% < 3.

Nerovnost splfiuji body mezikruzi ohrani¢eného kruznicemi 2% + y? = 27 a 2% + y? = 3.
Pro k = 2 obdrzime 47 < 22 + y? < 57 atd.

4\/:>x

0br. 211 D(f) = {[z,y] € R? 2kr < 2® +y* < (2k+ 1) 7, k € No}
Zdroj: Vlastni zpracovani

Defini¢nim oborem je kruh a nekonecna mnozina mezikruzi.

Pfiklad 2.12 Uréeme a nacrtnéme definiéni obor D( f) funkce
f (z,y) = arccos [2y (1 + %) — 1].

Redeni
Z podminky pro argument funkce arkuskosinus dostaneme, Ze 2y (1 + x?) — 1 musi patfit do
intervalu (—1;1).

Tedy —1<2y(142%) -1<1,
odtud  0<2y(1+2*)A2y(1+2%) <2

Nerovnost 0 < 2y (1 + z?) je splnéna pro y > 0, ponévadz? vyraz 1 + 2 > 0 pro vechny body
[z, y] € R2.

Podminku y > 0 splfuji body horni poloroviny v€etné hrani¢ni pfimky y = 0.

Upravou nerovnosti 2y (1 + x?) < 2 obdrzime y < 1+1$2.

Vysetfenim prabéhu funkce y = ﬁ zjistime, jak vypada jeji graf.

Podminku y < ﬁ spliuji body ¢asti roviny nachazejici se na kfivce a pod kfivkou y =

_1_
1422°
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(a) (b)

14+ x2

D(f)

\J
x

0br.2.12 D(f) = {[%y] ER*;0<y< ﬁ}

Zdroj: Vlastni zpracovani

Defini¢ni obor je prinikem mnozin (a) a (b).

Pfiklad 2.13 Urceme a nacrtnéme definicni obor D( f) funkce
/ (‘/Ea y) = arcsin ({ﬂz —+ y2 — 1) + % In (Iz _ y).

Reseni

Argument funkce arkussinus musi patfit do intervalu (—1; 1).
Defini¢nim oborem prvniho scitance je proto mnozina bod, které spliuji nerovnosti

1< +9y*—1<1
Odtud

—1<2®+y2 -1 A 2?4+ —1<1
0<a?+y° A Py <2
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Podminku 0 < z? + 2 splfiuji viechny body [z, y] € R?.
Podminku 22 + y? < 2 splfiuji véechny body kruhu s hrani¢ni kruznici 22 + y? = (\/5)2

y
A

X +y?<2

Dal$i podminku z # 0 splfiuji vechny body roviny R? s vyjimkou osy y.
Posledni podminku 22 — 3 > 0 upravime na tvar y < x2. Rovnice y = z? je rovnici paraboly s
vrcholem v pocatku a osou v kladné &asti osy y.

Body vyhovujici podmince 22 — i > 0 jsou vnéjsi body paraboly o rovnici y = z2.

y
\ A /
\ _2 I
\ y=x
\ /
Y i
\ 7
\ U/
AY /
AV /
\ /
\ ’
ANIIPAg > X
X2 -y>0

Obr. 2.13 Definiéni obor funkce f (z,y) = arcsin (22 + y> — 1) + Lin (22 — y)
Zdroj: Vlastni zpracovani

Defini¢ni obor je prinikem vSech tfi mnozin.
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Pfiklad 2.14 Urceme a nacrtnéme definicni obor D( f) funkce
o 2xy>?
F.y) = aet—a
Reseni
Argument funkce kotangens musi byt riizny od celych nasobku cisla 7, tedy
y—xFkm, kel
Upravime na tvar y # x + k.
Jmenovatel zlomku musi byt nenulovy, tedy cotg (y —z) # 0=y —x # 5 + k7, k € Z.

Upravime natvar y # x + 5 + k7
y#x+2k+1)%

Obr.2.14 D(f) = {[z,y] € R%; y # v + k%, k € Z}
Zdroj: Vlastni zpracovani

Definiénim oborem je mnoZina bod roviny R? s vyjimkou véech bod@ pfimek o rovnici

y=x+kj, kdek € Z.
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Pfiklad 2.15 Urceme a nacrtnéme definicni obor D( f) funkce

f(z,y) = +/sinz cosy.

Reseni

Vyjdeme z podminky sin z cosy > 0, coZ je spInéno pokud sinz > 0acosy > Onebosinx <0
acosy < 0.

(@) sinz>0je-lixz € (0+ 2km;m+ 2km) , k€Z
cosy > 0je-liy € <—§+2k7r;§+2k7r>,k Y/

~ I3

-4 =3 -2 -] bad 2m 3m 47 » *
sinz >0Acosy >0
(b) sinz <Oje-liz € (m+ 2km;2m + 2km)  k € Z
cosy < Oje-liy € (5 + 2km; 3m + 2km) k€ Z
A
2 -

H

~
5

sint <0Acosy <0
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Defini¢ni obor je sjednocenim mnozin (a) a (b).

~
=

|

sy
=

™

|
N

S|

IN)

=
=

Sl

&
N

N

~
N

S|

Obr. 2.15 Defini¢ni obor funkce f (z,y) = /sinz cosy
Zdroj: Vlastni zpracovani

Defini¢ni obor je neohrani¢end Sachovnice soumérna podle osy z.
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Defini¢ni obory uréujeme ze znamych podminek, které stanovime z predpisu
funkce. Podminky jsou vyjadreny zpravidla ve tvaru nerovnic. Vyresenim nerov-
nice, pfipadné soustavy nerovnic, obdrzime defini¢ni obor.

1. Urcete a nacrtnéte definicni obor D(f) funkce f.

flay) =/ =y

fzy) =t

rovina 12 s vyjimkou viech
bodu pfimeky =zray = —=x

f(x7y):\/4__\3/_xg

b(f)

body | kvadrantu véetné kladné
¢asti osy y s vyjimkou kladné
L Castiosy x J
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fa,y) = arctg o7

y2—25

f(r,y) =

2y

In(z+y)

f(a,y) =, +arccosx

30

rovina 122 s vyjimkou bodU

kruZnice o rovnici 2% + y? = 25

D(f)

polorovina s vyjimkou bod(
hrani¢ni pfimky y = —xz + 1

neobsahujici pocatek

svisly pads mezi pfimkamixz = —1
ax = 1 s vyjimkou bodu osy x
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f (z,y) = arccotg %

DIFERENCIALNI POCET (2)

Y

y
|
1
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

|
|
|
|
|
|
!

rovina R? kromé& osy y

f(x,y) = 1f 2
[ y
A
D(f)
vodorovny pas mezi pfimkamiy =lay = —1
[ (z,y) = arcsin ¥
[ y
D(f)

| ay = —x obsahuj

ici osu x mimo pocatek

&ast roviny R? vymezena pfimkami o rovnicich y = x
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f(zy)=In(z*+y)+v1—y

y
A
y=1
,/ \\ » X
/ \
/ \
D(f)y Ky
A \
/ \
I \

I \

1 \

1 \

1 \
&ast roviny R? omezend pfimkou y = 1

| aparabolouy = —2?
In (zy)
i =
f(z,y) oo
r y

¢ast kruhu v 1. a lll. kvadrantu

s vyjimkou bod( souradnicovych os
| abodd kruznice 2% + y? = 4

flzy) = /(4 —22) (4 —y?)

D(f)

Y

-2




(2)
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D(f)

In (m2 —2y+y2)
In (z2+y2)

flx,y) =

In (zsiny)

f(z,y)

D(r)
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_ 1
1Y) = S
i y
\ N AN
N \ LN A
N LN N
AN N \
N N \
N N AN
. \\ \\ \\
N N N AN D(f)
S N AN N
N N N
N N N AN
b N N N
S N N N
S N N ~
N N N
N LN
S N
\\ \\ \\ \\
A\ “ “~
[N ~ - ‘\ » X
S N ~
\ N
N N LN
S N b N
N N N \
b \ N ~
N ES
S N
N y==X+2
N
\\ \\ \\
S AN
N
S V=Ex+1
N N
\\ \
< N
N
\\ y=-x
N
N
.
y=-x-1

L y=—-x+kkecZ

rovina R? vyjimkou bod(i pfimek o rovnicich

34
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Kapitola 3

Graf funkce

stanovit a nacrtnout graf funkce;

urcit D(f) a H(f).
Graf funkce, fez grafu rovinou, rotacni plocha.

Po prostudovani kapitoly budete umét:

Klicova slova:

O
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Pfipomindme: D(f) C R?, H(f) C R, G(f) C R®

Pfiklad 3.1 Urceme definicni obor D(f), obor hodnot H(f) a graf G(f) funkce

Reseni
D(f)=R?
ProtoZe z = f (x,y), miZeme psat
3 x vy
S R R
Rovnici upravime na tvar
r oy 3 2
- — = z = — P
2 4 + 2 / 3
x ) z v , . .
3 + " + 3 = 1, coz je Usekovy tvar rovnice roviny.
2

+

z ¥
2 4

Obr. 3.1 Graf funkee f (z,y) = 3 —
Zdroj: Vlastni zpracovani

I
=

Grafem funkce je rovina, ktera na osach x, y a z vytind Useky 3,—6 a % Obor hodnot H ( f)
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Pfiklad 3.2 Urceme definicni obor D(f), obor hodnot H(f) a graf G(f) funkce
fzy) =+/6—a2 —y?+ 4o + 2y.

Reseni

D(f) uréime z podminky: 6 — 2% — y* + 4x + 2y > 0
Upravime na tvar
2+ —dr —2y <6
v —dr 44yt -2+ 1<6+4+1
(x =2+ (-1 <11

Rovnice (x — 2)°+(y — 1)* = 11 je rovnici kruznice se sttedem v bodé S = [2; 1] a polomérem

r=+11.

Defini¢ni obor funkce f (x,y) = /6 — 22 — y2 + 4o + 2y

Rovnici z = \/6 — 22 — y?2 + 4x + 2y umocnime.

P2 =6-—a>—y +4x+2y
v —dr oy -2y + 2 =6
(z—224+@y—1>2+22=11

Rovnice (z — 2)° + (y — 1)* + 22 = 11 je rovnice kulové sféry se sttedem v bodé S; = [2; 1;0]
a polomérem r = v/11.

&, y

X

Obr. 3.2 Graf funkce f (z,y) = /6 — 22 — y2 + 4z + 2y
Zdroj: Vlastni zpracovani
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Graf funkce je horni polovina této kulové sféry. H(f) : z € (0; V/11).

Pfiklad 3.3 Urceme definicni obor D(f), obor hodnot H(f) a graf G(f) funkce
fl,y) = Va? +y2

Reseni

D(f) = R? ponévad? z? + y? > 0 pro viechny body [z, y] € R?

H(f) = R{;z € (0,00)

Graf funkce sestrojime pomoci fezil rovinami rovnobéznymi se soufadnicovou rovinou (z, y).
Predpis funkce upravime.

=22+ y2 = 22 =27+ 9

leliz=0=0=224+1y2 < a=0Ay=0.

Rezem je bod [0, 0, 0] - po&atek soustavy soufadnic.

Jesliz =1= 1= z%+y? pak Fezem je kruZnice se stfedem S; = [0,0, 1] a polomérem r; = 1.
Je-liz = 2 = 4 = 22 +4?, pak Fezem je kruZnice se sttedem S, = [0, 0, 2] a polomérem ry = 2.
Sestrojime fez grafu soufadnicovou rovinou (y, z); ta ma rovnici = = 0.

Jelliz=0,pakz =12 = 2=y =2 =yazn=—y.

Rezem jsou tedy piimky.

Obr. 3.3 Graf funkce f (z,y) = /22 + 32

Zdroj: Vlastni zpracovani

Grafem funkce je rotaéni kuzelova plocha s vrcholem V' = [0, 0, 0] v poloprostoru z > 0.
Plocha vznikne rotaci pfimky y = z kolem osy z.
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Pfiklad 3.4 Urceme definicni obor D(f), obor hodnot H(f) a graf G(f) funkce
f2,y) ==

Reseni

Urgime D(f) :2? + 4> #0=a2#0 Ay # 0.

D(f) je soufadnicova rovina (z, y) s vyjimkou pocatku soustavy soufadnic.
D(f) =R\ {[0,0]}; H(f) = (0, 00)

Pti sestrojovani grafu si pomuzZeme fezy grafu souradnicovymi rovinami.

Rez grafu soufadnicovou rovinou (y, 2), tj. rovinou o rovnici x = 0, je z = ;iz a fez grafu

soufadnicovou rovinou (z, z), tj. rovinou o rovniciy = 0, je z = %.

Rez grafu rovinou (z, y) neexistuje, nebot soufadnice z4dného bodu [z, y, z] nesplfiuji rovnice
4
z = m, z=0.
Sestrojime-li fezy grafu rovinami rovnobéznymi se soufadnicovou rovinou (z, y), tj. rovinami o
rovnici z = k, k € R, pak Fezy jsou kruzZnice, jejichZ rovnici ziskdme dosazenim za z a Upravou.

4
k=———=2>+9y>=—
x? + y? A
coz je rovnice kruznice se stfedem na ose z a polomérem r = % = \/lE Pokud k roste, pak

se polomér kruznic zmen3uje.
lim 1 +
—_— — = [0@)]
@y)—00 r2 +y* [0

. 4 4
lim —_— = =0
(2,y)—(c0,00) 2 + Y? 00

= T —~——
AN O
IS

Obr. 3.4 Graf funkce f (z,y) =

Zdroj: Vlastni zpracovani

_4
2242

Grafem funkce je plast rotacniho télesa, které vznikne rotaci kfivky 2 = ;% kolem osy z.
[ |
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Pfiklad 3.5 Uréeme defini¢ni obor D(f), obor hodnot H(f) a graf G(f) funkce f (z,y) = x>

Reseni
D(f) = R?
H(f) = Ry

Rezem grafu soufadnicovou rovinou (z, 2) je parabola z = 22
Rezy grafu rovinami y = k jsou paraboly z = 2.

Obr. 3.5 Graf funkce f (z,y) = z?
Zdroj: Vlastni zpracovani

Grafem funkce je parabolicka véalcova plocha.
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Graf funkce uréime Upravou jejiho predpisu.

PoloZime z = f (z,y) a upravime predpis funkce na takovy tvar rovnice, z néhoz
dokazeme urcit geometricky model grafu.

V nékterych pripadech je ucelné vyuzit fezt grafu funkce rovinami rovnobéznymi
se soufadnicovymi rovinami.

Graf G (f) C R? arovnobéZka s osou z miZe geometricky model grafu protnout
nejvyse jedenkrat.

1. Urcete definicni obor D(f), obor hodnot H(f) a graf G(f) funkce f.
Graf G(f) nacrtnéte.

z=4-2x—8y

[ D(f)=R* H(f)=R,G(f)jerovinaZ + % +2=1
2
z
4
1
e(f) * Y

[ D(f) =R* H(f)={3},
G(f) jerovina z — 3 = 0, kterd je rovnobézna
se soufadnicovou rovinou (z,y) ve vysce 3
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flzy)=2—2> -y

[ D(f)=R? H(f):z e (—o0;2),G(f)je plast rotatniho
paraboloidu s vrcholem v bodé [0, 0, 2] otoceny smérem dold

z2=—y/25—a2—y?

[ D(f)jekruh 2% +y? <25, H(f) : z € (—5;0), 7
G(f) je polovina kulové sféry se stredem v pocatku

a polomérem 5, nachazejici se v poloprostoru
{[z,y,2] € R®; 2 < 0}

D
N7

D(f)
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Kapitola 4

Limita funkce

Po prostudovani kapitoly budete umét:

e vySetfit existenci dvojné limity uzitim dvojnasobnych limit nebo uzitim
raznych limitnich cest;
e pocitat limity.

Klicova slova:

Dvojna limita, dvojndsobna limita, polarni souradnice.
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Existence limity

Vypocet dvojné limity nebyva vidy snadny.
Marné snaze pocitat ji, kdyZ eventualné neexistuje, mliZzeme predejit tim, Ze se nejprve poku-
sime zjistit, zda vlbec limita mlzZe existovat.
Existenci limity mGZeme vyloucit bud pomoci vypoctu dvojndsobnych limit nebo tak, Ze se bu-
deme k limitnimu bodu z bodu z jeho redukovaného okoli bliZit po rliznych cestach.
Pfipominame:
Necht existuje limita ~ lim  f(z,y) = L.

(@,y)—(z0,0)

Existuji-li dvojndsobné limity lim [ lim f(z, y)} = Lia lim { lim f (x,y)} = L, pak plati

T—x0 | Y—Yo Yy—Yyo | r—x0
L =1,=Ls.

Rovnost dvojndsobnych limit L; = L, je nutnou, ne vSak postacujici podminkou pro existenci
dvojné limity L.

Jsou-li dvojndsobné limity rGizné, pak dvojna limita neexistuje; stru¢né - je-li L1 # Lo, pak L
neexistuje.

Dvojnasobnou limitu pocitame postupnym limitnim prechodem vzdy funkce jedné proménné,
pficemz druhou proménnou povazujeme za konstantu.

Pti vypocCtu dvojndsobnych limit uzivdame postupy, které uz zname z vypoctl limit funkce jedné
proménné.

V pfipadé dvojnasobnych limit se k limitnimu bodu blizime po pravouhlych cestdch rovnobéz-
nych se souradnicovymi osami.

Priklad 4.1 UZitim vypoctu dvojndsobnych limit se prfesvédcime, Ze dvojnd limita

. x—2y . .
(%yl)|_>rn(070) sa14y Neexistuje.

Reseni
Vypocteme dvojnasobné limity L1 a L.

. . T —2y . x—0 . 1
lim | lim ———=—| = lim = lim — = lim = =
z—0 |y—0 3x+4y 3

-2 0—2 -2 1 1
lim | lim L im y_ lim Y Iim(——=)=—==1Ly
y—0 |z—0 31 —+ 4y y—0 0 —+ 4y y—0 4’y y—0 2 2
Dvojndasobné limity se nerovnaji, dvojna limita neexistuje.
r—2

Limita lim =2y neexistuje.
(z,y)—(0,0) 3z + 4y
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Priklad 4.2 UZitim vypoctu dvojndsobnych limit se pfesvédcime, Ze dvojnd limita

. x2y?—4 . .
(Iyyl)an(lg) TAryio1T neexistuje.

Reseni

Vypocteme dvojndsobné limity L; a L.

T 22y —4 ] o 4x? -4 4(2? —1)
lim [lim —————| = lim = li =
=1 |y=22t +yt — 17| -1 24— 1 =1 (22 +1) (22 — 1)
4 4
= lim =—-=2=1,
z—1 1’2 —+ 1 2
B 2,2 4 7 2 4 2 4
lim | lim U S lim J = lim Y =
y—=2 [a-lat oyt =17 yo2yt — 16 y—=2 (y2 —4) (y2 +4)
) 1 1
= lim =—=1,
y—2 y2 +4 8
Ly # L, = L neexistuje.
. . x2y? —4 o
Limita lim ——~—— neexistuje.
(zy)—(12) o4+ yt — 17

Priklad 4.3 UZitim vypoctu dvojndsobnych limit se pfesvédcime, Ze dvojnd limita

2 .3 . .
TZCosSy—y COST neeXIstuje_

i — 92 _3q3
(2.9)—(0,0) YN E 23

Reseni

Vypoéteme dvojndsobné limity L, a L.

2 cosy — y° cos 20 1 1
lim | lim $. y— 9y x = lim _r =Y =lim|(—=)=—==14
z—0 |y—=0 ysinz — 222 — 3y3 2 2
2cosy — 1y cos —q3 1 1
lim |lim ==Y "V P iy Y im s = - = L,
y—0 [2—0 ysinxz — 222 — 3y3 y=00—0—3y> vy>03 3

Ly # L, = L neexistuje.

. . r?cosy — y>cosx o
Limita  lim _ neexistuje.
(z,y)—(0,0) y sinx — 222 — 3y3
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Priklad 4.4 UZitim vypoctu dvojndsobnych limit se pfesvédcime, Ze dvojnd limita

lim sin ==X neexistuje.
(z.9)—(c0,00) 2THY

Reseni

Vypocéteme dvojndsobné limity L, a Lo

T—00 T—00

lim [Iim sin
T—00 |y—o0 2$—{—y

. . . T . . . T . . . T
lim | lim sin = lim [sin | lim = lim [sin | lim =
y—00 | z—00 21 -+ Yy Y—00 z—00 201 —+ Yy Y—00 z—00 2 —+

= lim [sing} =liml=1=1Ly

Y—00 Y—00

]: lim sin0= lim 0=0= L,

8

Ly # L, = L neexistuje.
mr

Limita lim sin neexistuje.

(wy)—(co00)  2r+ Y

Priklad 4.5 UZitim vypoctu dvojndsobnych limit se pfesvédcime, Ze dvojna limita

- 2 2 - -
( I)|m(O ) LV neexistuje.
I7y H b

Reseni

Vypocteme dvojndsobné limity L; a L.
4 2 2 4 2
ﬁLii]:nmii:nm—:nm2:2:L1

lim | lim
z—0 212 z—0 2 z—0

z—0 |y—0 21’2

y—0 [z—0 21’2 y—0 —0 y—0

Pozndmka.
Vnitfni limita je nevlastni, proto celkova dvojndsobna limita je nevlastni.

Dvojnasobné limity jsou rlizné, limita neexistuje.

. . 4x% 4 2 .
Limita lim ——— neexistuje.
(zy)—(0,0) 222

|
Pro dikaz, Ze dana limita neexistuje je mozné pouZzit také substituce, pfi niz se z bodu z redu-
kovaného okoli blizime k limitnimu bodu po jiné nez pravouhlé cesté. MGzeme si zvolit pfimky
prochazejici limitnim bodem, pfipadné paraboly s vrcholem v limitnim bodé a osou rovnobéz-
Nou S 0SOU Y.
Pro pfipad [xo, y0] = [0, 0] je

rovnice pfimek y = kx
a rovnice parabol y = az?.
Jestlize vypoctend hodnota zavisi na smérnici pfimek (tj. na k), nebo rozevreni parabol (tj. na

a), pak to znamena3, Ze zavisi na cesté po které se k limitnimu bodu blizime. V tom ptipadé dand
limita neexistuje.
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Priklad 4.6 UZitim vybéru riznych limitnich cest ukdZeme, Ze limita funkce
lim - neexistuje.
(x,y)—=(0,0) 7Y

Reseni

Budeme se k limitnimu bodu [0, 0] bliZit po pfimkach.
Rovnice pfimek prochazejicich bodem [0, 0] je y = kz, k € R.

lim = lim = lim — = lim = k£ 1
(z,y)—(0,0) T — Y ;c_—;ﬁo x—kr a50(1—Fk) 2-01—k 1—k
y=kzx =kx

Vypoctend hodnota zavisi na smérnici k, pro rGzna k (tedy pro rdzné smérnice pfimek) je vy-

poctena hodnota rlizna, coz znamend, ze lim - neexistuje.
(z,y)—=(0,0) *7Y
[ |
Priklad 4.7 UZitim vybéru riznych limitnich cest ukdZeme, Ze limita funkce
lim “_ neexistuje.
(2)—(0,0) TV ’
Redeni
Vybereme si opét pfimky prochdazejici po¢atkem, tj. pfimky o rovnicich y = kz, k € R.
. Ty _ ckx _ kax? _ k k
L St e s poc Bl L4 oy o S L4 Sy Rl
(z,y)—(0,0) T2 +y ;zgx + k2x 2022 (14+k2) 2-01+k 1+k
y=kx =
Vypoctend hodnota zavisi na smérnici &, proto  lim > neexistuje.
(@.y)—(0,0) T 1Y
[ |

Priklad 4.8 UZitim vybéru riznych limitnich cest ukdZeme, Ze limita funkce

. 2 . .
lim % neexistuje.
(z,y)—(0,0) *

Reseni

Budeme se k limitnimu bodu bliZit po pfimkach, které prochéazi bodem [0, 0] a maji tedy rovnici
y=kz, k €R.

2 9 9
lim < = lim = lim K’z =
(z,y)—(0,0) T z—=0 z—0
y=kx

Vypoctend hodnota nezdvisi na konstanté k, existenci limity nelze vyloucit.
Zkusime zvolit jinou cestu - paraboly s vrcholem v pocatku a osou v ose x; jejich rovnice je
T = ay?.

2 2
11
im L —1im 2 = him - =~ a £ 0
(z,y)—(0,0) T y—0 ay y—=0 a a

r=ay?
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Priklad 4.9 Presvédéme se, Ze limita funkce f (z,y) = % v bodé [0, 0] neexistuje.

Reseniliz vypocet dvojnasobnych limit, které jsou réizné (1 a —1) nas ubezpeti, ze ( I)|m( | %
z,y)—(0,0

neexistuje.

MuzZeme vsak postupovat i jinak - uzitim rGznych limitnich cest, po nichz se budeme blizit k

limitnimu bodu [0, 0].

Zkusime se bliZit po parabolach o rovnici y = az?, a € R\ {0}.

. +y . x+ar® | x(l+axr) . l1+ax

lim = lim ——— = lim ————= = lim =
(@y)—00) x—y 220x—ax? 220x(l—ax) 2201—ax

y=azx
Vypoctend hodnota nezdvisi na koeficientu a. Nabizi se domnénka, Ze limita existuje a je rovna
jedné.
Zkusime zvolit jinou cestu - pfimky o rovnicich y = kx, k € R.
T4y v+ke | x(l+k) l+k 14k

lim = lim = lim ————= = lim =
(:c,y)l—>(0,0) r—y ;I;k% T — kzx xlﬁo x(1—k) xgo 1-k 1-—

k1
ok

Vypoctend hodnota zavisi na smérnici k, pro rGznd k (tedy pro rGzné smérnice primek) je vy-
poctend hodnota r(iznd, a proto  lim %t neexistuje.
(z,y)—(0,0) “Y

s v v . T . 2,2
Priklad 4.10 Vysetfeme existenci limity (x,yI)ILn(O,O) %'

Reseni

Vypocteme dvojnasobné limity.

322y 0
lim |lim Ty 5| = lim — =1lim0=0
20 [y=0 422y2 + 5 (y — ) =0 512 2—0
2,2
lim | lim 317y 5 :IimizlimO:O
y—0 [xz—0 4x2y2 -+ 5 (y — x) y—0 5y2 y—0

Dvojnasobné limity existuji a jsou si rovny, existenci dvojné limity nelze vyloucit.
Zkusime se blizit k limitnimu bodu po pfimkach, které maji rovnici y = kz, k € R.

329> L 32 k2 x? B 3k2x*

lim 5 m 5 = lim 5 =
(2.4)2(0,0) 42y +5(y —x)” =20 4x2k222 + 5 (kx — )" «=204k22x* 4+ 522 (kK — 1)
y=ka

) 3kt ) 3k2z? 0
= lim 5= = lim 5 = 5
220 32 [4k22% + 5 (k — 1)7]  =204k22 +5(k—1)"  5(k—1)
Zatim jesté stale nelze existenci dvojné limity vyloucit, ponévadz vypoctena hodnota O je rovna
hodnotam vypoctenych dvojndsobnych limit.

=0; k#1

Podivejme se, co se stane, pokud bude k& = 1. Rovnice odpovidajici pfimky je y = .

: 2%y’ .3zt 3 3
lim 5 = lim — = lim — = —

(z,y)—(0,0) 41‘23/2 +5 (y — Q;) z—0 4x z—0 4 4
y=a

Teprve po tomto vypoctu, kdy jsme zjistili, Ze vypoctend hodnota, tj. %, se lisi od predchozich

v ’ o v v . 322y
vypoctenych hodnot, ty byly rovny nule, miZzeme konstatovat, ze (x,yl)l—>m(o,0) T3y 5y a7 Nee

xistuje.
Priklad také doklada, Ze existence a rovnost dvojnasobnych limit nezarucuje existenci dvojné
limity. [ |
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Vypocet limit

Pfipominame: Je-li funkce f v bodé [z, yo| spojita, pak lim f (z,y) = f (xo, yo)-

a) Funkce spojita v limitnim bodé

Po dosazeni soufadnic limitniho bodu nenastanou zadné problémy.

Priklad 4.11 Vypoltéme  lim  Zo—2auth
P (2,9)—(0,3) T Y~ 32y+y

Reseni
i -2y 45 0-2:0-345 5
@)—03) 23y —3zy+y 0-3—-3-0-3+3 3
[ |
P¥iklad 4.12 Vypoctéme lim <oyl
1 yp ctem (x7y)|_r:'2077r) x2+y2
Reseni
im 08 (x+y) cosm —1
@y)—0m 22> +y> 0472 w2
[ |
vs v, v . 3y
Pfiklad 4.13 Vypoctéme (x’yl)|_>n'1(174) GG
Reseni
3 3-4
lim = S = =12
@)= (z— 1)° + (y—3)°  02+1
[ |
Ptiklad 4.14 Vypoctéme lim [(u + %) - cos :cy]
z—1 ry
y—2
Reseni
— 1 1-2 1
lim | (2 y+— ccoszy| = ——=+=)cos2=0-cos2=0
z—1 Ty 2 1-2 2
y—2
[ |

3 3
Piiklad 4.15 Vypoctéme  lim  Ly=zv Fl
P ety @20

Reseni
i Py—wP+1 (1)’ 1—(=1)-1P+1 —1+1+4+1 -—1
(@—(-11)  (z —2y)° (-1-2-1)° (-3)° 27
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b) Vypocet limity uzitim apravy predpisu funkce

Vytykame, rozkladame, kratime.

2 2
Priklad 4.16 Vypoctéme lim r v
P (@y)—(1,-1) “TY

Reseni
2 _ .2 0 —
im Y :(-): im EEOEZY oo
(:E,y)—>(1,—1) T + y 0 ((E,y)—)(l,—l) T + y (xyy)%(l’_l)
22 —y?

Priklad 4.17 Vypoctéme I|im ——2<L .
P (z.)—(2,2) VT

Reseni

% —qy? 0 22 — 9
lim = (—) = lim =
(zy)—(2,2) 2 — 2y + 3 — 3y 0 @y)—22) z(r—y)+3(x—y)
oy @y ety vty _2+2 4
@y)—-22) (r—y)(z+3) @y-e22x+3 2+3 5

Priklad 4.18 Vypoctéme lim “-¥

(y)—(2,2) © Y

Reseni
: zd —y? 0 . (z—y) (®+ 2y +y°)
lim 1 = — = lim B D) ==
(@y)—(22) T4 — ¥ 0 @y)—22) (22 +9y?) (r —y) (z +y)
2 + xy + 1 4+44+4 12 3

@p)—22) (2 +y2) (r+y) (4+4)(2+2) T 32 8

P¥iklad 4.19 Vypoctéme  lim  fy=2ut3c=6
P (z,y)—(2,—3) vtz

Reseni
- my—2y+3x—6_(0)_ lim yx—-2)+3(@x—-2)
(2,y)—(2,-3) xy + 3z N0/ (@y)—(2-3) x(y+3) B
-9 -2 2-2
= lim (@ )(y+3): im v :—:9:0
(zy)—2-3) x(y+3) (xy)—(2,-3) T 2 2

52
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v vy x . z3—y3
Ptiklad 4.20 Vypoctéme (Lyl)l_)m( 1) B Bay T2
Reseni
o 23—y _(0) _ i (x —y) (2 + 2y + %) S
()= (1,1) 622 — 8y + 242 0) (@w-01 622 —8zy+ 2y?

Potfebujeme rozlozZit jmenovatele - zkusime vydélit
(6932 — 8xy + 2y2) (x—y) =6x—2y
—(6:v2 — 6$y)
— 22y + 2y°
— (—2zy + 24%)
0
_ 2 2 2 2
im (x—y) (@ +zy+y°) im & tay+y” 3

@y (z—y)(6x—2y)  @y—01 61 —2y 4

Priklad 4.21 Vypoctéme lim  “u—2ew’+ay’
(zy)—(0,0)  TYTHY

Reseni
M = (5) = lm
(@y)—(00)  z2y — xy? 0 (@y)—=00  zy(r—1Yy)
2
~aim CTY L m w—y) =0
(zvy)%(ovo) €r — y (xvy)ﬁ(ovo)
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c) Vypocet limity uzitim rozsifeni predpisu funkce vhodnym
vyrazem

U lomenych funkci, které obsahuji rozdil (soucet) s odmocninami, rozsSifujeme vhodnym vyra-
zem.

3(2%+y?)

Priklad 4.22 Vypocté li
fikla ypoc eme |m00)\/m >

Reseni

lim 3(2° +y7) — (9) —
(,)—(0,0) a:2+y2—|—4—2 0
(2% +y? (\/:1:2+y +4 +2)
= lim
 @n)=(00) (x/:z:Q—l—y + 4 )(w:p?%—y +4 ~|—2>
(2% + y? (\/x2+y +4 +2)

= lim

(z,y)—(0,0) 24+y?+4—4
(22 + o2 (x/x2+y +4 +2)
= lim 5
(z,y)—(0,0) x? + 92
—  lim 3<\/x2+y2+4+2>:3-4:12
(z,y)—(0,0)

Priklad 4.23 Vypoltéme  lim  Zoutd
(zy)—(00) ™Y

Reseni

i 2 — oy +4 _ <9> im (2—\/xy+ )(2+\/xy-|—4) _

(2.9)—(0,0) zy 0/  (@y-00 xy (2—1—\/1:3/—1- )
~ iim 4—xy—4

lim
@a)=00) vy (2+ Iy +4) @) (00) 2—|—\/:cy+ 2+\/0+

|
RS-
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vr v x . 224 (y—1)2+1-1
Priklad 4.24 Vypoctéme |im
P (@y)—0,1) T

Reseni

lim 5 —
(z,y)—(0,1) 22+ (y—1) 0

<\/x2+(y—1)2+1—1> <\/x2+(y—1)2+1—|—1)

(22 + (y — 1)%) (\/x2+(y— 1)2+1+1>
—  im Pily-1) 1o
(@3)=01) (:102 +(y — 1) <\/a:2 +y-1)7+1+ 1)

\/x2+(y—1)2+1—1:(0)

= lim
(z,9)—(0,1)

EIEOY (2 1 (y - 17?) (\/ (- P14 1)
. 1 1 1
= lim Z

(z,y)—(0,1) \/x2 4y — 1>2 141 1+1 2

[ |
Priklad 4.25 Vypocté l —ory
Fikla ypoltéme (x7y)brr}070) . e
Reseni
im 6y B <O> — im 6y (5 + /25 — :By) B
(z,y)—(0,0) 5 — /25 — xy 0 (@.9)=0.0) (5 — /25 — zy) (5 + /25 — 2y)
i 6y (5 + /25 — :Uy) i 6y (5 + /25 — :Uy)
(2,9)—(0,0) 25 — 25+ axy (2,9)—(0,0) Ty
— lim 6<5+\/25—xy> —6(5+5) = 60
(z,y)—(0,0)
[ |

g2 g2
Priklad 4.26 Vypoctéme lim V1oV
(zy)—=(00)  THY

Reseni
2 \i-22—2 (0
lim x “_(2)=
(z,5)—(0,0) x? + y? 0
(2—\/4—$2—y2> (2—{—\/4—.:52—3/2)
= lim

(z,y)—(0,0) (1;2 + yZ) (2 + \/4 — T2 — y2>
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4 — 4 2 2
_ lim +x°+y _

(@) =0.0) (72 4 42) (2 4+ 4 — g2 — y2>

2 2
T
= lim Y =

@9)=(00) (12 4 42 (2 NI/ p— )

1
= lim

(@1)=(00) 2 + /4 —:c2—y 2+2 "1

[ |
Priklad 4.27 Vypoctéme lim  —Z=2eu__
P (2y)—(4,2) 52(Va—v)’
Reseni
I ?—2xy (9) im (z —2y) (VT + v2y) _
(@y)~(42) 5z (VT — /2y) 0 (z4)~42) 57 (VT — v/2y) (VT + v2Y)
o @ (Verv) o VEEVEY 242 4
(z,)—(4,2) 5(z —2y) (z,y)—(4,2) 5 5 5
[ |

d) Vypocet limit uzitim polarnich soufadnic

Ptivypoctu limit nékdy pomze prechod k polarnim souradnicim, kde pél volime v bodé, v némz
pocitame limitu. PFi pouZiti polarnich souradnic se k limitnimu bodu blizime po polopfimkach,
které maji pocatecni bod v limitnim bodé.

Pfipominame: Je-li limitni bod [z, yo] = [0, 0], pak x = pcos ¢, y = psin .

Je-li [z, yo] # [0, 0], pak x = xg + pcos p, y = yo + osinp. 0> 0, ¢ € (0,27)

Jestlize vypoctena hodnota zavisi na Uhlu polopfimek (tj. na ¢), pak limita neexistuje.

Priklad 4.28 Vypoctéme lim 2ty
P (2,9)—(0,0) Y

Reseni

e ty) (9) i 2C0s wosing (0cosp + osing)
(@)—(00) 22+ y? 0 0—0 (0cos ) + (osing)®
_im 03 cos @ sin  (cos ¢ + sin @)

00 0 (cos? ¢ + sin )

= lim g cos psinp (cosy + sinyp) =0
0—0
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2,2

Priklad 4.29 Vypoctéme lim Y.
P (w,y)—(0,0) &V

Reseni
im w?y? [0\ im 0% cos® po*sin®p im o'cos® psin*p
()00 22+ 32 \0)  o=0 g>cos? o + p?sin*p 0 2 (cos? p +sin®p)

= lim o cos® psin® p = 0
0—0

2 2
Pfiklad 4.30 Vypoctéme lim L=L.
P (2.)(0,0) =V

Reseni

2 _ .2 0 2 2 2 cin2 2 C052 —sin2
im LY y_():“mgcosgo Qsmgo_“mg( L 90)

(@y)—00) 22 + 32 \0 =0 2 cos? + p?sin* =0 g2 (cos? p + sin? ) -
cos 2
= lim L. cos2yp
0—0

v ’ . ’ v 7 . 4 7’ . 27 2 . .
Méni-li se thel ¢, pak se méni i vypoctena hodnota cos 2¢, proto  lim = Zg neexistuje.

(2,5)—(0,0) ©F

|
3 3
Pfiklad 4.31 Vypoctéme lim L1V
P ()—(0,0) T+’
Reseni
lim “ry (0 lim o’cos’ o+ o’sin’p im 0 (cos® p +sin®p)
@9)=(0.0) 7% + 3 0/ e=00%cos?p+ g?sinp  0=0 g* (cos® ¢ + sin® )
= lim o (cos® p + sin® p) =0
0—0
[ |

Priklad 4.32 Vypoctéme lim  “@+2)
(zy)—=(0,0) *7Y

Reseni

i e (x+2y) (0 i 0% cos? p (0cos p + 2psin p)
(@y)—»00 z2—y2>  \0/) o=0 02 cos? p — g%sin®
_ lim 0® cos? p (cosp + 2sinp) lim 0cos? p (cos p + 2sin )

0—0 0% cos 2p 0—0 cos 2¢p

=0
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Priklad 4.33 Vypoctéme lim

(z+y—1)°

(2,y)—(1,0) /22 +y2—2c+1

Reseni

i (c+y—1° (9) _

(@) =(10) /22 + 92 — 22 + 1 ~\0

= lim

(14 ocosp + psing — 1)

0 \/(1 +0cos )’ + (osing)® —2(1+ gcos ) + 1
[0 (cos p + sin )]?

= lim

020 /14 20pcos ¢ + g% cos? p + p2sin p — 2 — 2pcosp + 1 -

2 (cos ¢ + sin ©)?
_ lim 0" (cosp + sin )

=0 \/1+Q2 (cos?p +sin® ) —2+1

2 ; 2
— im 2 (cos p + sinp)
0—0 0

Poznamka.

0 (cos ¢ + sin p)?

= lim =

0—0 \/?

= lim g (cos ¢ + sinp)” =0
0—0

Bod [x¢, yo] = [1,0], protox = 1+ pcospay = psinp.

0cosp + psing

Priklad 4.34 Vypoitéme  lim v
P (2,)—(00,00) & ~TYFY?
Reseni
lim x——i-y = (E) = lim
(2.y)—(00,00) T2 — Y + Y? 00

— Iim 0 (cos ¢ + sin )

000 02 (cos? ¢ — cos psin ¢ + sin® p)
' cosp +siny _ 0

1—1sin2p

=0

Poznamka.

pe(a,pf)c(0,%)
Oznaceni

Priklad 4.35 Vypoctéme lim

(@,y)—(00,00)
Reseni

lim  [(2®+¢?) e 2] = (00 0) =

(2,y)—(00,00)

0% (cos®p +sin”p) 0’
= lim : = lim
0300 e20(cos p+sin p)
. 20
= lim . - =
000 e20(cosptsin@) 2 (cos  + sin )

000 2 c0s2 ¢ — pcos Yo sin p + o2 sin?

1 cos sin
lim — - lim w =
0= 0 o= 1 — Ssin2p

[(x2 + y2) e—2(r+y)}_

l =
() (o0,00) 2@

Jzz—l—yz <oo>

(OO> I'H
o—o0 e2o(cosptsing) - 00 o

OO\ I'H . 1 1
= <—> = lim : s=|—|=0
o 000 g2e(cosptsin @) (cos  + sin ) 00

58
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Poznamka.

pe(ap)c(0,3)

cosp +sinp >0

UZili jsme I’'Hospitalovo pravidlo - derivovali jsme Citatele i jmenovatele podle p.

. . IH Cow o . .
Oznaceni = znamena, Ze jsme v tomto kroku vypoctu uzili 'Hospitalovo pravidlo.

[

Priklad 4.36 Vypoctéme  lim  —%—

P (2.)(00,00) €
Reseni

2 2 2

lim —l; = lim —QQ c205 SD =
(z,y)—(00,00) X" TY o—00 @@~ Cos” ptesing
_ <oo> - 20cos? B (oo> '
~ \oo/ oo et otesing (2pcos2 p +sing)  \oo/
~ im 2. cos? o _ [2cos®p 0
oo e0? cos? ppsin ¢ (29 cos2 © + sin ()0)2 + eo*cos? p+osin w9 cog2 ) o + o0 o
Pozndmka.
p € (a,8) C (0,5)
Uzili jsme I'Hospitalovo pravidlo - derivovali jsme Citatele i jmenovatele podle p.
[

e) Vypocet limit uzitim zakladnich limit
Pfipominame:

sin t

im S9@Y) g BIWY g ey —e
(@y)—(z0.90) g (T, Y) (@y)—(zoy0) g (2,Y) (2,9)—(o,y0)

pokud

lim  g(z,y)=0

(@,y)=(20,y0)

in(222-4
Piiklad 4.37 Vypoctéme fim (2 ~%)
(zy)—(1,4) 7Y

Reseni

sin (202 — ) (g) i Sin (227 — )

lim _ im -
(xy)—»14) 42—y (2)—>(14) 2 (222 — )
1 sin (222 — ¢ 1 1
= lim —=- |im M:—-lz—
(xy)—(1,4) 2 (zy)—01,4) 222 —1Y 9 5

2
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.Z‘2
Priklad 4.38 Vypoctéme lim te (2 y).
(z.y)=(50) Y

Reseni
tg (222 0 tg (22%y) - 222
lim —g(:cy):(_): lim —g(xy) T
(z,y)—(5,0) Yy 0 (z,y)—(5,0) 21’2:{/
tg (222
~im BOTY o 91952 — 5

()50 222y  (z)—(50)

f 1’3 3
Priklad 4.39 Vypoitéme lim oom(*v')
(zy)—(0,0) TtV

Reseni
- 5sin (2 +y°) (O> _ im 5sin (2% 4+ 4°) - (2* —ay +9°)
(@y)—(00  T+Y 0)  G@y-00 (r+y)@®—zy+y?)
_ sin (2% + °) . 5 2
= lim ———272. lim bH(z°—xy+ =1-5-0=0
(zy)—=(00) a3+ y3 (z,y)—(0,0) ( vy )

U
Priklad 4.40 Vypoctéme lim M
(zy)—=(22) 7Y

Reseni
. tg (334 - y4) 0 . tg (x4 _ y4) . (:1:2 + y2)
lim ——— 27 _—|(=1|= lim _
(wy)>22) 12—y 0) @u—-22 (22—y?) (22 +y?2)

. tg (554 - y4) . 2 2 2 2
= lim =27, |im (22+*)=1-(22+2%) =8
(@y) =22 =yt (@y)—(22) ( v) ( )

v - . 1—cos (a:2+y2)
Priklad 4.41 Vypoctéme (x7yl)l—rr](0,0) e

Reseni

fm LS ) (9) o [—cos (@ + )] [1 + cos (a? 4 4?)

@)= 00) (22 + y2)* 22y? 0/  @u=00 (22412 2%y [1 + cos (¢? + )]
im sin? (22 + y?)

@)~ 00) (22 + y?)% 2242 1 + cos (a? + )]

, sin? (22 + 3?) _ 1 , 1
= lim = 22, im 22
@) =00 (224 42)°  (@y)-00) 22Y?  (@y)—=00) 1 + cos (22 + y?)
1
—12. 0 -= =
o0 5 +00

60
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2
Priklad 4.42 Vypoctéme lim BV3@-2) v

(2,y)—(2,0) 231/3(z—2)>—y?

Redeni
tg\/3(x—2)2—y2 0 1 tg\/3(x—2)2—y2
lim = (6) = im —- lim =
(z,y)—(2,0) 3 \/3 (.CE _ 2)2 _ y2 (z,y)—=(2,0) T°  (x,y)—(2,0) \/3 (.CE . 2)2 N y2
1 1
-~ 1=z
23 8
|
Priklad 4.43 Vypoctéme lim ()
. yp (a;’y)_>(070) (x2+y2)2
Reseni
i 1 —cos(z* +y?) (0) — i [1 —cos (2% 4+ y?)] [1 + cos (z* + y*)]
(@y)—=00 (22 +y2)’ 0 (@9)—=00) (22 4+ y2)*[1 + cos (22 + y?)]
i 1 — cos? (2% + 4?)
(2.9)=(00) (22 4 y2)*[1 4 cos (22 + 32)]
£ 2 2 2
1 1 1 1
@n)=00 (22 +12)° (@00 1+ cos (22 +?) 1+1 22
[ |
Pfiklad 4.44 Vypoctéme lim L.
(z.y)—(0,0) %Y
Reseni
lim 1
, 6y 0 . 1 (z4)—~(0,0) 1
(ocyl)l—>m(oo) tgzy \0) (xyl)l—>m(00) ry T im L. jm € 1.1 0
o T )= 008 @y—00) S
[ |
Pfiklad 4.45 Vypoctéme |im (1 —|—xy)$.
(z,y)—(0,0)
Redeni
1
lim 1+ay)= = (1) =¢,ponévadz |lim 2x2y=0
(z,y)—(0,0) ( 2 =) (z,y)—(0,0) Y
[ |
Pfiklad 4.46 Vypoctéme |im (1+x— y)w%v
(z,y)—(3,3)
Reseni
im (l4+z—y)ey=01%)= I (Ata—y)ii|
Im T —y)ry = = im x—y)ev| =
(z,y)—(3,3) Y (z,y)—(3,3) Y

5

1

= lim l4+ax—y)ev| =¢€°
(z,y)—(3,3) ( v) }
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f) Vypoéet limit  |lim  [f(x, y)}.a(:v;y)

(@,y)—(z0,y0)
K vypoctu limit pouZijeme definici logaritmu, vétu pro pocitani s logaritmy a vétu o limité slo-
Zené funkce.
Definice logaritmu:
[f(z, y)]g(x,y) — [f ()]
Véta pro pocitani s logaritmy:

In[f(z, )" = g(x,y) In f(2,y)

Véta o limité sloZzené funkce:

lim eh(x,y) — e(””’y)—li’Twano)h(x’y)
(@,y)—(x0,y0)
Budeme tedy postupovat podle nasledujiciho schématu:
lim  [f(z,y)]""Y = lim @@ _ lim 9@y f(zy) _
(z,y)—(z0,y0) (z,y)—=(x0,y0) (z,y)—(z0,y0)

_ e(xﬂy)_li)raoﬁyo)(g(rvy)ln f(z.y))

Poznamka.

Symboly @ a [=] znamenaji pferuseni vypoctu a nasledné navazani vysledku ziskaného po-
mocnym vypoctem.

Symbol ™ Jnamena pouZiti 'Hospitalova pravidla.

PFiklad 4.47 Vypoctéme lim (a2 +y2)" V.
(z,9)—(0,0)
Reseni
242
lim (2 +y2)x2y2 = (0 = lim (@) im i (et?)
(z,y)—(0,0) (z,y)—(0,0) (z,y)—(0,0)
= e(m,y)lln(o,o)[ﬁy%n (x2+y2)]® =1

lim 22y?In (2 + y?)] = (0- 00) =

(z,y)—(0,0) [ Y ( Y >] ( )

= lim ¢” cos® po” sin® ¢ In (0” cos® p + ¢° sin® ) =
0—0

= lim ¢* cos® psin* pIn o* = lim cos® psin® ¢ - lim ¢* In o*[=] cos® psin® - 0 = 0
0—0 0—0 0—0

1
In ¢? 00\ I'H 220 o* 0
I. 4| 2 = . = I - <_> - I e — I = =
lim ¢*In 0" = (0- 00) = lim T\ T T e T ’



63 DIFERENCIALNI POCET (2)

Pfiklad 4.48 Vypoctéme lim (1 + 2%y?)= 2+y
(z,y)—(0,0)
Reseni
In (1+:p2y2)}
lim 1+ 22 T — 1°) = €[<z (0,0) THV7 e —1
oMo (1 H70)° (1%) = ®

1
lim —  In(1+2%%) | =(0-0) =
(,4)—(0,0) [ﬂ + 12 ( Y )} ( )

02 cos? p + p2sin?

1 In (1 + ¢* cos? ¢ sin? 0
*Ilm—ln(1+g cos” psin ) = lim (L+e Ld (’0)_( )
0 0?

1
lim [ In (14 o° cos” pg” sin” gp)} =
0—0

0—0 02
408

—_— 2
— lim Lfetcesesinie i 20 —0
00 20 0=0 1+ g*cos? psin?
[ |
Priklad 4.49 Vypoctéme lim (1 +x —y)2Gv—?),
(,y)—(4,4)
Reseni
X
. L, lim In(14+z—y)2v(z-vy)
lim (142 —y)20vv") = (1) = eEv =D _
(z,y)—(4,4)
1
lim ZIn(1+x— (x*y)}
— e(z,y>a<4,4)[2y (+e=y) _
| | In(1 )$ 4 | a )#
im =. im n(l+z—y)=-v 5—-In im +x—y)r—Y
= el@y)—=(44) 2Y (z,y)—(4,4) Y _ 62»4 (2.9) > (4,4) Y _ 6% e _
1 1
— e2 1 = e2 = \/E
[ |

Priklad 4.50 Vypoctéme  lim (1 + )“y

(z,y)—(00,5)
Reseni

7 . IL . = 2x
i (1 ) ) et POl ()
)

($7y)—>(0075 21‘

im  petosn im o (144)T |
— ey (00,5 2TV @y Sien) V2 pgine — o3l o

N

- Ve
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1
Pfiklad 4.51 Vypoctéme lim (1 + 3z?y?)=*+2,
(z,y)—(0,0)
Re3eni

1
_ 1 lim In (1+3x2y2) 2242
lim (1 4+ 32%?) 72 = (1) = e=v)=00) _
(x,y)—>(070)( Y ) (%)

2 2,2 1
lim 3z y In 1+3CE2y2 3‘75292 3x“y A 143 2 o 33621/2
em¥= 0 0)[ o ) — el 0.0 0 " (@) o, >< +32%y7)

@e()lne: Q010 g
3z%y? 0 30* cos? v sin?

®

= lim 3p* cos® psin® p = 0

(o) (0,0) T2 + y? 0 =0 0% (cos? p +sin* ) =0
[ |
Pfiklad 4.52 Vypoctéme lim VIVl
(zy)=(00) Y
Reseni
im VU (0) i (vVer+i-1) (Ve i)
(xy)=(00) 2%+ y? 0/ @u=00 (724 42) (G%TI_+Q
— im 22 +1-1
(z,5)—(0,0 $2 + y ( /ZL'Qy + 1+ ]_)
—  lim %éia lim Y
(z.y)=(0,0) T + Y= (2,9)—=(0,0) \/mQy2 +14+1 2
2,2
" I)lm(0 0 ;CTy = 0 (viz vloZzeny vypocet v prikladé 4.50)
z y?
|

12
Priklad 4.53 Vypoctéme lim ety

(2,y)—(00,00)
Reseni

2

2?2 lim —-—
lim ei2ty — el@y)—(o0,00) ¥5HY @el — .
(z,y)—(00,00)

i @ (oo> i 0 cos? ~ im 0? cos? ¢ B
(2,y)—(00,00) T2 + y 00/ o0 02€0s2 @+ psing oo 0 (0cOS2 @ +singp)
cos? cos
= lim — 2222 (Z) X jim P m1=1
0—+00 0 COS* Y + SIN 00 000 COS“ (v 00
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Priklad 4.54 Vypoctéme I|im ———=
P (zy)—(0,0) TV’

Reseni

(33 (03 3\ (03 3
i sin (z +y):(9): lim sin(2° +3°) - (2° +9°) _
(z,y)—(0,0)

@00 a2yt D @) @ 1 )
L3, 3
—  lim sin (= +¢°) lim 3+ 98 O1-0-0
@y)—=00)  3+y3  (@y—(00) 22 4 y?
25 44

——~2_ = (0 (viz. priklad 4.31
(@y)— (oo> x? 4+ y? (viz. p )

. vy . (x2+3y2) sin (x2+y2>
Ptiklad 4.55 Vypoctéme (m,yI)ILn(O,O) s N B Py

Reseni

i (22 + 3y?) sin (22 + 4?) (9) _im (22 + 3y?) sin (22 + y?)
(2,9)—(0,0)

(20)=>(00) 2% +xy? + 2%y +y° 0 z(@+2) +y@+y?)
i (2% + 3y?) sin (2% +y°) _ i SN (v +9*) i 2’ +3y* _
@y)—00  (v2 +y?) (7 +y) @y)—=00 22 +y*  (@y-00 T+yY
- 0% cos® p + 3¢?sin® ¢ _ im 0° (cos? o + 3sin? ) _
=0  pCcosp+ psiny =0 p(cosy + sinyp)
cos? ¢ + 3sin
_ i 2(c05°¢ 2 _

0—0 cos p +siny
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Existenci dvojné limity mizeme vysetfit bud pomoci dvojnasobnych limit nebo
uzitim rtznych limitnich cest.

Jsou-li dvojnasobné limity rlizné, pak dvojna limita neexistuje. Existence dvoj-
nasobnych limit, které jsou navic sobé rovné, jesté nezarucuje existenci dvojné
limity.

Najdeme-li jen 2 rGzné limitni cesty, které pti vypoctu limity ddvaji rizny vysle-
dek, pak limita neexistuje.

Je-li funkce spojita v limitnim bodé, pak staci dosadit jeho soufadnice do pred-
pisu funkce, protoze limita je rovna funkéni hodnote.

Pti vypoctu limit, pokud neni funkce spojita, uzivdme riznych Uprav predpisu
funkce: vytykani, rozklad, rozsifovani apod. Limity pocitdme také uzitim vzorc(
nebo zavedenim poldrnich souradnic.

1.  Vypoctéte limity funkci.

2
lim o=y
() —(0,0) VE~VY

: —zy+3
lim _ z—wy+3
(ay)—(0,1) T2y HoTY—Y?

lim zy+y—2x—2
(@y)—(-12) =T

lim sin (wamy)
(@y)—=@33) Y

lim  10-vI00—zy
(z,y)—(0,0) i
1
[36]
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Kapitola 5

Spojitost funkce

Po prostudovani kapitoly budete umét:

e rozhodnout, zda je funkce spojit3;
e urcit obor spojitosti, pfipadné mnozinu bod{ nespojitosti a naértnout je.

Klicova slova:

Obor spojitosti, elementarni funkce.
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Pfipominame: Funkce f (x,y) je spojita v bodé [z, yo] € D(f), plati-li
lim f (xvy) = f ($07y0)'

(@)= (z0,y0)

Elementarni funkce jsou spojité ve vSech bodech, ve kterych jsou definované.
Elementarni funkce ma pro vSechny své body jednotny predpis.

Pfiklad 5.1 Zjistéme, zda je funkce f (z,y) = \/x2 + y? + 1 spojitd v bodé [0, 0].
Reseni

Dané funkce je sloZena ze spojitych funkci, jeji D(f) = R2.

Bod [0,0] € D(f)a lim /a2+y2+1=1= f(0,0).

(z,y)—(z0,y0)
Funkce f (z,y) = /22 + y? + 1 je spojita v bodé [0, 0]; je spojita dokonce v kazdém bodé
[z,y] € R?, je tedy spojita na svém D(f) = R

[ |
5D—1x — ror#3a —1
Pfiklad 5.2 UkaZme, Ze funkce f(x,y) = vP #3ay 7 neni'v bodé
10 prox =3,y =—1
A = [3,—1] spojitd. Zmérime hodnotu funkce f v bodé A tak, aby byla v bodé A spojitd.
Reseni
Vypoclteme lim x,Y) = lim S5—r—y)=5—-3—(—1)=3.
yp L (2,9) ™ ( y) (=1)
Funkéni hodnota f (3, —1) = 10.
Protoze ( )IirP : (5—z—y)=3%#10= f(3,—1), nenifunkce f v bodé A spojita.
z,y)—(3,—1
Pokud v zadani polozime f (A) = f (3, —1) = 3, pak je funkce f spojitd v bodé A.
[ |

5
3cos 71> pro [z,y] # [0,0]

Pfiklad 5.3 UkaZme, Ze funkce f (z,y) = neni v pocdtku

20 pro [z, y] = [0,0]
soustavy souradnic spojitd.
Reseni
D(f) = R? bod [0,0] € R”.
Limita lim 3cos ——>— neexistuje, ponévad? lim —°— =
(2.4)—(0.0) vy 1P (2)—(0,0) TV

Funkce f nemd v bodé [0, 0] limitu, proto neni v tomto bodé spojita.

Pfiklad 5.4 Najdéme obor spojitosti funkce f (x,y) = cos 2zy.
Reseni
Funkce je sloZzena ze spojitych funkci, je tedy spojita.

Urgime jeji D (f) = R2.
Funkce je spojita v kazdém bodé [z, y] € R
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Priklad 5.5 Najdéme a nacrtnéme obor spojitosti funkce f (x,7) = <.

zy
Reseni
Funkce je podilem spojitych funkci, je elementarni.
Uréime D (f) : xy # 0 = = # O nebo y # 0.
y y
i
----------- E—---------'x X
Obr. 5.1 Obor spojitosti funkce Obr. 5.2 Mnozina bod( nespojitosti funkce
Ty Ty
fley) =<, fley) =<
Zdroj: Vlastni zpracovani Zdroj: Vlastni zpracovani

Obor spojitosti je rovina R? bez soufadnicovych os. MnoZinu bod{ nespoijitosti tvofi véechny
body souradnicovych os.
[ |

Pfiklad 5.6 Najdéme a nacrtnéme obor spojitosti funkce f (z,y) = (x_gzjr:()’ﬁ;;_%.

Reseni

Funkce je podilem spojitych funkci, je elementarni.

Urcime jeji D (f), ktery bude jejim oborem spojitosti.

D(f): (o =2+ (y+2) #25

Rovnice (x — 2)” + (y + 2)° = 52 je rovnice kruZnice se stfedem S = [2, —2] a polomérem
r =>o.

/ 2 X
1 \
LD .S )
\ ]
\ 1
e //
Obr. 5.3 Obor spojitosti funkce Obr. 5.4 MnoZina bodU nespojitosti funkce
. . 22 —3zy+5 _ 22 —3zy+5
f(xy) = (@—2)"+(y+2)°—25 f(a,y) = @221 (y+2)°—25
Zdroj: Vlastni zpracovani Zdroj: Vlastni zpracovani

Oborem spojitosti je rovina R? kromé& v3ech bod kruznice o rovnici (z — 2)2 + (y + 2)2 = 25.
Body nespojitosti jsou vSechny body kruznice o rovnici (z — 2)2 + (y + 2)2 = 25.
[ |
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0 proy =10
Pfiklad 5.7 Najdéme a nacrtnéme obor spojitosti funkce f (z,y) = Y .
x sin i proy # 0

Reseni

Funkce neni elementarni, funkéni predpis naznacuje, Zze body nespojitosti by mohly byt body

osyz (y=0).
Defini¢ni obor funkce je mnoZina R2.
Vypocéteme limitu

1
lim x,y)= lim xsin—.
(=,y)—(0,0) / ( y) (2,y)—(0,0) Y

Tato limita neexistuje, protoze neexistuje lim sin i
y—0

Existuje pouze pro o = 0, potomje lim xsint = 0, protoZe sin % je omezena funkce,
(2,y)—(0,0) Y Y
pIa‘n"sinl <lproy#0a lim x=0.
Y (z,9)—+(0,0)
A protoze ( I)lm( )xsiné = 0 = f(0,0), je funkce v bodé [0, 0] spojita, kdezto ve vSech
z,y)—(0,0

ostatnich bodech osy x spojita neni.

y y
A A
|
1
|
1
1
|
:
|
----------- ®--<----% x O > X
|
]
|
1
1
|
1
1
:
Obr. 5.5 Obor spojitosti funkce Obr. 5.6 MnoZina bod( nespojitosti funkce
0 proy =0 0 proy =0
f(@,y) = . f(z,y) = )
zsin & proy # 0 zsin proy # 0
Zdroj: Vlastni zpracovani Zdroj: Vlastni zpracovani

Obor spojitosti je mnozina 22 mimo body soufadnicovych os kromé poé&atku. Body nespojitosti

jsou vSechny body osy = a osy y s vyjimkou pocatku soufadnic.
[
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Pfiklad 5.8 Najdéme a nacrtnéme obor spojitosti funkce f (x,y) = In (z + y).
Reseni
Dana funkce je elementarni; je slozend ze spojitych funkci, je tedy spojita.

Obor spojitosti je totozny s jejim definicnim oborem.
Uréime D (f) iz 4+y>0=y> —x

Obr. 5.7 Obor spojitosti funkce f (z,y) = In (x + y)
Zdroj: Vlastni zpracovani

Oborem spojitosti je polorovina vytata pfimkou y = —x, bez bodU hrani¢ni pfimky.

Pfiklad 5.9 Najdéme a nacrtnéme obor spojitosti funkce [ (x,y) = /9 — 22 — y%.
Reseni
Funkce je elementarni; je slozena ze spojitych funkci, je tedy spojita.

Uréime D (f); obor spojitosti je totozny s D (f).
D(f):9—2?—¢y*>0=22+¢y2<0.

O
N

Obr. 5.8 Obor spojitosti funkce f (x,y) = /9 — 22 — y?

Zdroj: Vlastni zpracovani

Oborem spojitosti je kruh s hraniéni kruZnici o rovnici 22 4 y? = 9.
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Pfiklad 5.10 Najdéme a nacrtnéme obor spojitosti funkce f (x,y) = arccos %
Reseni

Funkce je elementarni; je slozena ze spojitych funkci, je tedy spojita.
Uréime D (f); obor spojitosti je totozny s D (f).

Y
D(f):—lg;ﬁl/\x;&O
—2® <y <
y
A
X
Obr. 5.9 Obor spojitosti funkce f (x,y) = arccos %
Zdroj: Vlastni zpracovani

Oborem spojitosti jsou body leZici vné nebo na parabolach y = —2% a y = 22, kromé bodu

[0,0].
|

Pfiklad 5.11 Najdéme a nacrtnéme obor spojitosti funkce f (x,y) = sin 1

cosx’

Reseni
Funkce In y je spojitd v kazdém bodé [z, y] € R?, v némiy > 0.
Funkce cos z je spojitd v kazdém bodé [z, y] € R% Hodnoty nula nabyvi tato funkce ve viech
bodech [z,y] € R? vnichiz = (2k+1) %,k € Z.
| . cey s v 2 vv . T
Funkce - je spojitd ve vSech bodech [z,y] € R?, pronéijex # (2k+1) %,k € Z,y > 0.
Funkce sin u je spojita v kazdém bodé u.
Podle véty o spojitosti sloZzené funkce je dana funkce f spojita.
Stanovime obor spojitosti, ktery je totozny s defini¢nim oborem.
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Yy y
O AN A
| | 1 | | |
1 | | | 1 l
| | 1 | | |
{ | | 1 I |
| | 1 | | |
1 | | | I |
| | I | | 1
I | | 1 ] 1
Lyl I vo VWL AL AL >
_5n 3n n| =m 3n sr T X An 3 o g O3 S x
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
Obr. 5.10 Obor spojitosti funkce Obr. 5.11 MnozZina bodl nespojitosti funkce
o |
f (x,y) =sin cgsya: f (l‘, y) =sin ccr;s%c
Zdroj: Vlastni zpracovani Zdroj: Vlastni zpracovani

Obor spojitosti tvofi vSéechny body horni poloroviny (z, y) s hrani¢ni ptimkou y = 0, které nelezi
na zadné z pfimek o rovniciz = (2k + 1) 5,k € Zay = 0.

MnoZina bodU nespojitosti je tvofena vSemi body dolni poloroviny véetné hrani¢ni pfimky y = 0
a v€etné viech bod( pfimek o rovnici z = (2k +1) 7,k € Z.

[ |
v 7 . v v v .o . o 1
Pfiklad 5.12 Najdéme a nacrtnéme obor spojitosti funkce f (z,y) = Snasny
Reseni
Je to elementarni a spojita funkce; uréime defini¢ni obor.
D (f) :sinzsiny #0
sint #0=>a2#0+kn,keZ
siny #0=y #0+km,k€Z
y y
I I I I “
L e 2m
I I ! I I
1 1 : 1 1
EEIRES NS SO s
1 I T 1 i
I I ! I I
I I ! I I
1 1 ! 1 1
—mHd----lm-—-k-—-H----F®» X > X
:—Zn:—ﬂr 10 ! :2m -2 |- |0 w [2m
E S b S I el
I I ! I I
I I : I I
i i 1201 | i 2m
inbuie B s S R I
' ' : ! !
Obr. 5.12 Obor spojitosti funkce Obr. 5.13 MnozZina bod( nespojitosti funkce
f(:v,y) = sin a:lsiny f (:c,y) = Sin zlsiny
Zdroj: Vlastni zpracovani Zdroj: Vlastni zpracovani

Oborem spojitosti je rovina R? s vyjimkou viech bod(, které leZi na pifimkach o rovnicich x = krx
ay = km, kde k € Z.
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Pfimky x = km, resp. y = km, k € Z jsou rovnobézky s osou y, resp. s osou x.
Mnozinu bod{ nespojitosti tvofi pfimky o rovnicich x = kway = km, kde k € Z.

|
Pfiklad 5.13 Pojednejme o spojitosti funkce f (x,y) = e a rozhodnéme, zda ji Ize na R?
spojité dodefinovat.

Reseni
Funkce je definovana na R? kromé bodd, pro néz je y = 0, tj. kromé bod osy z.
Funkce sinz a y jsou funkce spojité, jejich podil je také funkce spojita a také exponencialni
funkce je spojita vsude.
Podle véty o spojitosti slozené funkce je funkce spojitd na svém D (f) = {[z,y] € R%y # 0}.
Abychom mohli funkci spojité dodefinovat, musela by mit v kazdém bodé [x, 0] limitu.
Vypoclteme
sinx sinx
lim — =+o0a lim — = —ccoprox # km,k€Z
y—0t Yy y—0— Y
Limity jsou nevlastni a rlizné, tedy funkce f nemd v Zzddném bodé osy x limitu, proto ji nelze

spojité dodefinovat na R2.
|

Pfiklad 5.14 Rozhodnéme, zda je funkce f (x,y) = 5”‘% spojitd a zda ji Ize spojité dodefinovat
na R2.

Reseni
Urgime D (f) = {[z,y] € R? y # 0}, coZ je obor spojitosti funkce f. Body nespojitosti jsou

vSechny body osy x.
Zjistime, zda existuje limita pro libovolny bod [z, 0] , zy # 0.

i sinxy . x sinxy . . sin zy
lim = lim = lim x- lim =x0-1=u2x
(xay)%(x()vo) y (:E,y)—)(:l?o,(]) l‘y (m,y)—>(zo,0) ({L’,y)—}(l'o,o) xy
Pro bod [0, 0] je limita
sin sin sin
lim W gim Y i 2o dim W_0.1=0
(z,y)—(0,0) Y (z,y)—(0,0) TY (=,y)—(0,0) (z,y)—(0,0) XY

Funkci |ze spoijité dodefinovat na 122 predpisem

sin® proy #0
flzy) = ! :
x proy =0
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Pfiklad 5.15 Urceme definicni obor funkce f (x,y) = sgn (zy) a body, v nichZ je spojitd.
Reseni

Funkce signum je definovana v celé mnoziné R2.
RozepiSeme podrobné jeji predpis.

1 pro xy > 0, tj. pro vnitini body I. a Ill. kvadrantu
f(z,y) =sgn(zy) =14 0 pro xy = 0, tj. pro body souradnicovych os z a y

—1 proxy < 0, tj. pro vnitfni body Il. a IV. kvadrantu

V okoli vnitfnich bod I. a lll. kvadrantu je funkce f konstantni, nabyva hodnoty 1 a ma v nich
také limitu 1. Ve vSech téchto bodech je funkce f spojita.

Obdobné v okoli vnitfnich bodd IlI. a IV. kvadrantu je funkce f konstantni, nabyvd hodnoty —1
a ma v nich limitu —1. Ve vSech téchto bodech je funkce f spojita.

V redukovaném okoli bodt [z, 0] leZicich na ose = a bodi [0, y] leZicich na ose y, nabyva funkce
f rovnéz konstantni hodnoty, a to vzhledem k I. a lll. kvadrantu hodnoty 1, vzhledem ke Il. a IV.
kvadrantu hodnoty —1 a vzhledem k osdm hodnoty 0. Limita v téchto bodech tedy neexistuje,
proto funkce v nich neni spojita.

Funkce sgn (zy) ma defini¢ni obor R?, ale obor spojitosti je R? s vyjimkou vech bodd soufad-
nicovych os x a y.

Z podrobného zépisu funkce sgn (xy) je zfejmé, Ze funkce neni elementérni a jeji obor spojitosti
se neshoduje s jejim defini¢nim oborem.
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U elementarnich funkci je obor spojitosti shodny s defini¢nim oborem.
Elementarni funkce maji pro vSechny body svého D(f) jednotny funkéni predpis.

1. Najdéte a nacrtnéte obor spojitosti funkci.

f(@y) = o

[obor spojitosti: R?]

f ) = Yt

2y2

——————-——-—-:-——-——-——->*<
1
1
1
1
1
1
1
1
1
y

>

obor: spojitosti:  vSechny
body roviny R?, které nelezi
na souradnicovych osach x
| ay _

InZ

___________\I.\_________.>~<
N

obor spojitosti: vnitfni body
I. a lll. kvadrantu bez bodl le-
| Zicich na pfimcey =
oz pro[z,y] #[0,0]
0 pro [z,y] = [0, 0]

obor spojitosti: B2\ {[0, 0]}; funkce
neni spojitd v bodé [0, 0]

f(z,y) =
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f(ﬂf,y) =

\/ 4—x2—4y?

2

f (x,y) = arcsin 2xy

f(z,y) =

sin® x

DIFERENCIALNI POCET (2)

I
Q7

obor spojitosti: vnitfni

a hraniéni body elipsy
2

|54y st

obor spojitosti: &ast roviny R? ohra-
ni¢end hyperbolami o rovnicich

1 1
_yzéxay:—yv

B e A e

obor spojitosti: vSechny body
roviny R?, které neleii na
| pfimkdachx =k, k € Z
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Kapitola 6

Parcialni derivace

Po prostudovani kapitoly budete umét:

e pocitat parcialni derivace prvniho fadu a urcovat jejich hodnotu;
e pocitat parcialni derivace vyssich fadu a urcovat jejich hodnotu.

Klicova slova:

Parcialni derivace, parcialni derivace prvniho a vyssich radd, smisené parcialni
derivace.
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Parcialni derivace funkce v bodé

Pfiklad 6.1 Vypoctéme obé prvni parcidlni derivace funkce f(x,y) = 2* — 4%y + 8xy* — 5y
a urceme jejich hodnotu v bodech A = [0,1], B =[-1,1], C = [2,0] a D = [—xz, 2z].

Reseni
Podle zndmych vzorc( a pravidel pro derivovani vypocteme nejprve parcidlni derivace v libovol-

ném bodé [z, y|; dosazenim za x a y pak vypocteme hodnotu parcidlnich derivaci v uvedenych
bodech.

8

Ly) = 32 — 8xy + Sy?; fo(x,y) = —4a® + 162y — 5
0,1)=3-0°-8-0-1+8-1*=8
(0,1)=—4-0*+16-0-1—5= -5
=3-(=1)"=8-(-1)-1+8-1>=3+8+8=19
=—4-(-1’+16-(-1)-1-5=—-4—16-5=—25
0)=3-22-8-2-0+8-0*=12
0)=-4-22416-2-0-5=-16—5= —21

x

i

==
[

e R I S TR L
N N N N N Rt N N
Q Sy

<h

Pfiklad 6.2 Urceme obé prvni parcidlini derivace funkce f (x,y) = 22Y°, 2 > 0, v bodé
A=|l,e|, B=le e, C=11,2].

Reseni

Vypocteme f; (z,y) a f, (v, y) a pak postupné dosadime soufadnice danych bodd.

f(z,y) = 2022Y Y, [ (x,y) = 20" Inz - 2y = dyz?’ Inx
FL(A) = f1 (1) = 26211 = 2

fi(A) = fl(1e) =4el In1 =

f1(B) = fi(e,e) = 2% = 2e"

[, (B) = f, (e,e) = 4e- e Ine =4e .1 = 451!

F(C) = f(1,2) =2 2212 =g

f(C)=f1(1,2) =4-2-1¥In1 =0
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Pfiklad 6.3 Urceme hodnoty obou prvnich parcidlnich derivaci funkce f (x,y) = e sinyv bodé
A=1[1,7].

Reseni

Vypocteme f; (z,y) a f, (v, y) a dosadime pak za x a y.

f;(x’y): xSiny; fgl/(xay>:ezcosy
fi(A) = fi(l,m)=¢e'sint=e-0=0
fi(A)=f,(1,m)=¢€'cosT=e-(—1) = —e

Y

Pfiklad 6.4 Urceme f; (A) a f, (A) pro funkci f (z,y) = arctg %, y # 0, je-li A = [0, 1].

Reseni
Vypocteme
1 1 1 y? 1
ryy) = ———— - = = D= = ,x 0, 0
y
1 —x 1 —z y? —x
/ _ T . - : 0, 0
fy(%y) 1+<£>2 Y2 1+2 g2 Y2+ a2 y? $2+ 2 r#0,y#
y
/ ! 1
gl _ 0 _
=501 0% 4 12
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Vypocet parcialnich derivaci prvniho radu

V nasledujicich prikladech nebudeme vidy dlisledné konkrétné uréovat D (f), pfipadné D (f!)
a D (f}), ponévads to jiz umime.

Parcidlni derivace funkci budou tedy pocitany pro [z,y] € D (f) a derivace f; a f, budou
uréeny pro hodnoty [z, y] € D (f.)a [z,y] € D (f}).

Pfiklad 6.5 Vypoctéme parcidlni derivace funkce f (x,y) = if—iyl, x # +1.
Reseni

Pokud derivujeme podle z, je y konstantni soucinitel, ktery se derivovanim zachovava (neméni).

fila,y) = 150% (2* —1) — 52 - 2¢ 152! —152% — 102* 5ot —152®
ba? (a* —3)y
/
Z, -~ @@ <
e (,y) @ 1)

Pokud derivujeme podle y, pak je konstantnim soucinitelem vyraz ;’2—{3’1

53 53
/
pr— . 1 pr—

fy(x7y) .T2_1 1;2_1
[ |

Pfiklad 6.6 Vypoctéme obé prvni parcidini derivace funkce f (x,y) = x sin (x + 2y).

Reseni

UZitim vzorcu a pravidla pro derivaci soucinu dostavame:

fi(x,y) = sin (x + 2y) + z cos (z + 2y)

fy (x,y) = 2x cos (v + 2y)
[ |

Pfiklad 6.7 Vypoctéme obé prvni parcidlni derivace funkce f (z,y) = sin % cos, x # 0,y # 0.

Reseni

Opét podle vzorc(l a pravidel pro derivovani soucinu a sloZzené funkce obdrzime:
z 1 €T _

fr (2,y) ZCOS—-—-cosy+sin— . (—sing> . ( y) —
vy
Y

Y Yy A Y T
T —x T 1
fy (x,y) = cos — - <—2> -cosg+sin—-<—siny>~—:
T Y /) x
T T 1
:——cos—cosg——singsing
y? Yy r Y T
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Pfiklad 6.8 Vypoctéme obé prvni parcidini derivace funkce f (z,y) = In (x + ;%), y # 0.

Reseni

Podle vzorcu a pravidel pro derivovani obdrzime:

1 y?
/ x’ = . 1 =
fe (2,9) x—l—;% xy? +4
1 8 y? -8 -8
T+ Y Yy +4 oy xy° + 4y
[
Pfiklad 6.9 Vypoctéme parcidlni derivace funkce f (z,y) = w sin x2.
Reseni
Podle vzorcu a pravidel pro derivovani je
fi(x,y) =1-sing? + x-cosx? - 22 = sinx? + 227 cos 22
fy(z,y) =0
[
Pfiklad 6.10 Vypoctéme parcidini derivace funkce f (x,y) = y*, y > 0.
Reseni
Podle vzorcu a pravidel pro derivovani je
folz.y) =y Inz
fo (2, y) = ay™!
[

Pfiklad 6.11 Vypoctéme parcidini derivace funkce f (x,y) = tg (22 + 2xy).
Reseni

Podle vzorcu a pravidel pro derivovani je

1 2(x+y)
! — (2 + ) =
Jo (@, y) cos? (22 + 2zy) (22 +2y) cos? (z2 + 2zy)
1 2z
/
— . 2 —
Ty (@) cos? (z2 + 2zy) T cos? (22 + 2zy)
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Pfiklad 6.12 Vypoctéme parcidlini derivace funkce f (x,y) = arcsin %2 y # 0.

Reseni

Podle vzorcu a pravidel pro derivovani je

[ |
z2
Pfiklad 6.13 Vypoctéme parcidini derivace funkce f (z,y) = <5, x # 0.
Reseni
Upravime funkci f (z,y) = e . 72 a derivujeme ji jako soudin.
1
! :1723/'2 . —2+ zZy'_Q —3:2332y g__
fx (l‘, y) € Ty - T = ( ) 2 € T 73
f; (7,y) = P I
[ |
Priklad 6.14 Vypoctéme parcidlni derivace funkce z = %, r#£0,y#0,y# —u
Redeni
Derivujeme jako podil.
g_ylty —ay-1 -y
‘ (x+y)° (x +y)
, x(r4y) —zy-1 x?
z, = =
! (x +y) (x+y)°
[ |

Priklad 6.15 Vypoctéme parcidini derivace funkce = = - (liy)Q, x#0,y #x.

Reseni

Derivujeme jako podil s konstantou v Citateli.

gLy ta2@oy] —(e-yle-yt2a]_ y-3u
' (o @ =y’ w2 (x —y)' G
z,:—x-Q-(:c—y)-(—l):235(91;—3/): 2z

! E (:c—y)2}2 2 @—y)' 2 (r—y)’
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Pfiklad 6.16 Vypoctéme parcidlni derivace funkce z = Insin (zy?).
Reseni

Derivujeme sloZzenou funkci.

1
2= ———— . cos (zy?) - y? = y? cotg (zy?
= G (o) (zy°) - v* = v° cotg (xy?)
1
r_ 2 _ 2
2, = sm(—xy?) - COS (:)sy ) - 2xy = 2xy cotg (:By )
[ |
Priklad 6.17 Vypoctéme parcidini derivace funkce z = e¥".
Reseni
Derivujeme sloZzenou funkci.
Z=e' -y Iny =y Iny
z'y =¥ x-yt =gyl
[ |
Pfiklad 6.18 Vypoctéme parcidlni derivace funkce » = (3z%y + 5xy2)3.
Reseni
Derivujeme sloZzenou funkci.
2 =3 (3z%y + 5:Uy2)2 (6zy + 5y°)
z, =3 (3x2y + 5my2)2 (3m2 + 10xy)
[ |

PFiklad 6.19 Vypoctéme parcidlni derivace funkce z = 6</sin* (zy).
Reseni

Nejprve funkci upravime a pak derivujeme slozenou funkci.

Wl

z =6 [sin (zy)]

2 =6 2 fsin (e9)] " cos (y) -y = LY
sin (zy)

L2 = Areos(zy)

= 6o glein(ey)] Feos(ay) o = 2l
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Priklad 6.20 Vypoctéme parcidlni derivace funkce z = Intg g x#0,kr < g < 5+km ke Z.

Reseni

Derivujeme slozenou funkci.

, 1 1 1 1 1 2 2
z z 2z inZ z in 2z
tgy, cos®l y ycgsg cos2Z  ysinycos 2 ysin ”
, 1 1 1 —T 2 —2x
z, = — N —
Y tgZ cos?Z y? y*sinfcos? 2 y’sin %

Priklad 6.21 DokaZme, Ze pro funkci z = \/Esm 4 x>0, plati :c Z + yay = Z.

Reseni
Vypocteme parcidlni derivace a pak do rovnice dosadime. Vime, Ze % =z, g—; = z;.
0
—Z:—sm——ir\/Ecos— (—i) ﬁsing y\/_
Jr 2z x? 2z 22 g
0 1
% rcos? . = ﬁcosg
oy T T x x
Dosadime:
82 N 0z z
Tor yay 2
x \/—Esiny —y\/—zcosy —|—y£-cos‘.g = ﬁsiny
2z T 2 T x T 2 T
x
£s|ng_y£ y_{_Mcosy:ﬁsing
2 T T T T T 2 T
ﬁ sin g — ﬁ sin g
2 T 2 T

Tim je dUkaz proveden.
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Pfiklad 6.22 DokaZme, Ze funkce z = In (z* + xy + y?) vyhovuje parcidlini diferencidlni rovnici

0z n 0z 5
r— — =2
ox y@y
Reseni
Vypocteme parcidlni derivace.
0z 2x +y 0z x+ 2y

or 22+ oy +4y2 Oy - 22 + 2y + 32
Dosadime do rovnice.

2 +y x+ 2y
x —
22 + xy + 12 yx2+:cy+y2
20% 4+ xy + xy +2y°

2
22 + xy + 12
22 +ay+y°)
22 + zy + 12
2=2
Tim je dikaz proveden.
[
Pfiklad 6.23 Vypocitejme parcidlni derivace funkce f (x,y) = x sin zev, y # 0.
Reseni
Podle vzorcu a derivace soucinu a sloZzené funkce je:
/ . z . z 1 z . xr .
fo(z,y)=(1-sinz+x-cosz)ev +xsinxev - — =ev | sinz+xcosz+ —sinx
Yy Yy
/ z —X 1'2 z
fy(x,y) =xsinz-ev - " = —Eey sinz
[

PFiklad 6.24 Vypocitejme parcidini derivace funkce f (z,y) = ¢, z > 0.
Reseni
Podle vzorcu je:

fi(z,y) = e’z

fi(zy)=a"Inz e’ =z Inx
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Pfiklad 6.25 Vypocitejme parcidini derivace funkce f (x,y) = x* sinzy, x > 0.
Reseni

Pfipravime si nejprve derivaci vyrazu z* podle x uZitim logaritmické derivace a pak budeme
derivovat funkci jako soucin a vyraz sin xy jako funkci sloZzenou.

. 1
(%) = () = (emM7) = evine (1 ‘Inz + a:—) =2"(Inz +1)
x
fi(zy) =2 (Inz + 1) sinzy + 2" cosay -y = 2” [(Inz + 1) sinzy + y cos zy]
Derivujeme-li podle y, pak z” je konstantni soucinitel a sin xy derivujeme jako funkci sloZzenou.

fy(x,y) = x®cosay - x =z cos zy

Pfiklad 6.26 Vypocitejme parcidlni derivace funkce f (x,y) = (zy)*, z > 0, y > 0.
Reseni

Pfi derivovani podle x uzijeme Iogaritmickou derivaci.
Upravime funkci f (z,y) = (zy)” = n@)" = gz (=),

1
filwy) =™ 1 (zy) + 2—y| = (2y)" [1 + In (zy)]
Yy
Vypocet derivace podle y je jednodussi; derivujeme funkci bez Upravy uzitim vzorce (x")’

r—1 _ l,z—&—l z—1

fi(w,y) =z (xy)" " 2 = a® (xy) y

Priklad 6.27 Vypocitejme parcidlni derivace funkce z = z*Y, © > (.

Reseni

Pfi derivovani podle x uzijeme logaritmickou derivaci, proto funkci upravime.
_xy _ JInz®Y __ _zylnz

z=x"=ce =e

1
2l = emine <y|nx + xy—) =yz™ (1+Inx)
T

Vypocet derivace podle y je jednodussi; derivujeme funkci bez Upravy jako funkci slozenou
podle vzorce (a®)'.

/
zy:xmy-lnx-x:x““llnx
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PFiklad 6.28 Vypocitejme parcidini derivace funkce f (x,y) = 2*', 2 > 0, y > 0.
Reseni
Pfi vypoctu f. uzijeme logaritmickou derivaci.

y
z¥ Inx® z¥Inx

r =€ =e€

1
fi(x,y) ="' (yxy_l Inx + :vyg) = 2" 2v ! (yInz + 1)

(o) =2 Inz-2YInz =2 In%z
y 7y

Pfiklad 6.29 Vypocitejme parcidini derivace funkce f (x,y) = (4 — xy)’”z.

Reseni
Pfi vypoctu podle x uzijeme logaritmickou derivaci.

Upravime f/ (z,y) = e(@+2)In (4—zy)
fi(,y) = elerDnize) [In (4—ay) +(z+2) —2 ] -

4 —xy
y(z+2)
4 —xy

= (4 —ay)"*? [In (4 —xy) —

. . v . . . v s Ve /
Derivaci podle y vypoc¢teme jako derivaci slozené funkce a uZijeme vzorec (z")".

folay)=(z+2) (4 —ay)"™ " (~0) = —w (@ +2) (4 —ay)""
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Parcialni derivace vyssich radu

Priklad 6.30 Vypocitejme parcidlni derivace prvniho, druhého a tretiho rddu funkce

f(z,y) = 2® — 3> + 2%y + €*~Y. Porovnejme vypoctené smisené parcidlni derivace.

Reseni

Postupné vypocitame pozadované derivace funkce f v libovolném bodé [x,y]. Misto napf.
" (x,y) budeme psat strucné f7,.

fh=32% 4+ 2zy + e fz// = 3y + 22— "V
!l =6 +2y+e” Y  fl =20 —e"Y

T yr ~

foy =2x —e" foy = —6y +e
o =6+e"Y fone =2 —€"7Y
f;/a,:y =2—e"Y fg//,;y =Y

fope =2—€"7Y fopw = €77

o, = ity = =6

Postupné porovnavame smiSené parcialni derivace.

Zjistime, Ze:

1= £,

f, = o= f,

S = 1330 = i

SmiSené parcidlni derivace se sobé rovnaji, protoze jsou spojité. PFi jejich vypocétu nezalezi na

poradi proménnych, podle kterych derivujeme, ale pouze na tom, kolikrat podle té které pro-

ménné derivujeme.
[ |

Priklad 6.31 Vypoctéme smiSenou parcidlni derivaci 2. Fddu funkce z = xy + —yfil.
Reseni
Méme vypocitat z;, nebo 2. Ponévad? jsou tyto parcidini derivace spojité, pak plati 2}, = z,;
fikdme také, Ze jsou tyto derivace zaménné. Nebude tedy zaleZet na poradi derivovani podle
proménnych, co se tyka vysledku, ale bude (v tomto pfipadé) zaleZet na poradi derivovani, co
se tykd pracnosti vypoctu.
Srovnejme oba postupy vypoctu.

eY
y?+1

r "o
Zy =Y, 2y =1

z=xy+

Vypocet je snadny.
Pokud ale nejprve vypoéteme z; je vypocet pracnéjsi, zdlouhavéjsi.

Y(2+1)—e¥-9 Y(y2—2 1
Z;:x+€(y+) ¢ y::He(y2 y+1)
(y2+1) (¥ +1)

"o
Zyp =1
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Priklad 6.32 Vypoctéme parcidlni derivace 1. - 3. Fddu funkce z = Z—i y # 0, a uréeme jejich
hodnotu v bodé A = [1, —1].

Reseni
Postupné vypocteme pozadované parcialni derivace a pak za = a y dosadime soufadnice bodu

A. SmiSené parcialni derivace se sobé& rovnaji, protoZe na mnoziné {[z,y] € R?; y # 0} jsou
spojité.

z;:z—f z;(l,—l):%— 2

z; = 5f2 2 (1,-1) = zii;j =-3
L= D= _21)3 .

Zgy = _—ix 7y (1,—1) = (__61)1 — —6
o 1?2 (1 -1) = 12_1;52 — 12
Zpga = 0 Zpea (1,—1) =0

b= D)= =
o 2;—5 Zayy (1, —1) = (2:)15 — 24
e A
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Pfiklad 6.33 Vypoctéme parcidlni derivace 1. - 3. Fddu funkce z = In (zy?), z # 0, y # 0,
a jejich hodnotu v bodé A = [—2, 1].

Reseni
Postupné vypocitame uvedené parcialni derivace a pak za = a y dosadime souradnice bodu

A. SmiSené parcialni derivace se sobé& rovnaji, protoZe na mnoziné {[z,y] € R*;z # 0, y # 0}
jsou spojité.

%::ﬁlyfzﬂy?:; %(_2’1):—12:_1
2525%?2ﬁy=§ ggpag)zizz
2 2
Gi;y =0 Gigy (=2,1)=0
2

3 3
% h % % (=2.1) = (_42)3 - _%
i%i:o é?%@aﬂ)zo
5%?20 é%%cﬁj)zo

Pfiklad 6.34 Vypoctéme %funkce f (z,y) = arctg %2, y # 0, a jeji hodnotu v bodé
T=1[-1,2].

Reseni

Vypoclteme pozadovanou parcialni derivaci a za x a y dosadime soufadnice bodu 7.

of 1 2x > 20 2xy

T (A Y ARy e
1+(7)

Pf 2w (yP+at)—2xy-2y  2(xy’+2° —2zy?)  2(2° — xy?)

drdy (2 +at)’ (2 +at) (P rat)
Pf =2y +at) — (@ —ay?) 2 +ah)2y
0x0y? (y2 + z4)*
W) ey (v +2f) = 200y 4 20y’]  —wy® — 0y — 200y 4+ 20y
(y? + 24" (y? + 2*)’
3 _ 345 3 —1-28-3.(=1)°-2 -2 -
(y2 + %) 0x0y? [22 + (_1)4} 53 5% 125
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Priklad 6.35 Je dand funkce z = % y # x. DokaZme, Ze funkce z vyhovuje parcidlni diferen-
cidlni rovnici

42 = xfy

Reseni
Funkce z ma spojité parcialni derivace; vypocteme je.
g_yl—y—ay-1 -y
‘ (x —y)° (x—y)°
P Sk R o

(z —y) (z—y)
Z,,:—(—yQ)-2(l’—y)~1: 2y2
m (x—y)" (x—y)°
z%:—ﬁy@—yf+¢2g—y%&4):2®—yﬂﬂwtf—yﬂ:_ 2y _

(z—y) (x—y) (z —y)

" __$2'2($_y>'(_1>_ 21°
N P N P

Dosadime vypoctené parcidlni derivace do rovnice:

21 —2x 222 2
. g +2 y3+ 3=

(z—y)  (z—y)” (@-y)" T-Y

2y% — 4y + 222 2
(z —y)* T =y

2(z —1y)° 2
(@—y) Ty

2 2
r—y Iy

Tim je dUkaz proveden.
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Priklad 6.36 Vypoctéme %afy? (A), je-li f (z,y) = & In(zy®), x > 0, abod A = [% —a],

a # 0.
Reseni

Vypocteme poZadovanou derivaci 4. radu.

af =2 9 1 1 9 1 9
0*f 3 1
@ = —E [—2In (ny) —|—1:| +—3 (-2)1:—y2 y2 = g [6In (ny) —3—2] =
== [61n (zy°) — 5]
Pf 1 1 12
= — 6 — 2y = —
0x?0y x4 xy? Py
oy 12 -1 —12
a$2ay2 - 5 yz - x5y2
Dosadime souradnice bodu A.
oN*f o*f 1 —12 —12
A) = -, — = = = —1243
0x20y? (4) 0x20y? (a’ a) L. (—a)* . ¢
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Pocitame-li parcidlni derivace podle jedné z proménnych, pak druhou promén-
nou povazujeme za konstantu. Pfi vypoctu uzivame znamé vzorce a pravidla pro
derivovani. Jsou-li smiSené parcialni derivace spojité, pak nezalezi na poradi v ja-
kém derivujeme, ale pouze na tom, kolikrat podle té které proménné derivu-
jeme.

1. Vypocitejte 1. parcidlni derivace funkce f.

[ (z,y) = 2% + 22%y + 3zy* + 4z — 5y + 100

fl =32 +4zy + 3y* + 4
[, =22+ 62y — 5
_ ey’ ]
f (xa?/) =5
(- leny i
Ty
’ e””y2 (2xy2—3)
Y vt i
fz,y) = x%e™
Il =e" (2x + 2%y)
[ I3€xy
y
fzy)=a¥ _
f=yav
| fy=2%Inz |
flzy)=ev
fi=1le® ]
y
e (20423
f; = (y4y )
flz,y) = ysiny?
=0
fy, = siny® + 2y cos y°
() = arctg ®
fo= =t
f; = xzjr_xyz i

fzy) = (z+y)’
fo=ylz+y)’
fy=(z+y) In(a:—l—y)—l—x%y] |
f (z,y) = Insin (zy?)
fr = y? cotg (zy?)
fy = 2zy cotg (zvy?)
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f(2,y) =Inay
/:l-
11
Y y

flzy)=Ing
/:_l-
/:_l
Y y

2. Vypocitejte 2. parcidlni derivace funkce f.
flzy) =2 =32y +y°
" = 6x — 3622y

' = 20y3
y = —1223 = |
1
f(xvy)_ﬂv I§£07y7£0

no__ 2
no__ 2
yy — 3wy’
"o 1 o
xy — 3x2y2 T Jyz

f(z,y) =e*siny

" 2z
o = 4€*Tsiny

"o 2% i
gy = —€7siny
y = 2e*" cosy = fu |
o .
3. Urcete axf{ (0,0) pro funkci f (x,y) = 3™.
[In3]
4. Presvedcte se, Ze funkce z = x+/y? — x? je FeSenim parcidlni diferencidlni
rovnice
xy% + xQ g; = yz
_ +
5. %2 Z funkce z = arctg lw_myy.
8_ 2z . =0
Ox? (1422)%” away
6. Vypoctéte M;,,gy funkce f(z,y) =yln(z? > 0, a jejich hodnoty

vbodé A= [— 12]

9230y 23 Ox30y
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7. Vypoctéte parcidlini derivace 1. - 3. Fadu funkce = = %, x # 0, a urlete
jejich hodnotu v bodé A = [1, —1].

r_ Yy o 1
Z{E - x2) zy =z

no_ 2y 1 _ nmo_ 1
ZJ?.Z’ 30 Zyy - 07 Zg;y - 72

moo_ =6y m _ 2 m "o
Rraz — x4 chy 3 nyy - OJ Zyyy =0

2z, (A) = =2, 2, (A) = —1

xT

2 (A) = —4, 2 (A) =0, 2/ (A) = —1

rxr

2 (A) = 12, 2" (A) = —2, 2" (A) =0, 2 (A) =0

Literatura k tématu

[11 DEMIDOVIC, B. P.: Shirka uloh a cviceni z matematické analyzy, 1. vyd.,
Praha: Fragment, 2003, 459 s., ISBN 80-7200-587-1, 2003

[2] KARASEK, J.: Matematika Il, 1. vyd., Brno: VUT, 2002, 242 s.,
ISBN 80-214-2092-8 (skripta)

[3] Madrova, V., Marek, J.: Sbornik udloh z diferencidiniho poctu v R, 1. vyd.,
Olomouc: UP, 2013, 329 s., ISBN 978-80-244-3410-10 (skripta)

[4] MICKA, J. a kolektiv.: Shirka pfikladi z matematiky, 3. vyd., Praha: VSCHT,
1998, 321 s. ISBN 80-7080-327-4 (skripta)

[S] MOSOVA, V.: Matematickd analyza Il., 1. vyd., Olomouc: UP, 2005. 134 s.,
ISBN 80-244-1005-2 (skripta)
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stanovit rovnici te¢né roviny 7;

Po prostudovani kapitoly budete umét:
stanovit rovnici normaly n.

Tecna rovina, dotykovy bod, normdla.

Klicova slova:
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Pfipominame: Rovnice te¢né roviny 7 plochy z = f (z,y) v bodé T = [x¢, yo, f (z0,v0)] je
dana vzorcem

Af (xo,w0) of (zo, o)
cz=f(To, o)+ —F—— @ —x) + —— (¥ —
T f (%0, 90) or ( 0) By (¥ — %)
Rovnice normaly n plochy z = f (x,y) vbodé T = [z, 3o, 2] je ddna vzorcem
n - L—To  Y—Yo _ 2= %0
T 8f(moyo)  Of(wowo) 0 1
ozr oy

Priklad 7.1 Napisme rovnici tecné roviny T a normdly n plochy dané rovnici
z=2%—2ry+y*—x+2yvbodé T = [1,2,4].

Reseni
Vypocteme parcialni derivace % a g—i a jejich hodnotu v bodé 71" a dosadime do rovnice tecné
roviny a normdly. Ponévadz z = f (z,y), mlZeme rovnici T a n psét i takto:

Tz =20+ 2, (T0, %) (¥ — x0) + 2, (20, Y0) (¥ — ¥o)
rt—% _ Y—Y% _ 2T =
2, (2o, 90) 2y (%0, Yo) —1

n:

d=2r—2%—1 2(1,2)=2-1-2-2—1=-3
A= 20 +2+2 2 (1,2)=-2-1+2-2+2=4

T:z2=4-3(x—-1)+4(y—2)
T:z=4-3r+3+4y —8
T:3r—4y+2+1=0

r—1 y—2 z-4

T3 Ty 1

Priklad 7.2 Napisme rovnici te¢né roviny T a normdly n plochy dané rovnici
z = x—ly;:v #0,y#0,v bode T = [1,1,7].

Reseni

Uréime treti souradnici bodu 7', dosadime do vzorcU.

1
—1 —1
/:—' ! T = :—]_
—1 —1
! . / _ —
zy_a:yQ’ % (T) = 1-12

7:z=1—-1(x—=1)—1(y—1)
Tiz=1—-a+1—-y+1
T:rx+y+2—-—3=0

r—1 y—-1 =z-1

L |
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Upravime

n:r=y==z

Priklad 7.3 Napisme rovnice tecnych roviny T, a 75 k plosSe dané rovnici

z=x+y' —36ryvbodé T, = [3,3,7a Ty = [2,2,7].

Reseni

Vypocteme z-ové souradnice bodl T a 15, parcidlni derivace a jejich hodnoty v bodech T} a
T5 a dosadime do vzorce.

z(Ty)=3"+3"—-36-3-3=281+81—2324=—162

Ty = [3,3, —162]
2(Ty) =242 —36-2-2=232— 144 = —112
Ty =[2,2,—112]
2 =da® - 36y 2. (T)=4-3-36-3=108—108 =0
v =4y’ =36z 2 (T1)=4-3"=36-3=0
2 (Ty)=4-2-36-2=32—"T72=—40
2 (Th) =4-2° —36-2=—40

T 2=—-16240(zx—3)+0(y—3)
T z2=—162

Te€na rovina 7, je rovnobézna se soutfadnicovou rovinou (z, y).
T z=—112—-40(z —2) — 40 (y — 2)

Ty 1 2= —112 — 40x + 80 — 40y + 80
To: 40x 4+ 40y +2 —48 =0

Priklad 7.4 Napisme rovnici te¢né roviny T a normdly n plochy dané rovnici

f(z,y) =+/22+y> —zyvbodé T = [3,4,7].
Reseni
Vypocteme f (g, o) = 2o, parcidlni derivace a jejich hodnotu v bodé 7" a dosadime do vzorc.

Flzo,yo)=F(3,4)=vVR+42-3.4=5-12=—7, T = [3,4, -7

0 1 _1 T
a_£:§(l,2_|_y2) 2_2x_y:z2—+y2_
Of gy 3,3,
oz V32 4 42 5 5
A W S Y
oy V32442 5 5
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17 11
rz=—T——(xx—-3)——(y—4
riz = (@-3)-— (-9
T:952=—-30—17x+51 — 11y + 44
7: 172 4+ 11y + 52— 60 =0

r—3 y—4 z+7

T T o T T g

5 5
=5 —=3) “S5y—4) =2z+T7
e = - - /()
n'm—S_y—4_z+7
17T 115

Priklad 7.5 £Va/gis”me rovnici tecné roviny T a normdly n plochy dané rovnici
floy) =" 040,y #0,vbodé T = [1,2,7].

zy

Reseni
Vypocéteme 3. soufadnici bodu 7', parcialni derivace a jejich hodnoty v bodé 1" a dosadime do
vzorcu.

12422 5 5

= f(1,2) = =2 T=11,22
Floow) = F12) =0 =57 = 12,3
Of 2z-ay—(2®+y°)y 22%y—a?y—y’ a’y—y’ a2’ —y°
ox (xy)Z (xy)2 2292 22y
3f_2y-:py—(:ﬁ2+y2)-x_2xy2—x3—a:y2_xyz—x3_y2—x2
Oy (zy)* (zy)’ 2y wy?
0 12-22 -3
—f(1,2):—:—
ox 12.2 2
0 2212 3
—f(1,2): =-
dy 1-22 4

5 3 3
tz==——=(x—1 —(y — 2
a2 -1+ -2

5 3 +3_|_3 3 /.4
T:z==——x+-+-y—= /-

2 22T T

7:42=10—-62+6+3y—6
T:6z—3y+42—-10=0
r—1 y—-2 z—3

-3 3 -1
2 4
2(x—1) —4(y—2) 22-5
n: = =
3 3 2
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Piiklad 7.6 Presvédéme se, Ze plochy z; = e**?¥*4 g 2, = 2y + 8z — 2% — 5 maji v bodé
T = [2, —3, 1] spolecnou te¢nou rovinu 7, napiste rovnici této roviny.

Reseni
Zjistime, zda bod T leZi na ploSe z; a z; a to tak, Ze dosadime soufadnice bodu 7" do rovnic
ploch z; @ z5. Plocha zy : 1 =223+ =0 = 1- T € z

Plochazg: 1=2-(-3)+8-2—-22-5=1;T € z
Vypocteme hodnotu parcialnich derivaci v bodé T'.

Plocha z: &t = ert2utd, 021 () — 242(=3)+ — 0 — |

Ox Ox
G = 2em ot B (T)=2.¢"=2
Plochazp: 22 =y +8—2z; 22(T)=-3+8-2-2=1
&2 = G2 (1) =2
Protoze 22 (T') = 92(T) = 1a %iy? (T) = %iy? (T') = 2, tedy hodnoty parcidlnich derivaci

ploch z; a z3 v bodé T se sobé rovnaji, je tecnd rovina 7 v bodé 1" spolecna.

T:z=14+1(x—2)+2(y+3)
T:z=14+2—-24+2y+6
T:x+2y—2+5=0

Rovnice tecnéroviny 7 : = + 2y — 2+ 5 = 0.
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Ke stanoveni rovnic tecné roviny 7 a normaly n slouZi vzorce:

. of (Sﬁoayo) of (on,yo)
7:z= f(xo,%) + r (x —x0) + ay (¥ — o)
n - T—Zo  Y—Y _ Z2— %0
©Of(moyo)  Af(zowo) 0 1]
oz dy

DOtkaV\I/ bod T = [130, Yo, ZQ}, kde Z20 = f (Io, y0>

Pfi urovani rovnic 7 a n vypocitdme 1. parcialni derivace funkce f a jejich hod-
notu v bodé T'.

Ziskané hodnoty pak dosadime do rovnic pro 7 a n.

1. Napiste rovnici tecné roviny T a normdly n plochy z = f (x,y) v bodé T.
=22+, T=11,27

T:204+4y—2—-5=0

f(xay):I2—2$y+92—$+2?J'T:[17177]

Literatura k tématu

[11 DEMIDOVIC, B. P.: Shirka uloh a cvi¢eni z matematické analyzy, 1. vyd.,
Praha: Fragment, 2003, 459 s., ISBN 80-7200-587-1, 2003

[2] KARASEK, J.: Matematika Il, 1. vyd., Brno: VUT, 2002, 242 s.,
ISBN 80-214-2092-8 (skripta)

[3] Madrova, V., Marek, J.: Sbornik dloh z diferencidiniho poétu v R, 1. vyd.,
Olomouc: UP, 2013, 329 s., ISBN 978-80-244-3410-10 (skripta)

[4] MICKA, J. a kolektiv.: Shirka pfikladi z matematiky, 3. vyd., Praha: VSCHT,
1998, 321 s. ISBN 80-7080-327-4 (skripta)

[sS] MOSOVA, V.: Matematickd analyza Il., 1. vyd., Olomouc: UP, 2005. 134 s.,
ISBN 80-244-1005-2 (skripta)
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Totalni diferencial

Po prostudovani kapitoly budete umét:

1. urcovat totalni diferencial;

v libovolném bodé,
pro libovolné pfirGstky,
v daném bodé,
pro dané pfirastky,
2. urcovat pomoci diferencialu priblizné hodnoty vyraza.

Klicova slova:

Totalni diferencidl, prirtstek funkce, pfirlstek argumentu.
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Pfipominame:

df (z,y) = afd:c + g—Jyv (8.1)
[ (zo + dz,yo + dy) = f (z0,%0) + df (20, yo) (8.2)

Pfiklad 8.1 Vypocitejme totdini diferencidl funkce f (z,y) = x> + v — 3wy
a) v libovolném bodé |x,y| pro libovolné pririistky,
b) vbodé A = [—1;2] pro libovolné pfirdstky,
c) vlibovolném bodé [z, y| pro dz = 0,1 a dy = 0,2,
d) vbodé B = [1,—2] prodz = —0,2a dy = 0,1.
Reseni
Vypocitdme prvni parcialni derivace a dosadime do vzorce (8.1)).

af of

ax—Bx -3y 8y_3y — 3z

a) df (z,y) = (32® — 3y) dz + (3y* — 3x) dy
df (z,y) =3 (a* —y)dz + 3 (y* — x)dy

b) df (—1,2) =3 [(-1)> — 2] dz + 3[22 — (=1)] dy
df (—1,2) = —3dx + 15dy

¢) df (z,y)=3(2*>—19)-0,1+3(y*>—x)-0,2
df (z,y) = 0,3 (2* —y) + 0,6 (y* — x)

d) df (1,-2) =3[12 - (-2)] - (-0,2) + 3 [(-2)* = 1] - 0,1
df (1,-2) = —3-3-02+3-3-0,1
df (1,-2) = —1,8 40,9 = —0,9



TOTALNI DIFERENCIAL 106

Priklad 8.2 Vypocitejme totdlni diferencidl funkce f (z,y) = ¥
a) v libovolném bodé [z, y| pro libovolné dx a dy,
b) vbodé A = [—1;1] pro libovolné dx a dy,
c) vlibovolném bodé [z, y| pro dz = —0,3ady = 0,2,
d) vbodé B = [1,2] pro dz = —0,01 a dy = 0,03.
Reseni
Urcime prvni parcidlni derivace a dosadime do vzorce (B.1)).

of _ of _
or oy

ye? re®?

a) df (z,y) = ye™dx + xe™Vdy
df (x,y) = €™ (ydx + dy)

b) df (=1,1) = e 1! (1dzx — 1dy)
df (—1,1) = e~ (dz — dy)

C) df (flf,'y) = e [y ’ (_073) +a- 072]
df (xz,y) = €™ (—0,3y + 0,2x)

d) df (1,2) =e'2[2-(=0,01) +1-0,03]
df (1,2) = €2 (—0,02 + 0,03)
df (1,2) = 0,01¢>

Pfiklad 8.3 Vypocitejme df (1, —4) pro funkci f (z,y) = +/Inx — y a vysledek pouZijme k ur-

Ceni priblizné hodnoty funkce f v bodé X = [0,9; —4,)2]

Reseni

Po vypoctu prvnich parcidlnich derivaci stanovime diferencial.
a_f:;i:; g:;.(_l):_—l
dr  2/nz—y & 2e/nz—y 0Oy 2Vinz—y 20/inz —y

1 1
d = ————dr — ———=d
/(.9) 2zy/Inz —y ‘ 2y/Inz —y Y

1 dx
¥ = e (5~ )

1 dx
V=)= T (T _dy>
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Diferencidl existuje pro hodnoty x > Oalnz > y.
Pribliznou hodnotu funkce v bodé X vypocitame podle vzorce (B.2).
Stanovime dr =09 —-1=-0,1

dy:—42—(—4)——02

— /T (0 = Vi=2

df(l,— )—Z(—O,1+0,2)=i 0,1 =0,25-0,1 =0,025

F0.9:=4.2) = f (1, —4) +df (1, ~4)

£(0,9;—42) =2+ 0,025 = 2,025

Pfibliznd hodnota funkce f v bodé X je 2,025, tj. f (0,9; —4,2) = 2,025.
|

Piiklad 8.4 Vypocitejme diferencidl dz a pfirastek /\z funkce z = 4xy v bodé [3,2]| a porov-
nejme vysledky

a) prodr = —0,2, dy = 0,2,
b) pro dxr = —0,02, dy = 0,02.

Reseni
Vypocteme hodnotu funkce v bodé [3, 2].
2(3,2) =4-3-2=24

Totalni diferencidl ma tvar
dz = dydz + dzdy = 4 (ydz + xdy)

a) Prodr = —0,2ady = 0,2 obdrzime bod [3 — 0,2;2 + 0,2] = [2,8;2,2].
Urdime 2 (2,8;2,2) = 4-2.8-2,2 = 24,64.
Piiristek Az = (2,8;2,2) — 2 (3,2) = 24,64 — 24 = 0,64
Diferencial dz (3,2) =4 - [2- (—0,2) + 30,2 =4-0,2 = 0,8

b) Pro dx = —0,02 a dy = 0,02 obdrzime bod [3 — 0,02;2 + 0,02] = [2,98; 2,02]
Urgime z (2,98;2,02) = 4 - 2,08 - 2,02 = 24,0784
Prirtistek Az = z (2,98;2,02) —  (3,2) = 24,0784 — 24 = 0,0784
Diferencial dz (3,2) = 4[2 - (—0,02) + 3 - 0,02] = 4 - 0,02 = 0,08

Porovname:

2(2,8:2,2) = 2(3,2) +dz(3,2) =24+ 0,8 = 24 8

Pfesna hodnota z (2,8;2,2) = 24,64; dz (3,2) = 0,8; Az(3,2) = 0,64
2(2,98;2,02) = 2 (3,2) + dz (3,2) = 24 + 0,08 = 24,08

P¥esna hodnota = = 24,0784, dz (3,2) = 0,08, Az (3,2) = 0,0784

Cim je |dz| a |dy| mensi, tedy vzdalenost bodu [z¢; 7] od bodu [z, %] mensi, tim je vypocet
funkéni hodnoty v bodé f (x¢ + dz, yo + dy) pomoci diferencidlu pfesnéjsi.
|
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Ptiklad 8.5 Urceme pribliznou hodnotu vyrazu /3,012 + 3,982
Reseni

Sestrojime vhodnou funkci f (z,y) = /22 + y?, pro niz je f (3,01;3,98) = /3,012 4 3,982.

Uréime bod [zq, yo] = [3, 4], v jehoZ blizkém okoli se nachazi bod
3,01; 3,98] = [xo + dx; yo + dy]
Stanovime dx = 3,01 —3 =0,01ady = 3,98 — 4 = —0,02.

Vypocéteme
2
or_ -y #£0
ox 2\/$2 + 92 \/$2 + 92
0 2
Ay 22+ 224
. .z . x y _ 1
Diferencial df (z,y) = —\/Wda: + T dy T (xdz + ydy)

Dle vzorce (B.2):

F(3,01; 3,98) = f(3,4) +df (3,4), kde dz = 0,01 a dy = —0,02
f(3,4)=V32+42=25=5

1 1 1
df (3,4) = ———[3.0,01 44 - (—0,02)] = = (0,03 — 0,08) = = - (—0,05) = —0,01
£(3,01;3,98) = 5+ (—0,01) = 4,99
Vysledek: 1/3,012 + 3,982 = 4,99

[ |

Piiklad 8.6 Urceme priblizné hodnotu vyrazu 2,48% — 15’52.
Reseni
Sestrojime vhodnou funkci f (z,y) = 2* — y%, pro niz je f(2,48; 1,15) = 2,483 — 1552.

Ur¢ime vhodny bod [z, yo] = [2, 5; 1], vjehoZ blizkém okoli se nachazi bod [z + dz; yo + dy].
Stanovime dx = 2,48 — 2.5 = —0,02

dy=1,15—1=0,15

Vlypolteme % =322a g_g - y%
Diferencidl df (z,y) = 3z%dx + ;%dy.

Dle vzorce (B.2):

£(2,48; 1,15) = £ (2,5; 1)+ df (2,5; 1), kde dz = —0,02a dy = 0,15

5\ 3
(25, 1) = 5) ~ 73 = 15.625—3=12625

6
df (2,5 1) = 3-2,5° - (=0,02) + —5 - 0,15 = —0,3750 + 0,90 = 0,525
£(2,48; 1,15) = 12,625 + 0,525 = 13,150

Vysledek: 2,487 — 1755 = 13,15
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Priklad 8.7 Pri deformaci kuzele se jeho polomér r zvétsil z 30 cm na 30,1 cm a vyska v se
zmensila z 60 cm na 59,5 cm. Vlypocitejme priblizné zménu objemu.

Reseni
Objem V kuZele vypocteme podle vzorce V = %777’21}; objem V je funkci dvou proménnych r a

v; tedy V' (1, v).

Diferencidl dV (r,v) = $-dr + 9 dv

dV (r,v) = 37 (2rvdr + r*dv)
Dle vzorce (B.2)):
V (30,1; 59,5) =V (30, 60) + dV (30,60), kde dr = 0,1 ady = —0,5
V (30, 60) :%7?302 .60 = 900 - 207 = 18 0007
dV (30, 60) :%w (2-30-60-0,1—30°-0,5) = %w (3600 - 0,1 — 900 - 0,5) =
:%w (360 — 450) — %w (=90) = 307

Objem kuZele se zmensi pfiblizné o 30w cm?, tj. z 18 000 cm? na 17 9707 cm?.
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Totalni diferencial uddva prirtstek funkce k te¢né roviné, proto jim mizeme pfi-
blizné nahradit prirdstek funkce. Toho Ize vyuZzit pfi ur¢ovani pfibliznych hodnot
vyrazd.

1. Vypocitejte totdlni diferencidl funkce f (z,y) = arctg (zy)

v libovolném bodé [z, y| pro libovolné dx a dy,

v bodé [1, —1] pro libovolné dx a dy,

v libovolném bodé [x,y] pro dx = 0,02 a dy = —0,03,

v bodé [-2,1] pro dz = —0,01 a dy = 0,02.
* df (1,y) = 775 Wdz + zdy)
e df (1,-1) = 3 (dy — dx)

(zy)*
e — (0,01
2. Uréete pfiblizné hodnotu vyrazu 1,051, [1,10]
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Kapitola 9

Lokalni extremy funkce

Po prostudovani kapitoly budete umét:
e urcovat stacionarni body;
e rozhodovat o existenci a typu lokdlniho extrému.

Klicova slova:

Lokalni extrém, ostré lokalni maximum, ostré lokalni minimum, stacionarni bod,
nutnd podminka pro lokdlni extrém, postacujici podminka pro lokalni extrém.
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Pfipominame:
Pro stacionarni bod [z, yo| plati % (o,%0) = g—?’; (x0,%0) = 0.

Oznacime Dy = |fV. (zo,y0)| = fr. (%0, yo) determinant 1.-ho fadu

Trr

" T , ;/ T ,
Dy = o (70,90) Ty (0, %0) determinant 2.-ho fadu

;I,/g; (z0,%0) fgjly (z0,%0)

Dy < 0, ma funkce v bodé [z, yo| ostré lokalnim maximum.
Je-li Dy > 0 a soucasné

Dy > 0, ma funkce v bodé [z, yo] ostré lokdlnim minimum.

Je-li Dy < 0, nema funkce v bodé [z, yo| lokdIni extrém, ale sedlo.
Je-li Dy = 0, nelze o existenci extrému rozhodnout podle vyse uvedeného kriteria; rozhodneme
podle definice lokalniho extrému.

Pfiklad 9.1 Uréeme lokdini extrémy funkce f (z,y) = 2+ zy+y? — 62 — 9y a napisme obecné
rovnice tec¢nych rovin ke grafu funkce f v téchto bodech.

Reseni
Ur&ime defini¢ni obor D(f) = R
Vypocteme derivace prvniho a druhého rfadu, stanovime jejich defini¢ni obory.

fi=220+y—6; D(f)) =R’
fi=x+2y—9; D(f)) = R*
frw =2, fg//y = 2vfa,cy =1 D(f) =D (f?;/y) =D (fﬂ,c/y> =R

SmiSené derivace jsou spojité, proto f; = f,.

Vyhleddme body podezielé z lokalniho extrému.

(A) Z nutné podminky pro lokalni extrém, tj. feSime soustavu rovnic f, =0 a obdrzime
=0

staciondrni body.
fi=0&e2r+y—6=0
f,=02+2y—9=0=2=9-2y;x=9-2-4=1

29-2y)+y—6=0

18 —4y+y—-6=0
—3y+15=0=>y=4

Obdrzeli jsme 1 staciondrni bod A = [1, 4]

(B) Body, v nichZ neexistuji parcidlni derivace prvniho fadu; uréime je z defini¢nich obor(
téchto derivaci.
V nadem ptipadé prvni parcidlni derivace existuji viude na R?, proto odtud Zadny dalsi
bod podeziely z lokdlniho extrému neobdrzime; budeme psat symbol prazdné mnoziny,
tj. 0.

Ziskali jsme jediny bod podezfely z lokdlniho extrému, a to bod A = [1, 4].
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Podle postacujici podminky rozhodneme o existenci a typu lokdlniho extrému v tomto
bodé.

,4) ;’y(1,4) 21 B -
A =] 5|=2-2-1-1=4-1=3

Dy > 0a D; > 0 = funkce ma v bodé A ostré lokalni minimum, jehoZ hodnota je
fL,4)=124+1-444-6-1-9-4=1+4+16—6—36 = —2L.

VPN N

\ A 1NN sod,
WX v“y’lv‘\'/«' N
Y @!}y

Obr. 9.1 Graf funkee f (z,y) = 2% + 2y + y? — 62 — Yy
Zdroj: Vlastni zpracovani

Tecnd rovina 7 v bodé A je rovnobéind se soufadnicovou rovinou (z,y) a ma tedy obecnou
rovnici z + 21 = 0.

Funkce ma ostré lokdlni minimum —21 v bodé A = [1,4].
|

Pfiklad 9.2 Urceme lokdini extrémy funkce f (z,y) = 2xy — 4z — 2y.

Reseni

Urgime D (f) = R2.
Vypocéteme prvni a druhé parcialni derivace a stanovime jejich defini¢ni obory.

fo=2y—4 [f=0 [, =[fL=2
fo=20—-2 f, =0

Defini¢nim oborem vsech parcialnich derivaci je mnozina R2.
Vyhleddme body podezrelé z lokalniho extrému.

(A) z nutné podminky

fi=0e2y—4=0=>y=2
fl=0e2—-2=0=z=1

Ziskali jsme 1 stacionarni bod A = [1, 2].
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(B) z defini¢nich oborl 1. derivaci: ()
Podle postacujici podminky rozhodneme o existenci a typu extrému.

D1 == faltlx (1,2) - O
" (1,2) £ (1 2)‘ ‘0 2‘

Dy = |Pze i 20 a0 =0—-4=-4<0
v (1,2) fry (L,2)] {2 0

Obr. 9.2 Graf funkce f (x,y) = 2zy — 4o — 2y
Zdroj: Vlastni zpracovani

Funkce nemd v bodé A lokalni extrém, protoze Dy < 0.V bodé A = [1,2] ma funkce sedlo,
jehoz soufadnice jsou [1,2, —4].
|

Pfiklad 9.3 Uréeme lokdini extrémy funkce f (x,y) = y/x — y* — x + 6y.
Reseni

Urgime D (f) = {[z,y] € R?*; = > 0}.
Vypocteme 1. a 2. parcidlni derivace.

Y -y
fi==———-1 fI = f;:’y:f;’m:_

N Ve
fo=Vr—2y+6 f =2

Defini¢ni obory: {[z,y] € R* z > 0}.
Vyhleddme body podezrelé z lokalniho extrému.

(A) z nutné podminky

fl=0e -t _—1=0 -7

/T 22y — 6)
fi=08Vr-—2y+6=0=>Vr=2y-6Vr=2-4-6=2=>2=4

—1=0=y—4y+12=0=y=4

Funkce mad 1 stacionarni bod A = [4, 4].
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(B) z defini¢nich oborl 1. derivaci: ()
Podle postacujici podminky rozhodneme o existenci a typu extrému.

—4 1
T 4 |- 42 1 3
Dy = — 8 4 | - _ - =
2 v (4,4) f] (4 4) 1 -2/ 8 16 16>0

Dy < 0a Dy > 0 = ostré lokdlni maximum
f(4,4)=4V4 4> —44+6-4=8-16—-4+24=12

[4,4,12]

i%?l?l

Obr. 9.3 Graf funkce f (z,y) = yv/z — y> — = + 6y
Zdroj: Vlastni zpracovani

Funkce mad ostré lokalni maximum 12 v bodé A = [4,4].

Pfiklad 9.4 Urceme lokdini extrém funkce f (x,y) = 41/ 22 + y>.

Reseni

Urgime D (f) = R2.
Vypocteme 1. parcialni derivace funkce.

1 4x

!/ ]' 2 r\ 2
et ) e e D=0 () =\
r g 1 -3 _

fi=4 5@ +y) '2y_\/x2+y

Najdeme body podezielé z lokdlniho extrému.
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(A) z nutné podminky

oo 2 g

RV

fl—0e Y _j

Y /2 i yQ
Soustava nema reseni, funkce nema stacionarni bod.

(B) Prvni parcidlni derivace neexistuji v bodé A = [0, 0], proto funkce miize mit lokaIni ex-
trém pouze v bodé A.
Rozhodnout o existenci extrému podle postacujici podminky, v niz se rozhoduje podle
determinantl D; a D, tady nelze, ponévadzZ 2. parcidlni derivace v bodé A neexistuji,
protoze uzZ 1. parcialni derivace v bodé A neexistuji.
O existenci extrému v bodé A rozhodneme na zékladé definice extrému. Musime vysetfit
chovani funkce na redukovaném okoli bodu A.
Uréime znaménko rozdilu f (x,y)— f (0, 0) pro vSechny body [z, y| z redukovaného okoli
bodu A = [0, 0].
flx,y) = f(0,0) =4y/22 + 12 —4/02 + 02 = 4\/22 + y2 — 0 = 4y /22 + 42 > 0
Znaménko rozdilu se neméni, je vidy kladné, tj. f (z,y) — f(0,0) > 0 = f(x,y) >
f(0,0). To znamena, Ze v bodé A = [0, 0] ma funkce ostré lokdlni minimum f (A) = 0.

ST P,
\ I K .,,)

X

Obr. 9.4 Graf funkce f (z,y) = 44/x2 + 32
Zdroj: Vlastni zpracovani

Poznamka.

Graf funkce ma v bodé [0, 0, 0] ostry hrot. V bodé lokalniho extrému nelze sestrojit te¢nou ro-
vinu. Grafem funkce je rota¢ni kuZelova plocha s vrcholem v po¢atku soustavy.

V bodé A nabyva funkce soucasné svého lokalniho i globalniho minima, jehoz hodnota

je f(A) =0.

Priklad 9.5 Stanovme body, v nichZ nastdvaji lokdIni extrémy nebo sedla funkce
f(z,y) = —a3 — 3y* + 6zy. Pokud extrém existuje, uréime jeho hodnotu.

Reseni
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D(f)=R°

Ur¢ime 1. a 2. parcidlni derivace.

Ji= =32 46y fl= 60 fl,= [l =0
fy=—6y+6c [l =6

Vechny derivace jsou definovény na 2.
Urc¢ime body podezrelé z lokdlnich extrém.

(A) z nutné podminky
fl=0& -3224+6y=0= —a’+2y=0; 2° +22 =0= 2, =0, 15 = 2
fo=0& 6by+br=0=r—y=0=>y=u;,y1 =0, yo =2
Funkce ma 2 staciondrni body: A = [0,0], B = [2,2].

(B) z defini¢nich obor( prvnich derivaci: ().
O existenci extrému ¢i sedla rozhodneme podle postacujici podminky.

A=1[0,0]: f7, (A) ==6-0=0,f, (A) = =6, f, (A) =6

0 -6
-6 6

A =10,0] je sedlovy bod
B=122]: f (B)=—6-2=—12,f" (B) = —6, f/ (B) = 6

rx

D, =0,Dy = ‘ ’ =0—36 = —36 < 0 = extrém nenastane

Dy =-12<0,D; = ‘_612 _66’ =72—-36=136>0
Dy =36 >0,D; = —12 < 0 = ostré lokdIni maximum

f(A)=0f(B)=—-22—3-2246-2-2=—-8—-12+24=4

Obr. 9.5 Graf funkce f (z,y) = —2® — 3y + 62y
Zdroj: Vlastni zpracovani

V bodé A = [0, 0] ma funkce sedlo [0, 0, 0].
V bodé B = [2, 2] ma funkce ostré lokalni maximum 4.
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Pfiklad 9.6 Uréeme lokdini extrémy funkce f (x,y) = z* + y* — 36zy.

Reseni
Urgime D (f) = R>.

Vypocéteme 1. a 2. parcidlni derivace.

f; — 41’3 - 36y f// 121,2 f// _ f// — _36

zr Ty yx

fr =4’ =36z [ =12y

vy

Definiéni obor viech derivaci je R.
Body podezrelé z lokdlniho extrému:

(A) z nutné podminky

fl=0&42" —36y=0=2> -9y =0
fil=0&4y°"-36c=0=19y"—92=0
VyreSime soustavu rovnic.

3
x3—9y:O:>y:%

l‘s 3
y? —9x =0 (5) —9r =
¥ — 9t =0
z(2*=3%) =0

ry =0; y1=0
Tas = =£3; Yo3==£3
Funkce ma 3 stacionarni body: A = [0,0], B = [3,3], C = [-3, —3].

(B) z defini¢nich obor( 1. parcialnich derivaci: ().

18

Pro vyhodnoceni postacujicich podminek sestavime pro podezielé body prehlednou tabulku.

Tabulka 9.1 Vyhodnoceni extrémdi funkce f (z,%) = z* + y* — 36xy

bod Dy = f1, " b | Da= fhufy, = 0]
A=0,0] 12.0 = 0 12.0 = 0 | —36|—1296 < 0
B =[3,3] 1232 = 108 >0 12-3% = 108 | —36 | 10368 > 0
C=[-3,-3112-(=3)> = 108 >0|12-(=3)> = 108 | —36 | 10368 > 0

V bodé A extrém nenastane, protoZze determinant Dy < 0; bod A je sedlovy bod.

V bodech B a C' ma funkce ostré lokalni minimum, protoze determinant D; > 0 a Dy > 0.

f(3,3)=3"+3"-36-3-3=81+81—324=-162
f(=3,-3) = —162
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[-3,-3,-162]

[3,3,-162]

Obr. 9.6 Graf funkce f (x,y) = 2* + y* — 362y
Zdroj: Vlastni zpracovani

Funkce ma ostré lokdIni minimum —162 v bodech B = [3,3] a C' = [-3, —3].

Ptiklad 9.7 Najdéme lokdini extrémy funkce f (x,y) = 2° + xy® + 6xy.

Reseni

Urgime D (f) = R2.

Vypocteme parcialni derivace 1.-ho a 2.-ho fadu.

fo=3"+y*+6y fi,=6x fr,=[,=2y+6
! [

[y = 2zy + 6z Jyy = 27

Viechny parcialni derivace maji definiéni obor R2.

Vyhleddme body podezielé z lokalniho extrému:

(A) z nutné podminky

fi=0&32"+y*+6y=0
fo=0&20y+6x=0=2x(y+3)=0

Z 2. rovnice vypocteme: x = 0 nebo y = —3 a dosadime do 1. rovnice.
x=0 y=-3

302412 +6y=0 3224 (=3)>46-(—3) =0

y(y+6)=0 372 =9 =0

y1 =0, yp =—6 T1o=+V3
Funkce md 4 stacionarni body: A = [0,0], B = [0, —6],C = [v/3,-3], D = [-V/3,-3].
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(B) z defini¢nich obor( 1. parcialnich derivaci: ().
Pro vyhodnoceni postacujicich podminek sestavime pro podezielé body prehlednou tabulku.

Tabulka 9.2 Vyhodnoceni extrémdi funkce f (z,7) = z* + y* — 36xy

bod Di=fh | f 1y Dy = [ty — (18]
A=10,0] 6:0=0/2-0=0 2046 = 6 |—36 <0
B =[0,—6] 6:0=0[2-0=0/2-(—6)+6 = —6| =36 < 0
C=[v3,-3] 6v3 > 0| 2v3 |2-(=3)+6 = 0| 36 > 0
D=[-V3,-3] | -6V3 < 0| =23 [2-(=3)+6 = 0 | 36 > 0

V bodech A a B extrém nenastane, protoZze determinant Dy < 0.
V bodé C' ma funkce ostré lokalni minimum, protoze determinant D; > 0a Dy > 0.
V bodé D ma funkce ostré lokdlni maximum, protoZe determinant D; < 0a Dy > 0.

F(V3.-3) = (V3)" + V3 (~3) +6v3(~3) = 33+ 9V3 — 183 = —6V3
F(—v3.-3) = (~V3)" = V3 (=3)* + 6 (~v3) - (~3) = —3v3 — 9v/3 + 18V3 = 6/3

Obr. 9.7 Graf funkce f (z,y) = 23 + 2y® + 6y
Zdroj: Vlastni zpracovani

Funkce mé ostré lokalni maximum 6+v/3 vbodé D = [—\/5, —3] a ostré lokalni minimum —6v/3
vbodé C = [v3,-3].
[ |
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Pfiklad 9.8 Najdéme lokdini extrémy funkce f (x,y) = e~V (22 4 242).
Reseni

Urgime D (f) = R2.

Vypocteme 1. a 2. parcialni derivace.

= —2pe Y’ (x2 + 2y2) b e Ty = Qpe Y (—a:2 — 27+ 1)
I — —2@;6"‘”273’2 (x2 + 2y2) + 6796273”243/ = 2(7/@’902’3’2 (—x2 — 2 + 2)

SR ogn

f;/x — 6*332*3/2 (41.4 + 8$2y2 o 101,2 _ 4y2 4 2)
22

[y =€V (42%y® + 8y* — 20y° — 22° 4 4)

fa’;’y = e Y (4:1:3y + 8xy® — 12xy)

Vechny parcialni derivace existuji na R2.

Vyhleddme body podezrelé z lokalniho extrému.

1. z nutné podminky

fi=0& Qe Y (—2® =2y +1)=0/: 2e~ % v e~V £ () vidy
f; =0& 2ye‘x2_92 (—x2 — 207+ 2) =0/: 2e~ %V

Upravime soustavu rovnic:

x(—x2—2y2—|—1):O:x:O\/x2—|—2y2:1
y(—x2—2y2+2):0

Dosadime do 2. rovnice:

r=0:y(-202+2)=0 22+2y2=1:y(-1+2)=0
n=0,9=1 y=0
y273:ﬂ:1 ZE2+20:1

2?2 =

1}172::*:1

Obdrzeli jsme 5 stacionarnich bodd: A = [0,0], B = [0,1], C = [0,—1], D = [1,0],
E=[-1,0].
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(B) z defini¢nich obor( 1. parcialnich derivaci: ().
Pro vyhodnoceni postacujicich podminek sestavime pro podezielé body prehlednou ta-

bulku.
Tabulka 9.3 Vyhodnoceni extrém funkce f (x,y) = em= v (132 + 2y2)
bod Di=fu | fr | f | De=frfn — [f2]7 | extrém
A=10,0] 2 >0 4 0 8 > 0 ostré lokdlni minimum
B=[0,1] |-2! < 0|-871'| 0| 16e2 > 0 ostré lokalni maximum
C=1[0,-1] -2 < 0|81 0 | 16e? > 0 ostré lokalni maximum
D=1[1,0] |—4de! < 0| 2t |0 ]|-82<0 nenastane
E=[-1,0] | —de7! < 0| 2¢t | 0 | 82 < 0 nenastane
f(A)=e(0+0)=
2
f(B)=e"1(0+2)=2"="
e
2
f(C)=€e"10+2)=2e""==
e
1.2
AN
AR X
7 e B2 AV =8 YA
= e
N NS
3 N
2N AN
DT
LA
>

Obr. 9.8 Graf funkce f (z,y) = =@ ¥ (2% + 2y?)
Zdroj: Vlastni zpracovani

Funkce md ostré lokalni maximum 2 vbodech B = [0,1]a C = [0, —1] a ostré lokaIni minimum
Ov bodé A = [0,0].
H
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Pfiklad 9.9 Najdéme lokdini extrémy funkce f (x,y) = {/(2 +z)°- {/(2 —y)>
Re3eni

Urgime D (f) = R?
Urcéime 1. derivace.

f= {”/(2—;;)2-%(2+x)‘g :L—y)g; D(f;) @ # =2

5v/ (2 + )
B ) 3 _25(2+$)2
fy=\Q2+a2) '5(2—3/) 5'(—1)—ﬁ§D(f;):y#2
5v/ (2 —y

Vyhledame body podezielé z lokalnich extrému.

(A) z nutné podminky

\)

5 2

2—y
f;:O@—( ) =0=>y=2
\5/(2+x)3
, —2¢/(2 + )
fl=0e Y = 0=z =2
5¢/(2—y)°

ot

Vzhledemk D (f.)a D (f;) konstantujeme, Ze neexistuje bod, v némz by obé 1. parcialni
derivace byly rovny nule. Funkce nema Zadny stacionarni bod, proto také nema lokalni
extrémy ze staciondrnich bodu.

(B) z defini¢nich obort 1. parcialnich derivaci:

Pro viechny body pfimky » = =2 je f, = 0, ale f, neexistuje.
Pro viechny body pfimky y = 2 je f; = 0 ale f, neexistuje.
V bodé [—2, 2| neexistuji obé prvni parcidlni derivace. VSechny body pfimek 2 = —2

ay = 2 jsou podezrelé z lokalniho extrému.

Neexistuji-li prvni parcialni derivace funkce, pak neexistuji ani druhé. O existenci a typu extrému
nelze rozhodnout podle determinantli D a Ds.

Rozhodneme tedy podle definice lokalniho extrému a to tak, Ze vySetfime chovani funkce na
okoli podezrelych bod.

Stanovime znaménko rozdilu funkénich hodnot v bodech pfimek z = —2 ay = 2 a v bodech
z jejich okoli.
Body pfimky x = —2 maji soufadnice [—2, y].

Znaménko rozdilu:

f(ft,y)—f(—ly):f/(2+x)2~f/(z—y)z—{’/(z—z)?f/(z_yf:
:{’/(2+x)2-\5/(2—y)2—0:{/(2+x)2.{/(2_y)220

Rovnost nastane pro body pfimky x = —2.
Zjistili jsme, Ze f (z,y) — f(=2,y) > 0= f(z,y) > f(=2,9).
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Podle definice ma funkce neostré lokalni minimum ve viech bodech pfimky z = —2.
Totéz vysetieni provedeme pro pfimku y = 2, tj. pro body [z, 2.
Znaménko rozdilu:

fxy) = f(2,2) = i/(2+:c)2-§/(2—y)2—§/(2+x)2.§/(2_2)2:
= {erar o —o={erar oz

Rovnost nastane pro body primky y = 2.
Zjistili jsme, ze f (z,y) — f (2,2) > 0= f (z,y) > f (z,2).
Podle definice ma funkce neostré lokalni minimum ve viech bodech pfimky y = 2.

Obr. 9.9 Graf funkce f (z,y) = \5/(2 +a)’- i/(Q —y)’
Zdroj: Vlastni zpracovani

Funkce ma neostré lokdlni minimum O ve viech bodech pfimek x = —2 a y = 2. Toto minimum

je soucasné i globalnim minimem funkce.
[
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Body podezrelé z lokalniho extrému jsou stacionarni body (uré¢ime je z nutné
podminky pro extrém) a body, v nichZ jedna nebo obé parcidlni derivace neexis-
tuji (ur¢ime je z defini¢nich oborl parcialnich derivaci). Podle postacujici pod-
minky (podle determinantl D; a D5) rozhodneme o existenci a typu lokalniho
extrému.

1. Najdéte lokadlni extrémy funkce
fley) =3+ —ay
[0.]. max. —3vbodé A =[-1,—1]]
flry)=2"—ay+y* +32 -2y +1
[0. . min. — 3 vbodé A= [—3,—3]]
f(z,y) =2t + 8y + 2zy
[0. . min. ;T vbodech A = [1, —55] a B = [—1, 5]]
f(z,y) = 272y + 14y — 54z — 69y
o.l. max.82vbodé A = [—1, —1],
o.l.min. —82vbodé B = [1,1]
2. Najdéte lokdini extrémy funkce f (x,y) = 4 (x + y) — z* — 32
Napiste obecné rovnice tecné roviny ke grafu funkce f v téchto bodech.

0.l. max. 7vbodé A = [1, 2]
T:2—=7=0
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Kapitola 10

Globalni a vazané extremy

Po prostudovani kapitoly budete umét:

e urcovat vazané extrémy;
e vyhledavat a urcovat globalni extrémy funkci spojitych na kompaktni mno-

Ziné.

Klicova slova:

Vazany extrém, globalni extrém, kompaktni mnozina.
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Pfiklad 10.1 Vyhledejme lokdini extrémy funkce f (z,y) = x* + y* vdzané podminkou
r+y—1=0.

Reseni
Vazba je dana implicitné (je to rovnice pfimky). Z vazby vyjadiime jednu proménnou, napf.

y = 1 — x a dosadime do dané funkce. Pfevedeme tak nasi ulohu na ulohu vyhledani lokalnich
extrémU funkce jedné proménné, a tu jiz umime.

fal-o)=2*+(1-2’=0+1-20+2>=22" -2z +1

Obdrzeli jsme funkci jedné proménné x a oznacime ji u (z).

Tedy u (z) = 22% — 2z + 1.

Vazba i dana funkce jsou definovany pro vSechny x i y a jako polynomické funkce maji derivace
vSech radud. Funkce mlze mit extrém jen ve stacionarnim bodé.

Vypocteme v’ (z) = 4z — 2; urime staciondrni bod (z nutné podminky).
1

u'(:v):O<:>4x—2:0:>x:§

Funkce u ma 1 stacionarni bod z = %

Podle postacujici podminky rozhodneme o existenci a typu extrému.

1
u" (x) = 4; u” (§> =4 > () = ostré lokalni minimum

Funkce u ma v bodé z = % ostré lokalni minimum.

Vypotteme y = 1 — § = ; aziskame tak bod A = [3, 3], v némZ ma funkce f vazané lokalni
minimum.

urcime f (3,3) = (3)° + (3)° = 5.

Funkce f m4 vazané ostré lokalni minimum 1 v bodé A = [1 1].

Pro ndzornou predstavu uvadime geometrickou interpretaci nasi ulohy.

Obr. 10.1 Graf funkce 22 + y? arovinaz +y — 1 =0
Zdroj: Vlastni zpracovani

Bod A je bodem lokalniho minima prostorové krivky, ktera vznikne jako rez (prinik) dané pro-
storové plochy f (z,y) = 22 +y? rovinou, ktera je rovnob&zna s osou z a prochézi body pfimky
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r+y—1=0.Pfimkax+y— 1 = 0 je stopou roviny v plidorysné - souradnicové roviné (z, y).
|

Pfiklad 10.2 Vyhledejme vdzané lokdlini extrémy funkce f (z,y) = %4 — ?’2—2, je-li

vazba 5x —y = 0.
Reseni
Vazba je urcena v implicitnim tvaru 5x — y = 0. Vyjadfime z ni y = 5z a dosadime do funkce

f; obdrzime funkci jedné proménné = a oznacime ji u.

w (5x)?  xt 2522

Vazba i dana funkce jsou polynomy, jsou definovany a maji derivace vsech fadu pro kazdé x i y.

1 25
u'(m):—-4x3—7~2x:x3—25x

4

Body podezrelé z lokdlniho extrému budou jen z nutné podminky pro extrém; uréime stacio-
narni body.

u(z)=0&2°—250=0= 2 (2" —25) =0

Funkce u ma 3 stacionarni body: 1 = 0, zo = 5, 3 = —5.
Podle postacujici podminky rozhodneme o existenci a typu extrému.
u’ (z) = 32* — 25
u” (0) = 3- 0% — 25 = —25 < (0 = ostré lokalni maximum
u” (5) =3-5%—25=50>0
u’ (=5) =3-(=5)>—25="50>0
Vypolteme pfislusnéy : y; =5-0=0,y2=5-5=25,y3 =5+ (—5H) = —25.
Ziskali jsme 3 body A = [0,0], B = [5,25] a C' = [—5, —25], v nichZ ma funkce f vazané lokalni
extrémy.

} = ostré lokalni minimum

0t 2502
f(A) = T 5 =
5% 257 625 625 625
B =y -5 =0 %=1
(-5 (=25 625

Funkce f md 3 vazané ostré lokalni extrémy: maximum 0 v bodé A = [0,0] a minimum — 92

1
v bodech B = [5,25] a C' = [—5, —25].
[
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Pfiklad 10.3 Vyhledejme vdzané lokdini extrémy funkce f (x,y) = €™ pfivazbé x + y = 4.
Reseni

Z vazby vyjadfime x = 4 — y a dosadime do funkce f. Obdrzime funkci jedné proménné y
a oznacime ji u.

u(y) = =9y — Ay—y

2

Vazba i funkce f jsou definovany a maji derivace vSech fadu pro kazdé x i y.
o' (y) = e (4= 2)

Funkce mizZe mit extrém jen ve stacionarnim bode.

UW(y) =0 eV (4-2)=0=>4-2y=0=y =2

Funkce u ma jeden stacionarni bod y = 2.
Vypoéteme u” a vySetfime existenci a typ extrému.

u’ (y) = eV (4 — 2y) 4 TV (=2) = eV (14 — 16y + 4y?)
u’ (2) = 7% (14— 16 -2+ 4 2%) = —2¢* < 0 = ostré lokdlni maximum

Vypoltemex : x =4 —2=2
Ziskali jsme jediny bod A = [2,2], vnémZ ma funkce f vazany extrém.

fA) =2 =t

Funkce f md vazané ostré lokalni maximum e v bodé A = [2,2].
[

Pfiklad 10.4 Vyhledejme globdlini extrémy funkce f (x,y) = 2+ 2x + 2y — 22 — y* na mnoziné
M:z2>0,y>0ay <9—r.

Reseni

Znazornime mnoZinu M; je to trojuhelnik.

LD ¢

E| ¢ ® 9
Obr. 10.2 Mnozina M a body podezrelé z globalniho extrému
Zdroj: Vlastni zpracovani

Funkce f je mnoZiné M spojitd, mnoZina M je kompaktni, proto funkce f ma na mnoziné M
globalni extrémy.
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(1) Najdeme a shromazdime vSechny body podezielé z globalniho extrému.

(a) Body podezrelé z lokalniho extrému, nalezejici vnitiku M° mnoziny M.
M° = {[x,y] € RQ;x>0/\y>0/\y<9—x}.
Spocteme 1. parcidlni derivace a urc¢ime stacionarni body.

fi=2=-2x; fi=02-20=0=z=1
fi=2-2y; f,=0&82-2y=0=y=1
Obdrzeli jsme stacionarnibod A = [1,1] € M°.
(b) Body podezielé z vdzaného lokélniho extrému leZici na hranici h (M) mnoZiny M.
Hranice h (M) je tvoFena body tii Usecek, které oznatime (o), @ a @ :
e Vnitini body usecky @ cx=0Ay € (0,9); dosadime z = 0 do funkce f.

u(y) = f(0,y) =2+2y —y*
Urc¢ime stacionarni body funkce w.

u'(y) =2-2y
W(y)=02-2y=0=>y=1¢€(0,9)

Obdrzeli jsme bod B = [0,1] € ().
e Vnitni body usecky cy=0Az € (0,9); dosadime y = 0 do funkce f.

v(z) = f(2,0) =2+ 22 — 2

Urc¢ime stacionarni body funkce v.

v (x) =2 —2x
V(z)=0e2-2r=0=2=1¢€(0,9)

Ziskali jsme bod C' = [1,0] € @

e Vnitfni body lﬁlseéky@ ry=9—zAx € (0,9); dosadime y = 9 —z do funkce
f

w(x)=f(z,9—2)=2+20+2(9—xz)—2>—(9—2)° =
= —2z% + 18z — 61

Urc¢ime staciondarni body funkce w.

w' (r) = —4x + 18

18 9
w’(x):0<:>—4x+18:O:>x:Z:§6(0,9)
Spocteme y =9 0_9
p Yy = 5 o

Ziskali jsme bod D = [2,9] € @

272

(c) Dosud neuvazované body z hranice h (M), v tomto pfipadé vrcholy trojihelniku.

E=10,0], F=19,0], G=10,9].
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(2) Celkem jsme nalezli 7 bod(i podezielych z globalniho extrému. Ve vsech podezrelych bo-
dech uréime funkéni hodnoty.

fA=f1L,1)=2+2+2-1-1=4 f(E)=£(0,0) =2
f(B)=f(0,1)=2+2-1=3 f(F)=£(9,0) = —61
f(C)=f(1,00=3 f(G)=f(0,9) = —61
f(D)sz,g) =2+9+9—i—1—%:_4_;

Funkce f ma globalni maximum 4 ve vnitfnim bodé A = [1, 1] a globalni minimum —61 v hra-
nicnich bodech F' = [9,0] a G = [0, 9] mnoZiny M.

Globalniho maxima nabyva funkce uvnitf mnoziny M a globalniho minima na hranici mnoziny
M.

Poznamky.

e Pfivyhledavani globalnich extrému neni potfebné vysetrovat, zda v podezielych bodech
nastanou lokdlni extrémy. Rozhoduijici jsou totiz hodnoty funkce v téchto bodech.

e Vidy se musime presvédcit, zda bod podezrely z globalniho extrému nélezi dané mnoziné
M. Pokud tomu tak neni, pak jej z dalSich dvah vyloucime.

e Lokalni extrémy hleddme vzdy na oteviené mnoziné, proto uvazujeme vnitini body mno-

ziny M a vnitini body dsetek (), @ a @ )

PFiklad 10.5 Vyhledejme globdini extrémy funkce f (x,1y) = x*+ 3y* — x + 18y — 4 na mnoZiné
M={[z,y) € R} 0<2<1,0<y <1}

Reseni

Mnozina M je Ctverec.

.
tuo@
m

\j
<

@0)>

Obr. 10.3 Mnozina M a body podezrelé z globalniho extrému
Zdroj: Vlastni zpracovani

Funkce f ma globdlni extrémy na kompaktni mnoziné M, protoZe je na této mnoziné spojita.
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(1) Najdeme body podezielé z globalniho extrému.

(a) Body podezrielé z lokalniho extrému z vnitiku M° mnoziny M.

(b)

M°={[z,y) e R%0<z<1,0<y<1}.

Spocteme 1. parcidlni derivace funkce f a uréime jeji staciondrni body.

fi=2x—1

;f;:0<:>2x—1:0:>x:§

fl=6y+18 f/=0e6y+18=0=y=—3¢(0,1)
ObdrZeli jsme staciondrni bod [— —3] ¢ M°.

Bod [1,

—3} neni bodem mnoziny M, proto jej z dalSich dvah vylou¢ime. Uvnitf

mnoziny M staciondrni body nejsou.

Body podezrelé z vdzaného lokdlniho extrému, leZici na hranici i (M) mnoziny M.

Hranice se sklada ze ¢tyr usecek, které oznacime @ @ @ @

e Vnitini body Usecky @ :y=0Az € (0,1); dosadime y = 0 do funkce f.

u(r) =

f(x,0) =2 -2 —4

Urc¢ime stacionarni body funkce w.
u () =2z —1

1
u’(x):O<:>2a:—1:O:>x:§€(0,1)

ObdrzZeli jsme bod A = [ } € @
e Vnitini body L’Jseéky :x=1Ay € (0,1); dosadime = = 1 do funkce f.

v (y) =

F(lLy)=1+3y*— 1418y —4 = 3y> + 18y — 4

Urcime stacionarni bod funkce v.
V' (y) = 6y + 18
V() =0&6y+18=0=y=-3¢(0,1)
Bod [1, —3] ¢ M, proto jej z dalSich tvah vylouéime.
e Vnitini body useéky® :y=1Az € (0,1); dosadime y = 1 do funkce f.

r(z) =

fle,)=2*+3—2+18—4d=2"—2+17

Urcime stacionarni bod funkce r.
r'(z) =2x—1

1
r’(m)20©2x—1:0:>$:§€(0,1)

Obdrzeli jsme bod B = ] e @

e Vnitini body Usecky @ 2 =0Ay € (0,1); dosadime z = 0 do funkce f.

s (y)

= [(0,y) =3y*+ 18y —4

Uréime stacionarni bod funkce s.
s' (y) = 6y + 18
sS(y)=06y+18=0=y=-3¢(0,1)

Bod [0, —3] ¢ M, proto jej z dalSich dvah vylouéime.



133 DIFERENCIALNI POCET (2)

(c) Dosud neuvaZované body hranice h (M) - vrcholy ¢tverce.

C=1[0,0], D=1[1,0, E=[1,1], F=[0,1].

(2) Celkem jsme nalezli 6 bod, v nichZ by mohl nastat globalni extrém. Vypocteme funkéni
hodnoty ve vSech bodech A — F.

1 1 1 17 1
f<A>:f(§v0):1‘§‘4:‘Z:‘4z

1 1 1 67
f(B):f(§,1 = t3-5+18 4= =167
7(C) = (0,0)=~4
f(D)=f(1,00=1-1—4=—-4
f(E)=f(1,1)=14+3-1+18—-4=17
FF)Y=F(0,1)=34+18—-4=17

Funkce f ma globalni extrémy v hrani¢nich bodech mnoZiny M, a to maximum 17 v bodech
E=[1,1a F = [0, 1] a minimum —41 vbodé A = [$,0].

Pfiklad 10.6 Vyhledejme globdini extrémy funkce f (x,y) = x> + 222 + y* — 2 na mnoZiné M

ohraniéené pfimkou y = 4 a parabolou y = x>

Reseni

Znazornime mnozinu M.

> X

-2 B-1 A 1 2

Obr. 10.4 MnoZzina M a body podezielé z globalniho extrému
Zdroj: Vlastni zpracovani

Funkce f je na mnoZiné M spojitd, mnoZina M je kompaktni, proto funkce f ma na mnoziné
M globalni extrémy.

(1) Najdeme vSechny body podezielé z globalniho extrému.
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(a) Body podezielé z lokalniho extrému nalezejici vnitrku M° mnoziny M.
M°={[z,y] € R* —2<z <2A2” <y<d4}.
Vypocteme 1. parcidlni derivace a uréime stacionarni body.

fi=32"+4do; fl =03 +d2=0=20Br+4)=0=

4
:>$1:0€<—2,2), $2:—§€(—2,2)

fo=2y; f,=082y=0=y=0

Obdrzeli jsme 2 stacionarni body:
A =10,0] € h (M), objevi se znovu pfi vypoctu vazaného lokalniho extrému.
B = [—%, O} ¢ M° a nendlezi ani mnoZiné M, proto jej z dalSich Gvah vyloucime.

(b) Body podezielé z vazaného lokalniho extrému, lezici na hranici k (M) mnoziny M.
Hranici 2 (M) tvofi &ast oblouku paraboly (a) a Usecka @

e Body Casti oblouku paraboly (@) :y = % A x € (—2,2); dosadime y = 2* do
funkce f.

u(z) = f(2,2°) =2+ 22> + 2" =2

Urcime stacionarni body funkce w.

u' (v) = 32* + dx + 42°
W(z)=0&42"+3° +4r=0& 2z (42> + 3z +4) =0 =
=1,=0€(-2,2); y1=0"=0

VyFesime rovnici 422 + 3z +4 =0

_ —3++/9-64
Tz = "%

)

Ponévadz diskriminant D < 0, nema rovnice feSeniv R.
Ziskali jsme tedy jediny stacionarni bod, a to bod A = [0,0] € @

e Vnitfni body usecky cy =4 Nz € (—2,2); dosadime y = 4 do funkce f.

v(r)=f(r,4) =2 +22° + 4% -2 =2+ 22° + 14
Ur¢ime stacionarni bod funkce v.

v (z) = 32° + 4x
V(2)=0&3"+4r=02Bzx+4)=0=

4
:1’1:06(—2,2),$2:—§E(—272),y1:y2:4

Ziskali jsme 2 staciondrni body:

C=100,4¢€(8)
D=[-44](8)

(c) Dosud neuvazované body z hranice h (M):

E=[24,aF=[-2/4].
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(2) Celkem jsme nalezli 5 bod(, podezielych z globalniho extrému.

Ve vsech podezrelych bodech uréime funkéni hodnoty.

f(A)=f(0,0) = -2
f(O)=f(0,4)=4>-2=14

4 9
f(D)=f< §,> ( ) (——) +16-2 =15
fE)=f(2,4)=224+2-22416—-2=30
FF)=f(=2,4)=(=2°+2-(-2)*+16—2=14

Funkce f ma globalni maximum 30 v hrani¢nim bodé E = [2, 4] a globalni minimum —2 v hra-
ni¢nim bodé A = [0, 0].
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Urcujeme-li vazany extrém, pak vyjadiime z vazby explicitné jednu proménnou
dosadime do dané funkce a prevedeme zadanou ulohu na hledani extrému
funkce jedné promeénné. Hledame-li globalni extrémy funkce spojité na kom-
paktni mnoZiné, pak je jejich existence zarucena Weierstrassovou vétou. Vyhle-
dame body podezrelé z lokalniho extrému uvnitf mnoziny a body podezrelé z va-
zaného lokdlniho extrému na hranici mnoziny. Globalni maximum je rovno nej-
vétsi funkéni hodnoté a globalni minimum je rovno nejmensi funkéni hodnoté
v podezrelych bodech.

1. Najdéte vdazané lokalni extrémy funkce
f(z,y) = y? — 42 pfivazbé 2z — y + 1 = 0.
vazané o. |. maximum 5 v bodé A = [1, 3], ]
[ vézané o. |. minimum - v bodé B = [—%, %}
f(z,y) = xypfivazbé z +y +2 = 0.

[ vazané o. |. maximum 1 v bodé A = [—1, —1]

2. Najdéte globdini extrémy funkce f (x,y) = v*+y*—zy+x+yna mnoziné
M:z2<0,y<0, x4+y>—-3.

[ globalni maximum 6 v bod& [0, —3] a [—3, 0]

globalni minimum — 1vbodé [—1, —1]
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Kapitola 11

Funkce tfi proménnych

Po prostudovani kapitoly budete umét:
urcovat defini¢ni obor a obor spojitosti;
pocitat limity,

pocitat parcialni derivace,

pocitat totdlni diferencidl a uzivat ho k dalSim vypoctim,
vyhleddvat extrémy: lokalni, vazané a globaini.

Kli€éova slova:
Defini¢ni obor, parciadlni derivace, smisené parcidlni derivace, totalni diferencial,
lokdIni extrém, vazany extrém, globdlni extrém.
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Zadani funkce a jeji hodnoty

Priklad 11.1 Vyjddreme objem V a povrch S kvddru jako funkci délek jeho hran a, b a c.
(a>0,b>0,c>0)

Reseni

Objem V' ma byt funkci tfi proménnych a, b, ¢, tj. V = f (a, b, ¢).

UZijeme znamy vzorec V' = abc a ukol je spinén.

Stejné postupujeme v ptipadé povrchu: S = g (a, b, ¢).

Ze zndmého vzorce: S = 2 (ab + bc + ac); S je funkci a, b, c.
[ |

Pfiklad 11.2 Obvod trojuhelnika ABC' je roven o > 0. Vyjadiime obsah P trojuhelnika ABC
jako funkci jeho stran a, b, c.

Reseni

Podle Heronova vzorce pro vypocet obsahu P trojuhelnika je

P3G G0 G0

= i(0—2@) (0 —2b) (0 — 2¢).

16
Pritom musi byt splnény podminky
0—2a>0=a< g,
0—2a>0=>0< g,
0—2c>0=c< g.
Podafilo se nam vyjadrit P jako funkci tfi proménnych a, b, c. Obvod o je totiz dan.
[
Pfiklad 11.3 Najdéme hodnotu funkce f (x,y, z) = [arcsin ‘yi' — 1] - cos 2x%z v bodé
A=10,-1,2].
Reseni
Do predpisu dané funkce dosadime souradnice bodu A a dostaneme tak
0
f(A)=f(0,-1,2) = {arcsin |—l — 1} -cos (2-0%-2) =
= (aresin0—1)-cos0=(0—1)-1=—1
[

Pfiklad 11.4 Najdéme hodnotu funkce f (z,y,z) = z*-Insin [3 (z* 4+ y*)] vbodé A = [0, 1,2].
Reseni
Do predpisu dané funkce dosadime souradnice bodu A a dostaneme tak

F(A) = f(0,1,2) = 2% - Insin [g(02+12)] :4-Insing:4-ln1:4-O:O
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Pfiklad 11.5 Najdéme hodnotu funkce f (x,y, 2) = 2412 v bodé A = [a, —a, a].

221 y2—22

Reseni
Do predpisu dané funkce dosadime souradnice bodu A a dostaneme tak
a—2(—a)+a 4a

4
= - = =— =- kud je a # 0.
f(A) = f(a,—a,a) o a)2 R R pokud je a

[
Pfiklad 11.6 Najdéme hodnotu funkce f (x,y,z) = 9”2_;’—;;2'2 vbodech A = [1,2,3]
aB= [ﬁ, 2 1].
y'y
Reseni
Do predpisu funkce dosadime postupné soufadnice bodl A a B.
12-224+3% 6
A)=f(1,23)=———=-=1
) = FL2,3) =~ =
<£>2 _ <£>2 + 12 x2 22 +1 2 —224y?
T z Yy y by ) —z
f(B):f<_’_’1>: . z.] = ===
vy Yy oy y? y?
2 .2 2
u, pokud z,y, z # 0.
xz
[
Definic¢ni obor funkce
Pfipomindame: D (f) C R®, H (f) C R, G (f) C R*
Priklad 11.7 Ur¢eme defini¢ni obor D (f) funkce f (z,y,2) = Inxz + \/%g NeL
Reseni
Defini¢ni obor ur¢ime z podminek:
x>0 A\ y>0 A z>0
Defini¢ni obor je vnitfek prvniho oktantu.
[
Pfiklad 11.8 Uréeme definiéni obor D (f) funkce f (z,y, z) = /1 — 22— /4 — y2+3v/9 — 22

Reseni

Defini¢ni obor ur¢ime z podminek:

1—22>0 A 4—y2>0 A 9—-22>0
7] <1 A ly| <2 A 2] <3
—-1<zx<1 A —2<y<2 A —3<z<3

Defini¢nim oborem jsou vSechny body kvadru, ktery ma délky hran 2, 4 a 6.
Kvadr je ohranien rovinami: x = £1, y = +2, 2 = +3 a ma stfed v pocdatku.
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Piiklad 11.9 Uréeme definicni obor D (f) funkce f (x,1, z) = 3 ~¥+22,
Reseni

D(f)=FR’
Defini¢nim oborem jsou viechny body trojrozmérného prostoru R3.

Pfiklad 11.10 Urceme definicni obor D (f) funkce f (x,y, z) = "”Eif'“z.

Reseni

Definiéni obor uréime z podminky y + 2 # 0 = y # —z.

D(f) ={lz,y,2] € R*; y # —z}
Defini¢nim oborem je prostor 123 s vyjimkou viech bodd roviny y + z = 0.
[ |

Pfiklad 11.11 Urceme defini¢ni obor D (f) funkce f (x,y, z) = arcsin z + arcsin y + arcsin z.
Reseni
Defini¢ni obor urcime z podminek:

—-1<z<1 A -1<y<1 N —1<2<1

Defini¢nim oborem jsou vSechny body krychle o hrané 2; krychle ma stfed v poc¢atku a je ohra-
ni¢ena rovinamiz = +1,y = tlaz = £1.
[

Pfiklad 11.12 Uréeme defini¢ni obor D (f) funkce f (z,y, z) = 2arcsin (1 + 22 + y* + 22).
Reseni

Definiéni obor uréime z podminky —1 < 1+ 2% + > + 22 < 1.
Upravou ziskdme

—2< P4y 4+ 2 AN P42 <0

Prvni nerovnost je spinéna pro viechny body [z, v, 2] € R3. Druhou nerovnost splfiuje jediny
bod, a to pocatek [0, 0, 0]. Prinikem obou mnofZin je pocatek [0, 0, 0].

D(f) = {[07070]}'

Funkce je definovana jen v jediném bodé.
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s v . ev s In (3&2+y2+z2—4)
Pfiklad 11.13 Urceme defini¢ni obor D (f) funkce f (x,y, z) = ———+

9—a2—y2—22
Reseni
Defini¢ni obor ur¢ime z podminek:
Py —4>0 A 9—2>—y? —22>0
Upravime:
P24yt >4 A 4yt 22 <9

D(f):{[$,y,Z] €R3; 4<l’2+y2+z2<9}

2 2 2_
Obr. 11.1 Defini¢ni obor funkce f (x,y, z) = In (a® 4y +2%—4)
Vo—a?—y2—z2

Zdroj: Vlastni zpracovani

Defini¢nim oborem je mnoZina vsech vnitinich bod mezi kulovymi sférami o rovnicich
2?2 +y? 4+ 22 =4ax? +y?+ 22 = 9. Kulové sféry maji stfed v pocatku a poloméry 2 a 3.
[ |
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Priklad 11.14 Urceme defini¢ni obor D (f) funkce f (x,y, z) = arctg %

Reseni
Defini¢ni obor urcime z podminky

r+3y+62—12#40=>2+3y+6z#£12/:12
r Yy oz

S A

12+4+27A

Obr.11.2 Castroviny -5 + 4 + 2 =1
Zdroj: Vlastni zpracovani

Defini¢nim oborem jsou body prostoru R? s vyjimkou viech bodd roviny 5+ % +:=1
Rovina vytina na osach z, vy, z Useky 12, 4, 2.
|

Pfiklad 11.15 Uréeme defini¢ni obor D (f) funkce f (z,y,2) = /36 — 922 — 36y — 422
Reseni

Defini¢ni obor uréime z podminky

36 — 9% — 36y — 42° > 0.

Upravime:

9% + 361% +42% < 36 / : 36
2 2 2

@~ oy 2

A

4 + 1 * 9 —
Rovnice %2 * yT2 - % = 1jerovnici elipsoidu se stfedem v pocatku a poloosami 2,1 a 3 na osach
xz,Yy acz.
D(f)={lys e R g +5+5<1

Defini¢nim oborem jsou vnitfni a hrani¢ni body elipsoidu.
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Spojitost

Pfipominame: Elementdrni funkce jsou spojité na svém defini¢nim oboru D (f). Elementérni
funkce maji pro véechny body svého D (f) jednotny funkéni predpis.

Priklad 11.16 Uréeme mnoZinu, na niZ je spojitd funkce f (x,vy,2) = ——L—,
7 /224y 422

Reseni

Funkce je elementarni, je tedy spojita na svém D (f).

Uréime D (f) zpodminky 22 +4?> + 22 0 =2 #0Ay #0A 2 # 0.
Funkce je spojita na mnoziné R\ {[0,0,0]}.

1
Pfiklad 11.17 Urceme mnoZinu, na niZ je spojitd funkce f (x,y, z) = ev+v+=.
Reseni
Funkce je elementarni, je tedy spojita na svém D (f).

Uréime D (f) z podminky x + y + z # 0.
Funkce je spojitd na mnoZiné R3 kromé bod( roviny x +y + 2 = 0.

T—yz
z—4 "

Pfiklad 11.18 Urceme mnoZinu bodu nespojitosti funkce f (x,y, z) =

Reseni

Vyjdeme z podminky z — 4 # 0 = z # 4.

VSechny body roviny z — 4 = 0 jsou body nespojitosti dané funkce.
Rovina je rovnobézna se soufadnicovou rovinou (z, y).

1

Pfiklad 11.19 Urceme mnoZinu bodii nespojitosti funkce f (z,y,z) = AT

Reseni
Vyjdeme z podminek pro uréeni D (f).
In (2 +y*+2°) #0 a 2°+y*+2°>0
R T e | je spInéno pro kazdy bod [z, y, z] € R* kromé bodu [0, 0, 0]

MnoZinou bod(l nespojitosti jsou véechny body kulové sféry o rovnici 22 4+ 3> + 22 = 1
a bod [0, 0, 0].
Sféra mad stied v pocatku [0, 0, 0] a polomér 1.
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Limita funkce

Priklad 11.20 Vypoctéme lim %
(2y.2)—(~1,25.2)
Re3eni
lim 1+sin® (z + 5y + 1) :1+sin2(—1+51ﬂ_0+1): 1 +sin? 2 )
(w2)—(-1,5.2) 1 + 1820y —In (2 + ) 1+tg2r —In(2—1) 1+tg2r—Inl
IRES I
1+0-0 1

Limitu jsme vypocitali dosazenim soufadnic bodu A do predpisu dané funkce; funkce je v bodé
A spojita.

n
Priklad 11.21 Vypoltéme  lim  YZUr=ti-t

2,,2,2
(z,y,2)—(0,00) Y

Reseni

27,252 1_1 0
lim TYE A :(_>:

(2,y,2)—(0,0,0) x2y? 22 0

(Ve +1-1) (Va2 + 1+ 1)
= lim
(z,9,2)—(0,0,0) x2y222 < x2y222 + 1+ 1)
22,2 11 _1 2,22
= lim ryE T — lim Y=
(@5,2)7(0,0,0) 32422 ( 12222 + 1 + 1) (5,2)=(0,0,0) 3,242 2 < 22222 + 1+ 1)
. 1 1
lim

1
C@wa)o000) /22222 f 141 VOF1I4+1 2

Piiklad 11.22 Vypoctéme lim sin(e—y+z—1)
P (z,y,2)—(1,1,1) z—y+z—1

Reseni
sin(z — —1 0 sint
lim (r=y+z=1) (0 _y,sint_,
(zy,2)—»(1,11) T —y+2z—1 0
UzZili jsme substituci: x —y+ 2 —1=1
Kdyzx — 0,y - 0az — 0, pakt — 0.

Priklad 11.23 Vypoctéme lim sinay?z?
(z,y,2)—=(0,1,—1)  TY?

Reseni

lim sinzy?z? (9) B i yz - sinzy222
(z,y,2)—(0,1,—-1) TYz

(x7yvz)_>(0717_1) xy222

0

sin zy222
—  dim yz-  lim MY -
(2,y,2)—(0,1,—1) (2,y,2)=(0,1,—1)  xY?2>
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Priklad 11.24 Vypoctéme lim —Ztyzoytl
YP (z,y,2)—(0,0,0) /22 +y2+22+1-1
Reseni
— 1 1

lim rTHyE Tyt { ]:—l—oo
(29.:2)=(000) \ /22 + 42+ 22 +1—-1 [ 0F

lim ( o +22+1—1> —1-1=
(z,y,2)—(0,0,0) \/ y

[ |
T+y+z
PFiklad 11.25 Vypoits l (1 2 )
i ypoctéeme (x,y,z)L)rT](U,O,O) + P
Reseni
2 r+y+z

im <1 + _) ~ (x0)’
(z,y,2)—(0,0,0) x + Yy + z
Zavedeme substituci: x +y + 2z =1¢,t — 0.

t t
lim( 1+ 2) (00”) = lim (1) = fim et (1) = o [pin (1+)] @eo =1
t—0 t t—0 t—0
1 —2
2 In(1+ 2 e 9

lim [tin (14 = :(o-oo):nmyz (Z) = tim 2 = lim =
t—0 t t—0 " 00 t—0 - t—0 1 4+ h

2
[

00
i t I <1 + 9 >z+y+z
imita im =

(2,y,2)—(0,0,0) rHy+z
[ |

Parcialni derivace

Priklad 11.26 Urceme prvni parcidlni derivace funkce

f(z,y,2) = 2 +1y>+23— 622y +5r2? —3wyz+y?2—15 ajejich hodnoty vbodé A = [1, -1, 2].
Reseni

Podle znamych vzorcl a pravidel vypocteme nejprve prvni parcidlni derivace v libovolném bodé
[x,y, z|. Dosazenim soufadnic bodu A vypocteme hodnotu parcidlnich derivaci v bodé A.

f’ (z,y,2) = 32% — 12:)3y + 522 — 3yz

[y (x,y, 2 2) = 3y* — 62% — 3z2 + 2yz
f;(xy, z) = 327 —|—10a:z—3xy—|—y
A =£f01,-1,2)=3-1"-12-1-(=1) +5-22 -3 (~1)-2 =41
) =f01,-1,2)=3-(-1)?-6-1"-3-1-2+2(-1)-2=—13
(A =f(1,-1,2)=3-22410-1-2—3-1-(=1) 4 (1) = 36
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Priklad 11.27 Vypocitejme prvni parcidlni derivace funkce
f(xayaz):xg\/gz_i"‘%‘i‘i, $>O, y>0, z > 0.

Reseni
zZ

1
fiz,y,2) = 3x2\/§z — ; - =

T2
3

g = EE T
fy<x>yvz)_2\/y+y2+z
/ I
fz<.§C,y,Z)—37 22+ZE‘

Pfiklad 11.28 Vypocitejme prvni parcidini derivace funkce f (z,y,z) = In %, x > 0,
y >0, 2>0.
Reseni
1y 1
/
) = — _— = —
1 =z 1
f/ T, Y,2) = 240 5 — =
y ( ) Ry
1 2.2y -2
"(z,y,2) = — —
fz( Y ) % ~3 ~
Pfiklad 11.29 Vypocitejme prvni parcidlni derivace funkce f (z,y, z) = .

Reseni

Pro kazdy bod [x,y, z] # [0, 0, 0] plati:

. 2 2 2 _ 2z
of TVETYAICOTEIES 22—

/22442422

y2+22

2 2 2
8.1' T +y + z \/(I2+y2+22)3
— 2y

of T Vairpn —zy

2 2 2
3y T+ Yy +z \/($2+y2+22)3
o 2z

l‘—
8f 21/ 22 +y2+22 —xTz

9, 2 2 2
0z 24+ y*+z \/(x2+y2+22)3

\/(9(:2 +y? 4 22)°

146
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z

Pfiklad 11.30 Vypocitejme prvni parcidlni derivace funkce u = arctg (x — y)~.

Reseni
z—1
, _ 2@ —y)
Uy = 2z
1+ (z—y)
p_2le—y)T (=) ey
Y 14 (@—y)” 1+ (z—y)*
oy = Ty Iz —y)
[
Priklad 11.31 Vypocitejme prvni parcidlni derivace funkce u = In ﬁj, x>0,y — 2> 0.
Reseni
, 1 1
ul’ = = . D) = —
r Y-z o«
, 1 —x -2y —2y
Uy = 3 2 27 2
y2—2z (y Z) y- ==z
1 —x-(-1 1
U; - X & ( 2) 2
yi—z (yg - Z) y ==
|
Priklad 11.32 Vypocitejme prvni parcidini derivace funkce v = x¥ ,x > 0,y > 0.
Reseni
U/ — yzuyz—l
u, = v Inz - 2yt
u,=2¥ -Inz-y°-Iny
|

Priklad 11.33 Vypocitejme vsechny prvni a druhé parcidini derivace funkce
f(z,y,z) = a* = 5y® + 322 — 6222 + 3wy — 2yz + say=.

Reseni

1
fh =42’ —62* + 3y + Y7

1
f; = —15y* 4+ 3z — 22 + 5%%

1
fl=06z—12z2 — 2y + 5y
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1 1
"o 2 "o "o __
fow = 122 fxy =3+ 52 fon = —122 + §y
1 1
" 1" "
fyy:_goy fyx:3+§z fyz:_2+§x
1 1
" " "
Srovnejme:
1
"o oen
fzy = Jyz = 3+ 52

1
1
no_ .
fyz_fzy _2+2I

Spojité smisené parcialni derivace se sobé rovnaiji.

|

Priklad 11.34 Vypocitejme a P (1 —1,1) pro funkci

flzy, 2z)=In(z*+y*+ 2 ) £0,y#£0,2#0.

Reseni
Vypoéteme 59—8 v libovolném bodé [z, y, z] a pak dosadime bod [1, —1, 1].

af 2y

Oy a2+ 12 + 22

>Pf —2y-2z —4yz

Oz (22 +y2+22)7 (22 +y2 + 22)°

0? —4-(=1)-1 4

0y0z (12 4 (—1)% 4 12) 9

|

Pfiklad 11.35 Vypocitejme 5.5 ( 1,0, 1) pro funkci f (z,y, z) = e*V=.

Reseni
Vypoéteme %{az v libovolném bodé [z, y, 2] a pak dosadime bod [—1, 0, 1].

8_f = yze*V*

ox

32

81;(‘;;/ = ze™* + yze™* . xz = V* (z + xyzZ)

Of =e" - ay (z + xyzQ) + ™% (1 4 2zyz) = ™7 (xyz + 2?2 1+ Qxyz) =

0xdyoz

= e"* (3aiyz + 2?2+ 1)

Pf
-1,0,1)=e?(0+0+1)=1-1=1
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Pfiklad 11.36 DokdZeme, Ze dand funkce u (x,y,z) = x + z%@z’ vyhovuje uvedené parcidlni
. .7 ’ e . au au Bu o

diferencidlni rovnici 5 + By +5 =1L

Reseni

Vypocteme parcidlni derivace.

ox y—z
ou_—ly—2)—(@—y)-1_—y+z—aty z-u
dy (y—2)° (y — 2)* (y— 2)°
Ou _ -y -(=1) _ z-y

0z (y — 2)* (y —2)°

Dosadime derivace do rovnice a upravime jeji levou stranu.

1 Z— T —y
1+ + 5 + 5 =1
y—z (w—2" (-2

(y—2+y—2)+z—z+x—y

(y —2)° :

W—2+Wy-2)+z—y _
(y—2)°

-2 +W-2)-Ww=-2) _,
(y—2)°

w—2"_,

(y—=2)°
1=1

Tim je dikaz proveden.
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Totalni diferencial funkce

Pfipomindme: df (z,y,2) = % (x,y,z,)de + g—jj (x,y,2)dy + % (x,y,2)dz
Pfiklad 11.37 Urceme totdini diferencidl df funkce f (z,y,z) = zyz + say*z + sxyz°
a) v libovolném bodé [x,y, 2] € R?,
b) vbodé [—1,2 1],
c) v libovolném bodé pro prirlstky: dx = 0,1; dy = —0,1; dz = 0,2,
d) vbodé [2,1,—2] prodx = 0,02; dy = —0,01; dz = 0,02.
Reseni
Vypocteme vSechny prvni parcidlni derivace.

of _ 01

1
Z, — = —xz -2y = 1Y%, = —qy - 32° = zy2?

or 77 oy~ 2 9. 3

a) Dosadime parcialni derivace do vzorce.

df (z,y, 2) = yzdr + xyzdy + xyzdz

b) Dosadime soufadnice bodu [—1,2, 1].
df (=1,2,1) =2-1dx + (=1)-2-1-dy + (=1) - 2- 1%dz
df (=1,2,1) = 2dz — 2dy — 2dz = 2 (dz — dy — d=z)
c) Dosadime zadané pfrirlstky.
df (x,y,2) = yz- 0,1+ zyz - (=0,1) + zyz*- 0,2
df (x,y,2) = 0,1yz — 0,1xyz 4 0,2y2"
d) Dosadime souradnice bodu i prirlstky.

df (2,1,-2) =1-(=2)-0,02+2-1-(=2)-(=0,01) +2-1(-2)*-0,02
df (2,1,-2) = —0,04 + 0,04 + 0,16 = 0,16
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Priklad 11.38 Pomoci totdIniho diferencidlu uréime pfibliznou hodnotu vyrazu
1,002 - 2,0032 - 3,0043.
Reseni
Nejprve sestrojime vhodnou funkci f tak, aby f (1,002;2,003; 3,004) = 1,002 - 2,003? - 3,004,
ZFejmé je to funkce f (z,y, z) = zy?z°.
Vime, Ze f(1,002;2,003;3,004) = f (1,2,3) +df (1,2,3),
pricemz prirGstky jsou: dz = 1,002 — 1 = 0,002
dy = 2,003 — 2 = 0,003
dz = 3,004 — 3 = 0,004
Vypocteme parcialni derivace a ur¢ime totalni diferencial df .
Of _ 55 Of 5 Of 2.2
o yz,ay xyz,az Ty z
df (z,y, 2) = y*22dx + 2zy2>dy + 3wvy*2*dz

Hodnoty parcidlnich derivaci v bodé [1, 2, 3] jsou:

of

——(1,2,3)=2%-3*=4-27=1

o7 (1,2,3) 3 7 =108
of 3
—=(1,2,3)=2-1-2-3>=4-27= 108
ay(’ 7)

of

8—(1,2,3):3~1-22-32:4-27:108
z

Dosadime do diferencialu:

df (1,2,3) =108 - 0,002 + 108 - 0,003 4 108 - 0,004
df (1,2,3) = 108 (0,002 + 0,003 + 0,004) = 108 - 0,009 = 0,972

Zbyva urit f (1,2,3) = 1-22.3% = 108
£(1,002; 2,003 3,004) = 108 + 0,972 = 108,972

PFibliznd hodnota vyrazu 1,002 - 2,003% - 3,0043 je 108,972.
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Extrémy

Pfipominame: Pro stacionérni bod A plati: f; (A) = f; (A) = f. (A) = 0.

O existenci a typu lokalniho extrému rozhodujeme podle postacujici podminky pro lokalni ex-
trémy.

Zavedeme oznaceni determinant(:

Dy (A) = 14 (A)] = £ (A)

by () — [P ) )
1 (A) i (4)
1(A) (A fL(A)

Dy (A) = |f1,(A) fu,(A) fL.(4)
1(A) 1 (A) S (A)

Sylvestrovo kriterium:

(1) Je-li Dy (A) > 0, Dy(A) > 0, D3 (A) > 0, pak ma funkce f v bodé A ostré lokalni
minimum.

(2) Je-liDy (A) <0, Dy (A) >0, D3 (A) < 0, pak ma funkce f v bodé A ostré lokdlni ma-
ximum. Jsou-li vSechny determinanty nenulové a neni-li spInéno (1) ani (2), pak funkce
nema v bodé A lokaIni extrém.

Pfiklad 11.39 Najdéme lokdlini extrémy funkce f (x,y, z) = 2> + y*> + 2° — zy + = — 22.

Reseni
Funkce f je definovana a ma spojité parcialni derivace viech fadd na prostoru 123, Lokalni ex-

trém muze tedy nastat jen ve stacionarnim bodé.
Vypocteme parcidlni derivace prvniho a druhého rfadu.

fo=20—y+1 fl,=2 f,=-1=f,

fy=2—-x fw=2 [.=0=12,
fi=2-2  fL=2 [L=0=f

Urcime stacionarni body.

1
fil=0&2z—y+1=0; 4y—y+1:0:>y:_§

, 2
f,=0&2y—x=0=2=2y; x:—g
f1=0&22—2=0=>2=1
Ziskali jsme jediny stacionarni bod A = [—%, —%, 1}, ktery je podezrely z lokalniho extrému.
Podle postacujici podminky pro extrém rozhodneme, zda a jaky typ extrému v bodé A nastane.
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Vypocéteme determinanty:

D (A)=2>0
2 -1

D, (A) = —4-1=3>0
-1 2
2 -1 0

D3;(A)=|-1 2 0/=8-2=6>0
0 0 2

Dy >0, Dy >0, D3 >0 = ostré lokdlni minimum

FA)=f <—§ -5, 1) _

2\° 1\? 2 1 2 4
=(—=) +(-=) +22= (=) (—=2)+|-=)-21=—=
(5) +(5) == () () + (5) 2=
Funkce ma ostré lokalni minimum —32 vbodé A = [-2,—1 1].
Pfiklad 11.40 Najdéme lokdlini extrémy funkce f (x,vy, 2) = 22% + y* + 22 — xy — z2.
Reseni
Funkce f je definovana a ma spojité parcialni derivace viech fadd na prostoru 13, Lokalni ex-

trém muzZe tedy nastat jen ve stacionarnim bodé.
Vypocéteme parcidlni derivace prvniho a druhého fadu.

fo=dr—y—z fl.=4 fl,=-1=[,

fy=2y—x fw=2 f=-1=f

fo=2-u fle=0 fl.=0=f]

Urcime stacionarni body.

ff=084r—y—2=0;4-2-1-2=0=2=7
fi=082—2=0,2y-2=0=y=1

fil=0&2—2z=0=>12=2

Ziskali jsme jediny stacionarni bod A = [2, 1, 7], ve kterém by mohl nastat lokaIni extrém.

Podle postacujici podminky pro extrém rozhodneme, zda a jaky typ extrému v bodé A nastane.
Vypoclteme determinanty:

Dy (A)=4>0
4 -1
Dy (A) = =8—-1=7>0
-1 2
4 -1 -1
D3;(A)=|-1 2 0]|=-2<0
-1 0 0

Dy >0, Dy >0, D3 < 0= extrém nenastane
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Funkce nema zadny lokalni extrém.

2 2

Pfiklad 11.41 Urceme lokdlIni extrémy funkce f (x,vy, 2) = 22%yz — 2% — y* — 22

Reseni

Funkce f je definovana a méa spojité parcialni derivace viech Fadd na prostoru R3. Lokalni ex-
trém muzZe tedy nastat jen ve stacionarnim bodé.
Vypocéteme parcidlni derivace prvniho a druhého fadu.

fr=062%yz =2z fI =12zyz—2 fI =62"z=f)
fy=22% -2 fj,=-2 fiz = 62%y = [,
fi=22%y =2z fl =2 fo. =22 = fI,

Uréime staciondarni body.
fi=0&62*yz—20=0/:2 32*yz—2=0
fl=02%-2y=0/:2 2°2—y=0
fl=0&22% ~-22=0/:2 2°y—2=0

<

Vytkneme v 1. rovnici x a obdrZime soustavu tfi rovnic o neznamych x, y a 2.
(1) x(3zyz—1) =0
2) P2z—y=0;2° 2%y —y=0y(@*-1)=0=>y=0Ve==+1
(3) %y — 2 = 0 = 2z = z®y dosadime do (2)

Z(2):x = 1dosadimedo (3) (2)z = —1 dosadime do (3) (2) y = 0 dosadime do (3)

B)z=Byez=y B)z=(-1)’yez=—y B)z=2*0=2=0
dosadime do (1) dosadime do (1) dosadime do (1)
13-1-y-y—1)=0 —1383-(-1)-y-(-y)—1=0 2(3z-0-0—-1)=0
3y =1 -3y = -1 —x =0

::I:\/Lg y::I:\/Lg x=0
Z::I:\/Lg z::F\/Lg

VELRVE
D = [—1, —\/%, %}, E =0,0,0], které jsou podezielé z lokalniho extrému.

Ziskali jsme 5 stacionarnich bodd A = [1, \/Lg, \/%}, B= [1, -1 —i], C = [—1, \/Lg, —\/ig},

Podle postacujici podminky pro extrém rozhodneme, zda a jaky typ extrému v podezrelych bo-
dech nastane.

Pro prehlednost sestavime tabulku derivaci a determinantl. Vypocet provedeme pro bod A a
E; ostatni vypocty ponechame na ¢tendfi.
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L(A) =121 - —2=4-2=2 fI(A)=6-1- =5 =23
oy (A) = =2 5 (A)=6-1"- = =2V3
2 (A) = -2 e (A)=2-1=
D, (A)=2>0
2 2V3
Dy (A) = =—4-4.3=-16<0
2v3 =2
2 2v3 23
Ds(A)=12¢/3 -2 2 |=8+24+24—-(-244+8—-24)=96>0
2v/3 2 =2
7 (B)=12-0-2==2 f/ (E)=6-0=0
oy (B) = =2 2 (£)=6-0=0
2 (E)=-2 e (B)=2-0=0
Dy (E)=-2<0
-2
D,y (E) = —=4>0
0 -2
-2 0 0
Ds(E)=]10 -2 0]|=-8<0
0 0 -2
Tabulka 11.1 Vyhodnoceni extrémd funkce f (x,vy, 2) = 223yz — 22 — y? — 22
Stacionarni bod Dy = [l | foy | 2 vy Q’C’Z e D, D3
I PR T
14__1,73,75 2 >0]—-2-2[2/3 | 2V3 |2 |-16 <0 9 >
[ 1 1]
B__1,—7§,—7§_ 2 >0|-2|-2|-2vV3|-2V3| 2 |—-16 < 0| 96 >
_ 1 1]
C = Ly | 2> 022 —2v3| 2v/3 | —2|—-16 < 0] 96 >
D=[-1,-1 L 250 -2 -2 2v3 |23 2|16 < 0| 9 >
E =10,0,0] —2 < 0|-2|-2| 0 0 0 4> 0]-8 <

V bodech A, B, C'a D extrém nenastane, protoZe determinant Dy < 0.
V bodé £ ma funkce ostré lokalni maximum, protoZe determinant D; < 0, D, > 0a D3 < 0.

f(E)=0
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Funkce ma ostré lokdlni minimum 0 v bodé E = [0, 0, 0].
|

Pfiklad 11.42 Vypocitejme vdzané lokdIni extrémy funkce f (x,y,z) = xyz vdzané podmin-
kami

r+y—z=3axr—y—z2=2_8.

Reseni

Z podminek vyjadfime 2 proménné pomoci tfeti proménné, napf. x.

— =3 —3 _
T+y—2z }+ y=3+z—x

r—y—z=28 y=3+2 1 _4
20 — 2z =11 _ 6420—11-2
9 =11-2¢ T 2
5 — 22-11 Yy=—3

2

Dosadime do funkce f.

o= (e B (D) 22

27 2 2 2 4

Obdrzeli jsme funkci v jedné proménné; znamym postupem hleddame jeji extrém.
Funkce u i jeji derivace jsou spojité, extrém m{Ze nastat jen ve stacionarnim bodé.
Vypotteme v/ (z) = =2 (4 — 11); "’ (z) = =2 -4 =5

Najdeme staciondrni bod.

Polozime v/ (z) =0& -3 4z —11)=0=z =1

11 7 7 ’ .
u” <—4 ) = —5 < 0 = ostré lokadlni maximum
v 2411 11, 5
Vypotteme z = ~i— = — 1Ly — 3

Fay=1t (_g) . (_%) o

Funkce ma vazané ostré lokalni maximum %2 v bodé A = [&, -5 111,

Pfiklad 11.43 Vypocitejme lokdini extrémy funkce f (x,y, z) = xyz vdzané podminkou
r+y+z=1L1

Reseni

Z vazby vyjadfime jednu proménnou, napt. z: 2 = 1 — x — y a dosadime do funkce f.
u(@,y)=f(ryl-—r-y) =zy(l -z —y)=ay — 2’y -y’

Obdrzeli jsme funkci u dvou proménnych z a y; znamym postupem hledame jeji extrém. Funkce
u i vSechny jeji derivace jsou spojité, extrém muzZe nastat jen ve staciondrnim bodé.
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Vypocteme prvni a druhé parcialni derivace funkce u.

I 2 n o __ "o o
U, =Y —20Y — Y~ Uy, = —2Y u$y—1—2x—2y—uy$
u;:x—x2—2xy ugy:—Qx

Najdeme stacionarni body.

Z (1) obdrzime y = 0Onebo 1 — 2z — y = 0.
Dosadime do (2).

y=0: 2(l-2-0)=0 y=1-2z: z(1—2—-2+4+42)=0
r=0,z=1 x(Bx—1)=0
1

r=0,x=3

Dopotitameyaz: 2 =0,y=0,2=1-0—-0=1
r=1,y=0,z2=1—-1-0=0
r=0y=1-0=1,2=1-0-1=0

s=dy=1-2-4<hr=1-}-1-}
Ziskali jsme 4 staciondarni body:
A=[0,0,1],B=[1,0,0],C=[0,1,0,D = |~ 11
- Y Y 9 - ? 9 9 - P 7 - 37373

Podle determinantld D; a Dy rozhodneme o existenci a typu extrém.
Pro prehlednost sestavime tabulku.

Tabulka 11.2 Vyhodnoceni extrém( funkce f (z,y, z) = zyz

Stacionarni bod | uf, = Dy |u), | ul, | Do = ull, - u), — (ugy)2 extrém

A=10,0,1] 0 0 1/-1 <0 nenastane

B =11,0,0] 0 -2 -1]-1 <0 nenastane
C=10,1,0] —2 0/-1|-1 <0 nenastane
D=[333 |-2<0|-2|-%| 3 >0 ostré lokalni maximum
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Pfiklad 11.44 Vyhledejme globdini extrémy funkce f (z,vy, z) = x + y + z na mnoZiné

M= {[z,y e R®2*+y* < zAnz <1}

Reseni

Znazornime mnozinu M; je to ¢ast rotaéniho paraboloidu, ktery ma vrchol v pocatku, shora
omezena rovinou o rovnici z = 1.

Obr. 11.3 MnozZina M a body podezrelé z globalniho extrému
Zdroj: Vlastni zpracovani

Funkce f je na mnoZiné M spojita, mnozina M je kompaktni, proto funkce f ma na mnoziné
M globalni extrémy.
(1) Najdeme a shromazdime vSechny body podezielé z globalniho extrému.
(a) Body podezrelé z lokalniho extrému, nalezejici vnitiku M° mnoziny M.
M=A{lz,yl e R*2*+y" <zNz<1}
Spocteme prvni parcialni derivace a uré¢ime stacionarni body.

f=140

fl=1#0

fi=1#0

Funkce nema zadny stacionarni bod. Globalni extrémy mohou nastat jen na hranici
mnoziny M.

(b) Body podezielé z vazaného lokélniho extrému na hranici h (M) mnoziny M.
Hranice je sloZena ze tti ¢asti:

e Body plasté paraboloidu do vy3ky 1 (a):
z=2"+9y*ANz€(0,1)
Dosadime vazbu z do funkce f.

u(z,y)=f(z,y,2°+y°) =z +y+2°+y°
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Obdrzeli jsme funkci u dvou proménnych x a y; uréime jeji staciondrni body.
1
ul, =14 2x; u;:0©1+2x:():>x:—§

1
w, = 1+ 2y; u;:()<:>1+2y:0:>y:_§

(Y (L) e
2 2 2 ’
Ziskali jsme stacionarni bod A = [—3, —3, 3] € (a)
Body vnitrku kruhu ve vysce 1 :
P2yt <1lAnz=1
Dosadime vazbu z do funkce f.
vizy) =flzy,l)=z+y+1

Obdrzeli jsme funkci v dvou proménnych z a y; urCime jeji stacionarni body.

Funkce v nema Zadny stacionarni bod.
Body kruznice 2% + > = 1 Az = 1@.

Z vazby vyjadiime napt. ¢ = 1 — 22 = |y| = V1 — 2%
UvaZujeme pulkruznici o rovniciy = V1 — 22, z € (-1, 1).
Obé vazby dosadime do funkce f.

w(x):f<x,m,1) — 4+ VI—a?+1

Obdrzeli jsme funkci w jedné proménné x; urcime jeji stacionarni bod.

X
—_1_—
21 — 22 V1—2a2?
W (@) =081 =0 VI =0 V-2 =1/’

vV1i—z
2
1—x2:x2:>2x2:1:>x:jziG(—l,l);y: 1—(:I:L) =
V2 V2

1 1

2 V2
Ziskali jsme 2 staciondrni body:

1 1 1 1
B=|—,—&4,1| aC=|—F7,—F4,1
e R vt

Uvazujme pulkruzniciy = —v/1 — 22, z € (—1,1).
Obé vazby dosadime do funkce f.

r(x)zf(m,—m,1>:x—m+l

} , oba body néleii@
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Obdrzeli jsme funkci r jedné proménné x; uré¢ime jeji stacionarni bod.

r(z) =1 —2 — 14—
2v/1 — 2?2 V1—a?
T
r2)=0e1l+ ———==0=>V]I—-22+2=0=V1—a2=—1/°
(@) Ve 07 /
2 2 1
l—*=2"=>2r=1=>0=+—c¢€(—1,1);

V2
__.h (i 1 )2_ 1
! V2) ~ e
Ziskali jsme 2 staciondarni body:
1 1 1 1
D=|—,——,1| aF=|———,——=,1|, obabody nalezi
{ﬁ V2 } [ Vi Ve } v ndleti (7)
(c) Dosud neuvaZované body jsou body:
F=1[1,0,1 aG =[-1,0,1].

(2) Celkem jsme nasli 7 bodd, v nichZ by mohl nastat globalni extrém. Ve vSech téchto bodech
urcime funkéni hodnoty.

1 1 1

1 1 1
flA)=-5-5+5=-35 f(E)I—E—EJrl:l—\/ﬁ
f(B):iz+%+1:1+ﬁ fFF)=14+0+1=2
f(0)=—i2+i2+1=1 f(G)==14+0+1=0

11
f( )_E—E+1_1

Funkce ma globalni maximum 1 + v/2 v bodé B — [\/% 1 1} a globalni minimum —1 v bodé

A= [-1 -1, 1]. Obou globalnich extrém{ nabyvé funkce na hranici mnoziny M.

Pfiklad 11.45 NddrZ na vodu tvaru kvddru mdé mit objem V = 32 m3. Uréeme rozméry nddrZe
tak, aby se na vybetonovdni dna a stén spotrfebovalo co nejméné materidlu.

Reseni

Oznacime rozméry dna = a y a hloubku nadrze z. Plochu na vybetonovani oznacime P.
Potom P = xy + 22z + 2y=.

Objem V nadrze je V = xyz.

P je funkci tfi proménnych: P (z,y, z) = xy + 22z + 2y=.
Rozméry nadrze spliuji podminku (vazbu) xyz = 32ataké x > 0,y > 0az > 0.
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Hleddme tedy vazany extrém funkce P, a to minimum.
Z vazby vyjadiime z = % a dosadime do funkce P.

32 32 32 64 64
u(z,y)=Plz,y,— | =ay+2r— +2y— =2y + — + —
ry xry Yy Yy X

Extrém muzZe nastat jen ve stacionarnim bodé.

ou 64'3u_0<:> 64_O:> 64
ax_y 2’ Ox y 2 y_x2
ou 64 Ou 0o 64 0

—_— = — —. — = Xr— — =

dy Y2’ Oy y?

Z 1. rovnice vypoCteme y = 2—3 a dosadime do 2. rovnice:

64 x4 3

2

x = 0 nevyhovuje (x ma byt kladné)

3

l—g—4:0<:>64—x3:O:>x3:64:>x:4

6,

Q—E—

Obdrzeli jsme 1 staciondrni bod A; = [4,4].
O existenci a typu extrému rozhodneme pomoci postacujici podminky, tj. pomoci determinant(
D1 a Dy. Uréime druhé parcialni derivace

Ou 128 azu( - 128 5
or? 13 ox2 7 43
2 12 2 12
Fu _ 128 @(4’4):_8:2
912 e 92 43
0*u 0*u
=1 4.4) =1
Oxdy 8x8y( 4)
D1 (Al) = 2 > O
2 1

D; > 0A Dy > 0= ostré lokdIni minimum
Vypolteme z = 22 = 2,
Vbodé A = [4, 4, 2] ma funkce P ostré lokalni minimum, které je zarover globalnim minimem.

P(4,4,2)=4-442-4-2+4+2-4.2=148

Na vybetonovani dna a stén nadrZe se spotrebuje nejméné materiadlu, kdyz rozméry nadrze
budouz =4m,y=4maz=2m.
Dno néadrZe bude tedy ¢tverec o strané 4 m a jeji hloubka je 2 m. Plocha P tedy bude 48 m?2.

[ |
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Pfi uréovani defini¢niho oboru vychazime ze znamych podminek, napt. vyraz pod
sudou odmocninou musi byt nezdporny apod. Limity pocitdme pomoci Uprav
predpisu funkce a uzitim vzorcu. Pfi vypoctu parcialnich derivaci podle jedné
z proménnych, povazujeme ostatni proménné za konstanty. UZivdme zndmé
vzorce a pravidla pro derivovani. Pomoci totdlniho diferencidlu uréujeme pfi-
bliznou hodnotu vyrazu. Pfi vyhledavani lokdlnich extrému nejprve vyhledame
body podezrelé z tohoto extrému a pak podle Sylvestrova kritéria rozhodneme
o existenci a typu extrému. Pri vyhledavani globalnich extrémi vyhledame body
podezielé z tohoto extrému uvnitf a na hranici dané mnoziny a ur¢ime nejvétsi
a nejmensi funkéni hodnotu v podezrelych bodech.

1. Urcete definicni obor funkce f.

f(x,y,2) = /222 = byt + 2

D(f)=F

f(z,y,2) = {*/36—x2 — % — 22
D(f) ={lr,y, 2] € R%a® +y* + 2* < 36} |
VSechny body koule se stfedem v pocatku
a polomérem 6.
flzy,2) =yavo—1
D(f)=Alr.y,2] € Rz <1}
Poloprostor véetné hrani¢ni roviny x = 1. |

f(z,y, z) = arcsin 5 + 3arcsin % — %arccosz

D (f) je kvadr se stfedem v pocétku, ohraniceny
rovinamixz = £2, y =+3az = *+1

sin xy2 22
Tyz

2. Vypoctéte lim
(z,y,2)—(0,—2,1)

3. Vypoctéte vsechny prvni parcidlni derivace funkce f (z,y,z) = (£)".

=@ = () = ()]
4. Vypoctéte hodnotu vsech prvnich parcidlnich derivaci funkce

f(z,y,2) = /2?2 +y? + 22

vbodé A =[0,1,2].

R =0, f(A) = L, fL(A) = 2 |
5. Vypoctéte vSechny druhé parcidlni derivace funkce
fla,y2) = a8 — daty + 122 4y —yz a2t -8,
Porovnejte smiSené parcidlni derivace.

" .y .

Vo= 6z — 3xy + 227 vy = 20y3; I =1+ 222

"o 3 __ ey . o e
zy — X T Sy Jzz T 4oz = zxy Jyz — —1= 2y
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Vypoctéte hodnotu totdIniho diferencidlu funkce
f(z,y,2) = 2"sinyarctg z vbodé [—4, %, 0| pro dz = 0,05, dy = —0,06
adz = 0,08.

[0,005]
Najdéte lokalni extrémy funkce.
f(z,y,2) = 622 + 5y? + 1422 + 4oy — 8xz — 2yz + 1
[0. I. minimum 1 v bodé [0, 0, 0]]
fay2) =0+ +22—ay—20+3y—42+6

0. I. minimum —£ v bodé |3, —3,2]]
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Kapitola 12

Implicitni funkce

Po prostudovani kapitoly budete umét:
vysettfit, zda rovnici F'(x,y) = 0 je definovéna funkce y = f(z);
pocitat derivace implicitni funkce,

sestavit rovnici te¢ny a normaly v daném bodé,

zjistit, zda je funkce monotdnni, konvexni nebo konkavni na okoli bodu,
vyhledat lokalni extrémy.

Kli¢ova slova:
Implicitni funkce.
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Pfiklad 12.1 Zjistime, zda rovnice y* — x = 0 definuje na okoli bodu [0, 0] y jako funkci pro-
ménné .

Reseni
V naSem p¥ipadé je funkce F' [z, y] = y* — .

Ovérime, zda je splnén predpoklad véty o existenci implicitni funkce.
Musi byt splnény 3 podminky.

1) Fl =-1
F, =2y
Obé parcialni derivace jsou spojité na 2.

2) F(0,0)=02—0=0

3) F;(0,0):2~0:0
Podle véty ma byt F; (0,0) # 0.
Treti pfedpoklad neni splnén.

Zavér: Dana rovnice nedefinuje na Zzadném okoli bodu [0, 0] y jako funkci .

Skutecné: V tomto pripadé umime rovnici elementarné resit vzhledem k y.

Plati: 4> —z = 0= y* =z = |y| = /2 & y = £y/z prox > 0. Pro x < 0 neexistuje zddné
feseni.

Z toho je vidét, Ze rovnice y?> — x = 0 nedefinuje y jednoznaéné, ale 7e definuje dvé funkce:
fl ‘Y= \/Ea r >0

fory=—yx,x>0.

<

i

[0,0]

-

Obr. 12.1 Graf kfivky 42 = «
Zdroj: Vlastni zpracovani
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Pfiklad 12.2 Necht'y = f (x) je funkce implicitné definovand rovnici * + y* — 4 = 0 na okoli
bodu A = [v/2,V/2]. Najdéme hodnoty f' (v/2) a f" (V/2). Najdeme explicitni vyjddFeni pro
funkci f a sestrojime jeji graf.

Reseni

NejdFive ovéfime, Ze rovnici 2% + y? — 4 = 0 je na okoli bodu A = [v/2, v/2] implicitné defino-
véna funkce y proménné z. V nasem pfipadé je funkce F' (z,y) = 22 + % — 4.

Ovéfime, zda je splnén predpoklad véty o existenci implicitni funkce.

Musi byt splnény 3 podminky.

1) F. =2z
F, =2y
Obé parcialni derivace jsou spojité na 2.

2) F(vV2.v2) = (V) + (V2)" —4=4—-4=0
3) F)(V2,V2) =2v2#0

Vsechny 3 podminky jsou splnény, je tedy na urcéitém okoli bodu A = [\/5, \/5] korektné defi-
novana funkce y proménné .

Prvni derivaci funkce y vypocteme podle vzorce.

Pfipominame: v/ = [ (z) = —%; struéné ¢/ = —?—é; F,#0

y=-3=-5y#0

Potomy' (A) =y (v2,V2) = —% =1

Vzorce pro derivace vysSich fadu funkce urcené implicitné jsou slozité, proto vyssi derivace
zpravidla pocitdme postupnym derivovanim. Nesmime vSak zapomenout, Ze y je funkci x.
Tedyy' = —% derivujeme podle x, ale y neni povazovano za konstantu jako pfi vypoctu parcidlni
derivace, nybrz je funkci x, kterou explicitné nezname, proto derivace y bude jen naznacena
carkou, tj. v/

L —loyta-y —y—l—x(—g) —y2—:E2 x2+y2
Y Y Y Y

y'(A)=y" <ﬁ7\/§>=— ( ot

Vysledek: f' (V2) =y (4) = —1; f" (V2) =¢"(4) = —V2.

Poznamka.
Z rovnice 22 4 y? — 4 = 0 lze vypoéitat explicitni vyjadfeni funkce f.

P4y —d=0=>=4—2"= |y =V4—2a?
Nase funkce f : y = V4 — 22, protoze A € G (f), v € (—2,2)

KFivka dana rovnici 22 + y? — 4 = 0 je kruZnice se stfedem v po&atku a polomérem 2.
Grafem funkce f je horni pllkruZnice, ponévadzZ na ni leZzi bod A = [\/5, \/ﬂ
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Obr. 12.2 Graf funkce y = v4 — z2
Zdroj: Vlastni zpracovani

tga=9y(A)=—-1=a=135°

-1 je smérnice tecny v bodé A

Vsimnéte si, Ze na okolich bodl [—2, 0] a [2, 0] neexistuji funkce proménné x implicitné defino-
vané rovnici 22 + y? — 4 = 0.

Snadno si muZeme derivovanim funkce f ovéfit spravnost vysledk.

f(z)=v4—a?
, 2z -z, B —2 B —V2 B
fu”‘mﬂ—xf_¢4—ﬁ“fbﬁ>_ -3’ V2o

—1

fﬁ(@z—1-m+$-2%:_4+x2_$2: 4
( 44—932)2 ) (vVi—=)"  (Vi—2)
f V2) = — 3= — 3=
( ) ( 4_(\/5)2) (\/ﬁ)
Poznamka.

Takovy ptimy vypocet derivace vSak neni vidy mozny, protoze z rovnice F' (z,y) = 0 nelze vidy
explicitné vyjadrit y v zavislosti na z, tj. ve tvaru y = f (z).
|
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Ptiklad 12.3 Vypoctéme y' a yy” funkce y, kterd je dand implicitné rovnici y — arctgy = .
Reseni

Funkce F'(z,y) = y — arctgy — =.
Vypoéteme ¢/ :

a) Podle vzorce iy = —l;—%.
Y
1 1 21 2
el Fl=lo— =2 2 Y
1+y 1+ 2 1+y?
-1 1+
y=——=—5 1 y#0

14y? y

b) Derivovanim rovnice podle z.

y — arctgy — = = 0 / derivujeme podle z, y je funkci =
/

;Y

1+y?
y(1+y) -y —1-y*=0
Yy (1+y2—1) =1+
Yyt =141

1 2
’=—+2y Yy #0
Y

Yy —1=0/-(1+4%

Druhou derivaci iy’ vypocteme:
a) Derivovanim g/ podle z, y je funkci x.
b2y =42y 29 (P -1y 2y
Yy = 4 o 3 3
Yy Yy Y

1+y2,
y?

Dosadime ¢/ =

—2- B (14
)
y'=——r = sy # 0
y y

b) Derivovanim rovnice.

y'y* = 1+ y* / derivujeme podle z, y je funkci z
vy 2y y =2y

=2 (12— y)

Y
" _ 2y/ (1 _ y/)
Y
Dosadime 3/ = £

)

2# (1 _ #) olty? | y’-1-y? 9

Yy Yy 2 2 —2(1+y%)

y' = =2 r — = —y #0
Y Yy Yy
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, 2 —2(14y2
Vysledek: iy = 1;“29 L Y#£ 0y = %, y # 0.

Pfiklad 12.4 Rozhodnéme, zda rovnice x>+ 2xy—y*—4 = 0 definuje implicitné funkciy = f (x)
na okoli bodu A = [2,0]. Pokud ano, ur¢ime y' (A) a y" (A).
Reseni
Ovéfime predpoklad véty o implicitni funkci. F (z,y) = 22 + 2oy — y* — 4
a) F =2x+2y

F,=2r—2y
Obé parcialni derivace jsou spojité na k2.

b) F(A)=F(2,0)=2242-2.0-0—-4=0
) FI(A)=F!(2,00=2-2-2-0=4#0

Vsechny 3 podminky jsou splnény, dana rovnice definuje na okoli bodu A funkciy = f ().
Vypocet derivace funkce y provedeme dvéma zpUsoby.

a) Zderivujeme rovnici podle z, ale y neni povazovdno za konstantu jako pfi vypoctu par-
cidlni derivace, nybrz je funkci x, kterou explicitné nezname, proto derivace y bude jen
naznacena Carkou, tj. i/

22y —yt —4=0
2042 y+2x-y —2-y-y=0/:2
r+y+zy —yy =0
y(@—y)=-z-y

rT+y
y' = S YF
y—x
b) Podle vzorce y' = —I]::—ﬂl,”

, 20 +2y x4y
y =- = yF
20 -2y y—=x

Dosazenim soufadnic bodu A4, tj. z = 2 ay = 0, do vztahu pro i’ ziskdme ¢/ (A).

, oy _ 240 _

Pro vypocet /" existuje vzorec, ale pohodInéji ji vypocitame derivaci v’ podle z, y opét derivu-
jeme jako funkci z.

y = Yy derivujeme podle z, y je funkci =
y—x
= UFNG =)= @ry) -1 _ytyy —v-ay—ay—yy+rty

(y— )’ (y — )’
:23/—2333/’: y—xy’.y%z
(y — x)? (y —x)*
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Dosazenim soufadnic bodu A, tj. z = 2,y = 0ay’ (A) = —1, obdrzime

" o o 0_2'(_1>7é7
VW) =y 20) =2 = e

MUZeme postupovat také takto - do y” dosadime 3/:

T+ 2 _py—xl—1
oY T Ty e 202wy et
T - -2y 7T

Dosazenim soufadnic bodu A, tj. z = 2 a y = 0 obdrZime

v =y e =202 - e

Hledané hodnoty jsou: 3/ (A) = —1lay” (A) = 1.

Ptiklad 12.5 Urcime ' a " funkce vy, kterd je ddna implicitné rovnici
l+azy—In(e™ 4 e ™) =0.

Reseni

Funkce F' (z,y) = 1 4+ xy — In (™ + e~ ™).

v F/
Vypocteme y' podle vzorce y' = —7=.
Y
F, . ye:cy _ yezy B yea:y + ye—xy _ yexy + yezy B 2ye‘xy
eV T ey e ey + e~y e e
F xe™ —xe™™  ze™ + xe”™ — xe™ + xe” 2re %
=T — = —
! e + e et + e~ e + e~
’ 2ye” ™Y
D S R P
y = F - 2ze—*Y ZL"
Yy eTYfe—TY
Druhou derivaci y” vypocteme derivovanim 3’ = —¥ podle z, y je funkci z.
/
"o _y r—y-1
=
Dosadime yy/ = — .
€T
y
" (_E) r—Yy —2y Y
T2 3:2 27
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Pfiklad 12.6 Funkce y proménné x je dand rovnici z° + xy + y* — 3 = 0. Najdéme hodnotu jeji
prvni a druhé derivace v bodé [1, 1].

Reseni

Funkce F (z,y) = 2* + zy +3? — 3.

Vypolteme F, = 2z +y, I, = x + 2y;

F’ 2¢ +y
/:_:L‘:_ _2
V=7 oy YT W

2-1+1
L) =" =~
YLD =195

Vypocet 3" provedeme tak, Ze zderivujeme 7/'.

2
y = — Tty / zderivujeme podle z, y je funkci x
T+ 2y
w2y (42— Qe+y) 1+2)
(z + 2y)?
2o tay +Ay+2yy — 20—y —day' —2yy
(x +2y)°
3y — 3xy/
T
(x + 2y)
Dosazenimzx =1,y = 1l ay’ = —1 ziskame
3-1—-3-1-(-1 6 2
y”(l,l):— (2 ):__:__
(142-1) 9 3
Poznamka.

Vypocet " mizeme provést i takto:

Upravou vztahu v/ = —i“"_fgg dostaneme

Yy (z+2y) = (22 +y)
Qr+y)+(x+2y)y =0

Tuto rovnici zderivujeme podle z, y je funkci x.
24y +(1+2))y + (z+2y)y" =0
Dosazenimz =1,y = lay = —1ziskame 3" (1,1).

2+ (-H)+(1-2-1)-(-H)+(1+2-1)y"=0
1+1+3y"=0

Hledané hodnoty jsou: ¢/ (1,1) = —1, 4" (1,1) = —2.
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Piiklad 12.7 Uréeme y/’ ay” pro funkciy danou implicitné rovnici x = Iny+1v? a jejich hodnoty

vbodé A = [1,1].
Reseni

Funkce F' (z,y) = x — Iny — 2.

F; 1 y
== = 1+ 2% # 0 vidy splng
Y F; _i_Qy 14 2¢2 + 2y~ # 0 vzdy spInéno

1 1
"(A) = ———— ==
V4 1+2-12 3

Derivovanim ¢y’ = ﬁ obdrzime y".

b VA2 —y-dyy Yy 20— Y (-2

(14 2¢2)° 1+22)° (1+22)°

Dosazenim 3y’ = ﬁ obdrzime

s (127 y(1-27)

(1+22)° (1+22)°

Dosadime soufadnice bodu A, tj. z =1,y = 1.

1-(1-2-12) -1
Ay = 2722 T

Hodnotu " (A) mGZeme vypoditat také Upravou ¢’ na rovnici, rovnici zderivujeme podle z, y

je funkci z.

/

Y

1 +y2y2 <y (1+2y°) —y =0/ zderivujeme

y' (1+20°) +y Ay =y =0

Dosadimele,yzlly/(A):%
3 3
NV S S
Y T97 37
1
3 4+ = =0
y+9
//:_i
27

Urgili jsme: i/ (4) = 3,y (A) = —5-.
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Pfiklad 12.8 Vypoctéme y' (1) a y” (1) funkce vy, kterd je ddna implicitné rovnici
22— 2xy+yP+ar+y—2=0.
Reseni
Budeme potrebovat i y-ovou souradnici bodu jehoZ x-ova soufadnice je x = 1. Ziskdme ji do-
sazenim z = 1 do dané rovnice.
P—2-ly+y*+1+y—2=0

y' —y=0

yly—1)=0=1y1=0,90=1

Existuji 2 body na kfivce 22 — 22y + 4% + 2 +y — 2 = 0, jejichZ soufadnice x = 1. Jsou to body
A=[1,00aB=][L1].

Vypoétemey’:—%:—%; 2242y +1#0
2:-1-0+1 3

/1 = /A:——:——:3

v =y =5 T o
2:-1—-2-1+1 1

V() =y (B) - —1=-1

T2 42141 1
Pro snadnéjsi vypocet hodnot 3y” (A) ay” (B) upravime ¢’ na rovnici, kterou budeme derivovat.

, 2r —2y+1
T ottt
v (=22 +2y + 1) + 22 — 2y + 1 = 0 / derivujeme podle z, y je funkci =
v (—2x+2y+1)+y (—2+2y)+2—-2y' =0

Dosadime soutadnice bodu A a ' (A).

y'(=2-1+041)+3(-2+2-3)+2-2-3=0
- +8=0=9y"=38

Dosadime soutadnice bodu B ay/ (B).

y' (=2-14+2-1+1)+(-1)[-24+2-(-1)]+2-2-(-1)=0
y'+8=0=19y"= -8
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Priklad 12.9 Presvédcime se o tom, Ze pro funkci 1, uréenou implicitné rovnici xy — Iny = 1
plati
Y+ (zy— 1) 2 =0.
Reseni
Funkce F' (z,y) = xy — Iny — 1.
Vypocéteme prvni parcidlni derivace funkce F'.
Fl =y
F = L
y T — ;7 y ;é O

p_dy _ _ Fp o v y: .
Potom y —%——F—z——m_; ——m,xy?él-

y
Dosadime do dané diferencidlni rovnice.

2

2 )
—1 =0
Y-+ (zy ):Ey—l
y2_y2:o
0=0

Tim je dikaz proveden.

Pfiklad 12.10 Napisme rovnici tecny t a normdly n grafu funkce f dané implicitné funkci
F(z,y) =2 —2zy+y*+x+y—2abodem A =[1,1] v bodé A.

Reseni
Vypoéteme 1. derivaci podle vzorce iy = —?—{”.
Yy

F,=2c—-2y+1;F,=—2r+2y+1

p_ 20 —2y+1
T or vyt

2-1—-2-1+1 1

y(1,1) = ==

T2 1+2-141 1

Dosadime do rovnice te¢ny a normaly.

y=f(x),z0=1,f(z9) =1, f (zg) = —1

t:y— f(xo) = f (w0) (v — o) n:y—f(xo)z—f,(lgCO) (z — o)
y—1l=—-1(x—1) y—lz—_il(x—l)
y=—x+2 Yy==x
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Priklad 12.11 Napisme rovnici tecny t a normdly n ke krivce dané rovnici
222 —xy+y* —3x+2y=0vbodé T = [0,y < 0].

Reseni
Vypocteme y-ovou souradnici bodu 7' tak, ze dosadime x = 0 do rovnice krivky.

2:0°-0-y+9y°—3-0+2y=0

y? +2y =0
y(y+2)=0= y; = 0nevyhovuje
Yo = —2
Bod T = [0, —2].
Vypoétemey’:—%;F(x,y):2x2—:cy—|—y2—3x—|—2y.
Fi=4x—y—3; F,=—x+2y+2
e —y — 3 4-0—(—2)—3 —1 1
—r 2y +2 0+2-(—2)+2 -2 2
1 -1
toy = (-2) =~ (¢ 0) niy—(-2)= 3 (@-0)
2
1
y:—ix—Z y+2=2x

Yy =2x—2
|

Priklad 12.12 Ve kterém bod8 kfivky 22 + 2y* — 4z + 8y = 36 jsou tecny rovnobézné s pfimkou
p : x — 2y = 0. Napisme rovnice téchto tecen.

Reseni

Rovnici pfimky p uvedeme na smérnicovy tvar: y = %x

Urgime smérnici k, pfimky p: k, = 3.

Funkce F (z,y) = 22 + 2y* — 4x + 8y — 36.

X r . Fp 24 z—2 _ 22—z,
Vypocteme ' = — 7 = =355 = ~ 2,54 — 25140 Y 7 =2

Tecny maji byt rovnobézné s pfimkou p, tzn., Ze smérnice k, pfimky p se musi rovnat smérnici
k: te€ny, tj. k, = ky.

2—=x
k pu— , pu—
6=y 2y +4
2—x 1
Potom k; = k, & =—.
oM = = 5 1 ™ 2
Ziskali jsme jednu podminku pro dotykovy bod T tecny. (1)

Bod 7" je bodem dané kfivky - to je druhd podminka probod 7.  (2)
Souradnice bodu T' ziskame feSenim soustavy rovnic:

2 — 1 1
(1) ’ :—@Q—x:5(2y+4):>2—:1::y+2:>y:—x---dosadimedo (2)
(2) 2° 4+ 2y* — 4z + 8y = 36

2u+4 2
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2 +2(—x)’ —dx + 8- (—x) =36
372 — 120 -36=0/:3

2 —4-12=0
(x—6)(x+2)=0 r=-2=y =2
T =—2,29=20 x2:6:>y2:—6

Ziskali jsme 2 dotykové body: 77 = [—2,2] a T, = [6, —6].
Rovnice pfislusnych tecen jsou:

Probod 77 = [-2,2] : Pro bod 15 = [6, —6] :
1 1
tlzy—2:§(x+2) t22y+6:§(x—6)

Ler142 L5
Y73 Y73
~Lliys ~ Lo
Y=ot Y=ot

Poznamka.
Smérnice teten je 3, protoze t1 || ¢ || p.

Dosadime-li soufadnice bodt 77 a T, do k; = o = 223/;14' pak samoziejmé obdrzime také %
Presvédcime se:

2— (-2 4 1 2—6 —4 1
ktl—# _:_.thZ.—:_:

T 9944 8 2
m

Pfiklad 12.13 Rozhodnéme, zda kfivka dand rovnici z* + y* — xy — 7 = 0 je na okolich bod(i
A=11,-2], B=1,3] a C = [3,2] rostouci nebo klesajici.

Reseni
Rozhodneme podle hodnoty prvni derivace funkce y = f (x) uréené danou rovnici, v bodé A,

BacC.

vs F!
Uréime y/ = — ==

2r — 2r —
y =L gy
20—x T —2

2:1-(-2) 4

y, (A) = T(—Z) = 5 > (0 = rostouci
2-1-3 -1 1

y/(B)Zl_—HZ_—5=5>O:> rostouci
2-3—-2 4

y/ (C) :m:_—lz—l < 0 = klesajici

Funkce je na okolich bod(l A a B rostouci a na okoli bodu C' klesajici.
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Pfiklad 12.14 Rozhodnéme, zda kfivka dand rovnici 32> — 2xy + y*> — 5z — 6y — 5 = 0 je na
okoli bodu A = [—1, 3] konvexni nebo konkdvni.

Reseni

Rozhodneme podle hodnoty druhé derivace funkce y = f (x) uréené danou rovnici, v bodé A.
Zderivujeme rovnici podle z, y je funkci x.

6x — 2y — 2xy' +2yy’' —5— 6y =0
Yy (—2x+2y—6)=5—6x+2y ()
y,:5—6$+2y
2y —2x — 6
o B—6-(=1)+2.3 17
YA = s o6 2

Vypocteme y” derivovanim rovnice (x).
' (=22 +2y—6)+y (-2+2y) = —6+2y

Dosadime z = —1,y =3ay (4) = ..

17 17 17
y"[—2~(—1)—|—2-3—6]—|—?(—2+2~?> :—6+2-?

17
2"+ - 15=11

233
y" (A) = — < 0 = konkdvni

Kfivka je v okoli bodu A konkavni.
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Pfiklad 12.15 Rozhodnéme, zda funkce x = g (y) definovand implicitné rovnici
2?2 + 2xy + y* + 22 — 4y — 2 = 0 a podminkou g (1) = 1 je v bodé 1 konvexni nebo konkdvni.

Reseni

Pozor! x = g (y), x je zavisle proménnd, y nezavisle proménna, x je funkci y.
Zderivujeme danou rovnici podle y, x je funkci .

2zx' +2x + 2yr’ +2y+22' —4=0/:2
dEty+l)=2-y—z (¥
2—y—=x
¥=—"——2+y+1+#0
r+y+1 Y 7
Poznamka.
Podminka g (1) = 1 informuje, Ze bod A = [1, 1] je bodem funkce = = g (y).

Urtime 2/ (A) = 341 =0

Vypocitdame z” derivovanim (x):

" (z4+y+1)+2 (2" +1)=-1-2
Dosadime soutadnice z = 1, y = 1 bodu A a hodnotu 2’ (A) = 0.

" (1+141)+0=-1-0

3" =—1
1

//___

T3

1
" (A) = -3 < 0 = konkavni

Funkce je v bodé 1 konkavni.
Pozndmka.
Jisté jste si uvédomili dalsi skute¢nost - funkce ma v bodé 1 ostré lokdlni maximum, protoze
' (A)=0az"(A) = —% < 0.
[

Pfiklad 12.16 Najdéme lokdIni extrémy funkce y = f (x) definované implicitné rovnici
23+ 1y2 —3zy —3=0.
Reseni
Vypot&teme ¢’ derivovanim rovnice 23 + y® — 3xy — 3 = 0 podle z, y je funkci .
32° 4+ 3y -y —3-y—32-y =0/:3
y (' —2)=y—2* (%
2
y—x
y=5——a#y’
Y2 —x
Vyhledame body podezrelé z lokalniho extrému.
y — =’

Yy —w

=0=>y—a’=0=>y=ux

Nutna podminka pro extrém: ' = 0 &
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Ziskali jsme jeden vztah platici pro soufadnice stacionarnich bod(. Stacionarni body lezi na
kiivce 23 4+ y® — 3zy — 3 = 0, proto jejich soufadnice musi vyhovovat rovnici kfivky - to je
druhy vztah pro jejich soufadnice. Soufadnice x a y staciondrnich bodu ziskdme tedy feSenim
soustavy rovnic:

1) y=2
(2) 2°+¢y*—32y—3=0

Dosadime (1) do (2):

a:3—|—(x2)3—33:-x2—3:0
20 =223 —-3=0
Zavedeme substituci 2% = z.
22—22-3=0

Levou stranu rovnice rozloZime.

(z=3)(z+1)=0
(2°=3) (z*+1) =0

. ; 2
P -3—0=5=3=2—3 y:<€/§> =9
P 4l=0=2=-1l=2z=v-1=-1 y=(-1)°=1

Ziskali jsme 2 staciondrni body:

A= [%%] aB=[-1,1].

Podle postacujici podminky rozhodneme o existenci a typu extrému.
Vypocteme y” tak, Ze zderivujeme rovnici (x).

y' (y* — z) =y — 2* / derivujeme podle z, y je funkci =
V' (Y —2)+y Quy - D)=y -2 (D)

Dosadime soufadnice z a y stacionarnich bodi A a B a hodnoty prvni derivace v téchto bodech,
ti.v' (A) = 0ay (B) = 0do rovnice (A).

Bod A = [/3,9/0] : y" (VO = ¥3) +0=0-273
n__ —2¥3 _
¥ =333 =
Bod B=[-1,1]: ¢"[12 = (=1)]+0=0—2(-1)
29" =2
y”" =1 > 0 = ostré lokalni minimum

—1 < 0 = ostré lokalni maximum

Funkce ma ostré lokdlni maximum /9 v bodé +/3 a ostré lokalni minimum 1 v bodé —1.
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Obr. 12.3 Graf funkce
F(z,y) =23 4+ 93 —3zy—3arovinyz =0
Zdroj: Vlastni zpracovani

a=133.401

3213 1

-1 EE)

X

Obr. 12.4 Nulova vrstevnice funkce
F(z,y) =a°+y* - 3zy —3
Zdroj: Vlastni zpracovani
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Pfiklad 12.17 Najdéme lokdIni extrémy funkce y = f (x) definované implicitné rovnici
2y +y—3=0.
Reseni
Pro derivaci funkce y obdrzime rovnici:
20 - yP + a3y -y +y =0
(*) ¥ (32%y* +1) = —2a°
— 213
st T |
V= 3mp it Y 7
Vyhleddme body podezrelé z lokalniho extrému.
2z

Nutnd podminka pro extrém: ¢y =0 < —————
P P 4 32022 + 1

=0=2=0,y=0

Ziskané hodnoty dosadime do implicitni rovnice funkce.

t=0:0-y"+y—3=0=y=3
y=0:22-0+0—3=0neplati

Ziskali jsme 1 stacionarni bod A = [0, 3].
Podle postacujici podminky rozhodneme o existenci a typu extrému.
Derivujeme rovnici (x):

y" (32%y* + 1) + ' (6zy® + 62”yy’) = —2y° — 6zy*y’
Dosadimez =0,y =3 ay’ (A) = 0 a dostaneme

y' (3:0-3*+1)+0=-2-3"-0

y" = —54 < 0 = ostré lokalni maximum

Funkce ma ostré lokalni maximum 3 v bodé 0.

Pfiklad 12.18 Najdéme lokdIni extrémy funkce y = f (x) definované implicitné rovnici
arctgy +z —y = 0.

Reseni
Vypoclteme
F! —1 —-1 -1 1492
/. T _ _ _
y__ﬁ_;_l_l—l—yQ_—yQ_ yg 7y?é0
Y 1+y2 1+y2 1+y2

Y =01+y"=0=1y>=-1

Rovnice nema feseni v R.

Funkce nema Zadny extrém, protoZe v zadném bodé neni 3y’ = 0.

Vidy je y' > 0 v kazdém bodé x, coZ znamen3, Ze je funkce stéle rostouci, tedy ryze monotoénni.
[ |
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Pfiklad 12.19 Najdéme lokdIni extrémy funkciy = f (x) definovanych implicitné rovnici
-y 4+ 2x+6y—4=0 (0O).
Reseni
Vypocteme 1. derivaci derivovanim dané rovnice.
20 —2yy' +2+6y =0/:2
y@B-y=-z-1 (x

z+1
y = ;Y # 3
y—3

Vyhleddme body podezielé z lokalniho extrému.

x+1_

O=z=-1
y—3

Nutnd podminka pro extrém: ¢ = 0 <

Soufadnice z a y staciondrniho bodu jsou feSenim soustavy rovnic:

(1) z=-1
(2) 2=y +22+6y—4=0

Dosadime = = —1 do rovnice (2):

(=12 =42 +2-(=1)+6y—4=0
—y* +6y—5=0

y* — 6y +5=0
(y—1)(y—5)=0

y—1=0=y=1
y—o=0=y=>5

Ziskali jsme 2 staciondrni body: A = [—1,1]a B = [—1,5].
Podle postacujici podminky rozhodneme o existenci a typu extrému.
Derivaci rovnice (x) obdrzime y".

Y B-—y)+y-(-1)-y =-1

Dosadime souradnice bod(i A a B a hodnoty ¢ v téchto bodech.
BodA=|[-1,1]:y"(3—1)+0=—1
y" = —3 < 0 = ostré lokalni maximum

Bod B=[-1,5:4"(3—-5)+0=—1

y" =1 > 0 = ostré lokdIni minimum

Ztejmé jde o 2 funkce definované implicitné rovnici (OJ).

Funkce y = f; (x) definovana rovnici (O) a podminkou f; (—1) = 1 ma v bodé —1 ma ostré
lokalni maximum 1.

Funkce y = f» () definovana rovnici (OJ) a podminkou f> (—1) = 5 méd v bodé —1 ostré lokalni
minimum 5.
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Obr. 12.5 Graf funkce
F(z,y) = 2% —y?>+ 22+ 6y —4arovinyz =0
Zdroj: Vlastni zpracovani

Obr. 12.6 Nulova vrstevnice funkce
F(z,y) =2% —y?> + 22 + 6y — 4
Zdroj: Vlastni zpracovani

DIFERENCIALNI POCET (2)
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Rovnici F'(x,y) = 0 muZe byt za jistych podminek dand funkce y proménné z, tj.
y = f(x). Podminky uddva véta o implicitni funkci a také uvadi vzorce na vypo-
cet derivaci. Funkci zadanou implicitné mlizeme vysSetfovat obdobné jako funkci
danou explicitné. MdzZeme zjistovat, zda je na okoli bodu monoténni, konvexni
nebo konkavni, miZeme vyhledavat jeji lokalni extrémy.

1. Zjistéte, zda rovnici ye* — xIny — 1 = 0 je implicitné urcena funkce
y = f (z) na okoli bodu A = [0, 1].
[ ano, jsou splnény 3 podminky véty o implictini funkci ]
2.  Vypocitejte i/, je-li funkce y dand implicitné rovnici.

y=1+y%5y>0

[y/ = —ymlnly_
Tyr ]
2y —y*=0;2>0,y>0

/ _ y*In yfyxy_z-
Y= Inz—zy*r—1

3.  Vypocitejte y' ay”, je-li funkce y dand implicitné rovnici.

y=x+Iny, y>0

Iy oY
|:y - y—17 Z/ - (yfl)g]
x—2y+ 2"V =0

/) _ —2y4ax—1 n . 9x—18y
y = 2y—x—2 T (y—z—2)3
2zarctg? =0
v =4y =0]
4. Urcete 3/ (A) a y” (A) pro funkci y = f(x) uréenou implicitné rovnici

a bodem A.
v —2xy —y? — 16 =0; A= [4,0]

zeoszy = 0; A= [1,%]

[ (A) = =5, y"(A) = 7]
5. Napiste rovnici tecny t a normdly n kfivky definované implicitné rovnici
(22 +92) (y — 1)° — 5y*> = 0 v bodé C' = [4,2].
ca 1 10
n:y=3x—10
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6.

7.
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Zjistéte, ve kterych bodech kfivky x* +y* — 3zy + 1 = 0 jsou teny rovno-
bézné s pfimkou y = —x. Rovnice téchto tecen napiste.

Ti=[1,1]; ty:y=—-x+2
Thy=[-1,-1]; ty:y=—x—2
Najdéte lokdini extrémy funkce y = f (x) definované implicitné rovnici.

22+ 2xy+y?—4r+2y—2=0

[ ostré lokalni maximum 1 v bodé —1
22 —2xy+ 22 +22+1=0

ostré lokalni maximum 0 v bodé —1

[ ostré lokalni minimum —2 v bodé —3 ]
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