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Uvod

Cilem textu je seznameni studentd s diferencialni poctem funkce jedné proménné, a to prede-
vsim s jeho vyuZzitim formou feSenych prikladd. Po precteni textu student spravné chape pojem
funkce a uvédomuje si uzitec¢nost funkci pro popis vztahli mezi jednotlivymi veli¢inami, rozpo-
znava a charakterizuje zakladni vlastnosti funkci. Pro funkce jedné proménné bezpecné definuje
limitu funkce, znd vlastnosti limit a umi pocitat limity rozli¢nych funkci, rozumi pojmu spojitosti
funkce. Chape a umi definovat derivaci funkce, rutinné zvlada vypocet derivaci rozmanitych
funkci, chape geometricky vyznam derivace. Zvlada aplikaci vSsech védomosti diferencialniho
poctu a umi vysetfit pribéh rdznych funkci.



Kapitola 1

Vypocet limit

Po prostudovani kapitoly budete umét:
e pocitat limity ve vlastnim bodé;

e pocitat jednostranné limity,

[ ]

L]

pocitat limity v nevlastnim bodé,
stanovit limitu sloZzené funkce.

Klicova slova:

Limita, jednostrannad limita, vlastni bod, nevlastni bod, sloZzena funkce.



VYPOCET LIMIT

a) Limita ve vlastnim hromadném bodé

Priklady, v nichz uZivame upravy predpisu funkce:

Priklad 1.1 Spocitejte I|m - 92;280
Reseni
—2x —8 0 —4 2 2 6

fim =208 (O) _y em D@D wk2 6 g
04 22 — O + 20 0 v (x—4)(x—5) =2-4x—-5 —1

v/ v . . 2 —2x—3
Priklad 1.2 Spocitejte ccll[T—]l e
Reseni

ozt —22-3 0 (x4 1) (z—-3) r—3 —4 2
im ———— =1 -] = lim = lim ___Z
e—-122 4+ 8x + 7 0 o1 (x+1)(z+7) zs-12+7 6 3
Pfiklad 1.3 Spocitejte I|m ﬁ

Reseni

222 — 5z — 3 0 ) Z(x—i-%)(x—?)) o 2x4+1 7
im ————— — | = lim = lim - =1
z—3 3m2—11x+6 %) (x—3) «=»33x—2 7

0

Priklad 1.4 Spocitejte lim 342z
T——2

z2—1—6
Reseni
o 34322+ 22 0 oz (2? 432+ 2)
im — = -] = lim
v=—2 22 —1x—6

B r(r+1)(x+2) _ _
Tt (w+2)(z—8) eo2 z-3 -5 b

Pfiklad 1.5 Spocitejte I|m L?H

Reseni
34902 —x—2 0 2 2) — 2 2 21
z—1 2 —1 0 z—1 r2—1 z—1 2 —1

:9IC|_>ml(x—|—2):3
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v, v . . 4_
Pfiklad 1.6 Spocitejte lim_ PR

Reseni

. -1 0 . zt—1
lim =|=]= lim
e——1 23 + 5?2 + 5r + 1 0 z=—1 (23 + 1) + bz (z + 1)

B (22 +1)(z+1)(z—1) im (2+1)(xz—1) 2-(-2) —4 .
et (x4 1) [(22—2z+ 1) +5x] em—1 224+4x+1 1-44+1 -2
|
Ptiklad 1.7 Spocitejte lim Vif:é.
z—5 7T €z
Reseni
_Wr—=1-2 (0 (Ve -1-2) (Vo —-1+2)
lim ———— = [ = | = lim —=
e5 a2 —dr =5 \0) =5 (22 —da —5) (Vo —1+2)
! (Vo —1)" - 22
w5 (22 — 4z — 5) (Vo —1+2)
= lim r-1-4 = lim L = ! _ 1
=5 (2 —5)(x+1) (Ve —142) +5(x4+1)(Ve—1+2) 6(V4+2) 24
|
PHiklad 1.8 Spocitejte lim SAEELE
T—
Reseni
2
 TE o1 0 | (V1+a22-1) <§”/(1+x2) +\3/1+x2+1)
I~ \o) T im =
2 (6/(1 + 22 4+ 1+ 22+ 1)
_ (Vita2)° —13 _ 14221
= |ImO = I|n'2J =
T— T—>
z? (3/(1 +a2)? + Y1+ a2 + 1) 2 (6/(1 +22)? + 1T+ 22 + 1)
i 1 1 1
=1l — — —
)P+ YTrR 4 VEEVIEL S
[ |
v N . x—2
Priklad 1.9 Spocitejte aI:|_>mQ s
Reseni
i E=2 (0) T C ) WVT+z+3)
2 \/T+x —3 0 =2 (\T+2—3) (VT+z+3)
—2)(VT4+2x+3 —2)(V7T4+z+3
= lim (v >( * ):Iim(x )( v ):Iim(\/7+x+3>:6
r—2 7—|—5L‘—9 z—2 x— 2 r—2
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10
Pfiklad 1.10 Spocitejte lim (17 — ).
Reseni
- 1 3 2?4 4+1-3
lim - = (00 — 00) = lim —
el \z—1 23-1 e=1 (z—1) (22 + 2 +1)
, v 41 —2 0 . (x—1)(z+2)
= lim =(=)=Ilim =
=1 (z—1) (22 + 2z +1) 0 =1 (z—1) (22 + 2+ 1)
. x+2 3
=lim—==-=1
el +x+1 3
|
Pfiklad 1.11 Spocitejte lim (= — =)
Reseni
i 1 2 ( )= lim ?4+1—2
=1 \22—1 at—1 o—1 (22 —1) (224 1)
= lim vl e = lim L 1
Casl (22— 1) (224+1) \0/) as1a24+1 2
|
’ Xip i | 831 222 4x—1
Piiklad 1.12 Spocitejte lm <6x2_5w+1 - 2m2_+7m+3>.
2
Reseni
) S8a® —1 202 +x — 1 i 8x3 — 1 o241
:I|m 2 _— 3 :||m2—_|m2—:
o=t \62° =br+1 22°—Tr+3 o=t 60 —dx+1 ool 222 —Tx+3
0 0 (e —1)4a?+220+1) . 2(z—3)(z+1)
=(=]—1=)=lim T : — lim T =
0 0 a—t 6(z—1) (z—3) a—1 2 (z— 1) (z - 3)
~im (22 — 1) (42 + 22 4+ 1) i T 4 +2z4+1 3
Casl o (22-1)(3z—1) etz —3  anl  3w-—1 —32
4-242-2+1 9 39 9 69
3-5—1 10 = 10 10 10
|

Vypocet jednostrannych limit a uziti véty o jednostrannych limitach a ,,oboustranné® limité:
Pfiklad 1.13 Spocitejte lim 32=2,
z—4 T
Reseni
. 3r—15 -3
lim = |—
z—=4 1 —4 0

oose-1s [ 3]
=4+ T —4 a — 0F n

. 3x—15 { -3 }
lim = = 400

z—d4— T —4 — 0~
. 3x—15 . 3x—15 . 3x—15 L
lim lim = lim neexistuje
a4t x —4 z—4- x —4 =4 xr —4



"

Priklad 1.14 Spocitejte lim —2&

53 (@+3)*
Reseni
. 2z [—6]
lim —— = | —
r——3 (x + 3) O

) 2x { —6 }
lim 5 = = —00
z—=-3% (x + 3)

. 2x [ —6 ]
lim 5 = = -0

2—=3 (x + 3) — 0t

. 2x . 21

lim — = lim — =
z——3+ (;{; + 3) T——3— (;{; + 3)

Priklad 1.15 Spocitejte lim

r——1 (1_$2)3'
Reseni
. T —1
- [2]
r——1 (1 — x2> 0
) x [ -1 ]
lim = = —00

z——1t (1 — x2)3 — 0t
lim < -1 +
= = xXO
z=-1- (1 — z2)° — 0~
im — % # lim

et (1—22)7 7 emm1e (1= 2)?

=]
.

Priklad 1.16 Spocitejte lim
x—0

DIFERENCIALNI POCET (1)

. 2z
lim 5 = —00
r——3 (x —+ 3)
[ |
lim 5 heexistuje
r——1 (1 — $2)
|

Reseni

lim m = <9)

z—0 I O

lim |a:_|_ lim =liml=

z—0t+ X z—0t T z—0

lim m— lim — = lim (—1) = —1

z—0— T z—0—- T rz—0~

lim i lim 2] = Ilmmneexistu'
je

z—0t T z—0— X z—0 I
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23+ |a]
||

Priklad 1.17 Spoditejte Iirrz)
T—

Reseni
2+ |z 0
im ——=|( =
z—0 ‘x’ O
3 3 2.4 q
lim el im 2 im M:Iim (2 +1) =1
e—0t |z z=0t T z—0+ x z—0+
3 3 _ 2_1
fim Ty T i 2D 2 1)) =
z—0~ |l’| rz—0— —X z—0~ —T rz—0~
e ] x| 2+ |z
im ——— = lim ——— lim —— =1
=0t || z—0- |7 =0 |z
Priklad 1.18 Spocitejte lim %*55‘
z—5 L
Reseni
. 2x|r — 5| 0
lim —— = | =
z—5 x—25 0
2 -5 2 -5
lim M: lim M: lim 2x =10
z—=5t T — D z—=5t X — D z—5+
2 -5 2z (— 5)
T—5~ r—5 r—5~ r—5 r—5~
. 2z |z —5| . 2x|x -5 . 2x|r — 5| o
lim ———— # |lim ———— = lim ———— neexistuje
z—5t X — z—=5- X — =5 T —
v, v . . T+2
Priklad 1.19 Spocitejte xIerj6 GBIk
Reseni
lim L2 —4
= = —0
z——6 |z (6 + x)| — 0t
UZiti goniometrickych vzorci pfi vypoctu limit:
Priklad 1.20 Spoditejte lim %
=g z
Reseni
cos 2 —sin % 0 cos 2 —sin %
T3 cosx z—5 COS 5~ Sin 5
cos< —sin2 1 1
= lim 2 2 = lim = =

b z in T z T T T ia T s PN T
+~% (cosZ —sin%) (cosZ +sin%) 2—Zcosi+sing cosf+sing

1 1 V2
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13
cos 2z+sin? x

Priklad 1.21 Spocitejte xlﬂ r—
2
Reseni
. cos2z +sin’x 0 . cos’x —sin?x +sin®x cos’ 0
lim - = (=] =lim - = lim = = (=) =
a—2 1 —sinx 0 ez 1 —sinx a—2 1 —sinx 0
i 1 —sin’z (1 —sinx) (1 +sinz)
= lim ———— = i —
a—Z 1 —sine 2% 1 —sinz
T
= lim (1+sinz)=1+sin-=1+1=2
|
Priklad 1.22 Spocitejte lim x(l_—;”)
x%% COS 21
Reseni
(1 =tex 0 (1 — sinx cosr—sinx
I|m ( g ) — _ — I|m ( co-sz2) — I|m . cosT - —
T  COS2x 0 e cos?x —sin“x  «—7 (cosx — sinz) (cosz + sinx)
T T s
+—% cosz (cosx +sinz)  cos % (cos T +sinT) 2 <\/7§+\/7§> 2.2
3T
1 4
Pfiklad 1.23 Spocitejte lim 5.
Tr—rTm
Reseni
tgx 0 sinz sinx
lim ‘g == ] = lim —=Z% = lim — = lim —— =
z—7 Sin 2x 0 a—m 2siNx - cosx  z—mw 2sinT - cos2x  z—m 2-coSZx
1 B 1 B
2(-1)> 2

2cos?m
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Pfiklad 1.24 Spocitejte lim Vittgr—vI-tgz

sinxz

Reseni

o VT -V —tgr (9) _

z—0 sinx 0

i (VIi+tgr —/T—tgz) (VI+tgz + /1 —tgx) _
20 sinz (VI+tgz +1—1tgx)

~lim l+tgr—1+tgx _lim 2tgx _
e=0sinz (VI+tge+ I —tgz) =0sinz (vI+tgz+ 1 —1tgx)

B 1 ) 2;22 1 . 2 2

1
- lim —-
x—>0\/1+tgx—|—\/1—tgx w=0sinz \/I+0++/1—0 s-0cosz 2 cos0
1 2

2 1
|
Vyuziti vzorch lim "% — 1 a lim %2 = 1:
z—0 * z—0 T
Pfiklad 1.25 Spocitejte lim St'gg’;c
Reseni
__sin3z (0 3%z 3.1 3
lim = (=] =Ilim tg - - _Z
2—0 tgx 0 z—0 28=L 2.1 2
|
Priklad 1.26 Spocitejte I|m TR
Reseni
3tg§m
_tglz 0 I 319
lim —— = |~ ) = lim 25 = 7— =~
z—0 sin % 0 z—0 15”‘4 31 2
33
|

Pfiklad 1.27 Spoditejte lim -2 e 3:1: .
z—0

Reseni
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Pfiklad 1.28 Spocitejte lim Ln2z
T—

0o ©% "
Reseni
lim ———— = (—) = lim ——2% 5= lim 22— = lim —2 5 — —
z—0  tg I 0 z—0 Ex4 . Ex4 . (%) z—0 (tg%) a2 z—0 (tg%) o1
101 z 16 z 16
1-2
= =32
1% 15
[ |
Pfiklad 1.29 Spocitejte lim H
Reseni
Sp— sinda 0 gosinds 5 sindz 4 5_1.4 @ =3
lim ~*2¥——— = (—> = |lim 2tgf_6w = lim 2 tg£4m = 2 I = _L% =
2202 - tgs — 6w 0 v30 85 02 %51 ¢ 2-1-5-6 =
5
15
56
[ |
[ ] n & ~
b) Limita v nevlastnim bodé
Vyuiitivzorce lim 1 =0:
z—>too T
Pfiklad 1.30 Spoditejte lim (223 + 322 — 10).
T—r00
Reseni
lim (22° + 32> —10) =2 00° + 3+ 00> = 10 = 0o + 00 — 10 = +00
T—00
|

Pfiklad 1.31 Spoditejte lim (2x3 + 322 — 10).

T——0Q
Reseni

lim (2% 4 32% — 10) = 2(—00)” + 3 (—00)® — 10 = —00 + 00 — 10 = (00 — 00) =

T——00

= lim { (2—|———E)}: lim 2% lim (2—1—%—2) (—0)’ (24+0-0) =
T——00 T——00 T——00 X T

= —00-2=—00
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Priklad 1.32 Spocitejte I|m (1(1)5x + 5023 ;0)

Reseni

1 510 1 510
lim (—:c + 5023 ——> = —00*4+500c® - — =00+00—0=+00

z—o0 \ 10° T 10° 00
[ |

Priklad 1.33 Spocitejte lim <105£E + 502 — 5;()).

T——
Reseni
) 1 510 1 A 3 510
1 50 510 1 50 51
= (00 —o00) = lim_ {w (105 + 5 )] m @ Jim <105 T x5)
1
4

= (—00) (1_()5>+0 0) +o00
[ |

Poznamka.

Srovnej vypocty limit v prikladech 1.30 - 1.33. V pfikladech 1.30 a 1.32 byly operace s nevlast-
nimi Cisly definovany; nenastaly Zadné problémy. Naproti tomu v pfikladech 1.31 a 1.33 jsme
dospéli k neurcitym vyrazim, proto jsme museli nejprve limitovanou funkci upravit, abychom
dospéli k vysledku.

Pfiklad 1.34 Spocitejte I|m 20 —3w45

6+3x2 23 °

Reseni

7% — 3z +5 00 S1-%+%) 1-%4+% 1-0+0
lim —:<—>:|Im 5 3 = lim —%5—~ =
xﬁoo6+3x2—2x3 00 xﬁoox?’(ﬁ—i— — 00 = 4+ 2 — 0+0-—2
B 1
2

[ |
Piiklad 1.35 Spocitejte lim Sr=2,
r—r—00

Reseni

623 — 2 23 (6 — % r(6—3%) —oc0(6-0
lim - = (@) = lim —(2 ) = lim (2 +7) oo )
z——0c0 2 + 312 00 z——o0 g2 ( =+ 3) z—=—co 5 4+ 3 0+3

—600

= — = —X

3
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Piiklad 1.36 Spocitejte lim TZo=32
r—+

o 42346 °
Reseni
. T2 -3r /oo oz (1-2 , 7-3 7-0
lim —:(_>: lim —gé: lim x6 = =
z—too 4a3 4 6 00 votoo g8 (44 &) amdeo g (4+ ) Foo(4+0)
7
= — = O
+00
[ |
Pfiklad 1.37 Spocitejte lim (/22 — 3z — 10 — z)
Tr—r00
Reseni

lim (Va2 =32 =10 — ) = (00 — 00) =

— i (\/.1'2 —3x — 10 — x) (\/x2 —3x — 10+ :r;)

z—300 Vat -3z —-10+z
22 =3r—10—2?
= lim

= lim oo 10 = (OO) = lim - =
vooo (/32 — 3 — 10+2 2o ya2—3x—10+ 2 00/ wmoo Yer-de-l0te
-3 4 -3- 4 -3-0 -3
z—00 /xtigqo_i_l =00 1_%+i_(2)+1 vV1—-040+1 2
[ |
Priklad 1.38 Spocitejte lim Y221
T—00 z
Reseni
VP rm—1 oo Vatiza] il
lim (—) = lim e = lim 5
I+5-% VI
= lim 5 =—=1
[ |
Priklad 1.39 Spocitejte lim —”’“’f{zxa lim —Vgxf{zx
z—oo0 L z——oc0 L
Reseni
/972 + 2 00 V9x2 42z \ /91’1_321 9+ %
lim —— = (—) = lim 4 = lim ———=— = lim =
V940

1+0 Vo
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Pozor! va? = ||
Pokud z — +o0, pak Va2 =z
Pokud x — —o0, pak Va2 = —ax = x = —V 12

V02125 oo S SV A
fim Y= = () = dim 5 = lim = lim 1
T——00 x+1 o0 T——00 % T——00 1+ p z——o0o ]+ P

_ =V

-3
1

PFiklad 1.40 Spocitejte lim [2362“ (1424 )]_
r—to00

3—22 z | 152245
Reseni
im [29&2—1-1 ‘ (1+z+ 3r —4 )] _
a—too | 3 — 2 x 1522 +5
= lim 20° +1 - lim (14—24——3:6_4 ) =
z—Foo 3 — x2  a—too r 1522 +5

. =) 2 z(B3-3) | 2 3\ _
—mﬂfrmx?(x%—_)-zmw(“ﬁm)—_—1'(”“5)—

=—-2-(1+0+0)=-2

P¥iklad 1.41 Spocitejte lim [WHS n 10505—701
xr—+o00

223 —5x 104-2°
Reseni
62 +15  102° —af 2 (64 13) 6 (L —1)
lim = lim =+ lim & =
z—+oo | 203 — b 10 + ° zotoo g3 (2 — 55)  aokoo 28 (19 4 1)
6+0 +o00 (0 —1)
= =0+o00(—1)=0 -

Oproa € (—1,1)

lproa=1
Vyuziti vzorce lim a* =
4 x—>00 @ ocoproa >1

neexistuje proa < —1

Pfiklad 1.42 Spocitejte lim Z=25""
r—r

o 5673451
Reseni
T _ +2 37—2.57+2 3\* _ 5\* | 52
200 5 - G — 3. 471 poyoo 567341 T T nr—1
6 5:1-3-(5) -5

(5)”0—2(%):’“"-25_0—2-0-25_9_0
eee 53(2)" 11 5-3.0-¢ 5
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Pfiklad 1.43 Spocitejte lim —2T— —24°

z—o0 BTEH2+5 (=)

Reseni
3T 2.y e . 3.7-1—2(4)"
xIero‘o 5 7$+2 1 5 =1 — lerr;o 5-7x+2+l(*5)m_1 - xIer;o 5 72 1 1 5\ .1
T 5 (55) Gl - o Telt g (=3) 7
. 3-7=2.0 3
S 5-T2+3.0-% 35
|
ue e o (3)T 287 15T
Priklad 1.44 Spocitejte lim ~2————
T—00 2-(%) +6-5%
Reseni
1\ z—1 z+1 (5) 237 t45et? 1\® 3\z—1 1
=) —2-3"145 — =) —2-(2 -+ +5
lim ) — = lim 2 = lim (5) m_f) s =
rooo 2 (HT 4650 emee 2(R) 465w (BT 1 4601
5(2
0-2-0-2+45 5
2:0-1+6 6
|
Yeas o . 1\ — . kN — ok v e elw
VyuZiti vzorch _lim _ (1+2) e, lim (1+%) e*, k € R\ {0} a véty o limité
sloZzené funkce:
Pfiklad 1.45 Spocitejte lim (-%)".
T—r00
Reseni
, z \" _ r—3+3\" _ 3 \"
lim =lm|(—— ] =Ilm |1+ =
r—343 z—3 3
3 3
= lim (1 = lim 1 1 =
x—>00<+x—3> T—00 <+$—3) <+Z‘—3>]
. 3 z—3 . 3 3 . 5 ;
—xIer;O<1+x_3> -xILngo(1+m_3) =e - (140)"=e
[ |

Priklad 1.46 Spocitejte lim (””—f?’)%

z—00 ‘T2

Reseni

C(z+3\*" z—2+2+3\"1" . 5\

lim = lim _— = |im 1+ =

. 5 z—2+273 - - 5 -2 - 5 273
xr— 2 T—00 xr—2 Tr— 2

= [65 (14 0)2}3 =t

= |im
Tr—r00
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x+1

Priklad 1.47 Spocitejte xﬂ)_oo 5e13

Reseni

x+1

m (mel)T.

. 20— 1Y\ 3 . 20 +3—-3—-1
lim = lim
z——00 \ 21 —+ 3 T——00 2% —+ 3

W=

_ 4 \"3 4 0\3
= lim 1-— 1=
T——00 20+ 3 2¢ + 3
2z+3—3%
T : P
2z + 3 2x +
1
6

4 2x+3
= li 1 (1

= lim
Tr—r—00

z+1
3

B

c) Uziti véty o limité sloZzené funkce

Pfiklad 1.48 Spocitejte lim sin<.

r—to0
Reseni
. 1 . 1 .
lim sin—=sin| lim —| =sin0=0
r—+o0 x r—too I

1
Priklad 1.49 Spocitejte lim e@=-27,

r—Fo00
Reseni

1 lim —L _
Ilm 6(172)2 = e r—Foo (2—2)2 — 60 — 1
r—+00

. 1 1
T—+o0 (]; _ 2) o0

20
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1
Ptiklad 1.50 Spocitejte Iirrge(ﬂc—3>2.
T—

Re3eni
L lim —X

lim e@-9? = e ==3 @3 = [¢*] = 400
z—3

lim L 1 +

— — — 00

v=3 (1 — 3)2 0

lim ! 1 +

— ~ oo

z—3t (1 — 3)2 — 0t

| L L

im = — 100
13~ (z — 3)° — 0F

3—m3
Priklad 1.51 Spocitejte lim e4s+22,
T—00
Reseni
—a® i 3—a3

I|m 64390? fry ezlL)moo 4:c+12 — |:€*OOi| — O
T—00

3= 50 ' 3:3(%—1) 50 - (=1)
z—oo 41 + 22 00 w00 72 (4 41) 1

Pfiklad 1.52 Spocitejte lim InZE3,

Tr—r—00
Reseni
3 3

lim In + :In{lim T }:Inlz()

T—r—00 T — 2 Tr——00 U —
3 1432

lim T :(E>: lim ( “;):1

T——00 L — o) T—=—00 (1 — ;)
2 —x44

Priklad 1.53 Spocitejte lim In +.
r—3 (z—3)

Reseni

lim | - —
r—3 (x 3) r—3 (x 3)
im 2 —x+4 10 n

= =400
-3 (1 — 3)° — 0t

DIFERENCIALNI POCET (1)
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Priklad 1.54 Spocitejte Iimlei%.

T——
Reseni
1-z lim 12
lim est1 = e¢o>-1oH!
r——1
1—2z 2
lim = |=
z——-11x + 1 0
1—=z 2
lim = = —00
z——-1-x+1 — 0~
1— lim 1=
lim et — eeoi1 ol — [6_00] =0
r——1—
i l—ax [ 2 ] N
im = = 400
-1+ 1+ 1 | — 07 |
—z im 1=z
lim esii = eotriol = [et>] =00
z——11

lim e=t1 £ lim e=fl = lim e*t1 neexistuje

z——171 r——1" z——1
Poznamka.
1z oy ‘ e _
Neexistence lim e=+1 plyne jiz z toho, Ze neexistuje lim 1—“17
z——1 z——1 %+

v, vy s . 2_9
Priklad 1.55 Spocitejte xﬂrlmoo arctg x€+5x.
Reseni

lim arct v = arct lim v =arctgl = T
z—=Fo00 g:p2+ x 8 z—too 2 4 Hx B 8= 4

ﬁ_(oo>: li M:

lim 5 =— im =
z—zo0 12 + Dy o0 z—+too 2 (1 + E)

Pfiklad 1.56 Spocitejte lim arccotg .
xr—r+00 x
Reseni

1 1 T
lim arccotg — = arccot lim — | = arccotg0) = —
r—+o00 8 $2 8 |:x—>:|:oo x21 g 2

22
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Priklad 1.57 Spocitejte lim arccotggff‘%l1 a lim arccotg 22
Tr—r00 Tr—r—00

x—1"
Reseni
24 4
lim arccotg = arccotg | lim = [arccotgoo] = 0
z—00 x—1 z—00 L — 1
27t 00 _ 22 228
lim :<—>: lim ———< = lim T = 00
z—=o00o T — 1 o0 a:—)oogj(l——) z—o00 | — =
xX X
4 4
. iy . iy
lim arccotg = arccotg | lim = [arccotg (—o0)| =7
T——00 x—1 z——oco I — 1
_ 2z 00 . 22 _ 223
lim = (—) = lim ———< = lim T = —00
z——oco I — 1 o0 T——00 (]_ — ;) z——00 ] — z
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Limita funkce f pro x — xg se rovna L, kdyZ pro kazdou posloupnost bodu
x, — o,  # 0 konverguje posloupnost funkénich hodnot f (z,,) — ().
Funkce mazZe mit limitu vlastni popf. nevlastni. Pokud ma funkce limitu, je tato
limita jedina a je rovna spolecné hodnoté jednostrannych limit funkce.

PFi vypoctu limit uplatfiujeme ndsledujici pravidla: Limita souctu je rovna souctu
limit. Limita soucinu je rovna soucinu limit. Vypocet limity sloZzené zac¢iname od
vnitfni slozky. Je dobré si zapamatovat, zZe:

o1 o1 . sinz ) 1\*

lim — = 400, im — =0, Ilm——=1, |Im (1+—-] =e
z—0F T z—too I z—=0 X T—00 x

Vypocet limity zahajime dosazenim limitni hodnoty za proménnou. Pokud obdr-

Zime neurdity vyraz, je treba funkci vhodnym zplisobem upravit.

1.  Vypocitejte limity.

. z2-9
IILT3 z?+z—6

—
oy
—

ps7 T2—62—T

2
lim £2=20
r—5 (5_5)2
[+00]
; 6x+7  x3—6a8
Jim (s — )
+00
lim —22=4 | |
z—2 z?+z—6
4
6 4
lim 2=
r—6 VZ+3-3
[6]
lim 2242
r—3 =3
[neexistuje]
: x“—2x—8
:!:L)nl r2—5x+4
2]
|I x°—20
r—4 ($_4)2
[—o0]
; 5x3—dx  6z+1
LG —)
[+00]

lim (Vad+ 22+ 1— Vad — 22 +1)

T—+00

lim (\/1—|—x—|—$2—\/1—x+a:2)

r—+00o
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lim (396—5) 1

z—too 3T+
lim In 2=
r——1—
lim In £
r—1+ r=
lim InZtl
r—+o0 =

2z—1

lim arctg %5

r—F00

lim arccotg -
z—0 & z?

2—\/xz
lim e3—v2z+1
r—4
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Kapitola 2

Spojitost funkce

Po prostudovani kapitoly budete umét:
e rozhodnout, zda je funkce v daném bodé spojita ¢i nespojita;
e rozlisit jednotlivé typy bod( nespojitosti,

e vytvofit si grafickou predstavu o tom, jak vypada situace v okoli bodu nespo-
jitosti.

Klicova slova:

Funkce spojita v bodé, funkce spojita na intervalu, bod odstranitelné nespoji-
tosti, nespojitost 1. druhu, nespojitost 2. druhu.
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z—6
Vr—2-2"

Priklad 2.1 Vysetrete body nespojitosti funkce y =

Reseni

D(f): Ve —2-2#0AN2—-2>0<=c#6Ax>2
x € (2,6) U (6,00)

Funkce neni definovand v bodé = = 6.
VysSetfime jednostranné limity v tomto bodé.

lim 2% M i BZOWVEZ2HD) (Ve—2+2) =4

z—6+ 1‘—2—2: 0 r—6% r—2—4 r—6+

Protoze obé jednostranné limity jsou kone¢né a rovnaji se, ma funkce v bodé x = 6 odstrani-
telnou nespojitost.

[ |
Priklad 2.2 Vysetrete body nespojitosti funkce y = arctg x%l
Reseni
D(f)ix4+1#40<z# -1
z € (—o0,—1)U (-1, 00)
V bodé x = —1 funkce neni definovana, proto zde spocitame jednostranné limity.
‘ 1 oznaéme %H =t ' T
lim arctg = = lim arctgt = ——
el r+1 r— —1"=t— —© T 2
. 1 oznatme —< =t _ T
lim arctg = = lim arctgt = —
rz——11 r+1 T — _1+ =t 400 T—400 2
Spoctené jednostranné limity jsou konecné rlizné, funkce ma proto v bodé x = —1 nespojitost
|. druhu se skokem |% — (—3)| = 7.
[ |
Piiklad 2.3 Vysetfete body nespojitosti funkce iy = ””:2;_%4“*’.
Reseni
D(f): a2 —4#0 < 1 # 42
x € (—o00,—2) U (—2,2) U (2,00)
Spocteme jednostranné limit v bodech -2 a 2.
im zt — 2x 20
| = |—| = 00
z—2+ 12 —4 0 +
V bodé x = —2 jsou obé jednostranné limity nevlastni. Zadana funkce ma v tomto bodé ne-
spojitost II. druhu.
4
Tt — 2z 12
lim =|—| =x0
z—2% ZE2 —4 0

V bodé z = 2 jsou obé jednostranné limity nevlastni a proto ma zadana funkce v tomto bodé
nespojitost Il. druhu.
[
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242z
x3—4x”

Priklad 2.4 Vysetrete body nespojitosti funkce y =

Re3eni
D(f): 2 —dr #0<=z(x—2)(z+2)#0
r € (—00,—2) U (=2,0) U (0,2) U (2,0)

Jednostranné limity spocteme prox — —2,0, 2.

1?2 + 2x (0) _ r(r+2) . 1 1

0

l — | lim =
im oot (x4 2) (€ —2)  aobtz—2 4

r——2t 13 — A

Bod x = —2 je bodem odstranitelné nespojitosti.

x? + 2x z(z+2) _ 1 1
= lim = ——

0
ro0t 2% — Az <O> o0t T (x4+2)(x—2) am0tx—2 2

Bod = = 0 je bodem odstranitelné nespojitosti.

lim
=2t 3 — dx

242 8
x+$:{—}::|:oo

Bod x = 2 je bodem nespojitosti Il. druhu.

Priklad 2.5 Vysetrete body nespojitosti funkce y =

Reseni
D(f) NS (—O0,0) U(QOO)

Do defini¢niho oboru nepatti bod 0. Vysetfime jednostranné limity v tomto bodé.

sinx
lim f(z)= lim — =1
r—0~ x—0~ X
lim z)= lim — =0
z—01 f( ) z—0t T

Protoze jedna z jednostrannych limit je nevlastni, ma zadana funkce v bodé x = 0 nespojitost
1. druhu.
[ |
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z+1 proxz <0

Priklad 2.6 Vysetrete body nespojitosti funkce y = { 2z pro0<z<1.
2 prox > 1

Reseni

D(f)=R

Funkce je sice definovand pro viechna redlna ¢isla, ale v bodech x = 0 a z = 1 se pfedpis méni.
Vypocéteme proto jednostranné limity v téchto dvou bodech.

lim f(z)= lim (x4+1)=1

z—0~ x—0~
lim f(z)= lim 22 =0
z—0+ f( ) z—0+

V bodé = = 2 jsou jednostranné limity konecné a navzajem rizné, absolutni hodnota jejich
rozdilu je rovna 1. Zadana funkce ma proto v tomto bodé nespojitost I. druhu se skokem 1.

lim f(x)= lim 2z =2

z—1— rx—1—
lim f(z)= lim 2=2
z—17+ f( ) z—1+

V bodé xr = 1 jsou jednostranné limity kone¢né a rovnaji se. Zadana funkce ma proto pro
x — 1 limitu rovnu 2. Soucasné je tato limita rovna funkéni hodnoté v bodé nula. Funkce je
v bodé z = 1 spojita.

[ |
z2+1 prox € (—1,0)U(0,1)
Pfiklad 2.7  Pojednejte o spojitosti funkce f(x) = ¢ 0 prox =0
-1 pro |z| > 1

T

na jejim definicnim oboru a nacrtnéte jeji graf.
Reseni
D(f)=R; |z|>1 <=2 € (—00,—1)U (1,00).
Funkce 2% + 1 je kvadratickd funkce, kterd je spojité na svém D(f) = R a odtud plyne, Ze
je spojita na kazdé podmnoziné D(f); tedy i na intervalech (—1,0) a (0, 1). Linearni lomend
funkce —% je spojita na R\ {0} a z toho plyne, Ze je spojitd na intervalech (—oo, —1) a (1, 00).

Chovani funkce v bodech, v nichZ se méni jeji predpis, musime vysettit zvlast. V naSem pfipadé
jsou to body -1, O, 1.

Prox — —1:
1 -1
lim f(x)=lim (——) =—=1
r——1— r——1— s

1
lim f(x)= lim (2*+1)=(-1)’+1=2= f(-1) lim f(z) neexistuje

z——11 r——1+

Jednostranné limity jsou vlastni, ale rizné, proto bod -1 je bod nespojitosti I. druhu se skokem
1.

=2-1]=1

im f(x)— lim_f(2)

r——11
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Funkce f je spojita zprava v bodé —1.

Prox — 0O:

lim f(z) = lim (22 +1) =0*+1=14# f(0); f(0)=0.

z—0

Funkce f ma v bodé 0 vlastni limitu, ale ta neni rovna f(0). Bod O je bod odstranitelné nespo-
jitosti.
Proxz — 1:

lim f(z) = lim (2*+1)=1"+1=2= f(2)

r—1— x—1-

1 -1
lim =lm|[—]=—=-1 lim neexistuje
z—1+ f(x) z—1+ ( ZL‘) 1 z—1 f(x) J

Jednostranné limity jsou vlastni, ale jsou rlizné, proto bod 1 je bod nespojitosti I. druhu se
skokem 3.

lim f(z)— lim f(x)

r—1t z—1—

—|-1-2/=]|-3| =3

Funkce f je spojitd zleva v bodé 1.

Zavér: Funkce f je spojitd na intervalech (—oo, —1), (—1,0), (0,1) a (1, 00).
Funkce f ma 3 body nespojitosti: -1, 0, 1.

y

Obr. 2.1 Graf funkce f(x)
Zdroj: Vlastni zpracovani

Uvédom si a srovnej s grafem funkce f!

V bodé -1 a 1 funkce nema limitu.

lim f(z) =1

z—0
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—2% proz € (—00,0)

2 proz € (0,00)

T

Pfiklad 2.8 Pojednejte o spojitosti funkce f(z) = {
na jejim definicnim oboru a nacrtnéte jeji graf.

Reseni

D(f) = R\{0}.

Exponencidlni funkce —2% je spojitd na R, je tedy spojitd i na intervalu (—o0, 0) .
Funkce linedrni lomena %je spojita na R\ {0}, je tedy spojitd i na intervalu (0, 00).
Bod 0, ve kterém se méni predpis funkce vySetfime zvlast pomoci jednostrannych limit.

lim f(z)= lim Z_ { 2 } = 400 f(0) neexistuje

z—0t z—0t T — 0t
lim f(z) = lim (=2°) = —2°= —1  lim f(z) neexistuje
z—0~ z—0~ z—0

Jedna z jednostrannych limit je nevlastni, proto je bod 0 bodem nespojitosti Il. druhu.

Zavér: Funkce f je spojita na intervalech (—oco, 0) a (0, 00) a ma jeden bod nespojitosti - 0.

=2

Obr. 2.2 Graf funkce f(z)
Zdroj: Vlastni zpracovani

Uvédom si a srovnej s grafem funkce f!

Pf¥imka o rovnici x = 0 je vertikalni asymptota grafu funkce f.

lim f(z) = lim > —0: lim f(z)= lim (—27)— {—2%1 ~0

T—00 rT—0o0 U T—r—00 T—r—00
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log, = proz € (0,00)
Pfiklad 2.9 Pojednejte o spojitosti funkce f(x) = < 1 proxz =0
-3 proz € (—o0,0)

T

na jejim definicnim oboru a nacrtnéte jeji graf.
Reseni
D(f)=R

Logaritmicka funkce Iog% x je spojitd na intervalu (0, co).

. s s e 3 . wey 7 . wey 7 ® .
Funkce linedrni lomend —* je spojitd na R\ {0} a tedylje spojitd i na intervalu (—o0, 0).
Bod 1, v némz se méni predpis funkce, vySetfime zvlast .

-1 () || e =
Iin(;n+ f(z) = Iin(;l+ log: = = 400 f(0)=1

Obé jednostranné limity jsou nevlastni, proto je bod 0 bod nespojitosti Il. druhu.

Zavér:Funkce f je spojita na intervalech (—o0, 0) a (0, 00) a ma jeden bod nespojitosti - 0.

Obr. 2.3 Graf funkce f(x)
Zdroj: Vlastni zpracovani

Uvédom si a srovnej s grafem funkce f!

Pfimka o rovnici z = 0 je vertikdlni asymptota grafu funkce f.

lim f(z)= lim (%3) =0; lim f(z) = lim log1 2 = —o0

T—r—00 T——00 T—00 T—00

32
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Funkce f je spojita v bodé x, je-li limita funkce f v bodé z( je rovna funkéni
hodnoté f (zg). V takovém pfipadé Iim+ f(x) = lim f (). Funkce je spojita

:17%1'0 $—>:170
na intervalu, pokud je spojita v kazdém bodé tohoto intervalu.

Body, ve kterych ale Iim+ f(x) # lim f(x), se nazyvaji body nespojitosti.

$—>$O $—>$0
Funkce, kterd neni v bodé z, definovand, mize mit v tomto bodé jeden ze tfi

typU nespojitosti:

e odstranitelnou nespojitost, kdyZz jednostranné limity jsou kone¢né a rovnaji

se,

e nespojitost 1. druhu, pokud jednostranné limity jsou konecné a nerovnaji
se,

e nespojitost 2. druhu, pokud alespon jedna z jednostrannych limit je ne-
vlastni.

1. Pojednejte o spojitosti funkci a sestrojte jejich graf.

10 prox = —5
ro) =1
2 prox # =5

_ ) :
° 10
5 1
; s
- /5 v
_10 1
—15
bod -5 je bod odstranitelné nespojitosti
|/ je spojitd na intervalech (—oco, —5) a (=5, 00) |
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Yy
2 €
—— 0
2 1 1 z
_1 1
—2
-1 je bod nespojitosti I. druhu se skokem 2
f je spojitd na intervalech (—oo, —1) a (—1, 00)

fla) =3 +4a?

xT

0 je bod nespojitosti Il. druhu
f je spojita na intervalech (—00,0) a (0,00) |
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Urcete Cislo a € R tak, aby funkce f byla spojitd na celém defini¢nim
oboru.

zt-16
B — Pprox # —2
f(x)_{a+ prox = —2
l[a = —32]
B e prox # 0
f(x)_{a prox =0
[ = 0]
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Kapitola 3

Asymptoty ke grafu funkce

Po prostudovani kapitoly budete umét:
e napsat a nakreslit k danému grafu asymptotu bez smérnice;
e napsat a nakreslit k danému grafu asymptotu se smérnici.

Klicova slova:

Asymptota bez smérnice, jednostranné limity ve vlastnim bodé, asymptota se
smérnici, limity v nevlastnich bodech.
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Pfiklad 3.1 Urcete rovnice vSech asymptot grafu funkce f(x) = 11%

Reseni
Urtime D(f): 23+ 1#0 = 23 # -1 = x # —1.
D(f)= R\ [-1}.

Bod —1 ¢ D(f), funkce v ném neni spojita.

Uréime jednostranné limity v tomto bodé. Pokud asponi jedna z nich je nevlastni, pak pfimka
o rovnici x = —1 je asymptotou bez smérnice (vertikalni asymptotou).

lim i -1
g = —X
zo—1+ 1 4+ 23 — 0t

lim z? -1 +
= _— X0
z——1—- 1+ 23 — 0~

Pfimka o rovnici x = —1 je asymptota bez smérnice. Bod -1 je bod nespojitosti Il. druhu.

Zjistime, zda graf funkce mda asymptoty se smérnici. Rovnice takové asymptoty je y = kx + ¢,
pricemz

k= lim f($)aq: lim (f(x) — kx).

r—+oo I r—r+oo
V nasem pfipadé
w_gs 23 3 1
k= lim ™ = Jim ——— = lim = lim —%*— =0
rz—+oo0 I z—+o00 gj’(l -+ 173) z—too I + ;C4 z—+o00 3 + 1

3 3
. x . . 1
q= lim —0-2) = lim = lim = =
z—+oo \ 1 + .T3 z—+oo 1 —+ xS r—+oo pec3 + 1
Graf funkce ma asymptotu se smérnici o rovniciy = 0 - x + 1, tedy y = 1. (Tato asymptota je
rovnobézna s osou z, tika se ji horizontalni asymptota.)

Graf funkce ma asymptotu bez smérnice o rovnici z = —1 a asymptotu se smérnici o rovnici
y=1.

A

1 3

1 2t

1 y=1

-1
Xx=-1| -2
| _3,

:L’S

Obr. 3.1 Asymptoty ke grafu funkce f(z) = T

Zdroj: Vlastni zpracovani
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Pfiklad 3.2 Urcete rovnice vSech asymptot grafu funkce f(x) = T

Reseni

Uréime D(f) = R, funkce neméd zadny bod nespojitosti, graf funkce nema asymptoty bez smér-

nice.
Vysetfime, zda ma graf funkce asymptoty se smérnici, spocitdme tedy £ a q.

b= tim L0 o i T = lim 2 =0
rz—+oo I r—+oo I x%ioo]_—f—l’z xﬁioom—2—|—1
1
. . x . P .
q:xmoo(f(x)_k'x)_xﬂToo<1+x2_O'x)_xﬂToox_gH_o

Rovnice asymptoty se smérnicijey = kx + ¢, tedyy =0-2+0 = y = 0.

Graf funkce ma asymptotu se smérnici o rovnici y = 0; je to horizontalni asymptota.

A

Obr. 3.2 Asymptoty ke grafu funkce f(z) =
Zdroj: Vlastni zpracovani

_T
1422
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T
3x—1°

Pfiklad 3.3 Urcete rovnice vsech asymptot grafu funkce f(x) = = +
Reseni
Urgime D(f) = R\ {3 }.

Protoze x = %je bod nespojitosti, vysetfime jednostranné limity
lim + - . + % - + +
x = - =—4+00=4x
P 3r—1 3 — 0t
1

3
lim | x+ T = -+ +% —l—oo——oo
el 3r—1) 3 |—=0]| 3 N

Pfimka o rovnici z = % je vertikalni asymptota (asymptota bez smérnice).
Bod %je bod nespojitosti Il. druhu.

Zjistime, zda ma graf funkce asymptotu se smérnici.

L TE g . 1 ) 1
k= lim ———— = Iim (1+ =1+ lim = =1+0=1
z—rFoo T z—rFoo 3r—1 z—Eo0 3 — =

—im (" 12 = him = gim o]

q_r—l>:|:oo . 3r—1 * _x—l>:|:oo3$—1_m—l>:|:003—%_3
1 —I—1
— - x —_
Y 3

Graf funkce ma asymptotu bez smérnice o rovnici x = % a asymptotu se smérnici o rovnici
1
y=x+ 3.

-
-

y ~1F

-2+

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
g
-
-1
|
|
|
L
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

-3L

Obr. 3.3 Asymptoty ke grafu funkce f(z) = = + 3255

Zdroj: Vlastni zpracovani
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Pfiklad 3.4 Urcete rovnice vsech asymptot grafu funkce f(z) = x> + $—12

Reseni

Uréime D(f) = R\ {0}.
Vypocteme jednostranné limity v bodé 0.

lim x2—|—1 =04 lim L) L = 400
z—0t 2 - z—0+ \ 22 - — 0t -

lim [ 2%+ 1 =0+ lim LY _ 1 = 400
z—0~ 2 o z—0— \ 22 - — 0t -

Pfimka o rovnici x = 0 je vertikalni asymptota. Bod 0 je bod nespojitosti Il. druhu.

Zjistime, zda ma graf funkce asymptotu se smérnici.

1
.zt o3 .

k= lim = lim

r—+00 x x—+00 Qj3

41 oo ot (14 o)
o0 r—+o00 x3

1
= lim [x (1 + —4” = t+00(1 + 0) = oo - -+ asymptota se smérnici neexistuje
x

r—+oo

Graf funkce ma vertikalni asymptotu = = 0.

4

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
-
|
|
|
|
|
|
2 L
|
|
|
|
|
|
|
T
|
|
|
|
|
|
L

-2

Obr. 3.4 Asymptoty ke grafu funkce f(z) = 22 + L

12
Zdroj: Vlastni zpracovani
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Primky, ke kterym se limitné blizi graf funkce, se nazyvaji asymptoty. Asymptota

bez smérnice ma tvar x = xy. MlZe existovat jen v bodé nespojitosti Il. druhu

funkce f, to je v bodech, v nichZ aspon jedna z jednostrannych limit je nevlastni:
lim f(z) = +o0.

$—>£Ea:

Asymptota se smérnici ke grafu funkce y = f (z) md tvary = kx + ¢, kde

k= lim % g= lim (f(z)—ka).

r—+oo r—+o0

1. Urcete rovnice vsech asymptot grafu funkce.

$4 .7:3
f (o) = 2
{ vertikdlni asymptota: v = —1 1

asymptota se smérnici: y = x

f(z) =1+ 427
[ vertikIni asymptota: x = 0 |
f(x) = 955

vertikalni asymptota: x = 0
asymptota se smérnici: y = 0

f(2) =55
[ horizontalni asymptota: y = 1 |
Literatura k tématu
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[4] MOSOVA, V.: Matematickd analyza I., 1.vyd, Olomouc: UP, 2002. 126 s.,
ISBN 80-244-0464-8 (skripta)



Kapitola 4

VVypocet derivaci

Po prostudovani kapitoly budete umét:
zachazet s pravidly pro derivovani elementarnich funkci;
zachazet s pravidly pro derivovdni souctu, soucinu a podilu,
zachazet s pravidly pro derivovani sloZzené funkce,
vysvétlit geometricky vyznam 1. derivace v bodé,

spocitat vyssi derivace,
urcit hodnotu derivaci ve zvoleném bodé.

Klicova slova:
Derivace funkce v bodé, derivace funkce na intervalu, derivace souctu, derivace
soucinu, derivace podilu, derivace sloZzené funkce, logaritmickd derivace, deri-

vace elementarnich funkci, derivace vyssich rada.
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Pro pfipustna x vypoctéte k funkci f(z) jeji prvni derivaci, tedy funkci f'(z).

Uziti zakladnich vzorcu a pravidla pro
derivovani souctu

Piklad 4.1 f(z) = 2 4+ ¢® —sinx + 3
Re3eni

fl(z) =32° +e* —cosz + 0 = 32° + " — cosx

H
Pfiklad 4.2 f(z) =2" 4+ Inz —logsz +In6
Re3eni
1 1 1 1
"(2) =2"In2+ — — 0=2"In2+ — —
J(@) " +J: x|n5+ " +x zInd
[
Pfiklad 4.3 f(z) =sinz — cosz +tgx — cotgx
Re3eni
/ . 1
fi(z) =cosx +sinz + —— + —;
cos?x  sin“x
[
Pfiklad 4.4 f(x) = arcsinz + arctg x + arcsin 3
Re3eni
1 1 1 1
/
pu— 0 pum
f@) \/1—x2+1+:v2+ \/1—x2+1+9€2
H

Pfiklad4.5 f(z) =2 +o+1+1+ %
Reseni

Nejprve upravime.

fla) =2 +o+ 1+t + 272

fll@)=20+140+(=1) -2+ (-2) 2% =22+1—- = — =



VYPOCET DERIVACI 44

Piiklad 4.6 f(v) = /2 — V% + V2 — 515 + 5=
Reseni

Nejprve upravime.

|
Priklad 4.7 f(z) = 2=+
Reseni
23 1 B
f(x):P—ﬁ+?:x3—x+x 2
2
/ _ 2 -3 _ 2
fil(x)=32"—-1+4+(-2)-27° =3z —1—5
|
Pfiklad 4.8 f(z) = 2%(2® — 272 + 279)
Reseni
f@)=2"-a"+a23=2"-1+27°
_ 3
fl(x) =52* -0+ (-3) - x 4—53:‘*—;
|
3
Priklad 4.9 f(x) = {/22y/z3/z + 21
Reseni
Nejprve upravime.
2 3 1 57 23 57
r) =x3 -x12 - 24 + = +
f@ 7 7
23 1 23
f/(x> — ﬂx 24 +O: m
|

Pfiklad 4.10 f(z) = x3 — 2735 4 gV/oHL 4 gliw
Re3eni

3

Fi@) = Zat = (3,575 4 (VB4 1) 25+ (1 4+ m)a” =

) 7
= Vi + + (V1) -2+ (1 472"
SVt (V5 1) (1)
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Derivace soucinu

Pfiklad 4.11 f(z) = I -arcsinz

Reseni
7 1 7
"(£) =0-arcsine + — - —

f(@) V1i—22  8/1—2a?
[ |

Priklad 4.12 f(z) = 2= — 25 + 16 — 5V2% + ;3=

Reseni

Upravime.

3 5) 1
f(x)zz-x?’—g 2416523 —1—5 x4
3 ) 2 9 1 5
f’(a:):4—1~3a:2—g-(—2)~w_3+0—5-gm_l+§-(—1)-x_1 =
9, 10 10 9
L e .
4 33 3Yxr  8v/ab

[ |

Pfiklad 4.13 f(x) = 24 - \/ xV/ 2V/3

Reseni

Upravime.

flz)=24- T2 x6 . xn = Uy o = 24x2i

19 5 19

!/ 94 —

f(l‘)—24 2_ T = 24/.5
[ |

Pfiklad 4.14 f(z) = =+Te

Reseni

Upravime a vyhneme se tak derivaci podilu.
L 2
flz) = —=(2° — 42”4+ Tx)

- 16
f@) = —

= 16(31:2 —8x+7)
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Pfiklad 4.15 f(x) =3tgx — Qargtsx
Reseni

1 2 1 3 2
fl(x)=3 _ _

‘cos?xr 5 14+a° cos?z  5(1+ x?)

Pfiklad 4.16 f(x) = 2lnz — 182 _ 20ogs0

Reseni

Piiklad 4.17 f(z) = 3z  Ge 82t T,

Reseni

Pfiklad 4.18 f(z) = 6z -sinx
Reseni

f'(x) =642 - sinz + 62* cos v = 62°(4sinx + z cos x)

Pfiklad 4.19 f(z) = (z +¢%) -tgx

Reseni
F(z) = (14 €) - tga + (z + ) - —
cos?x
Pfiklad 4.20 f(z) = 3% - arcsinz
Reseni
. 2 1 —4
/ f— . —_— . _3 i Bt ————— i
flle)y=2-(-2)-x arcsmac—l—gc2 —— 8 arcsinx +

14
33

2
221 — 22

46
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Pfiklad 4.21 f(z) = (z*+ 1) -arctgx

Reseni
f'(z) =2z -arctgx + (2% + 1) - o 2z arctgx + 1
[
Pfiklad 4.22 f(x) =3"-Inz — 2¢” logs «
Reseni
f'(z) :3xln3-lnx+3x-é—2 [e’:-log5x+e“’c~xln5] =
=3" (In?)-lnx—l—l) — 2e” <Iog5x+L)
x xInd
|
Pfiklad 4.23 f(z) = (2z — 3) - (2? — 62 + 5)
Re3eni
fl(z) =2(2* — 62 +5) 4+ (20 — 3)(2x — 6) = 22% — 120 + 10 + 42> — 62 — 120 + 18 =
= 627 — 307 + 28 = 2(32% — 157 + 14)
|
Pfiklad 4.24 f(x) = (zsina + cos «) - (z cos o — sin «)
Reseni
f'(x) =sina- (zcosa —sina) + (zsina + cosa) - cosa =
= xsinacosa — sin® a + zsinacos a + cos” o =
= 2w sin a cos a + cos® a — sin® v = x sin 2a + cos 2
[
Pfiklad 4.25 f(xz) =6In5-logsx —3Inz -logx
Reseni
fi(x) =6In5- x|1n5 —3 é-logm+lnx- xlilo} - g - ; (Iog:zc— I'ﬂ”ﬁ))
[
Pfiklad 4.26 f(x) = (1 + x?) - sinx - arccotg x
Reseni
Lﬂ@):[%&ﬂnx+(1+x%-amﬂ-mummx+%1+x%-ﬁnx-1;22:
= [2zsinz + (14 2%) cos ] arccotgx — sinx
|

Pfiklad 4.27 f(z) = 2% 5" Inx
Reseni

1 1
f’(x):8{[675-55‘—1—63”-595-In5]|nx—|—e$-5$-;}:8e$~5$ {(1—1—|n5)|nx—|—;
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Derivace podilu

Piiklad 4.28 f(z) = 2,

1—22
Reseni

2(1 —a?) — 220(—22)  2—22%2+42®  22% 42

fl(x) = (1— 22) 1—22) 1= 22

P‘fl’klad 4.29 f(aj) — sinz—e®

cosT
Reseni

Flz) = (cosz —e”) -cosw — (sinz —e”) - (—sinz) _

cos? x
cos?z —e®cosx +sin*x —efsinz 1 —e*(cosx + sinx)

cos? x cos? x

Priklad 4.30 f(z) = 2%

42248

Reseni

Flz) = (20 — 3)(42% 4 8) — (2 — 3x) - 8z 8z° — 122® + 162 — 24 — 8x° + 2412
B (422 + 8)2 B (422 + 8)2
r” + 16x — x*+4r — x*+4xr —

12024162 - 24 4322+ 40 —6) 322+ 4z —6

(42?2 48)2 4222 42)2 4(2? +2)?

Piiklad 431 f(v) = b

Reseni

f(z) = 0-(2>+5z—1)—4(2z+5)  —4(2z+5)
B (22 + 5z —1)2 (22 + 5w —1)2

PFiklad 4.32 f(7) = =

Reseni

() = —4 - (22 — 152?%) _ —4x(2—-157)  —4(2 - 152)

(z2 —52%)2 241 —52)2  23(1 — 5a)?
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Pfiklad 4.33 f(7) = 85

Reseni

f(z) = —6 - [—1(3 — 227) 4 (2 — ) - (—4a)] _ —6[—3 + 222 — 8z + 427 _
(2 — 2)%(3 — 222)2 (2= 2)2(3 — 222)?

_ —6(62* — 8z — 3)

(2= 2)%(3 — 222)2

Priklad 4.34 f(z) = -

tgx
Reseni

1
- R S S
filo) = —5-%5=— 2, sin2 ~ sin?
tgex tg“x - cos®x ST L cos? x sin“x

Cos“ x

Priklad 4.35 f(z) = £=3e+4

Reseni
(20 —3)-15— (2 =3z +4)-0 2z —3
152 15

f(x) =
Poznambka.

Neni-li ve jmenovateli proménna, je zbytecné derivovat funkci jako podil. Funkci upravime a de-
rivujeme jako soucin s jednim konstantnim cCinitelem.

f@) = = (a® — 32+ 4)

15
1 2r —3
!
:—2 — =
fle) = e —3) = ==
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Derivace slozené funkce
Pfiklad 4.36 f(r) = (322 — 4z +5)3
Reseni

f'(z) = 3(32% — 42 + 5)*(62 — 4)

Pfiklad 4.37 f(z) = {/1 -2y

Reseni

Upravime.

Fllz) = —(z ' —222)75 . <—1 r? -2, %x_é)

Pfiklad 4.38 f(z) = Intgz +  cotg 2z

Reseni

1 1

f(z) = 1 1 +1< -1 ).chosw

T tgxr cos2z 2 \sin’2gz sinz
1 1

T sinz-cosz  sin 2z
2 1 2sin2z—1
sin2x  sin?2x  sin?2z

Pfiklad 4.39 f(z) = arctg 2

Reseni

Pfiklad 4.40 f(z) = In (z + %)

cos2z  sin?2x

Reseni
, 1 —2- 2z 1 2t 4222+ 14z
f (I’) = 7 2 + 2 2 - 3442 ) 2 2 -
T+ (x2+1) e (22 +1)

o2t 22? —da 41
(B3 +2) (22 + 1)
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Priklad 4.41 f(aj) — ec053 5x

Reseni
f(x) = €7 . 3. cos? 5z - (—sinbz) - 5 = —15sin 5z - cos? 5 - ¢
[ |
Priklad 4.42 f(x) — 9V3a2-2
Reseni
Fi(z) =22 1n2. ~ (322 = 2) 77 - 62 = ——— 2372
2 32 —2
[ |
Priklad 4.43 f(z) = In =2
Reseni
fla) = e +e? (e"te?)(e" e ) —(ef—e )" —e ")
er —e % (6‘75 4 e*{f)Q
i (e —e)(e" +e) = e r——— -
4
[ |
riKia . ) = Insinz
Priklad 4.44 Insi
Reseni
, 1
fi(z) = 5 cosw = cotgw
[ |
Reseni
1 2x
!
S S Y
T @-1)-m3 "~ @-1)hn3
[ |

Pfiklad 4.46 f(x) = In[In(Inz)]
Reseni
S S U D

In(lnz) Inz =z x-Inz-In(Inx)
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Pfiklad 4.47 f(z) = 2%
Reseni

fl(x)=2"-In2-3"-In3=3"-2%"-In2-In3

Piklad 4.48 f(z) = e” + e + e
Re3eni

x x

flx) =e"+e -e"+e e ¥ =¢" [1 + e (1 —I—eeem)

Pfiklad 4.49 f(x) = arctg 12

Reseni

) = 1 2.1-(1—x)—(1+x)-(—1): 1 . 2 _
14 (£2) (1—x)? 1+ (H2)® (1 —x)?

B 1 ' 2 B 2 1

= 1—2x+(9012_+w1)42r2x+z2 (1 —x)2 249222 14 g2

Pfiklad 4.50 f(x) = gcos® zsin @
Reseni

fl(x) = 2= in 2. [2cosx - (—sinz) - sinx + cos’x - cos ] =

2 i . 2 psj . .
= 205N T n 2. cos x (cos® @ — 2sin® ) = 2 “*"¥sing - In2-cosz - (1 — 3sin’x)

Pfiklad 4.51 f(z) = {In(2z* — 3)*
Re3eni
1 1 4x
/ :__—‘422_33‘4:

f(x) 1 @y (22 ) - dx 57 3
PFiklad 4.52 f(z) = ¢®~%)’
Reseni

3-2)° 2 2 6 2 2 3_2)3
P = (3-2) et = S (3 2) e

i i

52
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Priklad 4.53 f(r) = log®

Reseni
1 6 log? 22
! =3 2,2 . —
fla)=3log" s 110 = i1
|
Pfiklad 4.54 f(x) = (arcsin %)4
Reseni
1\° 1 ~1 1?1 ~1
f(z)=4 (arcsin —) - (—2> =4 <arcsin —) C—_— (—2> =
X 1— (l)2 x x z2-1 x
x z2
4 ( , 1)3
= ———— | arcsin —
rva? —1 T
|
3
Pfiklad 4.55 f(x) = <sin %)
Re3eni
2\ 2 2 2 2\ 2
1 3
f(z)=3 (sin %) ~cos% ‘1 20 = §xcos% (sin %)
|
Pfiklad 4.56 f(z) =In -5
Reseni
1 -3 -3 3
/ _ _ .3 —
fel=1 =" m="
[
PFiklad 4.57 f(z) = logs(2* — 1)
Re3eni
1 2z
/
_ Y
L B s R R O Y
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Logaritmicka derivace

PFi vypottu derivace funkci tvaru f(z)9@), x € {x € R, f(x) > 0}, vyuZijeme identitu
Fz)9@) = nf@) — cal@)nf(2) 3 yzorec pro derivovéni slozené funkce.
Pfiklad 4.58 f(z) = 2"’
Reseni
/ 2\’ 2 ! 2 2 1 2
fl(x) = (:L’x > = <e’“" ”’3> =" "2z Inz 42— ) =2 - z2lnz+1)=
x

= 2" 2Inz + 1)

Piiklad 4.59 f(z) = (%)™

2—x
Reseni

/

o[-

o 2—x 2—x—x-(-1)
e 2x|n27z. 2' L 2 . . f—
c ( n2—x+ - (2 —x)?

Pfiklad 4.60 f(z) = {/(2 —2?)3

Reseni
37/ 3 21\’ 3 2 3 3 —2x
/ _ VAT >n(2=2?) ) _ ,oIn(2-z?) [ __ 2 2 i _
F(z) [(2 x)} <e ) e { 52 —a?)+ = 2_332}
3 In(2 — 2?) 2 In(2 — 2?) 2
— (2 — 1% . (— _ _az/(9_ 12\3

Pfiklad 4.61 f(x) = (sinz)“*"
Reseni

N . . . 1
fl(z) = (efsrinsinT)’ = ecoswinsine (— sinz - Insinz + cosx - —— - cos x) =
sinx

2
, cos*z . ,
= (sinx)** <— —sinzInsin x)
sinx
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Priklad 4.62 f(z) = 2"
Reseni

1 1 1
f’(l’) — (elnx-lnz>/ _ eln:c.lnx (_ ‘Inz+Inzx- _) — xlna: 2. 9Ine = xlnx—l Inx2

T T T
[
Piiklad 4.63 f(z) = (Inz)"
Reseni
f(z) = (e””'”('”))/ = ") Nin(Inz) 4z - é : é] = (Inz)” [In (Inz) + ﬁ]
[

Piiklad 4.64 f(z) = (Inz)"”
Reseni

1 1 1
—In(lnz)+Inz- — - —| =
x Inz =z

! _ eln z-In(In )

f/(l’) _ (elnr~ln(lnx))

= (Inz)™* . E (In(Inz) +1] =

" (Inz)™ In (elnz)

SR
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r—x0

Derivace funkce v bodé x je definovana vztahem lim
Tr—T0

Ve vSech bodech, kde jsou uvedené elementarni funkce definovany, plati

(2" = d=0
(@) = () = e
1 1
(og, a) — —- nay = 1
CL x
(sinz)’ = cos , (cosx) = —sinx
1 1
tgr) = cotgr) = —
(tg2) cos? x (cotg7) sin z
(arcsin )’ ! (arccos )’ !
xr) = —, r) = ———
V1— 22 V1—a?
(arctgz) = ! (arccotg r) = !
8 T e A >

Pro derivovani souctu, soucinu a podilu plati

(cf ())pms, = f (x0)
(f (2) £ 9 (2))zms, = I (20) £ ¢ (20)
(f () g (), xo—f (z0) g (x0) + f (0) ¢’ (w0)
(f(ff)) _ [ (z0) g (w0) — f (w0) g’ (w0)
9() /) yeay 9° (o)

Derivace slozené funkce je rovna soucinu derivaci jednotlivych sloZzek

(9 (f (£)))ea, = 9" (w0) J' (0).

56

V logaritmické derivaci se vyuziva slozeni exponencialni funkce s logaritmickou

a pravidla pro derivovani slozené funkce: f (2)?\") = e9(@)nf(@),
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1.

DIFERENCIALNI POC

K dané funkci f urcete jeji prvni derivaci, tj. f'.
f(x) =3z*cosz
[f'(z) = 32 (4cosx — wsi

flo) = 25

2e” (x2 —4—2;13)

ICRE—=—

f(z)=+v1+In*z

1) = e

2

f(x) = (sinz)”

[f’(:c) = x (sin x)w2 (2Insinz + x cotg x)

OESE-=

ET (1)

nz)]

[f'(@) = 7]
[f"(=1) = 12]

Urgete f”(—1) pro funkci f(z) = £ 4 32°.

Literatura k tématu

[1]
[2]
3]
[4]

DEMIDOVIC, B. P.: Shirka uloh a cviceni z matematické analyzy, 1.
Praha: Fragment, 2003, 459 s., ISBN 80-7200-587-1, 2003
MADROVA, V.: Matematickd analyza I., Olomouc: UP, 2001, 217 s.,
ISBN 80-244-0269-6 (skripta)

Madrova, V., Marek, J.: Sbornik tloh z diferencidlniho poctu v R, 1.
Olomouc: UP, 2013, 329 s., ISBN 978-80-244-3410-10 (skripta)
MOSOVA, V.: Matematickd analyza I., 1.vyd, Olomouc: UP, 2002. 126
ISBN 80-244-0464-8 (skripta)

vyd.,

vyd.,

s.,
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Kapitola 5

Tecna a normala

Po prostudovani kapitoly budete umét:

ek dané funkci napsat rovnici tecny;
ek dané funkci napsat rovnici normaly.

Klicova slova:

Derivace funkce v bodé, smérnice pfimky, secna, te¢na, normala, rovnice pfimky
uréené bodem a smérnici.
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Pfiklad 5.1 Urcete rovnici te¢ny t a normdly n funkce f(z) = 32> — 6z + 2 v bodé T = [0;7].

Reseni
Nejprve uréime f(0) = 3-0? — 6 -0 + 2 = 2, tedy dotykovy bod 7" = [0; 2].

T = [‘T07 f(x(])], tedy To = 01 f(fL’(]) =2.
Déle uréime f'(x) = 6x — 6 a hodnotu derivace v dotykovém bodg,
tj. f'(x0) = f'(0) =6 -0 — 6 = —6. Dosadime ziskané hodnoty do rovnice te¢ny a normaly:

toy— f(wo) = f'(wo)(x — 20)
y—2=—6(x—0)

y = —6x+ 2
‘ B 1
n-y—f@o)——f,(%)(m—xo)
y—2=——(x~0)
y:éx+2

Obr. 5.1 Te¢na a normala ke grafu funkce f(z) = 322 — 62 + 2
Zdroj: Vlastni zpracovani
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Pfiklad 5.2 Urcete rovnici tecny t a normdly n funkce f(x) = = + i vbodé T = [—1;7].
Reseni

f@&):—l+£1:—1—1:—2 zo=—1, f(zg) = =2, T = [-1; -2
fﬁ»:1—%,%—n:1—pﬁﬁ:1—1:0

Uvaha: Vime, Ze f'(xo) = ky = 0 je smérnice tecny, z toho vyplyva, Ze tecna bude rovnobéind
s osou x a prochdzi bodem T = [—1; —2]. Rovnice te¢ny bude ¢ : y = —2.

Urceni rovnice vypoctem:

tiy—(~2) = 0(z — (~1))

y+2=0
y=—2
Normalan je kolmdnatecnut:n L ¢, ¢t ||z = n || y, norméla bude rovnobézna s osou y a
prochdzi bodem 7' = [—1; —2], rovnice normaly je
n:r=-—1

Kdybychom dosazovali do rovnice normaly, pak obdrzime y + 2 = (x4 1), kde [FH] je
nedefinovany vyraz a normala svira s osou x Uhel 90°.

n

Obr. 5.2 Te¢na a normala ke grafu funkce f(z) = = + 1

Zdroj: Vlastni zpracovani
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Pfiklad 5.3 Urcete rovnici te¢ny t a normdly n funkce f(x) = -5 + 5z v bodé T' = [—1; 7).
Reseni
3
f(=1) = T 5(-1) = —1-5= —6; zo = —1, f(xo) = =6, T' = [-1; —€]
—-3-1
/
5
-3 -1 —1+15 14
f(-1) = 3)° +5= 3 +5= ;_ =3 = k; - - - smérnice tecny
14
t:y—|—6:§(a:+1)
14 . 14 5
= —XT _
Y=
14 4
_ Az
Y733

3
3
R
y+6 14(91:—|—)
VRV
__3 _8
Y= 1
A
t
20+
10+
| ' | | >
-10 10 20

Obr. 5.3 Te¢na a normala ke grafu funkce f(z) = %5 + 5z
Zdroj: Vlastni zpracovani
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Pfiklad 5.4 Urcete rovnici tecny t a normdly n funkce f(x) = ffi’ vbodéT = [3;7].

Reseni

3+3 6
f(3):3_—1=§=3; o =3, f(zo) =3, T = [3;3]
, l-z—-1)—(z+3)-1 z—-1-2-3  —4
f'(x) (x —1)2 (z —1)2 _<x_1)2
f'(3) = 4 —_—4——1 k; - - - smérnice te¢n

T B-1z 4 Y

t:y—3=—1(z—3)

y=-cr+3+3
y=—-x+6
1
sz—3:—(fa(w—$
y—3=x—3
y=x

10+~ n
5,
T
| N | | >
-9 3 9
-5
—10-
Obr. 5.4 Te¢na a norméla ke grafu funkce f(z) = ££3

Zdroj: Vlastni zpracovani
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Pfiklad 5.5 Urcete rovnici tecny t a normdly n funkce f(x) = v/3 —xvbodé T = [3;7].

Reseni
f3)=v3-3=V0=0; x9=3, f(zo) =0, T =[30]
—1
/
)= ————

f) 3Y/(3 —x)?

/ _]- _]— ”, , . ,
f'(3) = ————= = | —| - - - tento vyraz neni definovan

33/3-32 [0

Hodnotu f’(3) vypocteme podle definice derivace funkce v bodé.
/3—(B+h)—0 V=h . -1

f'(3) = lim fB3+h) = f(3) = lim = lim

h—0 h h—0 h h—0 h h—0 h2 o

Znamena to, Ze te¢na je rovnobéina s osou y, prochdzi bodem 7" = [3; 0] a ma rovnici
t:x=3

Potom normala n, ktera je kolma na te¢nu a prochazi téz bodem T' = [3; 0] ma rovnici
n:y=>0

A |

10~

_10,

Obr. 5.5 Teéna a normala ke grafu funkce f(z) = /3 — x
Zdroj: Vlastni zpracovani



TECNA A NORMALA 64

Derivaci funkce v bodé z( lze geometricky interpretovat jako smérnici tecny ke

grafu funkce y = f (), ktera prochazi bodem (zy, f (o))

Rovnice te¢ny ma pak tvar y = f (zo) + [’ (zo) (x — o). Rovnice normaly (tj.
1

pfimky kolmé na te¢nu) je y = f (z0) — 7505 (x — x0).

1. Urcete rovnici tecny t a normdly n grafu funkce f v bodé T.
flx)=1ta* -1, T =11;7]

2 x’
{t: y:?)x—%
-
flz) =2 —4; T =1[0;7]
t:y=-4
[n: r=0 |
fla)=a—ax; T =37
t:y=>5r—-9
fla) =2t =32% T = [2;7]
t:y=—4dx |
Iy

Literatura k tématu

[11 DEMIDOVIC, B. P.: Shirka uloh a cviceni z matematické analyzy, 1. vyd.,
Praha: Fragment, 2003, 459 s., ISBN 80-7200-587-1, 2003

[2] MADROVA, V.: Matematickd analyza I., Olomouc: UP, 2001, 217 s.,
ISBN 80-244-0269-6 (skripta)

[3] Madrova, V., Marek, J.: Sbornik uloh z diferencidlniho poétu v R, 1.vyd.,
Olomouc: UP, 2013, 329 s., ISBN 978-80-244-3410-10 (skripta)

[4] MOSOVA, V.: Matematickd analyza I., 1.vyd, Olomouc: UP, 2002. 126 s.,
ISBN 80-244-0464-8 (skripta)
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Kapitola 6

L' Hospitalovo pravidlo

Po prostudovani kapitoly budete umét:

nQn

spocitat limitu neurcitych vyrazd typu ”§
spocitat limitu neurcitych vyrazl typu ”0 - co

noon,

oo ! 0
aw ”n

oo — o0”, 0%,

nebo

” . n
7’

Klicova slova:

Neurcité vyrazy, typ neurcitého vyrazu, derivace, I'Hospitalovo pravidlo.
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Priklad 6.1 Spocitejte I|m

sinx

Reseni

. oet—e” O\ yrnp .. eT4+e”® 1+1

lim —— = (=] = lim = =2
z—0 sinx 0 z—0 COSZT 1

Pfiklad 6.2 Spocitejte lim 2=1,
r—e

Reseni

3
=3
&
|
—_
Il
7 N
| ©
~
1S
3
|8 1=
Il
Q|

Priklad 6.3 Spocitejte I|m —2+3x 31)0
Reseni

_In(z2=3) 0\ v, =% 4
Iim ——— = =) = lim = —
o—2 12 + 3x — 10 0 e=22x+3 T

Priklad 6.4 Spocitejte IirTB d—””“;d ve—l
z—

Reseni

lim

z—0 €x

0

z—0 1

Pfiklad 6.5 Spoditejte lim B2=1tcos3z
rz—0

ex,e—a.

Reseni

lim tgzr —1+cos3z (0 ru im —5— — 3sin 3z 1
z—0 et —e " 0 z—0 et 4 e % 2

v v . In 21
Priklad 6.6 Spocitejte lim —%=-.

T—+00 z+3
Reseni
+1 z=l  z—l-z—1

lim = _ (O lim 2 DT i 2z +3)° =

T——+00 73 T—+00 -1 z—too 12 —1

= (2)2 M:(@); lim o

0 T—4-00 2x

1
Vet+1l+vr—-1 (0) i 3%/ (c+1)2 3\/(ac 2 2

66



67 DIFERENCIALNI POCET (1)

Priklad 6.7 Spocitejte lim £<=¢_—=22
z—0 r—Ssinx
Reseni
e —et =2 O\ yp .. eE+e -2 O\ yp.. e*—e”® 0\ ru
im—m7m7mM—=(-|=lm—= (=) =lm—= =] =
z—=0 T —sSinx 0 z—=0 1 —cosx 0 z—0 sSinx 0
. et 4 e ®
= lim —— =2
z—0 COSZX
[ |
Pfiklad 6.8 Spocitejte lim 22=0c,
Tr—400
Reseni
. 3x? —6x oo\ v .. 6r—6 400
lim = <—> = lim = = 400
z—+oo 4 — 8 00 z—+oo 4 4
[ |
Priklad 6.9 Spocitejte glglg]l e
Reseni
z-nz (0N, linz+z-2 041 1
lim = =] = Ilim — I
rz—1 ,CL'Q -1 O rz—1 2,]3 2 2
[ |
Piiklad 6.10 Spocitejte lim %
r—+oo T
Reseni
e o\ M . 2-e* e o\ rH . 2e*
lim — = (—) = lim = |lim — = (—) = l|im = 400
r—+oo 12 00 z—+o0o0 21 z—+o0o I 00 T—+00
[ |
Priklad 6.11 Spocitejte lim @
T—+00
Reseni
o In(1+e€* 0o\ M. T el ) e® oo\ rh .. €%
lim ¥:<_>': lim 12— — im :(—)I: lim — =
z—+00 T o0 T—+400 1 z—=+o0o | + e* o0 rz—+oo €T
= |lim 1=
r— 400
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5x2
4z *

Priklad 6.12 Spocitejte lim
T—>+00

Reseni

. 522 oo\ I'H .. 10z oo\ I'H .. 10
lim :<—>: lim (_>: lim

z—+oo 4%

Priklad 6.13 Spocitejte lim nZ.

1
x

z—0t
Reseni
. Inx 0O\ I'H . 1 .
lim — =(—) = lim - = lim (—z) =0
z—0t P o0 z—0t -2 z—0t

Priklad 6.14 Spocitejte lim r—i

T—+00
Reseni
3 2
. T OO\ I'H . 3z :
lim — = <—> = lim -1 = lim 32° = 400
T——+00 |n €T 0 T——+00 p r——+00
vs Vs, . . Int
Priklad 6.15 Spocitejte lim —=.
r—0t =
Reseni
il oy we(-k)
lim =% =(—) = lim —=~ = lim =0
z—0t P o0 z—0t -z r—0t

Pfiklad 6.16 Spocitejte lim (m‘é‘f’ — 5) .

T—+00

Reseni
473 3 423 423
lim —— ] = lim — lim — = lim
T—+00 :I;2 -5 X T—+00 ,1‘2 -5 T—00 T T—+00 1’2
. 423 00\ I . 1222 .
= lim =(—) = lim = |lim 6z = +o0
T—+00 ;13‘2 -5 o0 z—4oo 2 T—+00
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Priklad 6.17 Spoditejte lim Y4=2=2

r—r—0o0
Reseni
1
4 —gx—2 / — —1
e 5 L Bl B
T——00 x o0 T——00 1 —+00

[ |
V nasledujicich prikladech je nutné nejdtive limitovany vyraz upravit tak, aby byly splnény pred-
poklady I'Hospitalova pravidla.
Pfiklad 6.18 Spocitejte lim (Yr-Inx).
x—0

Reseni

lim (V/z-Inz) =(0-00) = lim |n12§':<§>|’:}-| lim —2— = -3 lim ¥z =0

z—0t z—0t % o0 z—0t m z—0t
[ |
Pfiklad 6.19 Spoditejte Iir’r})(x - cotg 2x).
T—
Reseni
0\ r 1 1
lim(x - cotg2z) = (0 - 00) = lim T (2) ™ im — = =
z—0 z—0 tg Qa0 0 z—0 oZ9m 2
|
Pfiklad 6.20 Spocitejte lim [Inz -In(1 — x)].
rx—1—
Reseni
In(1 — ’ T
lim [Inz-In(1 —2)] = (0-00) = lim M:(f)':” lim = =
z—1— T—1- na o0 1~ Il
_x-In*x O\ . In*x+z-2Inx-1L
= lim === lim L =
z—1- 1 —=x 0 r—1— —1
|
w siteite i 2=l |n2z=9
Priklad 6.21 Spocitejte xll_)rrgo[ - In2=3].
Reseni
—1 -9 1 InZ2 0\ g1 TR
lim |2~ .in 2 =(00-0) == lim —25 = (2 ) &2 jm 222 97
T—00 2 T + 3 9 x—00 Py 0 9 x—00 @12
1. (r—1)2-12 coN w1 2@—1)-12
= —— lim :(—):—— im —————— =
2 z—00 (x — 9)(x + 3) 00 220 x+34+2—-9
1 24x — 24 o0\ 1 24 1
= dlim e o ()Y S im =212 =6
2z—00 20— 6 (oo) 2 00 2 2
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Pfiklad 6.22 Spocitejte lim (;= — 1) .
rx—1

Inz r—1

Reseni

; 1 1 . rz—1—Inx O\ ru .. 1-1
lim ( — — = (0 —00) = Ilim ———= (=] = lim z T
e=»1\Inz x—1 =1 (x —1)Inz 0 e=lne + (2 — 1) -+

= lim %1 = lim vl _ (V) im L _ !
_x—>1—$"”1’:$_1_x—>1x'|nx+x—1_ 0 x—>1lnx+x-%+1_2

Pfiklad 6.23 Spocitejte lim (1 — —1-).
z—0 %

Reseni

Pfiklad 6.24 Spocitejte lim (cotgz — 1).
z—0

xT

Reseni
. 1 . 1 1 . xr—tgx 0\ v
lim(cotgz —— | =(co—o0)=lm|(— —— | =lim————=| - | =
z—0 T =0 \tgxr = =0 rtgx 0
1 2p—1
:Iiml_#:i .C?L%:Iim cos’z — 1 _ 0 IH
e0tg L + o e @m0 SMERIEE o0 sing - cosT + 0
. —2coszxsinz 0
= lim — =-=0
a—0cos?xy —sin“z+1 2
o v, . . 4 1
Priklad 6.25 Spocitejte glcl_)mz (=45 - -5).
Reseni
| 4 1 —( ) — i —1‘—2_| 2=z  (O0\ ru
e \?—4 p_2) T TN ey TS M1 \o) T
oo —1 1
= lim — = ——
z—2 21 4
Poznamka.

70

Nékteré z prikladd 6. kapitoly Ize spocitat Upravami limitované funkce jako v kapitole 1 a naopak

- mnohé limity uvedené v kapitole 1 Ize urcit pomoci I'Hospitalova pravidla.
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DIFERENCIALNI POCET (1)

” Ou ”oon

'Hospitalovo pravidlo se uziva k uréovani limit vyraz( typu nebo
L’Hospitalovo pravidlo mGzeme také pouzit pfi urCovani limit vyrazu typu 0 o0”,

o0 — 00”,”0%”, 700"’ nebo ”1°°”oviem aZ po Upravé, kterd vyraz pfevede na typ
”3”"nebo "

noo» .

nQn

e ”0-oc0”upravime taktou - v = ¥ natyp "’

1 1
E o nOn

e ”oo— oo”upravime taktou —v = + — 1+ = natyp ”3”,
Y ol

’LL’U
” O oon

o 0% ”00%” ”1°%°”pomoci Upravy u’ = e pfevedeme na typ "¢

1.  UZitim I'Hospitalova pravidla spoctéte dané limity.

e’ —1+sinx
T-coST

lim
r—0

5In(xz—1)
lim
o+ N22=2)

42352246

2
o0  2TtT

2
r3—1
3
5—1

lim £
z—1 x

II sinx—x
z—0 arcsinx—x

Literatura k tématu

[11 DEMIDOVIC, B. P.: Shirka uloh a cviceni z matematické analyzy, 1. vyd.,
Praha: Fragment, 2003, 459 s., ISBN 80-7200-587-1, 2003

[2] MADROVA, V.: Matematickd analyza I., Olomouc: UP, 2001, 217 s.,
ISBN 80-244-0269-6 (skripta)

[3] Madrova, V., Marek, J.: Sbornik uloh z diferencidlniho poétu v R, 1.vyd.,
Olomouc: UP, 2013, 329 s., ISBN 978-80-244-3410-10 (skripta)

[4] MOSOVA, V.: Matematickd analyza I., 1.vyd, Olomouc: UP, 2002. 126 s.,
ISBN 80-244-0464-8 (skripta)
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Kapitola 7

Extremy

Po prostudovani kapitoly budete umét:

e rozhodnout, kdy je funkce rostouci a kdy je klesajici,
e najit body lokalniho maxima a lokalniho minima, pokud existuji,
* najit body, ve kterych ma funkce lokdlni maximum a lokdIni minimum.

Klicova slova:

Prvni derivace, stacionarni bod, lokalni maximum, lokalni minimum, Weierstras-
sova véta, globalni maximum, globalni minimum.
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a) Lokalni extrémy a intervaly monotonnosti

Pfiklad 7.1 Urcete lokdini extrémy a intervaly monotdnnosti funkce f(x) = % - %3 — 2
Redeni

D(f) = R.

flx) = 34163 — %31‘2 —2r =12° —2* - 2x; D(f') = R.

Body podezrelé z lokalniho extrému:
(A) z nutné podminky: f'(z) =0
-2 —2r=0<=z(x—2)(z+1)=0

ZE1:0, 1'2:2,563:—1

(B) z D(f") : 0 (24dné nejsou)

€ |(—oo,=1)| =1 | (=1,0)|0](0,2) | 2 |(2,00)
f(x) — 0 + 0] — 0 +
OIS 1 s L N = 1
o. . min. o. l. max. o.l. min.
_(—1)4 (—1)3 11 _3+4-12 5 B
J1) = - () =g — L= T = 2 J(0) =0
24 23 16 8 8
fO=3-3-2=7-3574"73

Funkce je rostouci na intervalech (—1,0) a (2, 00) a klesajici na intervalech (—oo, —1) a (0, 2).
Funkce ma ostré lokalni minimum —% v bodé —1 a —g v bodé 2 a ostré lokalni maximum 0
v bodé 0.

F
4

Obr. 7.1 Lokalni extrémy funkce f(z) =
Zdroj: Vlastni zpracovani
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Priklad 7.2 Urcete lokdini extrémy a intervaly monoténnosti funkce f(x) = Wﬂ.

Reseni

D(f) = R.

fl(z) = }1(41;3 + 122% — 16z) = 2° + 32* — 4a; D(f') = R.
Body podezrelé z lokalniho extrému:

(A) znutné podminky: f/(z) =0 <= 1>+ 32> —doe =0=z(z — 1)(x +4) =0
T 20,1'2:1,1'3:—4

(B) zD(f): 0

r€ | (—oo,—4)| =4 | (=4,0)]0|(0,1)] 1 |(1,00)

f'(x) — 0 + 0 — 0 +

f(x) ¢ =32 S 0| N\ |2 A
o. |. min. o. l. max. o. l. min.

Funkce je klesajici na intervalech (—oo, —4) a (0, 1) a rostouci na intervalech (—4,0) a (1, c0).
Funkce ma ostré lokalni minimum —32 v bodé —4 a —% v bodé 1.
Funkce ma ostré lokalni maximum 0 v bodé 0.

A

(-4,-32)

Obr. 7.2 LokaIni extrémy funkce f(z) = &4z’ =8z

Zdroj: Vlastni zpracovani
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Pfiklad 7.3 Urcete lokdlIni extrémy a intervaly monotdnnosti funkce f(x) = 1023 — 6x°.
Reseni

D(f)=R.

f'(x) = 302* — 30z*; D(f') = R.
Body podezrelé z lokdlniho extrému:

(A) z nutné podminky: f'(z) = 0 <= 30(2? — 2*) = 0 = 302*(1 — 2?) =0
sz,l—xzzO:xzzléxm:i-l

(B) zD(f): 0

x€ | (—oo,—1) | =1](=1,0)|0|(0,1)]1](1,00)
f'(x) — 0 + 0O + |0 —
f(z) N\ =4 0 AN
o. |. min. extrém o. |l. max.
nenastane

Funke je rostouci na intervalu (—1, 1) a klesajici na intervalech (—oo, —1) a (1, 00).
Funkce ma ostré lokalni minimum —4 v bodé —1 a ostré lokalni maximum 4 v bodé 1.

A

5 w4

-2 (0, 0) 2

(-1,-4 _gL

—-10-

Obr. 7.3 Lokalni extrémy funkce f(x) = 1023 — 62°
Zdroj: Vlastni zpracovani
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Priklad 7.4 Urcete lokdini extrémy a intervaly monoténnosti funkce f(x) = x — 5*

Reseni
D(f) = R\ {0}
Fla) =15 (=2) w7 = 14 1 D(f) = B\ {0},

Body podezrelé z lokdIniho extrému:

(A) znutnépodminky:f’(x):0<:>1—|—xi3:0:>””3'3“zoéx3+1:0:>x:—1

xT

(B) zD(f"):x=0,ale0 ¢ D(f), proto extrém nemUze v tomto bodé nastat

x€ | (—o0,—1)| =1](=1,0)| 0 |(0,00)
f(x) + 0 — -3 +
I
o. l. max. extrém
nenastane

Funkce je rostouci na intervalech (—oo, —1) a (0, 00) a klesajici na intervalu (—1,0).
Funkce ma ostré lokalni maximum —% v bodé —1.

A

8,

Obr. 7.4 LokaIni extrémy funkce f(2) =  — 525
Zdroj: Vlastni zpracovani
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Pfiklad 7.5 Urcete lokdlini extrémy a intervaly monotdnnosti funkce f(x) = 23 — 3z + 2.
Reseni
D(f) = R.
f'(r) =32*—-3; D(f) = R.
Body podezrelé z lokdlniho extrému:
(A) znutné podminky: f/(z) =0<=3(z* - 1)=0= 2> =1= 1215 = +1

(B) zD(f): 0

r€ |(—o0,—1)| =1 (-1,1) (1,00)

f(x) + 0 — 0 +

f(z) /" 41 N /
o. l. max. o.l. min.

Funkce je rostouci na intervalech (—oo, —1) a (1, 00) a klesajici na intervalu (—1, 1).
Funkce ma ostré lokalni maximum 4 v bodé —1 a ostré lokalni minimum O v bodé 1.

A

(-1,4) O

1,0

_107

Obr. 7.5 Lok&lIni extrémy funkce f(z) = 2® — 32 + 2
Zdroj: Vlastni zpracovani
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Pfiklad 7.6 Urcete lokdlini extrémy a intervaly monoténnosti funkce f(x) = {/(z? — 4x)2.

D) = R
Fla) = 30 =) (20— 4) = 3o D() = R\{0.4).

Body podezrelé z lokdlniho extrému:

(A) z nutné podminky: f'(z) = 0 < % 9% =0=z=2
B) zD(f'):z=0,z=14
ze [ (00,00 0 [(0,2)] 2 T24)] 4[4 0)
f'(x) - -3 + 0 — |3 +
fl@) | N\ 0 ~ |[2v2| N\ | O] ~
o. l. min. o. l. max. o.l.min

Funkce je rostouci na intervalech (0, 2) a (4, c0) a klesajici na intervalech (—o0,0) a (2,4).
Funkce ma ostré lokdlni maximum 2+/2 v bodé 2 a ostré lokalni minimum 0 v bodech 0 a 4.

Obr. 7.6 Lokalni extrémy funkce f(z) = /(22 — 4x)?
Zdroj: Vlastni zpracovani

Poznamka.
Vypocitame limitu f’

—~

x) v bodech 0 a 4.

“mf/(x)_il“mx—_z— -2 aIimf’(:lU)—élim—x_2 _ |2
z—0 _3ac—>0 13/5(;2_41'_ 0 z—4 _3x_>4\3/m_ 0
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Vypoctem jednostrannych limit v bodech 4 a 0 zjistime, Ze Iim0 f'(x) ani “nl f'(x) neexistuje.
T— r—r
Jednostranné limity jsou totiZ nevlastni a rlizné. Znamena to, Ze jednostranné tecny v bodech
[0, 0] a [4, 0] splyvaji, jsou rovnobézné s osou y a maji rovnice z = 0 a = = 4, pficemz y > 0.
[ |

b) Globalni extrémy

Priklad 7.7 Najdéte globdini extrémy (tedy nejvétsi a nejmensi hodnotu) funkce
f(x) = = — 2% naintervalech o) (—2,2) , ) (~1,3), 7) (2,4).
Reseni
a) Interval (—2,2).
1) Vyhleddame viechny body podezielé z globdlniho extrému.

a) Body podezrelé z lokalniho extrému na intervalu (—2,2).

f(z) = 471:3—21::x3—2a:; D(f)=R

(A) f'(x)=0 (B) zD(f')---0
3 — 22 =0
z(x? —2) =0

x1 =0, 93 = +V/2

Zjistime, zda vyhledané body patfi do intervalu (—2, 2).
Body 0, —v/2,v2 € (—2,2).
b) Krajni body intervalu: —2 a 2.

2) Vypocteme funkéni hodnoty ve vSech podezielych bodech.

T S e P Y S

4 4
o) =2 2o e = 2 (v
f(0)=0

3) Vyhledame nejvétsi funkéni hodnotu, to je 0, a nejmensi funkéni hodnotu, to je -1.
Zavér: Funkce ma globalni maximum 0 v bodech —2, 0, 2.
Funkce ma globalni minimum —1 v bodech —/2a V2.
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25+
20

15

10-

Obr. 7.7 Graf funkce f(z) = %4 — 2% naintervalu (—2,2)

Zdroj: Vlastni zpracovani

B) Interval (—1,3).
1) Vyhleddame vSechny body podezielé z globdlniho extrému.
a) Body podezrelé z lokalniho extrému na intervalu (—1, 3).

(A) ;=0 (B) 0
T2,3 = i\/§

Pozor! Bod —/2 ¢ (—1,3), proto jej z dal3ich Gvah vypustime.
b) Krajni body intervalu: —1 a 3.

2) Vypocteme funkéni hodnoty ve vsech podezielych bodech.

=S =t =0
fe =gl F(V3) = -1

3) Vyhledame nejvétsi funkéni hodnotu, to je 44—5 a nejmensi funkéni hodnotu, to je —1.
Zavér: Funkce ma globalni maximum % v bodé 3.
Funkce ma globalni minimum —1 v bodé V2.
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25
20

15

10-

Obr. 7.8 Graf funkce f(z) = %4 — z? naintervalu (—1,3)

Zdroj: Vlastni zpracovani

7) Interval (2, 1),
1) Vyhleddame vSechny body podezielé z globdlniho extrému.

a) Body podezielé z lokélniho extrému na intervalu (2, 1).

(A) ;=0 (B) 0
T2,3 = i\/§

Pozor! Body 0, —v/2,v/2 ¢ (2, %), proto je z dalich tvah vypoustime.
b) Krajni body intervalu: 2a I.

2) Vypocteme funkéni hodnoty ve vsech podezielych bodech.

=0 ()0 (3 e

3) Vyhledame nejvétsi funkéni hodnotu, to je 25, 26 a nejmensi funkéni hodnotu, to je
0.

Zavér: Funkce ma globalni maximum 25, 26 v bodé %
Funkce ma globalni minimum 0 v bodé 2.
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>

25

20

15

10

L L L L
»
-4 -3 -2—— | 2 3 4

Obr. 7.9 Graf funkce f(z) = % — 2% naintervalu (2, 7)

Zdroj: Vlastni zpracovani

Poznamka.

VSimnéte si, Ze funkce md na svém D(f) globalni minimum -1 v bodech —v/2 a /2, globalni
maximum nema.

Srovnejte grafy pro jednotlivé intervaly a uvédomte si, kdy nastava globalni extrém v bodé lo-
kalniho extrému a kdy nastdva v krajnim bodé zadaného intervalu. Je zfejmé, Ze hodnota glo-
balniho extrému zavisi na zadaném intervalu.
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Pomoci 1. derivace funkce Ize rozhodnout o monotonii funkce. V bodé xg, vnémz
1" (z¢) > 0 je funkce f rostouci. V bodé ¢, vnémz f’ (xy) < 0 je funkce f kle-
sajici.

Bod, ve kterém prvni derivace funkce f nabyva nulové hodnoty se nazyva staci-
onarni bod. V tomto bodé muize mit funkce lokdlni extrém. Pokud je funkce ve
stacionarnim bodé spojitd, v levém okoli stacionarniho bodu je rostouci a v pra-
vém okoli stacionarniho bodu je klesajici, pak tento bod je bodem lokalni ma-
xima funkce. Pokud je funkce je funkce ve stacionarnim bodé spojita, v levém
okoli stacionarniho bodu klesajici a v pravém okoli stacionarniho bodu rostouci,
pak funkce ma v tomto stacionarnim bodé lokalni minimum.

Na zdkladé Weierstrassovy véty ma kazda funkce spojita na uzavieném intervalu
globalni minimum i globalni maximum. Tyto extrémy se nachazeji bud' v bodech
lokalnich extréma uvnitf nebo v krajnich bodech zadaného intervalu. Vybirame
je v zavislosti na funkénich hodnotach v téchto bodech.

1. Najdéte intervaly monotdnnosti a lokdlni extrémy funkce.

f(2) = =
0. l. min. —4 v bodech —2a 2
0. l. max. 0 vbodé 0
f je rostouci na (—2,0) a (2, 0)
[ je klesajicina (—o0, —2) a (0,2) |

0.l. min. =1 v bodé 0
f je rostouci na (0, co)
f je klesajici na (—o0, 0)

2. Najdéte globdlni extrémy funkce f(x) = # na intervalu
(2,4)
globalni minimum —32 v bodé —2 |
[ globalni maximum 2f vbodé3 |
<_172>
globalni minimum —1 v bodé —1 |
[ globalni maximum % vbodé2 |

Literatura k tématu

[11 DEMIDOVIC, B. P.: Shirka uloh a cviceni z matematické analyzy, 1. vyd.,
Praha: Fragment, 2003, 459 s., ISBN 80-7200-587-1, 2003

[21 MADROVA, V.: Matematickd analyza I., Olomouc: UP, 2001, 217 s.,
ISBN 80-244-0269-6 (skripta)

[3] Madrova, V., Marek, J.: Sbornik uloh z diferencidlniho poétu v R, 1.vyd.,
Olomouc: UP, 2013, 329 s., ISBN 978-80-244-3410-10 (skripta)

[4] MOSOVA, V.: Matematickd analyza I., 1.vyd, Olomouc: UP, 2002. 126 s.,
ISBN 80-244-0464-8 (skripta)



Kapitola 8

Inflexni body, intervaly
konvexity a konkavity

Po prostudovani kapitoly budete umét:
e rozhodnout, kdy je funkce konvexni a kdy je konkavni;
* najit inflexni body.

Klicova slova:

Druha derivace, inflexni bod, konvexni funkce, konkavni funkce.
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Priklad 8.1 Urcete inflexni body a intervaly ryzi konvexity a ryzi konkdvity pro funkci
f(x) =2t — 62° + 1222

Reseni
D(f)=R.
f'(z) = 42 — 182% + 24x; D(f') = R.
f"(z) = 120* — 362 + 24; D(f") = R.
Body podezrelé z inflexe:
(A) z nutné podminky: f”(z) = 0 <= 12(2* =32 +2) =0
(x—1)(x—2)=0

1'1:1,$2:2

(B) zD (f"): 0

re€ |[(—oo,1)|1|(1,2)] 2 |(2,00)
ol + o] — o] +
f(z) u |7l n J16] U
inf. bod inf. bod

fy=1"-6-1"+12-1*=7
f(2)=2"—-6-2°+12-22 =16 — 48 + 48 = 16

Funkce je ryze konvexni na intervalech (—o0, 1) a (2, 00) a ryze konkdvni na intervalu (1, 2).
Funkce ma 2 inflexni body: I; = [1,7] a I, = [2, 16].

A

30+

20

10+

S 1 1 1 -
3

Obr. 8.1 Inflexni body funkce f(z) = z* — 62% + 1222
Zdroj: Vlastni zpracovani
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Priklad 8.2 Urcete inflexni body a intervaly ryzi konvexity a ryzi konkavity funkce

flz) =2 — 222
Reseni
D(f) =R

1 1
flr)=— -42° —2.22 = §x3—4x; D(f) = R.

12
32

f'(x)=-2*—4=2>—4; D(f") = R.

3

Body podezrelé z inflexe:

(A) znutné podminky: f"(z) =0<=2? —4=0= 2> =4 = x15 = +2

(B) zD (f"): 0

86

2) a (2, 00) a ryze konkavni na intervalu (—2, 2).

r€ |(—00,=2)| =2 | (-2,2)| 2 |(2,00)
f' (@) + 0 - 0 n
f(z) U -2 n |- U
inf. bod inf. bod
Funkce je ryze konvexni na intervalech (—oo, —
Funkce ma 2 inflexni body: I; = [-2,—%] a I, = [2,-2].

A

3,
| | |
—4 -2 2 4
-3+
20 20
25 o \k3)
3 3
-9+

, 4
Obr. 8.2 Inflexni body funkce f(z) = % — 222

Zdroj: Vlastni zpracovani
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Priklad 8.3 Urcete inflexni body a intervaly ryzi konvexity a ryzi konkdvity pro funkci
f(x) =325 — 1023 + 10z + 15.
Reseni
D(f)=R.
f'(z) = 152* — 302 + 10; D(f') = R.
f"(x) = 602® — 60z; D(f") = R.
Body podezrelé z inflexe:
(A) z nutné podminky: f”(x) = 0 <= 6023 — 60z = 0/:60
22— 2 =0
r(z? —1)=0

T = O, To3 = +1

B) zD(f"): 0

x€ | (—o0,—1) | =1](=1,0)| 0 | (0,1)| 1 |(1,00)

f"(x) — 0 + 0 — 0 +

f(x) N 12 U 5] N |18 U
inf. bod inf. bod inf. bod

Funkce je ryze konkavni na intervalech (—oo, —1) a (0, 1) a ryze konvexni na intervalech (—1, 0)
a(1,00).
Funkce ma 3 inflexni body: I; = [—1,12], I, = [0,15] a I3 = [1, 18].

(-1,12)

10+

—5b
Obr. 8.3 Inflexni body funkce f(x) = 32° — 1023 + 10z + 15
Zdroj: Vlastni zpracovani
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Priklad 8.4 Urcete inflexni body a intervaly ryzi konvexity a ryzi konkavity funkce
flz) = 12582,

Reseni
D(f) = R\{0}.
2 2 2
Fla)—12. 20 _<(‘Z; 2):2r_ jy0 _2;“4 —de _12—"”5("’”; Y _
xXr
= 1272 p(r) = B\ {0}

Body podezrelé z inflexe:
(A) znutné podminky: f”(z) =0 <= 242 =0=>2+6=0= 2= —6

(B) zD (f"):x =0, protoze 0 ¢ D(f), inflexe vtomto bodé nem(iZe nastat

x € |(—00,—6)| =6 | (—=6,0)| 0 |(0,00)
f"(x) — 0 + -3 +
f(x) N -5 u |-3] U

inf. bod inflexe
neexistuje

Funkce je ryze konkdvni na intervalu (—oo, —6) a ryze konvexni na intervalech (—6,0) a (0, 00).

Funkce ma 1 inflexni bod I = [—6, —3].

—6-

Obr. 8.4 Inflexni bod funkce f(z) = 12452
Zdroj: Vlastni zpracovani
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Priklad 8.5 Urcete inflexni body a intervaly ryzi konvexity a ryzi konkdvity pro funkci

flz) = %—2x2+3x—1.
Re3eni

D(f) = R.

1 1
f/(:v):—-4x3—4x+3:§x3—4:v—|—3; D(f") = R.

12

f(r) = £ 32 —4=4® 4 D(f") = R.

3

Body podezrelé z inflexe:

(A) znutné podminky: f”(z) =0 <= 12> —4 =0 = 215 = 2

(B) zD (f"): 0

r€ |(—00,=2)| =2 | (=2,2)| 2 |(2,00)
" (x) + 0 — 0 +
f(x) U ¥ n |=2 U
inf. bod inf. bod

Funkce je ryze konvexni na intervalech (—oo, —2) a (2, 00) a ryze konkavni na intervalu (—2, 2).

Funkce ma 2 inflexni body: [; = [—2, -4

}312:

A

23]

, 4
Obr. 8.5 Inflexni body funkce f(z) = 25 — 222 + 3z — 1

Zdroj: Vlastni zpracovani
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Priklad 8.6 Urcete inflexni body a intervaly ryzi konvexity a ryzi konkavity funkce
f(x) = xt + 4a3.

Reseni
D(f) = R.
f'(x) = 42® + 122% D(f') = R.
f"(x) =122 + 24z; D(f") = R.
Body podezrelé z inflexe:

(A) z nutné podminky: f"(z) =0 <= 12z(z +2) =0
Ty = O, Ty = —2

(B) zD(f"): 0

r€ |(—-00,—-2)| =2 [ (=2,0)|0] (0,00)
1" (x) + 0 - 0] +
f(x) U —16 N 0 U
inf. bod inf. bod

Funkce je ryze konvexni na intervalech (—oo, —2) a (0, 00) a ryze konkavni na intervalu (—2,0).
Funkce ma 2 inflexni body: I, = [—2, —16] a I, = [0, 0].

A

25

—25+

Obr. 8.6 Inflexni body funkce f(z) = z* + 42°
Zdroj: Vlastni zpracovani

Pozndmka.
Inflexni te¢na ¢ v bodé I, ma rovnici y = 0, protoze f'(0) = 0, a splyva tedy s osou .
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Priklad 8.7 Urcete inflexni body a intervaly ryzi konvexity a ryzi konkavity funkce
flz) =z +2.
Reseni

D(f) =R

f@) = 5@ +2)7F = i D) = B\ {2}
(@) =5 (=9 @ +2)7 = st DY) = R\ {2}

Body podezrelé z inflexe:

(A) z nutné podminky: f(z) = 0 <= ; —2_ — ()= —2 =0, co? neplati.

3/ (z42)5

Pro zadné x € R neni f"(z) = 0.

(B) zD (f"): x = —2apfitom —2 € D(f).
Tedy inflexe v bodé -2 m(iZze nastat

r€ |(—00,—2) | —2|(—2,00)

f"(z) + —3 -

f(z) U 0 N

inf. bod

Funkce je ryze konvexni na intervalu (—oo, —2) a ryze konkdvni na intervalu (—2, 00).
Funkce ma 1 inflexni bod: I = [—2, 0].

Obr. 8.7 Inflexni bod funkce f(z) = vz + 2
Zdroj: Vlastni zpracovani

Poznamka.
Vypotteme lim_f/(z) = lim ——~— = +o0
z——2 x——2 31/ (z+2)2
Znamena to, Ze inflexni te¢na ¢ je rovnobézna s osou y a ma rovnici x = —2.

Vsimnéte si, Ze inflexni te¢na prechazi v bodé dotyku z jedné strany grafu funkce (kfivky) na

druhou. Pamatujte si, Ze tuto vlastnost maji vSechny inflexni te¢ny.
[ |
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Pomoci 2. derivace funkce Ize rozhodnout o tom, kdy je funkce konvexni (tzn. jeji
graf je nad tec¢nou) a kdy je funkce konkdvni (tzn. Jeji graf je pod te¢nou). Pokud
ma funkce f v bodé xy nenulovou druhou derivacia pokud f” (z) > 0 je funkce
f v bodé x( konvexni. Jestlize ale f” (zo) < 0 je funkce f v bodé xy konkavni.
Bod, ve kterém je funkce f definovana a ve kterém se funkce f se méni z kon-
vexni na konkavni, se nazyva inflexni bod.

1. Urcete inflexni body a intervaly konvexity a konkavity.

f (@) = 2 :
inflexni body: I, = [0,0], I, = [2, %]
f je konvexni na (0, 2)

f je konkavni na (—o0, 0), (2, 00)

inflexni bod I = [0, 0]
f je konvexnina (—oo,—1)a (0,1)
f je konkavnina (—1,0) a (1, 00)

Literatura k tématu

[11 DEMIDOVIC, B. P.: Shirka uloh a cvideni z matematické analyzy, 1. vyd.,
Praha: Fragment, 2003, 459 s., ISBN 80-7200-587-1, 2003

[2] MADROVA, V.: Matematickd analyza I., Olomouc: UP, 2001, 217 s.,
ISBN 80-244-0269-6 (skripta)

[3] Madrova, V., Marek, J.: Sbornik uloh z diferencidlniho poétu v R, 1l.vyd.,
Olomouc: UP, 2013, 329 s., ISBN 978-80-244-3410-10 (skripta)

[4] MOSOVA, V.: Matematickd analyza I., 1.vyd, Olomouc: UP, 2002. 126 s.,
ISBN 80-244-0464-8 (skripta)
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Kapitola 9

Prubéh funkce

Po prostudovani kapitoly budete umét:

e analyzovat priibéh libovolné rediné funkce jedné proménné;
e graficky znazornit zadanou funkci.

Klicova slova:

Defini¢ni obor, obor hodnot, periodicita funkce, monotonie funkce, stacionarni
bod, extrémy funkce, konvexni funkce, konkavni funkce, inflexni bod, asymptota
bez smérnice, asymptota se smérnici.
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Priklad 9.1 Vysetrete priabéh funkce f(x) = %4 — 22

Reseni

(1) D(f)=R.

Parita: f(—z) = % — (—x)2 =% — 2% = f(x)--- funkce je suda, jeji graf je osové
soumérny podle osy .
x4

Prasediky s osou z: - — a2 =0

x? (%—1) =0
T1 :0, x2,3::|:2

S osou x ma graf 3 prasediky: P; = [0; 0] (je zaroven i prisecikem s osou y),
x e (_007_2) (_270) (072) (2,00)
f(x) + - — +

graf f | nad osou x | pod osou x | pod osou x | nad osou x

@ Funkce je spojitd, protoze je rozdilem dvou spojitych funkci, nema vertikalni asymptoty.
Chovani funkce v nevlastnich bodech (v krajnich bodech defini¢niho oboru):

Am [%4 - 552] = (00 —00) = lim_ [x‘* (411 - %)] _
= (F00)"* (%1 - 0) = +00

@ Vysetiime monotdnnost a lokalni extrémy.
J'(x) = a* — 20 D(f') = R.
Body podezrelé z lokdlniho extrému:

(A) z nutné podminky: f'(z) =0

r(x? —2)=0
T, = 0
Tos = +/2

(B) zD(f') = D(f) = D(f); 0
x € (—OO,—\/i) _\/§ (_\/57 O) 0 (O, \/5) \/§ (\/57 OO)
- — -
/ /

f'(2) - 0
f(x) \ -1 N | -1

o. |l. min. o. l. max. o. l. min.

Funkce je rostouci na intervalech (—v/2,0) a (v/2, o0).
Funkce je klesajici na intervalech (—oo, —v/2) a (0, v/2).
Funkce ma ostré lokalni maximum 0 v bodé 0 a ostré lokalni minimum —1 v bodech —v/2

a V2.
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@ Vysetfime konvexitu, konkavitu a inflexni body.
() =32>-2; D(f") =R
Body podezrelé z inflexe:

(A) z nutné podminky: f"(z) =0 <= 32> —2=0= 2,5, = i\/g
(B) z D(f") - D(f) = D(f");

0
< TGy [y VA VEL (i)
1" (x) 0 — 0 +
f(x) u —32 N —32 U

inf. bod inf. bod

7

Funkce je ryze konvexni na intervalech (—oo, — %) a <\/§, oo).
Funkce je ryze konkavni na intervalu <—\/g, \/g>
Funkce ma 2 inflexni body: I; = [—\/g, —g} al, = [\/g, —g}

@ Zjistime, zda ma graf funkce asymptotu se smérnici. Rovnice asymptoty se smérnici ma

tvary = kx +q.
24 2 3
L=z
k= lim @: lim -2 = lim (x——x)—(oo—oo)—
r—+oo I x—+00 €T r—+o00 4

(- D) (1 0)

Asymptota se smérnici neexistuje.

@ Graf funkce.

-1+

_ol
Obr. 9.1 Graf funkce f(x) = 74—132

Zdroj: Vlastni zpracovani

Funkce neni prostad a neni omezena (je omezend pouze zdola).
Funkce ma globalni minimum —1 v bodech V2a—v2, globalni maximum nema.
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3

Pfiklad 9.2 Vysetrete priubéh funkce f(r) = ——.
Reseni
(1) D(f): 2> —1#0= 2> #1= 119 # +1.
D(f) = R\ {-1,1}.
Parita: f(—x) = (E;;)il = mgfsl = —f(x)--- funkce je lichd, jeji graf je stfedové sou-
meérny podle pocatku soustavy soufadnic.
Priseciky s osou x: x;”il =0=2=0

Graf md 1 prisedik s osou z a to P = [0; 0], coZ je zéroven i prisecik s osou y.

T € (_007_1) (_170) (071) (LOO)
f(x) — + - +
graf f | pod osou x | nad osou z | pod osou = | nad osou x

@ Funkce neni spojita v bodech -1 a 1.
Vypoctem jednostrannych limit v téchto bodech zjistime, zda jimi prochazi vertikalni

asymptota.
lim -2 — [;] — 400
g1+ @21 Lo0F Bod 1 je bod nespojitosti Il. druhu.
Ii[?f Ig_il =[] = PFimka z = 1 je vertikdlni asymptota.
lim 2 — =] =+ . o
g1+ T 1 =0~ Bod -1 je bod nespojitosti Il. druhu.
xlirfnlf m§i1 =[=4] = - P¥imka z = —1 je vertikdlni asymptota.

Vysetfime chovani funkce v nevlastnich bodech.

3
= 400

. x .
lim =(— )= Ilim T
z—+oo 12 — 1 00 a—too 1 — L

@ Vysetfime monotdnnost a lokalni extrémy.

_ 3@’ —1) -2’22 2t 32"  2’(a?-3) D(f') = R\{-1,1}.

R N

Body podezrelé z lokdlniho extrému:

(A) z nutné podminky: f'(z) =0

a?(x® —3) 0
@ 1P
I =0

Ta3=EV3

(B) zD(f"):
—lalé¢ D(f"),ale-1al¢ D(f), protov nich extrém nemuZe nastat.

Tedyz D(f")--- 0.
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€ | (m00,—V3) | =3 | (=3, =D | =1 (=,00 [o] D] 1 ],v3) ][ V3] (3 x)
f(x + 0 — -3 - Jo| = [-3| - 0 +
o. |. max. extrém o.l. min.
nenastane
Funkce je rostouci na intervalech (—oco, —v/3) a (\/_ 00).

Funkce je klesajici na intervalech (— \/§, —1), (=1,1) a (1,/3).
Funkce ma ostré lokdlni maximum —2, 6 v bodé —\/3.
Funke ma ostré lokdlni minimum 2, 6 v bodé V3.

@ Vysetiime konvexitu, konkavitu a inflexni body.
 (42® —6x)(2® —1)2 — (a* — 32?) - 2(2® — 1) - 22

" —
[(@) = (22 — 1) o

_(2*—1)- (42° — 62° — 42® + 6 — 4a® + 122°)  22° + 62 2x(z® + 3)
- @1 W @1

D(f") = R\{-1,1}.
Body podezrelé z inflexe:
(A) z nutné podminky: f”(z) =0
2x(2? + 3)
@ =17
x=0

=0

(B) zD(f"):-1a1¢ (D(f"),ale-1al¢ D(f);tzn. Zzaddny dalsi inflexni bod neziskame.

x€ |(—o0,—1)| =1 |(=1,0)[0](0,1)| 1 |(1,00)

f"(x) - -3 + |0] — [—-3| +

f(z) N -3 U |0 n |-3| U
inf. bod

Funkce je ryze konvexni na intervalech (—1,0) a (1, c0).
Funkce je ryze konkdvni na intervalech (—oco, —1) a (0, 1).
Funkce ma 1 inflexni bod: I = P = [0, 0].

@ Zjistime, zda ma graf funkce asymptotu se smérnici.

3
. f(l') . ngl xS oo\ . 3[E2 O\ I'H
k= lim —= = Ilim = lim =(—) = lim =(—) =
r—+too I r—+oo I r—+o0 1}3 — X o0 r—to00 3[1;2 —1 o0
. x .
= |lim — = Ilim 1=1

r—to0 6[[‘ r—to0

o= (10— = im (1) = im ST

r—r+o00 r—+oo ,I'Q —

x o0\ ¥ . 1 1
= lim (-): im —=|—| =0
r—to00 :L'z —1 o0 r—+o0 2$ :i:OO

y=1-240

Pfimka o rovnici y = x je asymptotou se smérnici.
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@ Graf funkce.

y
Xx=-1, A x=1,
| 3F
| | Ty=x
|
t P=I -
‘ . - . ‘ » X
-2 LT | 2
o |
l -3 l

Obr. 9.2 Graf funkce f(z) = —&

r2—1

Zdroj: Vlastni zpracovani

Funkce neni omezena, nema globalni extrémy, neni prosta.

Poznamka.

Inflexni te¢na ¢ v bodé P = I splyvé s osou x, protoze f'(0) = 0.

Piiklad 9.3 Vysetrete pribéh funkce f(x) = (z — 5)V/z2.

Reseni

(1) D(f) =R

Parita: f(—z) = (—z — 5)Y/(—2)? = (—x —

5)V a2

f(=z) # f(x)a f(—x) # —f(z) - - - funkce neni ani suda, ani licha

Prisediky s osou z: (z — 5)Va2 =0

1 =5ax,=0

98

Graf funkce protind osu z ve dvou bodech: P, = [5,0] a P> = [0, 0], bod P; je zéroven

prusecik s osou y.

x < (—OO,()) (075) (5700)
f(z) - - +
graf f | pod osou x | pod osou x | nad osou x
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@ Funkce je spojitd, je soucinem dvou spojitych funkci.
Graf funkce nema vertikalni asymptoty.

Vysetfime chovani funkce v nevlastnich bodech.

lim (z —5)- Va2 = (200 — 5) ¥/(£00)? = 00 - 00 = £00

xr—+o00

@ Vysetiime monoténnost a lokalni extrémy.

2(r —5) 3r+2z2-10
3V 3¢z B

f’(m)zl-w+(m—5)-§~x_é = Va2 +
Sr—10 5 x—2
3Wxr 3 r
D(f") = R\{0}.
Body podezrelé z lokdlniho extrému:

(A) z nutné podminky: f'(z) =0

r—2
Vo o
=2

5
- 0
3
x

(B) 2D(f'):0 ¢ D(f)a0 e D(f);z =0

r€ | (—00,0)| 0 |(0,2) 2 (2,00)

f(x) + -3 - 0 +

f@ | A 0] N\ | -3VA]
o. l. max. o.l. min.

Funkce je rostouci na intervalech (—o0,0) a (2, 00).
Funkce je klesajici na intervalu (0, 2).

Funkce ma ostré lokalni maximum 0 v bodé 0.
Funke mé ostré lokalni minimum —3+/4 v bodé 2.

@ Vysetfime konvexitu, konkavitu a inflexni body.

_2
f"(x):il'\?’/_—(x—m'%x37§_— 5

3 (Va)? 3 V2 3 Va2
5 2x+2 10 z+1
3 3Vt 9 it
D(f") = R\{0}.

Body podezrelé z inflexe:

(A) z nutné podminky: f”(z) =0

10x+1 B
9 Yt

r=—1

0
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(B) zD(f"): 0 ¢ (D(f"),ale0€ D(f);z =0

r€ |(—oo,=1) | =1|(=1,0)] 0 |(0,00)
f"(x) - 0 + -3 +
f(z) N —6| U 0 U
inf. bod inflexe
nenastane

Funkce je ryze konvexni na intervalech (—1,0) a (0, c0).
Funkce je ryze konkavni na intervalu (—oo, —1).
Funkce ma 1 inflexni bod: I = [—1, —6].

@ Zjistime, zda ma graf funkce asymptotu se smérnici.

k= lim fl@) _ lim M: lim [(1—5) 3x21:+oo

r—+too I r—too €x r—too x
Asymptota se smérnici neexistuje.

@ Graf funkce.

Obr. 9.3 Graf funkce f(z) = (x — 5) V22
Zdroj: Vlastni zpracovani

Funkce neni prosta, neni omezena, nema globalni extrémy.

Pozndmka.
Tecnavbodé P, = [0, 0] neexistuje, protoze f’(0) neexistuje. Existuji pouze jednostranné tecny,
které splyvaji s nekladnou ¢asti osy y.

[ |
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Na zakladé funkcniho predpisu uré¢ime definiéni obor funkce a ovéfime periodi-
citu a paritu funkce. Stanovime nulové body funkce a body, v nichZ funkce neni
definovana. Ty nam rozdéli defini¢ni obor na subintervaly, ve kterych funkce na-
byva bud' jen kladnych nebo jen zapornych hodnot.

Pomoci prvni derivace rozhodneme o monotonii funkce: Ur¢ime body, ve kte-
rych je 1. derivace nulova nebo v nichZ neexistuje. Tyto body rozdéli ¢iselnou
osu na subintervaly, ve kterych je funkce bud' jen rostouci nebo jen klesajici. Ur-
¢ime lokalni extrémy funkce.

Pomoci druhé derivace urcime, kde je funkce konvexni a kde konkavni: Urcime
body, v nichZ je druha derivace nulova nebo v nichZ druhd derivace neni defino-
vana. Tyto body rozdéli ¢iselnou osu na subintervaly, v nichz je funkce bud' jen
konvexni nebo jen konkavni. Ur¢ime inflexni body.

Zjistime, zda funkce ma asymptoty bez smérnice nebo se smérnici.

Spocteme nékteré funkéni hodnoty ve vyznamnych bodech (napf. v bodech ex-
tému nebo v inflexnich bodech).

Nakreslime graf.

1.  Vysetrete priibéh funkce, nacrtnéte jeji graf a napiste, zda je funkce ome-
zend, prostd a zda mad globdlni extrémy.
4

fla) = A=t
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Kapitola 10
Vyuziti diferencialniho
pocCtu v praxi

Po prostudovani kapitoly budete umét:

zkonstruovat grafy funkci, které popisuji urcitou redlnou situaci;

e urcit z grafu, ktery popisuje urcity realny proces, vlastnosti tohoto procesu.

Klicova slova:

Graf, rlst, pokles, maximalni hodnota, minimalni hodnota, limitni hodnota.
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Priklad 10.1 Cislo 1000 rozdélte na dva s¢itance tak, aby soucet jejich druhych mocnin byl mi-
nimaini.
Reseni
Oznacme x a y hledané scitance.
Plati z + y = 1000, tedy y = 1000 — =.
Pro soucet s druhych mocnin plati
s=a2+1y? =22+ (1000 — 2)* = 22 4+ 10° — 2 - 103z 4 22, pfiem? s zavisi (je funkci) z,
tedy s(x) = 222 — 2 - 103z + 10°.
Urc¢ime staciondarni bod funkce s.
s'(x)=4r —2-10° =0

27 —10° =0

1000

— " _ 500
Ty

Potom y = 1000 — 500 = 500
Pomoci druhé derivace funkce s zjistime, zda a jaky typ extrému v bodé 500 nastava.

s"(z) =4, s"(500) =4 > 0 = lokaIni minimum

Cislo 1000 rozdélime na dva stejné séitance 500 a 500.
[

Priklad 10.2 Z/epenky tvaru Ctverce o strané a se maji v rozich vyfiznout ¢tverce o strané x tak,
aby vznikla krabice bez vika. Urcete velikost x strany Ctverce, aby objem krabice byl co nejvétsi.
Urcete objem vzniklé krabice.

Reseni

Situace je zachycena na nasledujicim obrazku

Obr. 10.1 Podstava kvadru
Zdroj: Vlastni zpracovani
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Vznikld krabice bude mit tvar kvadru, jehoZ podstava ma plochu (a — 22)? a vy$ka je .

Objem kvadru

V(z) = (a —2z)%x
V(z) = a’r — 4ax® + 42°

Stacionarni bod funkce V'

V'(z) = a® — 8ax + 122 = 0

8a+ v64a? — 482 | %
€T = =
b2 24
6
Zjistime zda a jaky druh extrému v bodech ) = 3, x; = ¢ nastava.
V"(z) = —8a + 2491:
<g> —8a + a = 4a > 0 — lokalni minimum

v <2> = —8a + —a = —4a < 0 — lokalni maximum

(@)

Objem krabice bude V = (a — 2%)2 . &

2= (%) 2 =2

Aby objem krabice byl co nejvetsi, je tfeba z lepenky vyfiznout v rozich Ctverce o strané ¢.

Objem zhotovené krabice bude % (7).
[

Pfiklad 10.3 Urcete rozméry odkrytého bazénu o objemu V = 32 m? se ¢tvercovym dnem tak,
aby na obloZeni jeho Ctyr stén a dna se spotfebovalo co nejméné materidlu. Urete obsah plochy
na obloZeni.

Reseni

Oznacme x délku strany dna a v vysku bazénu.

Bazén ma tvar kvadru, kde z je délka hrany podstavy a v jeho vyska.
Vime, Ze objem V bazénu je V = 32 m? a objem V kvadru je V = z%v.

Tedy 32 = 22v a odtud v = 2.
Oznacme S plochu stén a dna bazénu.

S =a? + 4zv = 2? + 4o = 2% + 128, pfitemi S zévisi (je funkci) .
Tedy S(z) = 2% + 128

Uréime stacionarni bod funkce S

128
2% — 128 = 0

2P =64=1=4
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Zjistime zda a jaky typ extrému v bodé 4 nastava.

256
S”(x) =2+ F

256 256
S"(4) :2—|—? :2—|—6—4 =2+4=6> 0= lokdIni minimum
Potomv = 32 = 32 = 9

2 716
Obsah plochy na obloZeni S =42 +4-4-2 =16+ 32 = 48

Dno bazénu bude ¢tverec o strané 4 m a vySka bazénu bude 2 m. Obsah plochy na oblozZeni
bude 48 m?.
[

Ptiklad 10.4 Jaké rozméry bude mit konzerva tvaru vdice, jejiz objem je 250 cm?, aby se na jeji
vyrobu spotrebovalo co nejméné materidlu. Urcete spotiebu materidlu.

Reseni

Oznaéme r polomér a v vysku valce.

Objem V vélce V = 7r?v a je roven 250 cm?, tedy 250 = mr?v = v =
Spotifebovany material oznacime S a je roven povrchu valce,

tedy S = 2772 + 27rv = 277 (1 + v)
Dosadime za v

S =2mr (r+ 29) =2mr? + %0 s je funkcir, tedy S(r) = 2mr? + 52

2

250

w2

Urcime stacionarni bod funkce S

500
/ o _
S(T)—47TT—7—O
125
amr——— =20
7,2
125 5
m? =125 =0 =1 =/ — = — =341
T NZd
Potom v = 23 = —20 = ;80 = 52 = 6,82
”(%)

Zjistime zda a jaky typ extrému v bodé —= nastava.

™

3

S"(r) = 4m + 190, 8" (3= ) = 47 + 2 = 4 + 87 = 127 > 0 = lokaInf minimum
Spotfeba materidlu S = 27 - 3,41 - (3,41 + 6,82) = 219

Konzerva bude mit tvar rovnostranného valce (v = 2r), jenz ma polomér podstavy 3,41 c¢m
a vysku 6,82 cm. Spotieba materialu bude pfiblizné 219 cm?.
[ |
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Priklad 10.5 Radnice dostala dotaci 60 000 K¢ na oploceni détského hristé, které md tvar ob-
délnika. KdyZz 1 m plotu stoji 750 K¢, urCete rozméry hristé tak, aby jeho plocha byla pfi daném
rozpoctu co nejvetsi.

Redeni
Oznaéme délky stran hfisté jako x a .

Z dotace Ize pofidit %220 = 80 [m] plotu.

Pro obvod hristé, ktery je mozné oplotit, plati
_ _ 80
80=2(x+y) = y=5 —=
y=40—=z
Plocha htisté ma byt co nejvétsi, to znamena, Ze

P =z -y — max
P(z) = 2(40 — ) — max
P(z) = 40z — z? — max

Urcime stacionarni bod funkce P (tj. bod, kde muizZe nastat extrém).
P'(z) =40 — 2z
40 — 2x = 0 <= x = 20 a soucasné y = 40 — 20 = 20

Ovérime, zda ve stacionarnim bodé x = 20 extrém skutecné nastava.

P'(x) = -2
P"(20) = —2 < 0 — lokaIni maximum obdrzime pro = = 20.

Plocha hFisté, ktera odpovida rozmérim x = 20, y = 20 je
P =20-20 = 400 [m?].

PFi daném rozpottu Ize oplotit ¢tvercové hFisté o strané 20 m. Jeho plocha pak bude 400 m?.
[

Priklad 10.6 Prozabezpeceni kontinudlnivyroby louhu je tfeba mit k dispozici 10 000 t kamenné
soli. Porizovaci cena vcetné dopravy je 9 000 Kc/t. Ndklady spojené s vyrizenim a prevzetim
jedné doddvky jsou 8 500 K¢ véetné vstupni kontroly. Ndklady na udrZeni zdsob se pohybovaly
v loriském roce kolem 15% priimérné hodnoty zdsob za rok. Urcete, v jak velkych doddvkdch je

evvs

Reseni

Ze zadani je vidét, ze

pozadované mnozstvi nakupované polozky s = 10 000 ¢,

pofizovaci cena ¢ = 9 000 K¢/t,

naklady na vyfizeni jedné dodavky n; = 8 500 K¢,

naklady na udrZzeni zdsob n, = 15% z primérné hodnoty zasob po obdobi 7" = 1 rok.
Oznacme () - vysi dodavky. Predpoklddejme, Ze celkové ndklady N(Q) jsou souc¢tem nakladi
na pofizeni zasob %Tnsc a nakladd na udrzovani zasob 5 uj.

V nasem pfripadé celkové naklady

10 000 85 000 000
N(Q)z%-1-0,15-9000+ -8500:675Q+T
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Urcéime stacionarni bod:

85 000 000
N(Q) =675~ == =0
__ 85000 000
Odtud Q2 = ~ 615
Optimalni velikost dodavek Q = /5290000 = 355 [¢]

Aby naklady na zasobovani byly co nejnizsi, je tfeba vyrobu zasobovat dodavkami o velikosti
355¢.
[ |

Priklad 10.7 Kolik elektronickych kolobéZek ma vyrobce prodat, aby maximalizoval svij prijem,
kdy? funkce pFijmu je ddna rovnici TR(Q) = —4Q* + 1280Q + 350 a Q je pocet prodanych
kolobézek?
Reseni
Urcime stacionarni bod funkce pfijmu.
TR'(Q) =—8Q + 1280
—8Q +1280=0
Stacionarni bod () = 160 [ks]
Zjistime, zda pro () = 160 funkce pfijmu nabyva svého maxima.
TR'(Q) = -8
TR"(160) = —8 < 0 = funkce pfijmu nabyva pro Q = 160 svého maxima

Vyrobce maximalizuje svij pfijem, kdyZ proda 160 kusl kolobézek.

[ |
Priklad 10.8 Zjistéte typ cenové elasticity poptdavky v bodé P = 4, kdyzZ funkce poptdavky ma
tvar
Q =150 — P> —25P3 — P.
Reseni
Cenova elasticita € je pomér procentualni zmény poptavky () po zboZi a procentualni zmény
ceny P zbozi. Spocteme ji pomoci vztahu

Pokud ma uréité P £(py) > 1, jedna se o cenové elastickou, pro €(pg) = 1 o jednotkové elas-
tickou, a pro £(pg) < 1, cenové neelastickou kategorii cenové elasticity poptavky.

Pro danou funkci poptavky spocteme, ze
Q =—-5P*—25-3P% - 1.

Pak
P

150 — P> —25P3 — P
4

150 — 45 —2,5-43 — 4

ProtoZe £(4) > 1, jedna se o cenové elastickou kategorii cenové poptavky.

e(P) = (-5P*—75P% —1)-

e(4)=(-5-4*—-75-4*—1)

= 5,398
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Rada ekonomickych procesti ma charakter deterministické zavislosti a Ize je for-
malné popsat prostifednictvim funkce. Diferencidlni pocet je exaktni nastroj,
ktery nam umozni proniknout do vlastnosti funkci popsaného procesu. Z vécné
interpretace ziskanych vysledk( je pak mozné vyvodit zavéry a opatreni uzitecné
pro praxi.

1. Jaké rozméry bude mit vodni koryto obdélnikového prarezu nahote ote-
viené, ma-li byt obvod prirezu co nejmensi a obsah priifezu
P =245 dm?.
(3,5 dm a7 dm, obvod 14 dm]

2. Prurez tunelu ma tvar obdélnika zakonceného pulkruznici; obvod prirezu
je a metrd. Jaky musi byt polomér kruznice, aby plosny obsah prirezu byl
nejvétsi?

[4—7—7r m]

Literatura k tématu

[11 DEMIDOVIC, B. P.: Shirka uloh a cviceni z matematické analyzy, 1. vyd.,
Praha: Fragment, 2003, 459 s., ISBN 80-7200-587-1, 2003

[2] MADROVA, V.: Matematickd analyza I., Olomouc: UP, 2001, 217 s.,
ISBN 80-244-0269-6 (skripta)

[3] Madrova, V., Marek, J.: Sbornik uloh z diferencidlniho poétu v R, 1.vyd.,
Olomouc: UP, 2013, 329 s., ISBN 978-80-244-3410-10 (skripta)

[4] MOSOVA, V.: Matematickd analyza I., 1.vyd, Olomouc: UP, 2002. 126 s.,
ISBN 80-244-0464-8 (skripta)



Seznam literatury a pouzitych zdroju

[1]
[2]
[3]
[4]
[5]
[6]
[7]

BERMAN, G. N.: Sbirka tloh a cviceni z matematické analyzy, Moskva: Nauka, 1965,

443 s. (rusky)

DEMIDOVIC, B. P.: Shirka tloh a cviceni z matematické analyzy, Moskva: Nauka, 1977,
527 s. (rusky)

DEMIDOVIC, B. P.: Shirka tloh a cviceni z matematické analyzy, 1. vyd., Praha: Fragment,
2003, 459 s., ISBN 80-7200-587-1, 2003

MADROVA, V.: Matematickd analyza I., Olomouc: UP, 2001, 217 s.,

ISBN 80-244-0269-6 (skripta)

Madrova, V., Marek, J.: Sbornik tloh z diferencidlniho poctu v R, 1.vyd., Olomouc: UP, 2013,
329 s., ISBN 978-80-244-3410-10 (skripta)

MOSOVA, V.: Matematickd analyza I., 1.vyd, Olomouc: UP, 2002. 126 s.,

ISBN 80-244-0464-8 (skripta)

TOMICA, R.: Cvi¢eni z matematiky |, Brno: VUT, 1970, 293 s.



Seznam obrazku

R.1. Graffunkce 7(z) . . . . . . . . e e e e e e 30
R.2. Graffunkce f(z) . . . . . o e e e e e e e e e 31
R.3. Graffunkce f(x) . . . . . . e e e e e 32
|3;1. Asymptoty ke grafu funkce f(z) = 1+T ....................... 37
B.2. Asymptotykegrafufunkce f(z) =74 - - - . . ..o 38
F?;. Asymptoty ke grafu funkce f(z) =z + 4 . . . . . ... ... o oL 39
B.4. Asymptoty ke grafu funkce f(Z) = 2 F = . . o o it 40
5.1. Tecna a normala ke grafu funkce f(z) =3z —6x+24 .. ... .. ... ..... 59
5.2. TeCnaanormala ke grafufunkce f(z)=o+ 7 .. ... .. ............ 60
E.B. TeCna a normala ke grafu funkee f(z) = 25 +5af. . . . ... ... ... 61
b.4. Tenaanormdlakegrafufunkce f(z) =2 . . . ... ... ............ 62
5.5. Tecna anormala ke grafu funkce f(z) =v/3—a ... ... ... ... ...... 63
7.1. Lokalniextrémyfunkce f(z) =2 — % — 29 . . ... ... ... ... ... ... 73
7.2. Lokalni extrémy funkce f(z) = % ...................... 74
i7.3. Lokalni extrémy funkce 7(x) = 102> — 629 . . . . . . . . . . ... ... ... .. 75
[7.4. Lokalniextrémyfunkce f(z) =2 — 55 . ... ... ... ... ... ... 76
7.5. Lokalni extrémy funkce f(z) = 2° — 3z —1— 2 77
7.6. Lokalni extrémy funkce flr)= /(22 —4x)] .. ... 78
7.7. Graf funkce f(z) = % —a® naintervalu (—2,2). . . . ... ... ... ... ... 80
7.8. Graf funkce f(z) = & —zZnaintervalu (—1,3). . . . ... .. .. .. .. .... 81
7.9. Graffunkce f(z) = & —a?naintervalu (2,2) . ... ... ... ... ... ... 82
8.1. Inflexni body funkce f(z) = m —6x°+ 1229 . ... 85
8.2. Inflexnibody funkce f(z) =% —2x7 . . . . . . .. 86
B.3. Inflexni body funkce f(z) =32° — 1025+ 10x + 19 . ... ... ... ... ... 87
B.4. Inflexni bod funkce f(z) = 12—‘] .......................... 88
B.5. Inflexnibody funkce f(z) =% — 222 +3z—1 . . .. ... ... ... ... .. 89
B.6. Inflexnibody funkce f(z)=a"+42% . . .. ... ... .. ... ... ... ... 90
8.7. Inflexnibod funkce f(z) = vz +2 . . . . . . ... 91
9.1. Graffunkce f(z) =2 —a. .. ... ... . 95
9.2. Graf funkce f(z) = E ............................... 98
0.3. Graffunkce f(z) = (x —5)vVad . . . . . . . 100

[10.1. Podstava kvadru . . . . . . . . . . e e e e e e e e 104




	Úvod
	Výpočet limit
	a) Limita ve vlastním hromadném bodě
	b) Limita v nevlastním bodě
	c) Užití věty o limitě složené funkce

	Spojitost funkce
	Asymptoty ke grafu funkce
	Výpočet derivací
	Užití základních vzorců a pravidla pro derivování součtu
	Derivace součinu
	Derivace podílu
	Derivace složené funkce
	Logaritmická derivace

	Tečna a normála
	L' Hospitalovo pravidlo
	Extrémy
	a) Lokální extrémy a intervaly monotónnosti
	b) Globální extrémy

	Inflexní body, intervaly konvexity a konkávity
	Průběh funkce
	Využití diferenciálního počtu v praxi
	Seznam literatury a použitých zdrojů
	Seznam obrázků

