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Uvod

Cilem predmétu je seznameni student( s diferencidalnim a integralnim poctem funkce jedné
a vice proménnych a jejich aplikacemi. Student po ukoncéeni semestru spravné chape pojem
funkce a uvédomuje si uzitecnost funkci pro popis vztahli mezi jednotlivymi veli¢inami, rozpo-
znava a charakterizuje zakladni vlastnosti funkci. Pro funkce jedné i vice proménnych bez-
pecné urcuje defini¢ni obory funkci, definuje limitu funkce, znd vlastnosti limit a umi pocitat
limity rozlicnych funkci, rozumi pojmu spojitosti funkce. Chape a umi definovat derivaci
funkce, rutinné zvlada vypocet derivaci rozmanitych funkci, chape geometricky vyznam
derivace. Zvlada aplikaci vsech védomosti diferencialniho poctu. Pro funkci jedné proménné
definuje primitivni funkci a neurcity integral, ma osvojeny zakladni integracni metody. Pro
funkce jedné a vice proménnych rozumi zplsobu konstrukce urcitého integralu, ovlada jeho
zakladni vlastnosti a vypocet. Je schopen vyuzit védomosti integralniho poctu pfi feSeni

zakladnich geometrickych a fyzikalnich uloh



Kapitola 1

Funkce jedné promenne

Po prostudovani kapitoly budete umét:

- definovat zakladni vlastnosti funkci
. rozeznat typ a urcit vlastnosti dané elementarni funkce
- kreslit grafy elementarnich funkci

Klicova slova:

Funkce, defini¢ni obor, obor hodnot, restrikce, graf funkce, funkce sudé, liché, ome-

zené, monotonni, periodické, prosté, inverzni, slozené, polynom, obecna mocnina,
goniometrické a cyklometrické funkce, funkce raciondlni lomena, exponencialni,

logaritmicka



MATEMATICKA ANALYZA 10

Definice funkce

Definice 1.1 Necht |,J c R. Zobrazeni f:l1 —> R nazveme (readlnou) funkci jedné (rediné)
proménné. MnozZina | se nazyva definicni obor a mnoZina J ={f(x) e R|x e 1} obor hodnot

funkce f.
Priklad Draha S je funkci ¢asu t. PiSeme s = s(t).

Objem krychle V je funkci délky hrany a. Plati V = a°.

Poznamka MozZnosti, jak zadat funkci, je nékolik. Funkce muize byt ddna analyticky (bud explicitné

ve tvaru y = f(x) nebo implicitné F(x, y) =0), graficky nebo tabulkou.
P¥iklad Funkce y =10" je zadana explicitné. Funkce y—10" =0 je zadana implicitné.

Poznamka Poznamenejme, Ze kazdou funkci zadanou explicitné Ize zapsat vimplicitnim tvaru. Opak

vSak nemusi platit. Napf. ze zapisu yZ—X:O nemGzZeme jednoznacné vyjadfit y jako funkci

proménné X. Je totiz y = i\/;.

Poznamka Pro defini¢ni obor budeme také pouzivat oznaceni Df nebo Domf a pro obor hodnot

Hf nebo Imf.

Poznamka Pokud neni uvedeno jinak, bereme za defini¢ni obor ten interval, na némz lze pfislusné

operace provést. Pamatujte, ze

jmenovatel zlomku musi byt nenulovy,
vyraz pod druhou odmocninou musi byt nezaporny,
argument logaritmické funkce musi byt kladny,

argument funkce tg X musi byt rdzny od lichych nasobkid %,

argument funkce cotg X musi byt rGzny od sudych nasobk( %.

YV V V V V V

argument funkci arcsin x a arccos x musi patfit do intervalu (—1,1)
Priklad Stanovte defini¢ni obor a obor hodnot funkce

X
Ja—x2

Reseni Ve jmenovateli musi byt vyraz pod odmocninou kladny. Plati 4 — x? > 0, kdy? —2 < x < 2. Tzn.

f(x)=

definicni obor zadané funkce | =(—2,2). Obor hodnot J = (—o0,x).
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Definicel.2 Dveé funkce se rovnaji, kdyz maji stejné defini¢ni obory a kdyZ pro vSechna X ze spolec-

ného defini¢niho oboru plati f (x) = g(x).

Pfiklad Rozhodnéte, zda se funkce f(X)= % a g(x) = x+1 rovnaji.

Reseni: Defini¢ni obory danych funkci jsou rdizné: Df = (—o0,1) U (L), Dg = (—o0,). A tak, pFes-

toze pro x #1 je X2‘11=X+2L funkce f a g se nerovnaji.

X—.

Definice 1.3 Necht f:1 — Ra | ©1,. Funkci g:1, = R takovou, Ze g(x)= f(x) pro vSechna

x € I, nazveme restrikci funkce f namnoZinu I,. PiSeme g(x)= f(x)|_.

Priklad Funkce f z pfedchoziho pfikladu je restrikci funkce g nainterval (—o0,1) U (1, o).

Definice 1.4 Grafem funkce f :l1 — J nazveme mnozZinu vSech bodl v roviné, o souradnicich
(x, f(x),xel.

1 x>0
Priklad Nakreslete graf funkce y =sgn(x)=< 0 x=0
-1 x<0

Reseni

y =sgn x O

0.5

3 e ® 3 3

10.5

£
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Vlastnosti funkci

Definice 1.5 Necht mnoZina | obsahuje alespori dva body. Rekneme, 7e funkce f:1 — R je na

intervalu |

» omezena zdola, kdy?Z existuje konstanta K € R, takze f(x)>K, Vxel,
» omezena shora, kdyZ existuje konstanta K € R, takze f(x)<K, Vxel,

» omezena, kdyZ existuje konstanta K > 0, K € R, takZe | f (X) |< K, Vxel.

P¥iklad Funkce y =1+2" je zdola omezena. Jeji graf je zdola ohraniceny pfimkou y =1.

/

+=3 *2 +*1 1 2 3

a1

Definice 1.6 Necht | je symetrickd mnoZina, tj. xe | = —x e |. Rekneme, e funkce f :1 — Rje

na intervalu |

» suda, kdyZ pro vSechna x e | plati f(-x)= f(x),
» licha, kdyZ pro vSechna x e | plati f(—x)=—f(x).

Priklad Funkce y = X—lz je suda. Jeji graf je soumérny podle osy .

*1-
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PFiklad Funkce y = x® je licha. Jeji graf je soumérny podle pocatku.

4 /
/
//
3 /
/
//
y 2 /
1 /
— "///
£2 &€ _— 0 1 2
X
1
+2]
/
/
/
3]
147

Definice 1.7 Necht p € R amnozina | R skazdym bodem X obsahuje také bod x + p. Rekneme,

ze funkce f :1 — Rjenaintervalu | periodicka, kdyz pro viechna x e | plati f(x+ p)= f(x).

Priklad Funkce y =cosx je periodicka. Jeji graf se v intervalech délky 2z opakuje.

\ AN Ve
// / \\ // /

6 | £2 | 0 2 4] 6

0.5+

/ N/
\/ 1 \_/

Definice 1.8 Rekneme, 7e funkce f : 1 — Rje naintervalu |

> (ostie) rostouci, kdyZ pro vSechna X, X, € I, X, <X,, plati f(x)< f(x,),
> (ostie) klesajici, kdyZ pro vSechna X, X, € I, X, <X,, plati f(x)> f(Xx,),
» nerostouci, kdyZ pro vSechna X, X, € I, X, <X,, plati f(x) 2= f(X,),

» neklesajici, kdyZ pro vSechna X, X, € I, X, <X,, plati f(x)< f(X,).
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Funkcim (ostfe) rostoucim a (ostfe) klesajicim fikdme souhrnné (ostie) monotonni funkce.

Pfiklad Funkce y = (2)* je klesajici

2 £1 0 1 2

11-

Definice 1.9 Necht mnozina | obsahuje alespori dva body. Rekneme, 7e funkce f:1 — R je na

intervalu | prosta, kdyZ pro kazdé x,,x, €I, X, #X,, je f(x)= f(x,).
Poznamka Kazda ostfe monotonni funkce je i prosta.

Priklad Funkce y = f (X) je prosta. Graf této funkce protinaji vdechny rovnobézky s osou X vzdy jen

v jediném bodé.

N

+1 +0.8 +0.6 +04 +0.2 O 0.2 0.4

Definice 1.10 Jsou dany funkce f:1, > J,,g:1,—>J, a J, < |,. Funkci h: 1, - J, definovanou
vztahem h(x) = g(f(x)) pak nazveme sloZzenou funkci. Funkce g je jeji vnéjsia f jeji vnitfni

slozka.

Poznamka Nékdy misto pojmu skladani funkci pouzivame termin superpozice a piSeme h=gof.
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Pfiklad Z funkci u= f(x)=In(x-2), g(u) =1 sestavte funkci sloZzenou a urcete defini¢ni obor

a obor hodnot zadanych slozek.
Reseni
f(x)=In(x-2): x-2>0=x>2= Domf =(2,0), Imf = (—o0, ).
g(u)=%: u=0= Domg = (—,0) U (0,0), Img = (—o0,x).

h(x) =9(u(¥) =7
IN(X-2) # 0 A X-2>0 = X-2 # 1A X>2 = Domh = (2,3) U (3,0), Imh = (—o0,0)

Definice 1.11 Jestlize funkce f : 1 — J je prosta, pak funkci ', kterd kazdému y € J pfifazuje to

jediné x e J, pro které f(x) =y, nazveme inverzni funkci k zadané funkci f.

Priklad K funkci y =1— x* utvorte funkci inverzni.

Reseni Zadand funkce je prosta pro viechna x e R a mGzeme k ni utvofit funkci inverzni, kterd ma

tvar y=31-x.

Poznamka Role defini¢niho oboru a oboru hodnot se u navzajem inverznich funkci zaménuiji.

Pokud v inverzni funkci provedeme symbolickou zaménu proménnych, jsou grafy dané funkce

a funkce k ni inverzni symetrické podle osy 1. a 3. kvadrantu.
Poznamka Inverzni funkce k funkci ostfe monotonni je opét ostfe monotonni.

Poznamka SloZenim navzajem inverznich funkci obdrzime identitu:

P =xf (7 (y) =Y.

P¥iklad Funkce f(x)=Inx a g(x)=e€" jsou navzajem inverzni. To znamena napf. Ze
In(e®*) = 2x +5,

2
Q@) _q _y2
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Elementarni funkce

Polynomy

Definice 1.12 Necht a,,...,a, € R. Funkcitvaru  P,(x)=ax"+a, x"" +..+ax+a,,

nazveme polynomem n -tého stupné. Konstanty a,,...,a, jsou tzv. koeficienty polynomu.

Priklad P(X) = X° +3x° + X je polynom 5. stupné s koeficienty a, =1 a, =0, a,=0, a,=3, a, =1
a, =0.

Véta 1.1 Dva polynomy se rovnaji, kdyZ se rovnaiji jejich koeficienty u pfislusnych mocnin.

Definice 1.13 Cislo « € C, pro které plati P(«) =0, se nazyvé kofenem polynomu P a vyraz (x —a)

koFenovym cinitelem uvazovaného polynomu.

Poznamka Najit kofen polynomu P, ktery ma redlné koeficienty, znamena fesit algebraickou rovnici

P(x) =0. Redenim této rovnice mohou byt jak redlna, tak komplexni ¢isla.

Priklad Urcete kofeny polynomu P(X) = 2x* —x* +2x —1.
Reseni: Polynom na levé strané kubické rovnice 2x° — x? + 2x —1=0 rozloZime na souéin

X*(2x -1 +2x-1=0 < (X* +D(2x 1) =0 < (x +i)(x—i)(2x —1) = 0.
Soucin je nulovy, kdyZ néktery z ¢initelG je nulovy. Kofeny zadaného polynomu jsou tedy X, =3,

X, =0 a Xy =—i.

Véta 1.2 (Zakladni véta algebry.) Algebraickd rovnice P,(X) =0,n>1, md nad télesem komplexnich

Cisel alespori jeden koren «.

Poznamka Kazdy polynom n-tého stupné ma (pokud pocitdme kazdy k -nasobny kofen za k ko-

fenl a kazdou dvojici komplexné sdruzenych kofen( za dva kofeny) pravé n korenu.

Definice 1.14 Necht polynom P, md r redlnych k -ndsobnych kofenl «,,(p=1...,r) a s dvojic

n

komplexné sdruzenych |; -nasobnych kofenli a; +ib;,(j =1...,s). Soutin

R (x)=a,(x—a)* (x =) o .= ) [(x =) + 5T [(x ~ ;)" + 551 . [(x )" + ]
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nazyvame rozkladem polynomu P, na soucin kofenovych ciniteld (v redlném oboru).

Priklad Polynomy a) x*—2x? —Xx+2, b) x°+8x%+16x rozlozte v redlném oboru na soucin kore-

novych Ciniteld.

Reseni

a) X*=2x* = x+2=x*(x=2)—(x=2) = (X* =D(x—=2) = (x—D(x +1)(x - 2).
Zadany polynom ma realné jednoduché kofeny —11 2.

b) x° +8x%+16x = x(x* +8x* +16) = x(X* +4)° =

=(x=0)[(x—2D)(x+ 2]

Zadany polynom ma redlny jednoduchy kofen 0 a dvojici dvojnasobnych komplexné sdruzenych

kofenu =+2i.

Funkce racionalni lomena

Definice 1. 15 Necht P, a Q,, jsou polynomy. Podil

P.(x)
R(X) = -
=500 ©

nazyvame racionalni funkci neryze lomenou, kdyZ n>m a raciondlni funkci ryze lomenou kdyz
n <m. Definiénim oborem funkce R jsou vSechna redlna cisla s vyjimkou redlnych korenl poly-

nomu ve jmenovateli.

Poznamka V kazdé neryze lomené funkci Ize provést naznacené déleni a rozepsat tuto funkci na

soucet polynomu a funkce raciondlni ryze lomené.

v v . ev s 2 v .. v . , ,
P¥iklad Urcete defini¢ni obor funkce % a rozlozte ji na soucet polynomu a funkce racionalni ryze

lomené.
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Reseni Protoie x*—1#0, kdy? x=+1 tvofi defini¢ni obor zadané funkce sjednoceni intervald

(—o0,—1) U (-L1) U (L ). Dile

2x° -5 2(x*-1)-3 3
7 = 2 = 2 - —2 .
x° -1 x° -1 x° -1
Véta 1.3 Necht R(X) je funkce raciondini ryze lomend. Jestlize o je k -ndsobny redlny kofen jme-

novatele funkce R(X), pak v rozkladu na parcidlni zZlomky tomuto kofenu prislusi k zlomkd tvaru

A A A

(x—-a) (x-a)* = (x-a)°

Priklad Funkci sz—i rozlozte na parcialni zlomky.

Reseni Polynom ve jmenovateli md dva realné rizné kofeny x,, =+2. Kofenu X, =2 pFislusi v roz-

kladu jeden zlomek tvaru 25 a kofenu X, =2 pfislusi jeden zlomek tvaru -&. Proto obecny tvar

X+2 °

rozkladu je

X+1 A B
> = + .
X*—4 XxX-2 X+2
Po vyndasobeni celé rovnice jmenovatelem x* —4 dostaneme

X+1=A(Xx+2)+B(x-2).
Odtud

x+1_ 83 1
X2—4 4(x-2) 4(x+2)

Rozklad ma tvar

Véta 1.4 Necht R(X) je funkce raciondlIni ryze lomend. Jestlize a+bi je dvojice komplexné sdruZe-
nych | -ndsobnych kofeni jmenovatele funkce R(X), pak v rozkladu na parcidlni zlomky témto kore-

nam pfislusi | zlomka tvaru

B,x+C, B,x+C, B,x+C,
a2 7 T )2, R2 7 Tt a2, k2
(x—a)*+b® [(x—a)“+b] [(x—a)"+b]
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PFiklad Funkci —22— rozloZte na parcialni zlomky.

x*+2x% 41

Reseni Polynom ve jmenovateli X* +2x* +1=(x* +1)* ma kofeny X, =i,X,, =—i. Obecny tvar roz-

kladu pro dvojnasobné komplexné sdruzené koreny je

x> +2 Ax+B Cx+D
2 2 1 2 T3 2
X*+2x°+1  x“+1  (x°+1)
Po vynasobeni celé rovnice polynomem (x* +1)* dostaneme
x*+2=(Ax+B)(x* +1) +Cx + D.
x*+2=A(X*+Xx)+B(x*+1)+Cx +D.
Odtud porovnanim koeficientl u pfislusnych mocnin dostaneme

X A =1
X2 B =0
x: A+C =0 =C=-1
x°: D =2
Rozklad ma tvar
x> +2 X 2-X

= + .
X*+2x7+1 x*+1 (x*+1)°

Poznamka Pokud mame rozloZit funkci raciondlni neryze lomenou, provedeme nejprve naznacené
déleni, funkci zapiSeme jako soucet polynomu a funkce racionalni ryze lomené. Déle pak jmenova-
tele funkce racionalni ryze lomené rozlozime na soucin kofenovych cinitell a podle véty 1.3 a véty
1.4 stanovime obecny tvar rozkladu této funkce. Porovnanim koeficient( u pfislusnych mocnin (tzv.
metoda neurcitych koeficientll) ur¢ime hodnotu konstant, které se vyskytuji v obecném tvaru roz-
kladu.

Priklad Vyraz ﬁ rozlozte na parcialni zlomky.
Reseni Jmenovatel x> —8=(x—2)(x*+2x+4) = (x—2)((x+1)*+3) ma jeden jednoduchy realny
kofen a jednu dvojici komplexné sdruzenych jednoduchych kotfent. Obecny tvar rozkladu je pak

1 A Bx+C
3-8 x-2 xX’+2x+4

Odtud

A(X* +2x+4) +(Bx+C)(x-2),
A(X? +2X +4) + B(x* = 2x) + C(x - 2).
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Porovnanim koeficientd u pfislusnych mocnin obdrzime

x: 0= A + B
x*: 0 = 2A - 2B + C
xX°: 1 = 4A - 2C

A=112,B=-1/12,C =-1/3.
Po dosazeni vypoctenych konstant do obecného tvaru rozkladu obdrzime

i 1 X+4
X*—1 12(x-2) 12(x*+2x+4)

Goniometrické funkce

Z grafli goniometrickych funkci mizeme dist jejich vlastnosti.

y =sinx
1,
0.5

= —a —_z =z a

—o/s
—1

y = COS X
a . 5F

— & — 4 — 2 =2 <1
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y=1gx

>

Z grafl je vidét, Ze funkce
» sinx je licha, periodicka s periodou 27,
» COSX je suda, periodicka s periodou 27,
» 1gx je licha, periodicka s periodou =,
>

cotg X je licha, periodickd s periodou 7.
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V nasledujici tabulce jsou uvedeny hodnoty goniometrickych funkci pro vybrané argumenty

Xe<0,%>:
0 ; i 5] 03
sin x 0 1 2 B 1
2 2
COS X 1 B 2 i 0
2 2
tg X 0 B 1 3 00
cotg x 0 J3 1 @ 0

Pro vypocet hodnot goniometrickych funkci pro argument X >Z vyuzijeme toho, Ze funkce je licha

nebo suda a periodicity funkce.

Mezi goniometrickymi funkcemi plati nasledujici vztahy

sin?x+cos*x=1
tgx =X y2@k+1)Z kez
COS X 2

COS X
cotgx=——-,xzkr,keZ
sin x

tgx-cotgx=Lx¢k%,keZ

Sin2X = 2sin X Cos X
COS2X = C0S* X —Sin® X

sin’ x = %(1—0052x), cos® X = %(1+ C0S 2X)

Cyklometrickeé funkce

Cyklometrické funkce jsou funkce inverzni k funkcim goniometrickym. P¥i jejich odvozeni se musime

omezit pouze na ten subinterval, na kterém je prislusna goniometricka funkce prosta.
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Definice 1.16 Inverzni funkci k funkci y =sin x definované naintervalu <=£,% > je funkce arcsin x.

Je tedy arcsinx to y e<=£,Z >, pro které siny = Xx.

141
121
0.8
0.6
0.4
02]

$14 #1108 104 0.‘20.‘40.‘60)28 11214
/ £0.4

0.6 |

Py 0.8 ]
—— +11
’ 1.2 ]

1.4

y =sinXx
y =arcsin x

Poznamka Funkce y=arcsinx je definovana na intervalu <-11>, nabyva hodnot z intervalu

<—%,% >, v celém definicnim oboru je rostouci a licha.

V nasledujici tabulce jsou uvedeny funkéni hodnoty pro nékteré vybrané argumenty. Zbyvajici hod-

noty uréime diky skutecnosti, Ze funkce arcsin x je licha.

X 0| 3| £ £ 1
2 2 2
arcsin x 0] =z z z z

Priklad Urcete defini¢ni obor funkce f(x)=arcsin®}2 a stanovte funkéni hodnotu f (—4).
Reseni Zadana funkce je definovana, kdyZ pro jeji argument plati
1<% <1, tzn. kdyz —4 < x <0.

Dale f(—4)=arcsin(-1)=—=%.
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Definice 1.17 Inverzni funkci k funkci y = cos x definované naintervalu <0,z > je funkce arccos x.

Je tedy arccosx to y e<0,7 >, pro které cosy = x.

Yy =arccos X

£1 1 N2 3

11-

y = COS X

Poznamka Funkce y =arccosx je definovand na <—-11>, nabyva hodnot z intervalu <0,7 > aje

v celém defini¢nim oboru klesajici.

V nasledujici tabulce jsou uvedeny funkéni hodnoty pro vybrané argumenty.

X = I OV Y- N T O A R
2 2 2 2 2 2
5 3z 2 T T T T

arccosx | r | = 3z Z |lz|z|z |z |0

Definice 1.18 Inverzni funkci k Yy =19 X definované na (5%, %) je funkce arctgX. Funkce arctg x

pfifazuje kazdému X e (—o0,0) to y € (£,%), pro které tgy = X.

Poznamka Funkce Yy =arctgx je definovand na intervalu (—o0,o0), nabyvd hodnot z intervalu

(—%,%) ajev celém defini¢nim oboru rostouci a licha.
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1.8
1.6
1.4
121
y
0.8
0.6
0.4
0.2

1.8 +1.4 1 06 10‘.2 0120140.‘60.‘8)(‘1 12141618
05

/204
7 £0.6 1
+0.8 1

1]
1.2
1.4
1.6
+1.8 1

‘y:értgx

Skutecnosti, Ze funkce arctg X je licha, vyuzijeme k uréeni dalSich funkénich hodnot.

X 0 @ 1 \/g o0
arctg x 0] = z z z

Definice 1.19 Inverzni funkci k funkci y =cotg X definované na (0,7) je funkce arccotg X. Je tedy
arccotg X to y (0, ), pro které cotgy = X.

3,
y = arccotg x
2,
B R S ST
+1 A
121 \\\
y=cotgx |

13-
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Poznamka Funkce Yy =arccotgx je definovana na intervalu (—oo,), nabyva hodnot z intervalu

(0,7) aje v celém defini¢nim oboru klesajici.

X —oo_\/g—l_gogl\/éoo
arccotgx | x| F | F | F | 5|5 |F]F |0

Exponencialni funkce

Definice 1.20 Exponencialni funkce je pro x e (—w,00) ddna vztahem y=a*,a>0.

y=a",0<a<l y=a“,a>1

1
x

Poznamka Pro a >1 je exponencialni funkce rostouci a pro 0<a <1 je klesajici. Nabyva hodnot
zintervalu (0,0).

Poznamka V aplikacich ma nejvétsi vyznam exponencialni funkce y=¢€", kterd ma za zaklad
Eulerovo Cislo e=2,71813...

Poznamka Vztah mezi exponencidlni funkci a goniometrickymi funkcemi je dan prostfednictvim tzv.

Eulerovych vzorcu. Plati

e* =cosx+isinx, kdei=+/-1.
ei>< _ e—ix ei>< + e—ix
Odtud mame T=sin X, ——— =COSX.
i
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Logaritmicke funkce

Definice 1.21 Inverzni funkce k exponencidlni funkci y=a” se nazyvéd logaritmickd a znadi se

y =log, X. Logaritmicka funkce je tedy to y e (—o0,0), pro které a’ = x.

Poznamka Defini¢ni obor logaritmické funkce je interval (0,), obor hodnot (—oo,).

y=a‘0<a<l" 1_:: y =log, x
. 1.6

\\.:1_4,

"1;_2,

y 1

081

0.6

04

021 .7
+140.8  +0.4

4 1 02040608 112141618 2
0.2 x
0.4 4
0.6

+0.8
+1-

1.81
1.6
149
124 7 .
y 17 e II’/,/ B

081 Y =log, X

" 061

024 .~

£1+0.8 04 | 020406 0.
+072 |

" +0.4

+0.6

+0.8 1

217

1 12141618 2

Poznamka Nejuzivanéjsi jsou logaritmické funkce o zakladu 10 - tzv. dekadicky logaritmus, ktery

zapisujeme jako y =logXx, a logaritmus o zakladu € - tzv. pfirozeny logaritmus, ktery budeme na-

dale znatit jako y=Inx. .
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Poznamka Necht ¢isla a,b, X, X, X, > 0. Pfipomerime si, Ze pro logaritmické funkce plati nasledujici

vztahy

Obecna mocnina

Definice 1.22 Necht s je libovolné realné ¢islo. Funkci, kterou pro x >0, definujeme vztahem

X

S

X,
X,
log, x, +log, X,,

log, x, —log, X,,

log, x
log,a

sinx

=e"",

budeme nazyvat obecnou mocninou a znacdit 'y = x°.

2

1.75

1.5

1.25

1

0.75

0.5

0.25

<0

Poznamka Defini¢nim oborem jsou viechna x € (0,%), oborem hodnot y e (0,).
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Cisla, pro kterd polynom nabyva nulovou hodnotu, se nazyvaji kofeny poly-
nomu.

Funkci racionalni ryze lomenou je moiné rozloZit na soucet parcidlnich
zlomkd.

Inverzni funkce k funkcim goniometrickym se nazyvaji cyklometrické funkce.

Inverzni funkce k funkcim exponencidlnim se nazyvaji logaritmické funkce.
Exponenciélni funkce matvar y =a*, a>0. Obecnd mocnina métvar y = x°,

x> 0.

Co je defini¢ni obor a co je obor hodnot funkce? Uvedte pfiklad.

Vyjmenujte, jaké vlastnosti mohou mit funkce. Kazdou z vlastnosti definujte a
vysvétlete pomoci obrazku.

Jakou vlastnost musi mit funkce, aby k ni existovala funkce inverzni?

Mezi probranymi funkcemi najdéte ty, jejichz definicnim oborem nejsou
viechna realna Cisla.

Mezi probranymi funkcemi najdéte ty, které jsou v celém svém definiénim
oboru ryze monotonni.

Nakreslete grafy vSech cyklometrickych funkci.

Jak bude vypadat Citatel v obecném tvaru rozkladu na parcidlni zlomky, kdyz
jmenovatel ma a) realné, b) komplexni koreny?

Stanovte defini¢ni obory funkci

___ 4
a) y= (x=3)Jx+4

b) y=ﬂ+\/l+_§

C) y= x2+X6t<2—5
d) y=In(sinx)

[a) xe(—4,3) U (3,0) ,b) X e(—0,-1>N <1 x0), ) X€<—2,—3+\/1_3)U(—3—0—\/1_3,00),
d) xeu,_,(2kz,(2k +1)7)]

9. Nakreslete grafy funkci a urcete jejich vlastnosti.
a) y=x°,y=—x%y=3x*+6x+5
b) yziayz_%ayz%

c) y=+/x*-16

{a) paraboly, b) kubické paraboly, c) hyperboly, d) ¢ast hyperboly :—z —Z—z =1 nad osou X]

10. RozlozZte na parcialni zlomky
a)

1
1-x*
) X+1
(x=2)X(X*+2)

1 1

1
[a) 20—) T

1 1
4(1+x) + 2(1+x2) 1 b) —ax T+ 4(x=2)  2(x*+2) ]
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Kapitola 2

definovat limitu

pocitat limity
Vlastni limita, nevlastni limita, jednostranné limity.

Po prostudovani kapitoly budete umét:
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Definice limity funkce

Definice 2.1 Necht X, € R a §>0. Otevieny interval O(X,)=(X,—J,X%,+0J) nazyvdme delta
okolim bodu na pfimce. Pravym okolim bodu X, nazveme interval 0*(x,) = (xq, Xy + &§). Levym
okolim bodu X, je interval 07 (xq) = (x¢ — 6, x¢). Interval U (X,) = (X, =, %,) U (X5 X, + )

nazveme ryzim okolim bodu X,.
Véta 2.1 Okoli bodu na primce splniuji ndsledujici axiomy:

(A1) Pro libovolnd dvé okoli téhoZ bodu plati O,(X,) MO, (X,) =O(X,).
(A2) Okoli dvou riznych bodt na pfimce jdou zvolit tak, aby platilo O(x,) NO(X,) =<.
(A3) KdyZ x, € O(X,), pak existuje okoli O(x;) < O(X,).

Definice 2.2 Necht | < R. Bod X, €1 je hromadnym bodem mnoziny |, kdyz kazdé jeho okoli

obsahuje nekone¢né mnoho bodl mnoziny 1.

Pfiklad Hromadnym bodem mnoziny {Z |X € R} je napfiklad bod X, = 0.

Definice 2.3 (Heine) Funkce f md v hromadném bodé X, svého definicniho oboru
limitu L (LeR), kdyz pro kazdou posloupnost bodd {xX.} X, #X, X, X

posloupnost funkénich hodnot {f (X))}, konverguje k ¢islu L. PiSeme pak

lim f(x) =Lnebo f(x)—> L prox— Xx,.

X—>Xg
Poznamka Funkce nemusi byt v bodé, ve kterém pocitame jeji limitu, definovana.

Poznamka Funkce f ma v bodé X, nevlastni limitu, kdyZ pro kazdou posloupnost {x.} = Domf,
X, # Xy, X, = X, plati, Ze posloupnost funkénich hodnot {f(x,)}, diverguje k o (popf. —©).

Pideme lim f(Xx) =00 ( popi. lim f (X) = —0).
X=Xy X=Xy
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Funkce f ma v nevlastnim bodé limitu L, kdyz pro kazdou posloupnost {X.}~, < Domf,x, — o

00

(popf. x, > —o) plati, Ze posloupnost funkénich hodnot {f(x )}, konverguje k L. PiSeme pak

lim f (x) =L (popi. lim f(x)=L).

7

Poznamka Na obrazku je graficky zachycena definice limity. Pro body X, X,, Xi,..

které se blizi k x,, jdou hodnoty f(x,), f(x,), f(X,),... klimité L.

F(x)

f(x,)

Véta 2.2 Jestlize existuje lim f(X) =L, pak je jeding.

X—X%g

Poznamka Z véty 2.2 plyne, Ze lim sinx a lim cosx neexistuiji.

X—>0 X—00

Véta 2.3 Jestlize funkce f md v bodé X, konecnou limitu, pak existuje okoli, v némZ je omezend.

Definice 2.4 (Jednostranné limity) Funkce f ma v hromadném bodé X, svého defini¢niho oboru

o0

limitu zprava, kdyz pro kazdou posloupnost {x } , takovou, Ze x,€O"(X,), X, —> X, plati

f(x,) = L. PiSeme pak
lim f(x) =L, popt. f(x;)=L.
X—>Xg

Funkce f ma v hromadném bodé X, svého defini¢niho oboru limitu zleva, kdyZz pro kazdou po-

sloupnost {x }, takovou, ze X, €O (X,), X, = X,, plati f(x,) — L. PiSeme

lim f(x) =L, popt. f(x,)=L. (21)

X—X%g
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Limitu zprava a limitu zleva nazyvdme souhrnné jednostranné limity.

1 prox>2

, kdyz x = 2%,
3 prox<2

Pfiklad Spocitejte limitu funkce f(X) = {

Reseni lim f(x)=1lim __ f(x)=3.

x—2+ X—2
Véta 2.4 Funkce f md v hromadném bodé X, svého definicniho oboru limitu, prdvé kdyz zde mad
limitu zprava a limitu zleva a obé se rovnaji.

Pfiklad Stanovte limitu funkce y =2, pro x -1 0,0". Vysledky ovéfte na grafu funkce.

N | .1 1
Reseni lim==1Ilim==0, lim==o0.
x=1 X X—o ¥ x—0" X

Pravidla pro pocitani s limitami

Véta 2.5 Necht existuje lim, , f(x)=L,, lim_, g(X)=L, adisla L,L, €R, pak existuje limita

souctu, rozdilu, soucinu eventuelné podilu funkci f a g. Plati

erpo[f(X)+g(X)]=L1+Lz~ (22)
gLrpo[f(X)—g(X)]=L1—Lz- (23)
lim (x)9(x) = L. (24)

. f(x) L

lim——==—,pokud L, #0. (25)

=% g(x) L ’

Vycet neurcitych vyrazt:

o 0

—,—,00 —00,0-00,1%,00° 0°

o 0
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P¥iklad Spocitejte lim Xt
X—

X+2

Reseni KdyZ do daného zlomku dosadime x =2, dostaneme neur¢ity vyraz typu <. Proto pFed tim,

ne? zatneme pocéitat limitu, zlomek upravime. Citatele rozloZime na soucin a zkratime se jmenova-

telem. Pak spoéteme limitu.

2_ —_—
lim X —4 _lim (x=2)(x+2) 0
o2 X4+2 o2 X+2

Véta 2.6 Necht' lim f (x) =0 a existuje okoli O(X,), v némZ je funkce g ohranicend, pak

X—>Xg

lim f(x)g(x) =0.

Priklad Dokazte, Ze limlsinx =0.

X—>00

Reseni Protoze lim,_1=0 a pro libovolné xeR je funkce sinx omezend, lze aplikovat

X—® X

Vétu 2. 6. obdrZzime tak poZadovanou rovnost.

Véta 2.7 Necht'v levém okoli bodu X, je funkce f omezend a "meg g(x) =0.. Pokud pro vsechna
X e (X, —9,%,) je sgn f(x)=sgng(x), pak
lim w =0

x>x g(X)
KdyZ ale sgn f (x) = sgng(x) pro X € (X, —3,X%,), pak

Fx) __

lim——==
=% g(x)

Poznamka V pravém okoli bodu X, plati analogické tvrzeni.

Priklad Spocitejte lim -1
x—>—1*

X341 "

1
x3+1

je kladna konstanta, jmenovatel pro x — —1" je kladny a jde k 0, proto

. . . 1
=o.Pro X —-1" je jmenovatel zdporny a jde k 0, protoL, = lim — 1
x—>-1" X" 4+

Resen: V ¢itateli zlomku

L = lim =—00.

-1 X% +1

Protoze L #L,, nema funkce v bodé x, =—1 limitu.
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Véta 2.8 Kdyz lim,_,, f(x)=Ilim,, 9g(x) a funkce f,gah spliuji v jistém okoli bodu X, Ze
f(x) <h(x) <g(x), pak

lim f(x) = limh(x) = lim g(x).
X—>Xg X—Xg X—Xg

‘ . - (v s SINX
Poznamka Na zakladé Véty 2.8 Ize dokazat, ze Ilng— =1
X—>! X

Priklad Spocitejte limi=sgsx
x>0 X

Reseni Citatele i jmenovatele vynasobime vyrazem 1+ cos X, pak

. 2

. 1-cosx . 1-cos’x __(sinx 1 1
lim———=lim— =lim =—.
x>0 X x>0 x“(1+cosx) x>0\ x ) 1+cosx 2

Véta 2.9 (Limita sloZené funkce) Necht

lim f(x) =y, limg(y) =L
X—Xg Y—=Yo
a existuje O(X,) tak, Ze pro vsechna XeO(X,),x#X, je také f(X)#Y, Pak existuje

lim, . g(f (X)) aplati

lim g(f (x)) = L..
X—Xg

Pfiklad Spocitejte lim In(3;).

Reseni lim In(+4) =] =y|=lim Iny =0.
x—0 y—1

Priklad Spocitejte Iing+

x+sin(x) *

. -1 . )

N . X . X+ SIn(X . SIn X

Reseni |Im—_=|lm(#j :Ilm(1+—] =
x—0 ¥ +S|n(x) X—0 X X—0

N |
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Spojitost

V predeslé kapitole jsme se vénovali limité funkce a pravé prostfednictvim limity je definovan pojem
spojitost funkce. V této kapitole si nejprve uvedeme, co to znamen3, Ze funkce je spojitd v bodé
a naintervalu, klasifikujeme rizné druhy nespojitosti a nakonec se zminime o stejnomérné spojitych

funkcich.

Definice 2.5 Funkce f je spojita v hromadném bodé x, € Df, pravé kdyz
lim f(x) = f(x,).
X—Xg

Poznamka (Geometrickd interpretace spojitosti) Z definice limity a spojitosti (viz definice 2.1 a 2.5)

dostaneme, Ze funkce f je spojita v bodé x,, kdyz

pro x — x, jde f(x) - f(x,).

y=Tf(x)
f(x,)

(%)

[

f(x,)

Definice 2.6 Funkce f je v bodé X, spojitd zprava, kdyz lim f(x)= f(x,) a zleva, kdyZ

lim f(x) = f(x,).
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Poznamka Vzhledem k definicim limity uvedenym v pfedchozim odstavci, miZeme spojitost defino-

vat také nasledujicimi ekvivalentnimi zpGsoby: Funkce f je spojita v bodé X, kdyz pro kazdou po-

sloupnost {x }, takovou, Ze x, = xq, x # x,, plati f(x,) = f(X,)

Véta 2.10 Funkce f je spojitd v bodé X,, prdvé kdyZ zde md obé jednostranné limity, pro které plati

F(x) = f0x) = (%)

Véta 2.11 Jestlize funkce f a g jsou spojité v bodé X,, pak také funkce f +g, f.g,% (kdyz

g(X,) = 0) jsou spojité v bodé x,.

Véta 2.12 Necht funkce f je spojitd v bodé X,, funkce g je spojitd v bodé y, = f(X,), pak také

sloZzend funkce gof je spojitd v bodé X,.

Druhy nespojitosti

Funkce nemusi byt jenom spojité. Napfiklad funkce racionalni lomena je nespojita v kofenech svého

jmenovatele, funkce COtg X je nespojitd v celistvych ndsobcich 7. Vénujme se proto nyni klasifikaci

jednotlivych druh( nespojitosti.

Definice 2.7 Bod X,, v némZ funkce neni spojita, se nazyva

» bodem odstranitelné nespojitosti, kdyz funkce f nenivbodé X, definovana a plati

f(x5)=f(X).
nebo kdyz
f(x) =106) = (%)

» Bodem nespojitosti 1. druhu, kdyZ obé jednostranné limity jsou konecné a

f(x3)# f(x).

» Bodem nespojitosti 2. druhu, kdyZ alespon jedna z jednostrannych limit je nevlastni.
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Priklad Urcete body nespojitosti funkci

2
— X°+4x+4
a) T ox+2 0

b) Heavisideovy funkce y=H(x+1) a

c) funkce y=-<.

X

Reseni
» Pro funkci y :% je X, =—2 bodem odstranitelné nespojitosti, protoze
2
. X“+4x+4 .
lim————— = lim(x+2) =0.

X——2 X+2 X——2

1 prox>0

» Heavisideovu funkci definujeme vztahem H(x) = .
0 prox<0

Pro funkci y =H(x+1) je X, =—1 bodem nespojitosti 1. druhu, protoze
lim H(x+1) =1 lim H(x+1)=0.
x—>-1" x—-1"

» Pro y= X—12 je X, =0 bodem nespojitosti 2. druhu, protoze

.1 .1
|Im—2:oo,|lm—2=oo
x—1" X x—1 X

Poznamka Jestlize v bodé X, limita funkce neexistuje, je funkce v tomto bodé nespojita.

Je-li funkce definovand v izolovaném bodé, pak ji zde povazujeme za spojitou.

Pfiklad Funkce f(Xx)=sini je nespojitd v bodé X, =0, protoZze zde nema limitu.

1 pro x racionalni

0 pro x racionalni je nespojitd ve vSech bodech svého defini¢niho

Dirichletova funkce f(x) = {

oboru.
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Spojitost na intervalu

Definice 2.8 Funkce f je spojitd naintervalu |, kdyz je spojita v kazdém jeho vnitfnim bodé a pokud

levy (pravy) koncovy bod patfi do intervalu |, je v ném spojitd zprava (zleva).

Definice 2.9 Funkce f je naintervalu | po ¢astech spojitd, kdyz zde ma pouze konecny pocet bodl

nespojitosti, a to prvniho druhu.
Priklad Funkce y =sgn(x) je po ¢astech spojita.

Véta 2.13 (Weierstrass) Spojita funkce na uzavieném intervalu je omezend a nabyvad zde své nej-

mensi a nejvétsi hodnoty, a to bud'uvnitr, nebo v krajnich bodech intervalu.

V tomto odstavci bylo uvedeno, Ze limita funkce f pro x — X, se rovnd L, kdyz
pro kazdou posloupnost bod X, — X,, X # X,, konverguje posloupnost funkénich
hodnot f(x,) = f(X,). Funkce mlZe mit nejvys jednu limitu. Pfi vypoctu limit vy-
uzivame skutecnosti, Ze limita souctu funkci je rovna souctu limit, limita soucinu

funkci je rovna soucinu limit, limita slozené funkce je rovna limité z jejich slozek.

Funkce je v bodé spojita, pravé kdyz lim f(x) = f(xq). O vlastnostech funkce
X—Xg

spojité na uzavieném intervalu pojednava Weierstrassova véta.

1. Nakreslete graf takové funkce f, pro kterou lim f(x)=5 a IinlW f(Xx) =c0.
x—1* x—1"

X prox>1 . .
. M3 tato funkce v bodé x;,=1

2. Nakreslete graf funkce f(x)=
1 prox<l

limitu?
3. Musi byt funkce v bodé, ve kterém je spojitd, také definovana?
4. Cemu se musi rovnat limita funkce f v bodé Xy, aby funkce byla v tomto bodé

spojita?
5. Jak je to se spojitosti funkce raciondlni lomené a cyklometrickych funkci?
6. Spoditejte limitu

a) lim 2, kdyz x, = —3,3,00, o0
X—Xo

X+3 2

b) lim Xcotg X, kdyZ X, =0,%

X—X%g

N
c) lim £x

x—0*

d) Iirglarctgx
[a) 3,@,@, b) —6,0,@,—00, C) Foo d) 0 ]
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7. Urcete body nespojitosti funkce
) (00=25
o FO0=1
g FC0=0x]

[a) x=1 — bod odstranitelné nespojitosti, x =—2 — bod nespojitosti 2. Druhu;
b) x=1 — bod nespojitosti 2. Druhu; c) x=n,neN — body nespojitosti 1.
Druhu.]
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Kapitola 3

Derivace funkce

Po prostudovani kapitoly budete umét:

- definovat derivaci funkce
- spocitat libovolnou derivaci
- aplikovat poznatky diferencialniho poctu

Klicova slova:

Derivace funkce v bodé, derivace funkce na intervalu, derivace vyssich radd, logarit-
mickd derivace, L’Hospitalovo pravidlo, staciondrni body, lokalni extrémy, globalni
(absolutni) extrémy, funkce konvexni a konkavni, asymptoty bez smérnice a se

smérnici
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Derivace funkce v bode

Pti zavedeni pojmu derivace vychdzime z limity. Derivaci zavedeme jako limitu relativni zmény
funkce. Tento zpUsob definovani déla z derivace nastroj k podchyceni dynamiky déni. V tomto
odstavci kromé definice derivace si uvedeme jesté pravidla pro jeji vypocet.

Definice 3.1 Necht funkce f je definovana v okoli bodu X, a existuje kone¢na limita

/() = lim -3 =T (%),

X—>Xg X=X,

pak tuto limitu nazyvdme derivaci funkce f v bodé x,. Pokud uvedena limita neexistuje nebo je

nevlastni, funkce v bodé X, derivaci nema.
Poznamka Kromé oznaceni f'(x,) se pro derivaci funkce v bodé pouZivd i zapisu f'|x:XO .

Poznamka Derivaci funkce f vbodé X, je mozné také definovat vztahem

100) = lim f(x0+hr)]— f(x)

h—0
kde h=x—Xx, je diference argumentu X v bodé x,.

Diferenci argumentu X muZeme také znalit AX =X —X,.

Pokud Af (x,)= f(x)— f(X,) oznacime diferenci funkce f v bodé X,, dostavame dalSi moznost

zapisu pro derivaci funkce

: - AF(X)
Flx) = lim—
Poznamka (Geometricky vyznam derivace) Podil %;O(X“) predstavuje z geometrického hlediska

smérnici se¢ny ke kfivce y = f(X), ktera prochazi body (X, f (X)) a (X,, f(X,)). Jestlize se s bodem
X zatneme bliZzit k X,, bude seCna prechazet vteCnu. To znamenda, Ze derivaci

f’(x0)=limHX0M mlzZeme geometricky interpretovat jako smeérnici tecny ke kfivce

X=Xg

y = f(x) vbod& (X, f(X,)).
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tena

sefna
____________________________________ %\ y=1@)

S (x) = f(x)

Priklad Spocitejte derivaci funkce v bodé X, z definice derivace, kdyz

a) f(x)=x% b) f(x)=¢€*, c) f(x)=sin(x).

Reseni
. 2_\2 . 2 2_\2 .
a) lim (Xo+h)“—Xg = lim XO+2X02+h Xo _ lim (2xp+h)h — 2X0
h—0 h—0 h—0
. X0 (h_ .
b) lim €202 = |im &2 — g% [jm £ = g%
h—0 h—0 h—0
S|n(x0+h)—sin X, . 2C0sZMsinh 2X, +hsing
c) lim =1im = lim cos—%——%2 = C0S X,.
h—0 h h—0 h h—0 2 %

Poznamka (Rovnice te¢ny a normaly) Vzhledem ke geometrickému vyznamu derivace dostavame,
Ze te¢na ke grafu funkce y = f(x) je pfimka, kterd prochdzi bodem (X,, f(X,)) a ma smérnici

f'(X,). Rovnice te¢ny ma proto tvar

f (X) = f (Xo) + f ’(Xo)(x - Xo)-

Normadla ke grafu funkce y = f(x) vbodé (X,, f(X,)) je pfimka kolmd na te¢nu. Smérnice této nor-

maly je rovna 5 (X 5 @ rovnice normaly ma tvar

F(x)=f(x)- (x )(X_Xo)-
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Priklad Napiste rovnici te¢ny a normaly ke grafu funkce y = x*, atovbodé T =(L17?).
Reseni Pro druhou soufadnici bodu dotyku mame y =1 =1. Podle pfedchoziho pfikladu a) mdme

y'(D) =2x|,_,=2.
Rovnice te¢ny ma tvar

y—-1=2(x-1) = y=-1+2x
a rovnice normaly je

1
y=-—sx+7

Poznamka (Fyzikalni interpretace) Derivace funkce v bodé predstavuje okamzitou lokalni

s(t)-s(ty)

zménu. Tak napfiklad, kdyZz s =s(t) je draha, pak s'(t,) = !irg %

je okamzita rychlost.

Definice 3.2 Necht funkce f je definovana v okoli bodu X, a existuje kone¢na limita

i 100100

X—Xg X — XO

pak tuto limitu nazyvame derivaci funkce f v bodé X, zprava.
Pokud existuje koneéna limita

TGRS ICONPRN

-x% X=X,

pak ji nazyvame derivaci funkce f vbodé X, zleva.

Poznamka Derivaci funkce v bodé X, zprava je mozné také znacit f'(X;) a derivaci funkce v bodé

Ve ’ —
X, zleva lze znacit f'(X;).

Véta 3.1 Funkce f md v bodé X, derivaci, pravé kdyZ zde md derivaci zprava a derivaci zleva, které

se navzdjem rovnaji.

Véta 3.2 (Derivace a spojitost) Jestlize funkce f md v bodé X, konecnou derivaci, pak je v tomto

bodé spojita.

Poznamka Obracenad véta neplati. Funkce, ktera je spojita v bodé, nemusi mit v tomto bodé derivaci.

Funkce y =| x| je sice vbodé x, =0 spojita, ale nemd zde derivaci, protoze y'(0") =1=-1=y'(0").
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y =[x

Pravidla pro derivovani

Pro praktické pocitani je dulezité védét, jak se derivuje soucet, soucin a podil funkci, jak je to s deri-

vovanim sloZené funkce a jak vypadaji derivace elementdrnich funkci.

Véta 3.3 Ve vsech bodech, kde jsou uvedené funkce definovdny, plati

(Xn)r — anfl’ C! — 0
(ax)’ = a"lna, (e*) = e
(log,) = ———\ (nxy = =
xIna X
(sinx)’ = cosx, (cosx)’ = —sinx
, 1 : 1
(tgx)" = 7 (colgx) = ——
COS” X sin® x
(arcsinx)" = 1 , (arccosx)’ = - 1
V1-x? 1—x?
(arctgx)’ = 1 (arccotgx)’ = - !

1+x%' 1+ x?
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Véta 3.4 Necht funkce f a g maji derivaci v bodé X, svého spolecného definicniho oboru a C je
libovolnad konstanta, pak existuji derivace
f(x)

f "o(f + "o (f | —— ,
(0f (X)), (F (X) mw)o((MMM)O(mml%

pro které plati

(cf (0, =CF (%)
(F()£9()) e = F'(X) £9°(X))
(FAF()) s, = T1(X)9(X0) + (%) 9'(%,)
(f(x))l _ f'(x0)g(x0) — f(x0)g' (x0)
f) g% (xo)

Priklad Spotitejte derivaci funkce f(x)=x"e* vbodé X,.

Reseni Funkci budeme derivovat jako soucin podle véty 3.4. P¥i derivovani jednotlivych ¢&initeld vy-

uzijeme vysledka z prikladu, ktery jsme spoditali jiz dfive.

(x* "), = (2xe* +x°€"),_, = (2%, +(%;)*) e*.

Véta 3.5 Necht funkce f md v bodé x, a jeho okoli derivaci a funkce g md derivaci v bodé

Yo = T(X,), pak sloZend funkce gof md derivaciv bodé x, a plati
(9(F (X)), = 9'(¥0) £1(X,)-

Poznamka Vétu 3.5 Ize pouZit i k vypoctu derivace vicenasobné slozené funkce, ktera se pak rovna

soucinu derivaci jednotlivych slozek.
PFiklad Spotitejte derivaci funkce f(X)=sinx® v bodé x,.

Reseni Funkci budeme derivovat jako sloZenou funkci podle véty 3.5. Jeji vnitini slozka je u=x®
a vnéjsislozka je y =sinu. Pfi derivovani jednotlivych sloZek vyuZijeme vysledk( z dfive uvedeného

prikladu. Protoze

(sinu) =cosu a (x*) =3x,
dostaneme

, 2
(sin x?’)X=X0 :(3x2 cosx3)X=Xo = 3Xg cosxos.
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Véta 3.6 Necht funkce f md v bodé X, derivaci riiznou od nuly, pak inverzni funkce f (pokud

existuje) ma v bodé y, = f(X,) derivaci, pro kterou plati

1
F'(%)

(F2Y)), oy, =

Priklad Spocitejte derivaci funkce f(x)=Inx vbodé X,.

Reseni Funkce je inverzni funkci k funkci f (x) =e*. Podle dFive uvedeného pfikladu je (ex)'x:XO =e",

Z véty 3.6 a vzhledem ke skutecnosti, Zze pro y, >0 plati X, =Iny,, mdme

, 1 _ Inst 1
(In(y))y:y(,:e_xozexo:e °=y—.
0

Definice 3.3 Funkce f ma derivaci na intervalu |, kdyZ ma derivaci v kazdém jeho vnitfnim bodé

a pokud levy (pravy) krajni bod patti do intervalu, ma v ném derivaci zprava (zleva).

Pomoci definice derivace a vySe uvedenych vét lze odvodit nasledujici vzorce pro derivovani ele-

mentarnich funkci:

Priklad Derivujte funkce

a) y=sxicox - By y=Inl ) y=1g*2x.

Reseni

a) Funkci derivujeme jako podil (viz Véta 3.3)

d (sinx+cosx) (cosx—sinx)cosx—(sinx+cosx)(—sinx) 1
dx Cos X cos® X cos® X
b) Funkci derivujeme jako funkci sloZzenou podle Véty 3.4

d (1 1 1

— [In—) =(Inx™) = —_1(—x’2) =—=.

dx X X X
c) Funkce je vicendsobné sloZzena (viz poznamka vyse), a tedy

1 4sin2x
2 2= 3oy "
COos” 2X C0Ss” 2X

%(t922x)= 2tg2x
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Poznamka (Logaritmickd derivace) Kdyz chceme derivovat funkci f(x)g(x), upravime ji nejprve na

tvar f(x)?™ =g 3 pak derivujeme. Obdrzime

y'= f(x)g“)(g'(x)ln F(x)+ g(x) ‘;'(X)}.
)

Pfiklad Derivujte funkci y = x**.

Reseni (x**) =(e”"™) =e”"™(2Inx+2x1) = x**(2+2Inx) = 2x”*(L+Inx).

Derivace vyssich radu

V matematické analyze se pracuje i s derivacemi vy$sich radd. Obdrzime je postupnym derivovanim
z derivaci radu nizsich.
Definice 3.4 Necht funkce f ma derivaciv O(X,) a funkce f' ma derivacivbodé X,, pak fikdme,

Ze funkce f ma druhou derivaci v bodé X, a piseme

F (%) = (F'(x))_.-

Priklad Spoctéte 2. derivaci funkce y =In2x.

I
|

|
iR

Resen: y'=L12=1y"==L

Priklad Zjistéte, zda funkce y = x+e°* +¢* je feSenim diferencialni rovnice y"—3y'+2y =2x—3.

Reseni: Spo¢teme 2. derivaci zadané funkce: y'=1+2e” +¢*,y" =4e”* +e*. Po dosazeni do levé

strany diferencialni rovnice dostaneme

47 4 ¥ —3-6e" —3e* +2x + 2" +2e* =2x-3.
ProtoZe v posledni rovnici se leva strana rovna pravé, je funkce y=x+e* +e* feSenim rovnice

y"—=3y'+2y=2x-3.
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Poznamka Definici 3.4 mUzZeme zobecnit a definovat derivaci n -tého radu

FO(%) = (F"2(9), .

Vztah plati pro vSechna ta X, pro kterda ma funkce f 1 derivaci.

Derivace vy$sich fada znacime f7, f", £, £ .

Priklad Spoctéte n -tou derivaci funkce y = Inx®.

~ o , _1yn-1 _
Reseni': y'=‘°’x—éz=3§, y" =3( ) y"=3%, y@ =3 (—?), Ly =0 2123

Vyuziti diferencialniho poctu

Diferencidlni pocet je uc¢innym nastrojem pti zkoumani vlastnosti funkci. Pomoci derivaci mizeme
stanovit limity neurcitych vyraz(i. MGzeme také pomoci toho, zda derivace urcitého radu je kladna
¢i zaporna, urcit intervaly, ve kterych je funkce rostouci popf. klesajici a ve kterych je konvexni popf.

konkavni. Pomoci limity zase rozhodneme, jestli graf funkce ma néjaké asymptoty.

L'Hospitalovo pravidlo

L'Hospitalovo pravidlo slouzi k vypoctu limity funkce.

Véta 3.7 (I'Hospitalovo pravidlo) Necht pro funkce f a g plati (Iim f(x)= Iim g(x) =0. Pokud f

pro kterou

X g(X)’
plati
m f(x) _lim F'(x)
X—Xo g(x) x=% g (X)
Véta 3.8 Necht pro funkce f a g plati Iim f(x)=1limg(x)=0. Pokud f i g jsou k-krét diferen-

(x)
Q(X)

covatelné v okoli bodu X, a existuje IIm (k)éx)), pak existuje také ||

a plati
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lim £ 09 _ iy £700.
=0 g(x) 0 gU(x)

Poznamka Véty 3.7 a 3.8 plati i v pfipadé, kdyz predpokladame, zZe lim f(x) = lim g(x) = nebo
X—)XO X—)XO

Ze lim f (x) = lim g(x) = —oo, pop¥. kdyZ misto X — X, bereme X — o nebo X — —w.
X—>Xg X—Xg
Poznamka L'Hospitalovo pravidlo se uziva k uréovani limit vyrazd typu " 3" nebo "2 ".

. . o v , v v v IV aT . , o 0
L’Hospitalovo pravidlo mizeme také pouzit pfi uréovani limit vyrazd typu "0.00", "o0o—o0", "0" ", "

7

0’ " nebo "1” " oviem a? po Upravé, kterd vyraz prevede na typ "3"nebo 2"

> "0.00" upravime takto UV =4 natyp"2",

1.1
» "oo—oo" upravime takto U—V =1-1=- natyp "g"

uv

vinu

> "0°","o0®", "1”" pomoci Upravy U’ =€"™ prevedeme na typ "€ ".

sinx

Priklad Spoditejte limLe .
x—0

1_eX _ X
Reseni lim——"3" =lim =-1
x>0 51N X x>0 COS X
- o
Pfiklad Spocitejte !(Erol LIn(x +1).
< 1 . In(x+1 )
Reseni lim=In(x+1)"0.0" =lim M% =limxL =0,
X—0 X X—0 X x>0 1

P¥iklad Spocitejte lim(sin x)*.
x—0
Reseni

lim(sin x)*"0°" = lime*"™"* = lime® =1
x—0 x—0

x—0

: o e Insinx, e xE L =2

lim xInsin x"0.c0" = lim 2" =|lim#X = lim—"2" = =lim =0.
x—0 x>0 1 ® x>0 =L x>0 tg X x—>0 1
X x? cos? x
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Monotonie a extrémy funkce

Definice 3.5 Rekneme, Ze funkce f je v bodé X, (ostfe) rostouci, kdy? existuje vlastni okoli bodu

X, tak, Ze f(x)< f(x,)proxe(X,—9,%,)a f(x)> f(X,) pro xe(Xy, X, + ).

Pokud f(x) > f(xg) pro x € (xo — 6,%0) a f(xo) > f(x) pro x € (xq,x + &), pak funkce f je

v bodé X, (ostfe) klesajici.

Poznamka Funkce je rostouci na intervalu |, pravé kdyz je rostouci v kazdém bodé tohoto intervalu.

Funkce je klesajici na intervalu |, pravé kdyz je klesajici v kazdém bodé tohoto intervalu.

Véta 3.9 (Postacujici podminka monotonie) KdyZ funkce f mdv bodé x, prvni derivacia f'(x,) >0,
pak f jev X, (ostfe) rostouci. KdyZ funkce f md v bodé x, prvni derivacia f'(x,) <0, pak f je

(ostre) klesajici.

Priklad Urcete intervaly, na kterych je funkce y =| X + 3| ostfe rostouci a na kterych je ostre klesajici.

X+3 prox>-3
Reseni Zadanou funkci mdzeme psat ve tvaru f(x)=< 0 pro x =-3.
-X-3 prox<-3

1 prox>-3
O monotonii funkce rozhodneme na zakladé prvni derivace f'(x)=4 0 prox=-3
-1 prox<-3

Odtud obdrzime, ze funkce y =| X+ 3| je pro X >—3 ostfe rostouci a pro X < —3 ostre klesajici.

Poznamka, | kdyzZ je funkce v néjakém bodé rostouci, nemusi jesté mit v tomto bodé kladnou prvni
derivaci. Napfiklad funkce y =x® je vbodé& X, =0 rostouci, ale y'(0) neni kladna. (Namalujte si

obrazek.)

Poznamka KdyzZ pro vSechna xe | je f'(x)>0, pak je funkce f (ostfe) rostouci na intervalu 1.
Pokud f’(x) <0 provsechna X €|, je funkce f (ostre) klesajici na intervalu |. V pfipadé, Ze pro
véechna x el plati neostrd nerovnost f'(x)<0 (popf. f'(x)=0) pro vsechna X e |, hovofime

o tom, Ze funkce je na intervalu | nerostouci (popf. neklesajici).

Definice 3.6 Bod, ve kterém ma funkce nulovou prvni derivaci, se nazyva stacionarni bod.
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Definice 3.7 Funkce f :1 — H nabyva v bodé X, svého

> lokdlniho maxima, kdyz existuje okoli O(X,) tak, Ze proviechna x € O(x,) je f(X,)= f(X).

» lokalniho minima, kdyZ existuje okoli O(X,) tak, Ze pro vSechna x € O(X,) je f(X,) < f(X).

Pokud f(x,)> f(x) (popf. f(x,)< f(x))provsechna xeO(X,)NI,X#X,, je X, bodem ostrého

lokdIniho maxima (popf. minima).
Body lokadlniho maxima a minima nazyvdme souhrnné body lokalnich extréma.

Poznamka Funkce mUiZze mit tedy extrém bud've stacionarnich bodech nebo v bodech, v nichz deri-

vace neexistuje. Naptiklad funkce y =x* m3 ve stacionarnim bodé X, =0 lokalni extrém. Funkce

y =| x| vbodé X, =0 nema sice derivaci, ale ma zde lokalni extrém.

Na druhé strané staciondrni bod nemusi byt jesté bodem lokdlniho extrému, jak je tomu treba

u funkce y = x°.
Véta 3.10 Necht funkce f je spojitd v bodé x, € |. KdyZ pro véechna x € O(X,) plati

f'(x) >0 pokud x < x, a f'(x) <0 pokud x > X,,

md funkce f v bodé X, ostré lokdIni maximum.
Pokud pro viechna x € O(X,) plati

f'(x) <0 pokud x < x, a f'(x) >0 pokud x > X,,

pak md funkce f v bodé X, ostré lokdIni minimum.

Véta 3.11 Necht X, je staciondrnim bodem funkce f a existuje f"(X,). Jestlize f"(x,) <0, pak
funkce f md v bodé X, lokdlni maximum. Kdyz f"(x,)>0, md funkce f v bodé x, lokdIni mi-

nimum.

Priklad Viysetiete lokalni extrémy funkce y = x* —6x.

Reseni Nejprve uré&ime stacionarni body: y' = 2x — 6 = 0 © x = 3. Podle véty 3.11 rozhodneme

o druhu extrému. ProtoZe pro libovolné X je y"(x) =2>0, ma zadana funkce v bodé x = 3 lokalni

minimum.
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Priklad Urcete rozméry rotacniho valce, ktery ma pfi daném objemu nejmensi povrch.
Reseni Oznaéme:

I — polomér valce,

vV — vysku valce,

V — objem vdlce,

S — povrch vdlce.

Pro objem pak plati V = zr?v. Odtud dostaneme, 7e v = LZ

r
Pro povrch S vélce médme S(r) = 2nr? + 2nrv = 2nr? + Zr—v
Najdeme stacionarni body funkce S = S(r).

3_
S’(r)=47zr—2—\2/:u:0<:>r:31.
r r 27

O druhu extrému rozhodneme pomoci druhé derivace.
a Arr® + 4V

r3 r3 ’

S”(#i) >0=>r= ,3/1 je bodem minima.
2r 2r

Valec bude mit pfi daném objemu nejmensi povrch, kdyzZ jeho polomér r = %/%

S"(r)=4r +

Poznamka Ulohy najit lokalni nebo absolutni extrém funkce byvaji oznacovény jako tlohy optimali-
zacni.
Definice 3.8 Rekneme, Ze funkce f nabyva v bod& x, €| svého absolutniho maxima, kdy? pro

vSechna x e | plati, Ze f(x)< f(x,).

Funkce f nabyvda v bodé X,el svého absolutniho minima, kdyZz pro viechna xel je

f(x) = f(x,).
Souhrnné absolutni maximum a absolutni minimum nazyvdame absolutnimi extrémy.

Véta 3.12 KaZdd funkce spojitd na uzavieném intervalu < a,b > nabyvd svého absolutniho extrému

bud'v nékterém bodé lokdlniho extrému nebo v krajnich bodech intervalu.
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Priklad Najdéte absolutni extrémy funkce f(x)=2x*-6x+8 naintervalu <0,3>.
Reseni Zadana funkce je spojita na uzavieném intervalu <0,3>.

Derivace f'(X)=6x*—6=0, kdy? x =+1.

Bod X =—1 nepatfi do uvazovaného intervalu.

Protoze f"(x)=12x a f"(1) =12 >0, ma funkce v bodé x =1 lokdIni minimum.

Porovnanim funkénich hodnot v bodé lokalniho extrému, kde f (1) =4, a v krajnich bodech inter-
valu, kde plati f(0)=8, f(3) = 44 zjistime, Ze bod x =3 je bodem absolutniho maxima a bod

X =1 je bodem absolutniho minima.

Vysetrovani prtibéhu funkce

Graf funkce, zejména kdyzZ je presny, umoznuje vytvofit si také pfesnou pfedstavu o vlastnostech

funkce. K jeho sestrojeni miZeme vyuzit své poznatky z diferencialniho poctu.
Definice 3.9 Necht existuje f'(X,). Rekneme, Ze funkce f jevbodé X,
> konvexni, pravé kdyz existuje O(X,), Ze pro viechna X € O(X,), X # X,, je

f(x)> F(x)+ F'(x)(x=%,) (58)
> konkavni, pravé kdyz existuje O(X,), Ze pro viechna X € O(X,), X # X,, je

f(X) < F(X)+ F'(X)(X—X,)- (59)

Poznamka Graf funkce, ktera je v bodé X, konvexni, se nachazi nad te¢nou a Ze graf funkce, ktera

je vbodé X, konkavni, se nachazi pod tecnou.

Véta 3.13 KdyZ funkce f mdv bodé X, druhou derivacia f"(x,) >0, pak f jev x, konvexni. Pokud

f"(x,) <0, je funkce f v X, konkdvni.

Poznamka Funkce f je konvexni (konkdvni) na intervalu |, pokud je konvexni (konkavni) pro

vSechna x e |.

Definice 3.9 Necht f je spojitd v bodé X, a md zde vlastni nebo nevlastni derivaci. Rekneme, Ze X,

je inflexni bod, kdyZ se v ném funkce méni z konvexni na konkavni nebo naopak.



MATEMATICKA ANALYZA 56

Véta 3.14 Pokud existuje f"(X,) a X, je inflexni bod, pak f"(x,)=0.

Poznamka Inflexnim bodem funkce mlze byt jen ten bod X,, vnémz f"(X,) neexistuje nebo kde

f"(x,) =0.
Poznamka Obecné plati:
Kdyz f'(x,) = f"(x,) =...=f(“’1)(x0) =O,f(")(x0) #0 a

n jesudé, f™(x,)>0, pak f mavbodé& x, ostré lokalni minimum,
n je sudé, f(”)(xo)<0, pak f mavbodé X, ostré lokdlni maximum,

n jeliché, f™(x,)>0, pak f je rostoucivbodé X,

YV V V V

n jeliché, f™(x,)<0, pak f je klesajici v bod& X,.

Kdy? £"(xp) =...= £ (x,) =0, P (x,) =0 a

» N jesudé, f(”)(xo)>0, pak f je konvexnivbodé X,,
> njesudé, F™(x,)<0, pak f jevbodé x, konkavni,

> n jeliché, pak f mavbodé X, inflexi.

Definice 3.10 V roviné je déna funkce f apfimka p. Rekneme, 7e p je asymptotou ke grafu funkce
y = f(X), pravé kdyZ vzdalenost bodl grafu funkce y = f(x) od pfimky p se pro x — oo bliZi

nule.

Poznamka Asymptoty jsou primky, ke kterym se blizi graf funkce, kdyz X — +oo popf. X = X(f

v pfipadg, Ze X, je bod, ve kterém funkce neni definovana.
Véta 3.15 Pfimka X = X, je asymptotou bez smérnice ke grafu funkce y = f(X), prdvé kdyz

lim f(x) = too.

X—X5

Véta 3.16 Pfimka y =ax+b je asymptotou se smérnici ke grafu funkce y = f(X) prdvé, kdyZ

o= i 0=l ) a0,

Poznamka Pri vysSetfovani prabéhu funkce postupujeme nasledovné

(a) Stanovime nulové body funkce a body, v nichz funkce neni definovana. Ty nam rozdéli defini¢ni

obor na subintervaly, ve kterych funkce nabyva bud’ jen kladnych nebo jen zapornych hodnot.
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(b) Spocteme prvni derivaci a uré¢ime body, v nichZ je 1. derivace nulovd nebo v nichZ neexistuje.

Ciselnou osu tak rozdélime na subintervaly, ve kterych je funkce bud jen rostouci nebo jen klesajici.

(c) Spocteme druhou derivaci a uréime body, v nichz je druhd derivace nulova nebo v nichz neni
definovdna. Tyto body rozdéli ¢iselnou osu na subintervaly, v nichZ je funkce bud'jen konvexni nebo

jen konkavni.
(d) Zjistime, zda funkce ma néjaké asymptoty bez smérnice nebo se smérnici.

(e) Spocteme nékteré funkéni hodnoty ve vyznamnych bodech (napf. v bodech extém( nebo v in-

flexnich bodech) a nakreslime graf.

Priklad Vy3etiete pribéh funkce y =2x®—6x +38.
Reseni

(a) Defini¢ni obor: x e (—o0, ).

(b) Derivace Yy’ =6x° —6.

6x’-6=0 < x=+1

Funkce je rostouci, kdyZz 6(x —1)(x+1) >0 tj. X € (—o0,—1> U <1 x).
Funkce je klesajici, kdyz 6(x —1)(x+1) <0 tj. xe<-11>.
Funkéni hodnoty v bodech extrém: f(-1) =12, (1) =4.

(b) Druha derivace y"=12x.

12x=0 < x=0
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infl.bod
77N\ | N
b

Funkéni hodnota v inflexnim bodé: f(0) =8.
Funkce je konvexni, kdyz 12x >0 tj. x € (0,0).
Funkce je konkdvni, kdyz 12x <0 tj. x € (—0,0>.

(d) Asymptoty bez smérnice funkce nemd, protoze je vSude definovana.

2x3—6x+8

ProtoZze a = lim ———— = 400, nema funkce ani asymptoty se smérnici.

x—+oo X

Graf funkce y =2x>—6x+8:

Pfiklad Vysetiete prabéh funkce y =x+1.
Reseni

(@) Dom f : x € (—o0,0) U (0, 0)
y=X250&x>0

y=X1<0&x<0

2 —1)(x+1.
(b) y’:l_x_lzzx_lz(x i)

X X

58
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Funkce je klesajici, kdyz y' <0< xe<-1,0)uU(0,1>.
Funkce je rostouci, kdyZ y'>0 << X € (—o0,—1> U <1 ).
Extémy: y .. (-1 =-2,y,.,, D =2.

(c) y'= % Funkce je konvexni, kdyZ y">0< x> 0.
Funkce je konkavni, kdyz y"<0<«< x<0.

(d) Protoze lim(x + ) ==+, je x =0 asymptotou bez smérnice.
x—0*
Dale

a=lim S (x+3)= lim L+ =) =Lb= lim (x+ - x)=0.
X‘)iOOX X X—>to0 X X—>+o0 X

Je tedy y = X asymptotou se smérnici.

Graf funkce y :% aasymptot x =0,y =X:

X

NS T O TN LN

F/(x,) = lim )= T0%)

X—Xg X=X,

Derivace funkce v bodé X, je definovana vztahem
Cislo f'(x,) je smérnice te¢ny ke grafu funkce y = f(x) v bodé X,.
Derivaci vyssiho radu obdrzime derivovanim derivace fadu o jednic¢ku nizsiho.

Kdyz funkce ma v bodé extrému derivaci, pak je tato derivace rovna nule.
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Vypocet limit typu " 2" nebo " 2" miZeme provést pomoci I'Hospitalova pravidla.

Z 1. derivace funkce urcime stacionarni body a intervaly, ve kterych je funkce rostouci

nebo klesajici.
Z 2. derivace funkce urcime intervaly, ve kterych je funkce konvexni nebo konkavni.

Pomoci limit uréujememe asymptoty ke grafu funkce.

Napiste vztah, kterym je definovana prvni derivace funkce v bodé.
Jestlize funkce ma v bodé X, derivaci, musi byt vtomto bodé spojita?

Jaky je geometricky vyznam 1. derivace v bodé?

Zopakujte si zakladni vzorce pro derivovani funkci.

Které typy limit se daji pocitat pomoci I’'Hospitalova pravidla pfimo?

Jaka musi byt hodnota prvni derivace funkce f v bodé extrému? Pro¢?

Uvedte nutné podminky pro to, aby dost hladkd funkce (tzn. funkce, kterd ma

potfebné derivace) byla na intervalu | klesajici a konkavni.

Jak je definovdn stacionarni a jak inflexni bod hladké funkce?

Musi mit funkce ve svém staciondrnim bodé extrém?

10. Za jakych podminek ma funkce asymptotu bez smérnice a asymptotu se smér-
nici?

11. Spoctéte derivace a rozhodnéte, kdy je derivace definovana.

a) (2x* +x" +3* =2Inx)’

b) (tg xcosx)’

C) (X2 eX)!

d) (xe*(cos x +sinx))’

NounRwNRE

© ®

e) y=75
f) y=InZx

[a) 4x+7x°+3*In3—2, b) cosx, c) xe*(2+x), d) e*(cos x +sin X +2xcos ),
e) y'= xe(-0,3),f) y=-%,xeR, {12}]

4-x2°

,—13 )3:

12. Spocitejte derivace funkce f v daném bodé
a) f(x)=sinx,x, =2~
b) f(x)=Inx?x,=1
c) f(x)=In(arctgx),x =~/3
d) f(t):et—‘,tzz
[a) f'(x) =cosx, f'(52) = =32 b) f'(x) =2, f'1) =2,¢) f'(X) = —Lt—

f(\3)=2

(1+x? )arctgx

d) F/() =42, f(2)=%]
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13. Spocitejte derivaci funkce (logaritmicka derivace)
a) y=x"
c) y=sinx™*
[a) y'=x"(Inx+1), b) y'=(sinX)
14. Napiste rovnici tecny a normaly ke grafu funkce y = f(x) vbodé T, kdyz
a) y=x°T =(2,0)

b) y=arcsinx,T =(3,?)

X (=sinxIn(sinx) +<x)]

sinx

[a)T =(0,0),t:y=0,n:x=0,b) T =(%,%), t:4J3x—6y+7—-23=0,n:33x+6y -7 =0]

15. Spocitejte 2. derivaci funkce
a) y=In<

X+1
b) y =e*(cos x —sinx)

[a) y" =242 b) y" = —2¢*(sin X +C0SX) |

x2(x+1)%
16. Pomoci I'Hospitalova pravidla spocitejte limitu
a) ||m 2x-sin2x

X—=0 x2arcsinx

b) lim -~

X200 24x5

o) lim (1)

x—0" ( X

[a) 3, b) o, ¢) 1]
17. Urcete absolutni extrémy funkce f =X+ naintervalu (—4,0>.
[ frax (0) =1 i (-4) = —4,2]
18. Vysetrete pribéh funkce
a) f(x)=¢,
b) f(x)=%3,
[a) Df =(—o0,0) U (0,00), f’(x):(x’x;z)ex, pro Xe(—0,0)uU(0,1> klesa, pro xe<l o) roste,
f"(x) =(X2’2X+2)ex, konkdvni pro X e(—,0), konvexni pro xe(0,0), Asymptota: x=0. Pro
X —>—00 je y =0 asymptotou.
b) Df = (—00,0)U(0,0), f'(X)=2%2, pro Xe(—oo,—i’/z)u(o,oo) roste, pro Xe(—?/E,O) klesa.

X

f"(x) = —X—64, konkavni pro x e (—o0,0) U (0,00). Asymptoty: x=0, y=xX. ]
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Kapitola 4

Neurcity integral

Po prostudovani kapitoly budete umét:
znat primitivni funkce k funkcim
stanovit primitivni funkce na zakladé vlastnosti neurcitého integralu

pouzit metodu per partes
pouzit substitu¢ni metodu

Klicova slova:

Primitivni funkce, neurcity integral, metoda per partes, substitu¢ni metoda
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Primitivni funkce a neurcity integral

Definice 4.1 Necht f a F jsou funkce definované na otevieném intervalu |. KdyZ funkce F ma

na intervalu | derivaci takovou, Ze pro vsechna x e | plati

F'(x) = (x), ©)

pak fikdme, Ze funkce F je primitivni k funkci f naintervalu I.

Priklad Ukazte, Zze F(xX)=(x—-1)In(1—x)—x je primitivni funkci k f(x)=In(1—Xx) na intervalu
(—o0,D).

Reseni Obé funkce F i f jsou naintervalu (—oo,1) definovany. Sougasné pro viechna X z tohoto

intervalu plati
, X—-1
F'(x) =In(1-x) —1——1: In(L—x) = f(x).
- X

To znamena, Ze F je primitivni funkci k f.

Obecné ke kazdé funkci f nemusi na daném intervalu existovat funkce primitivni. Plati vSak nasle-

dujici tvrzeni.
Véta 4.1 Ke kaZdé funkci f spojité na intervalu | existuje na intervalu | funkce primitivni.

Z definice primitivni funkce je zfejmé, ze kdyz F je primitivni funkci k funkci f naintervalu |, pak

také vSechny funkce které se od F lisi o konstantu, jsou primitivnik f na I.
Definice 4.2 Mnozinu vSech primitivnich funkci pfislusnych naintervalu | k funkci f nazveme ne-
urcity integral. PiSeme pak _[ f(x)dx=F(x)+c.

Zde f(x) jeintegrovana funkce (integrand), dx je diferencial nezavisle proménné, C je integracni

konstanta.

Poznamka Integrovani a derivace jsou na intervalu, na kterém je lze realizovat, navzdjem inverzni

operace:

[I fO)dX] =[F(X)]" = f(x)
jF’(x)dx =_[ f(x)dx = F(x).
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Zapamatujte si, jak vypadaji zakladni vzorce pro integrovani nékterych funkci. O spravnosti vztahu

se presvédcime tak, Ze obé strany rovnic derivujeme (viz definice 4. 1).

Véta 4.2 Ve vsech bodech, kde jsou uvazované funkce definovdny, plati

n+1
_[x”dx = +c,n=-1 Iidx
n+1 X
Jaxdx = 2 ¢ .[exdx
Ina
J' . Isinxdx
cosxdx = sinx+c¢
1
dx
12 dx = tgx+c sin® x
COS” X
1
_[ ! dx = arctgx+c¢ J de
X% +1 1-x
1 J.—l dx
J. v +1dx = -arccotgx+c < [ 2

In| x| +c

+C

—COSX+C

—cotg X +c¢

arcsinx+c¢

—arccosx+c

Priklad Spocitejte nasledujici integraly ,[de, de, J.Xlo dx, J‘10x dx, jﬁdx.

Reseni: Integrovat budeme podle vzorcl uvedenych ve vété 4.2.

Ide:O+
Idx:x+
11
0 dy = X4
11 .
I10de= 10 +
In10

,[%dx:_[xédx:Z\/;jL



MATEMATICKA ANALYZA 66

Zakladni integracni metody

Véta 8.3 Necht k je libovolnd konstanta a na intervalu | existuji integrdly j f(x)dx, I g(x)dx. Pak

také existuji _[ (f(x)£g(x))dx, J. k f(x)dx a plati: Integrdl souctu funkci je roven souctu integrali

téchto funkci. Konstantu Ize vytknout pred integrdl.

J.( f(x)£g(x))dx =I f (x)dxijg(x)dx
Ik f(x)dx=kI f (x)dx.
Poznamka Vétu Ize zobecnit na konecny pocet s¢itancu. Plati vztah

f [k fu0O) + Ko fo () + -+ knfou(0)] dx = Ky f £1(0) dx + ey f £, dx

pFiklad Spoctéte | 125 dx.

. ., —x2 ] @x)@+x) _ .[ j _
Reseni I)}sfxde—deX—— X—lde— %dX—%—|n|X|+C

Metoda per partes

Véta 3.4 (Metoda per partes) Necht funkce u(x) a v(x) maji na intervalu | spojité derivace prvniho

radu, pak

fuv’dx =uv — fu’vdx

Priklad Spocitejte integral I(X +1)cos x dx.
Reseni

u=x+1 u'=1 B

I(x+1)cosxdx: , .
V'=CcosX Vv=sinx

:(x+1)sinx—jsin xdx = (X +1)sin X + COSX + C.
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Piiklad Spocitejte integral _[xz In x dx.

Reseni

u=Ilhx u'=s
3 2 X3 3

1

Ilenxdx= X :—Inx—IX—dx:—Inx—X—+c.
X773 3 3 9
3

Poznamka KdyZz mame spocitat IPH(X)V(X) dx, kde P, (X) je polynom n -tého stupné, provedeme

v metodé per partes v zavislosti na tvaru funkce v(x) volbu takto:
» Pokud v(x) =e",sinx,cosX, polozime g(x)=P,(x), f'(x)=v(x).
» Pokud v(x) =arctgx,arcsinx, In" x, polozime f'(x)=P,(x), g(x)=v(x).
V pfipadé, kdy integral soucinu polynomu a néjaké funkce resime metodou per partes, klademe za

nederivovanou funkci polynom za predpokladu, Ze ke druhému ciniteli umime urcit primitivni funkci.

Jinak musime provést volbu opacné.

Substituc¢ni metoda

Véta 3.5 (Substitucni metoda) Necht funkce t = ¢(X) md na otevieném intervalu |, derivaci a zob-
razuje tento interval na interval 1,, funkce y = f (t) je spojitd na otevieném intervalu 1,. KdyZ po-

loZzime t = p(X), bude platit

|t o) oyax =] £ty t.

Priklad Spocitejte f cos® xsin x dx.
Reseni

3

t
‘:—Itzdt:—%+c:—%co§x+c

dt

COS X

Icos2 xsin xdx =

—sin xdx
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Poznamka Vétu o substituci Ize také aplikovat v opaéném sledu

x = o)
f(x)dx = =) f(pt)o'(t)dt.
Jie ‘dx A CORO
vs il . I dx
Priklad Spocitejte v
Reseni
X = sint
dx = costdt
I dx = :Idt:t+c:arcsinx+c.
Ji-x*2 Wi-x* = cost
t = arcsinx
7
d
Péiklad Spocitejte J oo
Reseni
2 _ 2
o X“+1 = (t -1y
f—dx: xdx = tdt =J tdtzj(t6—3t4+3t2—1)dt:
(x* +1) 2 = -1 t

(D) (X 1)’ L3¢ +1)?

— (X’ +1)* +c.
7 5 3 ( )

Pro Uspésné zvladnuti integrace nestaci pamatovat si jen, Ze integrujeme bud’ pfimo podle integrac-
nich vzorcll, nebo pouZijeme metodu per partes, eventuelné substitu¢ni metodu. Uzite¢né je také
védét, jak postupovat pfi integraci racionalni funkce lomené a jak pro urcité typy funkci zvolit sub-

stituci. Ve zbytku kapitoly se proto budeme vénovat témto otazkam.

Integrace racionalni funkce lomené

Funkci racionalni ryze lomenou rozloZime na soucet parcidlnich zlomkd a pak jednotlivé séitance

integrujeme zvlast. Musime umét spocitat integraly tvaru j A_dx (subst. X—a=t)

(x-a)¥
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Bx+C B(2x—2a) aB+C
BX;C2I dx. zd — X = 2 +
? IKH) oy e 208 J'[(x—a)2+b2]' J'(x2—2ax+a2+b2)' [(x—a)®+Db’]

prvniho séitance pouzijeme subst. x? —2ax+a’+b? =t. Pfi integraci druhého séitance subst.
X—a=t.

dx. PFi integraci

Priklad Spocitejte J.Xx—fzdx.

Reseni Nejprve v integrované funkci provedeme naznacené déleni

x3:(x—2):x2+2x+4+i2.

3

3
J X dx:J.(xz+2x+4+i)dx:x—+x2+4x+8ln|x—2|+c.
2 X—2 3

Reseni Jmenovatele rozlozime na soucin kofenovych €initeld a integrovanou funkci vyjadfime jako

soucet parcialnich zlomki

|
x> =3x+2 (1-x)(2-x)’
1 A B

(1—x)(2—x)_1—x+2—x'

1=A(2—x)+B(l-Xx).
Pro x=1 je A=1. Pro x=2 je B=-1. Je tedy

11
x?—-3x+2 1-x 2-x

2—-X =8
—dx =ds

J‘ J' dX J' 1-x =t

X’ —3x 2 x ‘—dx =dt|’

:I%(—dt)—fl(—ds):—ln\t|+|n|sy+c:lni;
S J—
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Priklad Spocitejte I%dx.
Reseni Nejprve provedeme rozklad na parcialni zlomky
x*+2 A Bx+C

3 - T3
x>-1 x-1 x°+x+1
X*+2=AX*+Xx+1)+B(x* =x)+C(x-1)

x*:1=A+B
x':0=A-B+C
x’:2=A-C.
A=1B=0,C=-1.
X+2 1 1
x*-1 x-1 x*+x+1
x*+2 1 1
dx = dx — dx.
J-XS—l '[x—l Ix2+x+1
Protoze X +X+1=(Xx+1)*+2, dostaneme
J‘ 1 1 x-=1 =t dt 4.dx
x-1 X“+Xx+1 dx =dt t 3((%) +1)
2x+1
B N
= V3 =In|t|—I22—(jS=In|x—l|—iarctgﬁ+c.
2 HCEERY 3 3
—dx =ds
3

Integrace goniometrickych funkci

V integralech tvaru ,[sin mx cosnx dx nejprve provedeme Upravu pomoci vzorcl

sinxcosy = %[sin(x —y)+sin(x+Yy)]
COSXCOSY = %[cos(x —y)+cos(x+Yy)]

sinxsiny = %[cos(x —y)—cos(x+Y)]

a pak integrujeme.

Priklad Spocitejte Icos 2Xsin 2x dx.
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Resen: Icostsin 2xdx = J.%(sin0+sin 4x)dx = %lcos4x +C

Integraly typu _[Sinm xcos" xdx fesime tak, Ze pokud

» m,n jsou celd, m liché, volime substituci cosx =t,
» m,n jsou celd, n liché, volime substituci sinx =t,

» m,n jsou sudd a kladna, upravime integrovanou funkci pomoci vzorcu

SINXCOSX = Esin 2X
- 2 1
sin“ x = 5(1_ C0S 2X)
) 1
COS” X = §(1+ C0S2X)
» pokud m,n jsou sudd, alespon jedno zaporné, volime substituci

tgx =t.

Priklad Spocitejte Igi";—fidx.

Reseni
3 —sin? sin X =t —t?
J'CPSAXdX:J'COSX(:!. 4sm X) dx — :J'1 4t dt
sin” X sin® x cosxdx =dt t
Jl 1 1 1 1 1
= —4——2dt:——3+—+ = +——-++C.
tt ot 3t° t 3sin°x sinXx

Poznamka Vime, Ze ke kazdé funkci spojité na intervalu | existuje primitivni funkce. Doposud jsme
tuto funkci ziskali v konecném tvaru. Nékteré integraly spojitych funkci vSak neni mozné vyjadrit

v kone¢ném tvaru. Tyto integraly predstavuji tzv. vyssi transcendentni funkce. Patfi sem napf.

2 . X -
Ie‘x dx,j%dx,]%dx,_{%dx, J,ﬂ—xx Ismxzdx, Icosxzdx.

MnoZinu vSech primitivnich funkci pfislusnych k funkci f nazyvame neurcitym inte-
gralem. Pfi vypocCtu neurcitého integralu pouzivame

» zdakladni integracni vzorce
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» skutecnost, Ze konstantu lze vytknout pred integral a Ze integral souctu je ro-
ven souctu integral(i
» metodu per partes

> substitu¢ni metodu.

1. Jak je definovdn neurdity integral?

2. Napiste vztahy pro metodu per partes a substitu¢ni metodu v neurcitém inte-
gralu.

3. Jak byste postupovali pfi integraci funkce racionalni lomené? Zopakujte si vzorce
pro integraci elementarnich funkci.

4. Metodou per partes, kde zvolite u = (x> +1)™", stanovte rekurentni formuli pro

sy , dx
vypocet integralu K, = J.ﬁdx.
(x*+1)
5. Metodou per partes, kde zvolite u =sin"™" X, stanovte rekurentni formuli pro vy-

pocet integralu | = Isin” X dXx.
6. Spocitejte integraly
a) Ixarctgxdx
b) Ixexz dx
c) _[ X_dx

x*—x?

d) J‘ﬁdx

e) J.sin3 x cos”® x dx

f) J-sin3x0034xdx
[a) 1 x%arctgx — 1 x +Larctgx+c, b)ie +c, c)—Inx+1In(x-1)+1In(x+1)+c,

d) = —arctgx+c, e) tcos’ x—icos’x+c, f) Zcos7x+21cos(—x)+c]
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Kapitola 5

Urcity integral

Po prostudovani kapitoly budete umét:

- pouzit metodu per partes a substitu¢ni metodu pro vypocet urcitého integralu
- spocitat plochu kfivo¢arého obrazce

Klicova slova:

Urcity integrdl, Newton-Leibnizova véta, metoda per partes pro urcity integral, sub-

stituéni metoda v urcitém integralu
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Definice Riemannova urcitého integralu

Odvozeni Riemannova urctého integralu: Predpoklddejme, Ze funkce f je na intervalu <a,b>

omezena.

Interval < a,b> rozdélime na subintervaly < X, ,,X >, i =12,...,n. Vzniklé déleni intervalu <a,b >

budeme znadcit

D,:a=x,<x,<..,x,=b.

Cislo

v(D,) = max(x; —x,)
budeme nazyvat normou déleni D,. Déleni intervalu je mozné volit riznymi zpGsoby. Pfedpokla-
dejme, Ze {D, }", je n&jaka posloupnost déleni. Rekneme, Ze posloupnost déleni {D,} je nulova,

kdyz pro normy déleni plati lim__,_ v(D,)=0.

Pro déleni D, :a=x,<x,<..<x,=b dale vybereme body & e<X _,,X, >, i=1...,n. MnoZinu

téchto bodl oznac¢ime

E, = {é:l’ “ees én}

a budeme ji nazyvat vybérem reprezentantd prislusnym k déleni D, .

Cislo

G(D,, f.E,) =2 F(£)(% —X1),
i=1
které geometricky miZeme interpretovat jako soucet ploch obdélnikl o stranach délky f (&)
a (X, —X,_,), nazveme integralnim souctem pfislusnym k déleni D,, funkci f a vybéru reprezen-

tantl = . (Viz vypInéna plocha na nasledujicim obrazku.)
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1 ~ F(S)
(%) f(x)

(&)

(&)

ag & & & b
Riemann(v urcity integral definujeme jako limitni pripad integralnich soucta.

Definice 4.1 (Riemann) Necht funkce f je omezena na intervalu <a,b>. Jeslize pro libovolnou

nulovou posloupnost déleni {D,}, existuje konecna limita

imG(D,, f,E,) =1, (23)

pak fikdme, Ze funkce f je riemannovsky integrovatelna na <a,b > a klademe

b
(R)j f(x)dx=1. (24)
a
MnozZinu vSech (riemannovsky) integrovatelnych funkci na <a,b > budeme v dalS$im textu znacit
R(a,b).

Poznamka Definici 9.1 Ize také vyjadfit nasledovné

f eR(a,b) (Vg >036>0(V{D,},|v(D,) < 8)=|G(D,, f,E)-1|< g)"
Poznamka Kdyz f(x)>0 na <a,b>, pak J.: f (x)dx predstavuje z geometrického hlediska plochu

rovinného obrazce omezeného kfivkou y = f(x) a pfimkamix = a,x = b a osou x. (Viz nasledujici

obrazek.)
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y=Tf(x)

Poznamka Kazda funkce nemusi byt riemannovsky integrovatelnd. Riemannovsky integrovatelnd

neni napf. Dirichletova funkce

0 pro x iracionalni
1 pro x racionalni.

x(X) ={

Mezi integrovatelné funkce patfi napf. funkce spojité.

Vypocet urcitého integralu

Prakticky vypocet Riemannova urcitého integralu provadime na zakladé nasledujici véty.

Véta 4.1 (Newton-Leibnizova) Necht f € R(a,b), funkce F je na <a,b> spojitd a primitivni k f

na (a,b), pak

(R, f(x)dx = F (b) - F(a).
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Poznamka Véta umoznuje spocitat Riemanniyv integral nasledovné: Jestlize F je primitivni funkci

k funkci f naintervalu (a,b), pak
b
®) f FG) dx = [FOOIL = F(b) — F(a).

Priklad Spocitejte jof sin 2x dx.

Reseni Ifsiandx:[—Coszzx} =1.
0

Véta 4.2 MnoiZina R(a,b) tvori linedrni prostor.

Poznamka Véta 4.2 vyjadiuje skutecnost, Ze urcity integral ze souctu dvou funkci je roven souctu

urcitych integral(. Konstantu Ize vytknout pred urcity integral.

PFiklad Spoditejte J 2 dx.

Reseni:
j[ 2 ix _ijd _=2_1[dx—2.1f dx = = 2[x]. - 2arctgx]. =2-Z
1+ x2 1+ X . < 1+ x° 0 0 2

Pokud neumime primitivni funkci urcit prfimo, miZzeme sahnout k substitu¢ni metodé nebo metodé

per partes.

Véta 4.3 (Per partes pro urcity integrdl) KdyZ funkce f,g jsou na intervalu <a,b> spojité diferen-

covatelné, pak

[ Fa()dx =[F (gL - [ f(0g'(x)dx.

Piklad Spoctitejte jle In X dx.

u=Inx, u'=

Reseni [ Inxdx = =[xInx]; - dx:=e 0—[x] =1.
1 1 1

x ><|I—‘

V'::L V=



MATEMATICKA ANALYZA 78

Véta 4.4 (Substitucni metoda pro urcity integrdl) Predpoklddejme, Ze ¢(t) je funkce monotonni
a spojité diferencovatelnd pro véechna t e< «, f >. Na intervalu <a,b >, kde a=¢(a), b=@(f),

je ddna funkce f, kterd je zde spojitd. Pak
b B ,
[ fo0dx=[" f(pt)e't)dt.

Pfiklad Spogitejte [ xdx.

Reseni
Inx = t
1 1
e 2 —dX = dt 3
[ "X 4x =| =J.Olt2dt={%} =%.
X x=1 - t=0 0
X=e —> t=1

Véta 4.5 Necht < a,b>=< Xy, X;)\J <X}, X,) U.ee <X, oy Xy g I <X, 4, X, >

KdyZ pro i=12,....,n je f e R(X,_;,X), pak

[" = Zj f (x) dx

Priklad Vyuzijte geometrického vyznamu a spocitejte plochu rovinného obrazce omezeného kfiv-

kami y*=x+1a x=1.

Reseni Nakreslime obrazek a vyuZijeme toho, 7e plocha je symetricka podle osy X.

£2 v I 2
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X+1 t?

Ng
1 dx = 2tdt N t3 8
P:ZL\/X+1dx=X:_l L ot—p :zjo 2t dt:“{g} :5\/2

x=1 - t:\/i

Riemann(v urcity integral je pro nulovou posloupnost déleni definovan jako limita
integralnich soucta.

b
Z geometrického hlediska predstavuje If(x)dx, f(x)>0 plochu rovinného

obrazce omezeného kfivkami y = f(x), x=a, x=b, y=0.

Hodnotu uréitého integrdlu spo¢teme jako rozdil hodnot pfislusné primitivni funkce
v horni a dolni mezi.

Pti vypocCtu nékterych urcitych integrdll se pouziva substitu¢ni metoda nebo metoda
per partes.

Uved'te geometrickou interpretaci definice urcitého integralu.

2. Které funkce jsou riemannovsky integrovatelné? Uvedte pfriklad funkce, kterd
riemannovsky integrovatelna neni.

3. Formulujte vétu, pomoci které se provadi vypocet Riemannova urciteho inte-
gralu.

4. Cim se pfi vypoctu odlisuje metoda per partes pro urcity integral od metody per
partes pro neurcity integral?

5. Cim se pfi vypoctu odliduje substitu¢i metoda pro uréity integral od substitu¢ni
metody pro neurcity integral?

6. Jak byste spocitali plochu rovinného obrazce omezeného kfivkami y =0, x=0,
X=37 a y=sinx?

7. Spoditejte integraly
a) _[; X2 sin x dx
b) '[f e*sin x dx

2 3
C _[1 x2e* dx

d).[o1 X dx

X2 +2X+2

5
d
e) ,[ 3 T
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[a) 7—2,b) Lef +1c)ie®+c, d) JInS-arctg2+%,e)In2 ]
8. Spocitejte plochu rovinného obrazce omezeného krivkami y:x3, y =0,
x=-1 x=1. [$]
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Kapitola 6

Nevlastni integral

Po prostudovani kapitoly budete umét:
- uréovat singularni body integrace
. vysvétlit pojem integralu jako funkce horni (dolni) meze
- vysvétlit pojem nevlastniho integralu vlivem funkce a vlivem meze

pocitat nevlastni integraly vlivem meze i funkce

. urcovat obsahy neomezenych geometrickych obrazcu

Klicova slova:

Integral jako funkce horni, resp. dolni, meze, nevlastni integral, singularni body inte-
grace, nevlastni integral vlivem meze, nevlastni integral vlivem funkce, konvergence

a divergence nevlastniho integralu.
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Integral jako funkce meze

V predchozich Uvahach, tykajicich se integral(i, jsme se omezili pouze na integraly, v nichz
integrandem byla omezena funkce a integracnim oborem byl omezeny a uzavieny interval. V této
kapitole se budeme zabyvat integrdly, jejichZ integrand neni omezeny a integrdly, jejichZ integracni
obor neni uzavieny a omezeny, tedy nevlastnimi integrdly. K definici nevlastnich integral( potfebu-

jeme zavést pojem integral jako funkce horni, resp. dolni meze.
Predpokladejme, Ze funkce f je na intervalu {a, b) integrovatelna podle Riemanna. Urcity

b
integral I f (x)dx je ¢islo, za pfedpokladu, Ze a a b jsou pevné hodnoty. Zlstane-li jedna mez pevna

(konstantni) a druhd mez bude nabyvat rGznych hodnot z intervalu {a, b), bude hodnota uvaZova-
ného urcitého integralu funkci této proménné meze. Existence takového integralu plyne z aditivity
urcitého integrdlu. Proménnou mez oznacime x, integra¢ni proménnou pak jinym pismenem, napf.

t, aby dvé rlizné veliciny nebyly oznaceny stejnym pismenem.

Je-li proménna horni mez integralu, pak dostaneme funkci H (x) =I f (t)dt a nazyvame ji
a
funkce horni meze integralu funkce f.

[l PR,

a X, X2 Xa

Obrazek 6.1  Integral jako funkce horni meze intergralu funkce f

b
Je-li proménnd dolni mez integrélu, pak dostaneme funkci D(x) = I f (t)dt a nazyvame ji funkce

X
dolni meze integralu funkce f.

Pfitom proménna x je libovolné, ale urcité Cislo, které nabyva hodnot z integracniho intervalu (a, b).
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Nevlastni integraly

b
Urcity integral If (X)dx jsme definovali v pfipadé, Ze integracni interval je omezeny a uzavieny
a

a funkce f je na ném omezena. Pokud nejsou tyto predpoklady splnény, pak definice urcitého inte-

gralu pomoci integralnich souctld neni vhodna a je tfeba postupovat jinym zplsobem.
. 1. "y . , y , T
Priklad Funkce ~ Je spojita na intervalu (0, 1), ale neni na ném omezend, protoze lim ==+,
x—0" X

NemuzZeme tedy hovofit o integralu I= | —=dx ve smyslu definice podle Riemanna.

O ey

1
X

Musime pojem integral zobecnit.
Uvazujeme-li 0 < a < 1 je funkce i spojita i omezend na(a, 1), existuje tedy integral

dx . Potom integral I Ize urit jako limitu integralu I, pro a - 0.

X |~

1
Io= |
Tedy I = ali_)r;r)1+ I,.

ST 3 " o .
Uvedeny integral I—dx nazyvame nevlastnim integralem vlivem funkce.
X
0

O nevlastnich integralech hovofime v pfipadé je-li interval (a, b) neomezeny, tj. a = —oo
nebo b = +o0 nebo soucasné a = — a b = +oo nebo neni-li funkce f na intervalu (a, b) ome-

zena. Body, v nichZ nastdvaji vyse uvedené okolnosti, nazyvame singularni body integrace.

Definice 6. 1 Rekneme, Ze bod ¢, kde a < ¢ < b je singularnim bodem integrace funkce f na inter-

valu (a, b), je-libud ¢ = —oo nebo ¢ = +o0 nebo neni-li funkce f na okoli bodu ¢ omezena.

Priklady singularnich bodu integrace:

C
J. f (X)dx singularnim bodem integrace je dolni mez minus nekonecno; integraéni obor neni ome-
—00

zeny

o0
j f (X)dx singularnim bodem integrace je horni mez minus nekonecno; integracni obor neni ome-
1

zeny
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2
1 o : : 1 ] ] .
I—zdx singuldrnim bodem integrace je 0; funkce — neni na okoli bodu 0 omezena
X X

-1

Budeme predpokladat, Ze téchto singularnich bodl je konecny pocet a Ze funkce f je na

kazdém uzavieném intervalu neobsahujicim singularni body integrovatelna.
RozliSujeme:

» nevlastni integraly vlivem meze
» nevlastni integraly vlivem funkce

Nevlastni integraly vlivem meze

Je to integral na neomezeném intervalu, tedy integra¢ni meze jsou nevlastni Cisla.

Obr. 6.2 f_boo f(x)dx

Obr. 6.2 faoof(x) dx

obr.6.2 [* f(x)dx
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Definice 6.2 Necht je funkce f definovana na intervalu (a, +) a necht pro kazdé t > a existuje

t ©
integral I f (x)dx . Potom fekneme, Ze nevlastni integral J f (x)dx konverguje (existuje), pravé kdyz
a a
t

existuje vlastni limita lim | f (x)dx (*). Existuje-li nevlastni integrdl, pak jej definujeme vztahem

t—+o0

Jestlize limita (*) je nevlastni nebo neexistuje, fikame, Ze nevlastni integral diverguje.

Podrobnéji: Je-li limita (*) rovna plus nekonecnu, resp. minus nekonecnu fikdme, Ze nevlastni inte-
gral diverguje k plus nekonecnu, resp. k minus nekonecnu. Jestlize limita (*) neexistuje, fikdme, Ze
nevlastni integral neexistuje.

b

Analogicky definujeme nevlastni integral j f(x)dx.

—o0

Definice 6.3 Necht je funkce f definovana na intervalu (—oo, b) a necht pro kazdé t < b existuje

b b
integral I f (x)dx . Potom fekneme, Ze nevlastni integral J. f (x)dx konverguje, pravé kdy? existuje
t —o0
b
vlastni limita lim f(x)dx(**). Existuje-li nevlastni integral, pak jej definujeme vztahem

t—>—0

b

jw f (x)dx = lim | f (x)dx.

t—>—0
t

Jestlize limita (**) je nevlastni nebo neexistuje, fikdme, Ze nevlastni integral diverguje.
Definice 6.4 Necht je funkce f definovana na intervalu (— oo, + o) a necht konverguji nevlastni in-

tegraly (1) J dX a(2) J‘ X)dx ceR. Pak rikdme, Ze nevlastni integral I dX konverguje

—00

a definujeme jej vztahem | f(x)dx = I f (x)dx +I f (x)dx.

Diverguje-li aspon jeden z integrdld (1) a (2), pak integral I dX diverguje.

—00

Poznamka Pomoci aditivity integralu se da snadno dokdzat, Ze existence i hodnota integralu
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J. f (x)dx nezavisi na volbé bodu c € R.

Vypocet dle Leibniz — Newtonovy formule

Zname-li primitivni funkci F integrandu na uzavieném intervalu neobsahujicim singularni

body, mGZeme nevlastni integrdly pocitat nasledujicim zplsobem.

t—oo t—o0
a

I f(x)dx = Iimt f (x)dx = Iim[F(x)]ta -
=lim(F(t)-F(a))=limF (t)-F(a)

t—owo

t——o0

if (x)dx:tliwj f (x)dx=lim[F(x)] =

=F(b)-lim F(t)
_].:Of(x)dx=if(x)dx+ff(x)dx=

a—>—o© b—+o0
a

= lim | f (x)dx+ lim b f (x)dx=
= lim [F(c) = F(a)] + lim [F(b) — F(c)]=

= lim F(b)- lim F(a)

b—-+0 a—>-—m

Priklad Vypocitejme nevlastni integraly vlivem meze.
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Reseni

a) Funkce xizje na intervalu (1,t), t > 1, spojita, tedy existuje integral

%) t
1 1 ) 1 ]
J.—de—llm —dx—llm ——] —11m<——+1)=11m(——>+11m1=
X t—oo ) x2 t—oo t—oo t—oo t t—co
1 1
=0+1=1
Dany integral konverguje a jeho hodnota je 1.
b) Funkce "
0 0
f 1 dx = li 1 dx = l [ t ]
e T =< V)
—00 t

N t 1 t
= lim [E <arctg 0 — arctg 5)] == lim (O —arctg E) =

t—>—oo t—>—o0
2

=2 (im0 tim aretg 7)== [0~ (~3)] =2

Vs
dx = -.
4

- . . 0
Dany integral konverguje; f_oo "

X

dx.

Priklad Vysetrete existenci integralu I = fjooo e

Reseni Integral ma 2 singularni body integrace, proto zvolime bod ¢ € (—, ), napf. ¢ = 0 a roz-

ci , . . 0
délime integral na integraly I; = f

foool dx, pricemz kazdy z nich ma jiz jen

© 1+

jeden singuldrni bod integrace.

Vypocteme napf. [,.

00 t
X . X . 1 2 ‘
b= | e = tim [ et = i) -
0 0

1 1
=§llm(ln(1 +t3)—In1) ZE(OO_ 0) =0
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Integral I, diverguje, integral I, jiz nemusime pocitat, protoZe podle definice 6.4 integral I diverguje.

Nevlastni integraly vlivem funkce

Integrandem je funkce, kterd neni omezend na intervalu (a, b).

¥
5 ) i !
5 | \
E _-_'_'_‘—‘—-—-—______________E i I bl -
! ! a +«t !
a el b "

Obrazek 6.3Funkce f neni omezend na pravém okolibodua  Obr. 6.3Funkce f neni omezend na levém okoli bodu b

\J
e

Obrazek 6.3  Funkce f neni omezena na okoli bodu ¢

Definice 6.5 Necht funkce f je definovana na omezeném intervalu (a, b) a neni omezend na zadném

t
levém okoli bodu b, pficemzZ pro kazdé t € (a, b) existuje integral I f (X)dx. Potom fikame, Ze ne-

a

b t
vlastni integral I f (x)dx konverguje (existuje), pravé kdyz existuje vlastni limita lim | f (x)dx (C).
t—b~
a a

b t
Existuje-li nevlastni integral, pak jej definujeme vztahem I f (x)dx =lim | f (x)dx.

t—b™
a a

Jestlize limita () je nevlastni nebo neexistuje, fikame, Ze nevlastni integral diverguje.
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Analogicky definujeme:

Definice 6.6 Necht funkce f je definovana na omezeném intervalu (a, b) a neni omezend na zadném

pravém okoli bodu a a necht pro kazdé t € (a, b) existuje integral J. dx Potom fikdme, Ze ne-
t
b b
vlastni integral I f (x)dx konverguje (existuje), pravé kdyZ existuje vlastni limita lim | f (x)dx (A).
t—a*
a t
b
Existuje-li nevlastni integral pak jej definujeme vztahem J. dX =lim| f (X)dx.
t—>a*

a
Jestlize limita (A) je nevlastni nebo neexistuje, fikdme, Ze nevlastni integral diverguje.
Definice 6. 7 Necht funkce f neni omezend na Zzadném okoli bodu c, ¢ € (a, b) a necht konverguiji

c b b
nevlastni integrély (1) J‘ f (x)dxa (2) I f (x)dx . Pak fikdme, Ze nevlastni integral J f (x)dx konver-

c b
guje a definujeme jej vztahem J. x)dx = J. f( dX+I f (x)dx.

b
Diverguje-li aspon jeden z integrald (1) a (2), pak integral I f (x)dx diverguje.
a

Vypocet dle Leibniz — Newtonovy formule

t

ifx)dx-llm f (x)dx = lim[ F (x ]

t—b t—b

=lim(F(t)-F(a)) =limF(t)-F(a)

t—>b~ t—b

b

jlf (x)dx = lim f( Jx = lim [ F(x ]

t—a* t—a*

=lim(F (b)-F(t)) =F(b)-limF(t)

t—a* t—a*
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if (x)dx = I x)dx + | f(x)dx =

O C—— T

t

=lim| f(x dx+I|mJ' (x)dx =

t—c u—ct
a

=lim(F (t)-F(a))+lim(F (b)-F (u))=limF (t)+lim F (u)+F (b)-F (a)

t—c” u—ct t—c” u—ct

Pfredpokladame, Ze F je primitivni funkce integrandu na uzavieném intervalu neobsahujicim singu-

larni body.

Priklad Vypoctéte nevlastni integraly vlivem funkce.

Q| =

1
b) fx Inx dx
0

Reseni
a) Defini¢ni obor funkce > je R\ {0}. Funkce neni omezena na pravém okoli bodu nula, protoze

111;[)1+ —2 = +00.Bod 0 je smgularnl bod integrace. Funkce ~jenaintervalu (t,1), t > 0, spojita.
X—

1
Existuje integrélftlx—lzdx = [— ﬂ =—-1+ %
t

1 1
1 1 11t 1 , 1

j—dx = llrn —dx = lim ——] = lim (—1 +—) = lim(-1)+ lim—-=—-1+4 00 =
x? t-0+ | x2 t>0t [ xl, to0* t) toot t>0* ¢t

0 t

= 00

Integral f01 xiz dx diverguje.
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b) Defini¢ni obor funkce je R\ {0}. Funkce neni omezend na pravém okoli bodu 0, protoie

x ln2x

= +o00. Na intervalu (t, ) t>0, je funkce SpOtha existuje integral f =

m
x—0* x In2x 2x

Inx =u

— (y2dy=-1=-_1
E=du _fu du = u  Inx
X
1 1
e e 1
J' 1 dx = i 1 dx = li le_l_ —1+1 _—1+1_ 1
xinzx T %) xmrxe T A% [T, T esor pl Int) -1 chorInt
0 0 °
=1+0=1

Piiklad Vypoctéte nevlastni integral I = f_ll ld%xz, pokud konverguje.

Reseni Definiéni obor D(f):x € (—1,1).Body —1 a1 & D(f) a funkce — \/— neni omezena na pra-
vém okoli bodu —1 a na levém okoli bodu 1.

L 1
lim W—+ooatakexlg{1_ﬁ—+oo

t-—-1%

Integrand siena intervalu (—1, 1) spojita funkce a ma primitivni funkci arcsin x. Integral

I ma tedy dva singularni body integrace 1 a —1. Pomoci bodu ¢ € (—1,1) rozdélime integral I na

dvaintegrdly I; a I,; polozime ¢ = 0.

0 1
I = J ]
' 1\/1—9(2 0‘/1—x2

0
[ = dx I dx lim [ o 1 . t
e fm - t—>1£n1+fm o, arcsinx|; = im ,(arcsin arcsint) =
= 11m (O —arcsint) =0 — (_E) _r
= lin ) =1
I—J dx j _ lim (arcsin ¢ n0) =
S NET —x2 t—>1 VI—x2 tl)r{l_[arcsm x]§ = = lim (arcsint — arcsin 0) =

0
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Oba integraly I; a I, konverguji, tedy integral I také konverguje a jeho hodnotal =1, + I, =

NI

+TL'
— =1
2

Geometricka interpretace nevlastnich
integralu

Je-li f spojita a nezaporna funkce, miZeme nevlastni integrdl, pokud konverguje, povazovat za ob-

sah prislusného neomezeného geometrického obrazce M.

y y
A
f \‘
E f
M 5 M
L L -y
a b a
¥ ¥
A A
f
.
M M
- 4 ; . r ol
a b
i

Obrazek 6.4 M = {[x,y] € R, x € (a,b),0 <y < f(x)}
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5
14+x2

Priklad Vypocitejte obsah P ¢asti roviny ohrani¢ené osou x a grafem funkce f(x) =

Reseni Nejprve sestrojime graf funkce f.

A J

5
1+x2

Obrazek 6.5  Graf funkce f(x) =

o)

o [
- T2

—00

Integral ma dva singularni body integrace: +00 a —00. Je to nevlastni integral vlivem meze. Rozdé-

lime jej na dva integraly I; a I,, zvolime bod ¢ = 0.

0 0
5 5
I, = f dx = lim dx = lim [5 arctg x]? =

1+x2 to—c0 ) 1+ x? t——oo
—00 t

= lim (5 5 Y (A
_t_1>r_noo( arctg 0 — 5arctgt) = 0 — (_E)_En

1+ x2 tooo ) 1+ x2 t—o0
0

[ 5 | 5 . :
I, = J dx = lim dx = lim[5 arctg x|y =
0
I8 5
= tlim(S arctgt —5arctg 0) = SE— 0= Pk

P=IL+1,=5n

Obsah neomezeného obrazce je koneény a je P = 5m(j?).
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Priklad Vypocitejte obsahy P; a P, Casti roviny leZici v I. kvadrantu ohrani¢ené kfivkou y = — a

[~

pfimkou x = 1.

Reseni Sestrojime graf funkce y = —.

§|»—\

Obrazek 6.6 Graf funkce\/%a pfimky x = 1

Pfimka x = 1 rozdéli uvazovanou ¢ast roviny na dvé ¢asti. Oznaéme

1 1
1 ) _1 , 1 i
P, = fﬁdx = lim | x 2dx = tlirglJr[Z\/E]t = Ztllr(’%(l —VE)=2(1-0)=2
0

t—07t
t

Q

t—oo

oo t
1 . 1 : t :
P, = f ﬁdx =lim | x 2dx = th_)r?o[zx/z]l = 2t11_>r£10(\/t— 1)=2(0—1) =
1 1

Obrazec P; méa kone&ny obsah 2(j2), naproti tomu obrazec P, mé nekoneény obsah.

Poznamka Obecnéjsi pripad, kdy singularnich bod( uvnitt intervalu (a,b) je vice nebo jsou to krajni

body intervalu. Necht body co, c1, Ca,......,Cn , kde a=co<ci<....<cn=b jsou singularni body integrace

G
funkce f a necht kaidy zintegral( w 'f f(x)dx, i=1,2,..., n obsahuje jen jeden singularni bod.

Cia

b b
Potom J. f (x)dx konverguje, konverguiji-li vdechny integrély ¥.V tom p¥ipadé definujeme I f (x)dx
a a

n G
=Z J‘ f (X)dx . Jestlize néktery z integral( wdiverguje, fikame, ze | f (X)dx diverguje.

=L,

D ey T
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Poznamka Konvergentni nevlastni integraly maji tytéz zakladni vlastnosti jako vlastni integraly. Plati

pro né véta o linearité, véta o monotonii a véta o aditivité.

S Riemannovym (urcitym) integrdlem, tj. integralem, jehoZ integracni obor i inte-

grand jsou omezené, v aplikacich nevysta¢ime. Rada fyzikalnich, technickych i mate-

matickych problém( vyZaduje integral, jehoZ integrand nebo integracni obor jsou

neomezené. Takové integraly nazyvame nevlastni a definujeme je jako limity urci-

tych integrald s proménnou mezi. Existuje-li pfislusnd vlastni limita, pak nevlastni in-

tegrdl konverguje, jinak diverguje.

Jak jsou definovany nevlastni integraly?

N o v bk wN e

Vypocitejte nevlastni integraly.

o dx
a) fz (x_1)4
o 1
b) fZ ﬁdx
4 dx
s 7=
5 2
d) fl de
5 2
e) fl ;dx
8. Vysetrete konvergenci nevlastniho integralu.

4 1
a) fl (x—_2)3 dx

4 1
b) f_lzdx

Kdy mluvime o nevlastnim integrdlu vlivem funkce?
Kdy mluvime o nevlastnim integralu vlivem meze?

Jaky je geometricky vyznam nevlastnich integrala?

Co rozumime pojmem integral jako funkce horni, resp. dolni meze?

Vysvétlete, které body nazyvdme singularnimi body integrace.

[konverguje; %]
[konverguje; /2]
[diverguje; +0]
[diverguje; +0]

[konverguje; €]

[diverguje]

[diverguje]
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9. Vypocitejte obsah P ¢&asti roviny lezici vI. kvadrantu ohrani¢ené kfivkou

y = e *apfimkouy = 0.

[P=1(j*)]
10. Vypocitejte obsah P &3sti roviny ohrani¢ené ¢arami.
a)x =1y = —=osou x [P== (j2)]

24 x3 ) 2
b)y=es,x=0y=0 [P=3(2)]
Ox=1y= %,y =0 [Obrazec nema konecny obsah]

— — —_1 — T2
d)x—o;x—l;y—m;y—o [P_Z(J)]
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Kapitola 7

Diferencialni pocet funkce
vice promeénnych

Po prostudovani kapitoly budete umét:
- definovat dvojrozmérny a trojrozmérny prostor a uvést jeho geometrickou in-

terpretaci
- nacrtnout okoli a redukované okoli bodu v roviné
- definovat funkci dvou proménnych
- urcovat defini¢ni obory, pfipadné obory hodnot a grafy
- chapat dvojnou a dvojnasobnou limitu funkce
- urcovat limity

Klicova slova:

Dvojrozmérny a trojrozmérny prostor, okoli bodu v roviné, dvojna limita, dvojna-

sobna limita, spojitost funkce.
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Zakladni pojmy

V diferencialnim poctu funkce jedné proménné byla zdkladni mnoZinou mnozZina vsech redlnych
Cisel, tzn. jednorozmérny euklidovsky prostor, jehoZ geometrickou interpretaci byla mnoZina R?!

vSech bodu redlné primky.

Pro funkce vice proménnych je tfeba zavézt dalsi zakladni mnoziny, a to pfedevsim dvojrozmérny
euklidovsky prostor R?, jehoZ geometrickou interpretaci je rovina a trojrozmérny euklidovsky pro-
stor R3, jehoZ geometrickou interpretaci je prostor.

MnoZinu vSech usporadanych dvojic [X, y] redlnych &isel X a y nazveme rovinou, oznadime ji R®
(dvojrozmérny euklidovsky prostor). Kazdou uspofadanou dvojici [X, y] nazveme bodem v roving,

&isla X a y jsou souFadnice tohoto bodu. Dva body [X, Y] a [£,7] povaZujeme za stejné (totozné),

pravé kdyz je X=&, y=n apiseme [X,y]=[&,7].

Vzdalenost dvou bodlG A = [x4,x,] a B = [y;, y,] budeme mérit euklidovsky, tj. pfi oznaceni vzda-

lenosti p( A, B) bude p(A,B)Z\/(yl—Xl)z+(y2—xz)2

RovinaR? = {[x,y];x ER,y E R, R?* =R X R

Podobné: Mnozinu vSech usporadanych trojic [X, Y, Z] redlnych Cisel X, y a Z nazveme prostorem,
oznacime jej R® (trojrozmérny euklidovsky prostor). Kazdou usporadanou trojici [X, Y, Z] nazveme
bodem v prostoru, Cisla X, y a Z jsou soufadnice tohoto bodu. [X, Y, z] = [cf,n, {] oS x=£,y=n

, Z={ .Vzdalenost bod0 A=[X,%,,%;] a B=[Y,,¥,,Y,] je déna vztahem

(88 =) 0 (%) = (S0 -x)

Prostor R® = {[x,y,z];x ER,y ER,zER};R* =R X R X R

Definice 7.1 Bud' 6 kladné ¢islo. 6-ovym okolim bodu X = [Xo, YO] rozumime mnoZinu viech bodu

X =[x,y], pro jejich soufadnice plati \/(X—XO)2 +(y- yo)2 <$s.

U, (Xg)=Us (X ¥o)={ X €R%: p(Xy, X ) <8} 8- okoli bodu X,
U}(Xo,yo)z{x e R? :O<p(X0,X)<5} redukované & -okoli bodu X,.

S
—
X
v
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Grafické znazornéni:

P
-

Yo

T
]
]
P L
- ] "
+ .
- 1 [
¢ 1 »
P | s
. ' .
' 1 »
i 1 '
R N '
b '
v =2 '
[y v
. ’
. F
L -

Xo

Obrazek 7.1 Grafické znazornéni Us(X,)

Okoli Us(Xy) je vnitfek kruhu (otevieny kruh) se stfedem v bodé X, a polomérem & . Jak se lisi

Us(Xo) aUs (Xo)? — Vyjmeme-liz U, (X,) bod X,, obdrzimeUs (X,).

Pojem funkce dvou proménnych

Definice 7.2 Reélna funkce dvou redlnych proménnych je zobrazeni mnoziny D  R* do mnoziny

R (jinak zobrazeniz R? do R). (Dale jen funkce dvou proménnych.)

Podrobnéji

Bud' D libovolnd mnoZina bod(i v R? (tj. v roving). Necht ke kazdému bodu [, y]e D je pFifazeno
jediné Cislo z € R. Pak fikame, Ze na D je definovana funkce dvou proménnych X a y a piSeme

z=f (X, y), kde X,y jsou nezdvislé proménné, Z je zavisle proménna.

MnoZina D se nazyva definiéni obor funkce f znaéime D( f ), mnoZina vSech hodnot Z se nazyva
obor funkénich hodnot funkce f ,znatime H(f).
Priklad
2y
1. f(x,y)=——
(xy) sin®x—1

2. z=xarctgy —x?e¥
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3. ObjemV rotacniho vélce o vysce vV a poloméru r je V =7r?v. Tedy V je funkci r av;
tedy V =V (r,v),r>0,v>0; D(V)={[r,v]eR* r>0,v>0}.

Poznamka Stejné jako funkce jedné proménné je funkce dvou proménnych uréena svym prepisem
a defini¢nim oborem.
Je-li funkce uréena pouze rovnici z = f (X, y), je nutné najit jeji defini¢ni obor — tj. mnoZinu vsech

téch bodd, pro které ma vyraz f(X,y) smysl. Definiénim oborem, na rozdil od funkce jedné pro-

meénné, jsou velmi rliznorodé mnoZiny napft. vnitfek paraboly, mezikruzi, I. kvadrant apod.

Obrazek 7.2 Priklady defini¢nich obor(

Definice 7.3 Grafem funkce f (téZ plochou o rovnici z = f(x,y)) nazyvdme mnoZinu vsech

VA
bodﬁlx, y f (x, y)l € R3, kde[x, y] € D(f), redlného prostoru R3. Znatime jej G( f).

Tedy G(f):{[x,y,z]eR3; [x,y]eD(f), z7= f(x,y)}.

z
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Pfiklad Uréete D(f),H(f) agraffunkce f(X,y)=4/4-x"—y*.
ReseniD(f):4 —x*—y?> > 0=>x*>+y? <4

D(f) = {(x,y) € R?, x% + y? < 4}. Defini¢nim oborem je kruh se stfedem v po&atku soufadnic a

polomérem 2 v roviné R?.

Graf: z = f (x,y,2) =+/4—x*—y? /umocnime
72 =4-x"—y*

X? +y* +2° =4 je rovnice kulové plochy se stfedem v pocatku soufadnic a polomérem 2

Grafem G (f) je horni polovina kulové plochy se stfedem v pocatku soufadnic a polomérem 2 v pro-
storu R3.
Obor hodnot H(f) je uzavieny interval (0, 2) na ose z.

1

0
|
|
r
E\\‘-J
S .

Obrazek 7.4  D(f) a G(f) funkce z = \/4 — x? — y?

Uvédomsi | D(f)cR%LH(f)cR, G(f)cR®,

Geometrickym modelem grafu je ¢asto souvisla plocha v prostoru, mliZe to byt i kfivka. Kolmy pra-

mét geometrického modelu G( f) do roviny (Xy) je geometricky model D( f ). Kazda rovnobézka

sosou z protne G( ) nejvy3e v jednom bodé.

Geometricky model grafu mizeme vysSetiovat pomoci jeho fezll rovinami rovnobéznymi s rovinami

souradnic. Pravouhly priamét fezu rovinou rovnobéznou se souradnicovou rovinou (Xy) do roviny

(xy) nazyvame vrstevnice.
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Poznamka

Pojmy jako jsou omezenost, maximum a minimum se definuji pravé tak, jako pro funkci jedné pro-
ménné. Operace s funkcemi vice proménnych se provadi pravé tak, jako tomu bylo v pripadé funkci

jedné proménné. Lze tvofit i funkce sloZené.

Limita
Definice 7.4 Bud f funkce definovana na mnoZiné D a bud [xo, yo] hromadny bod D. Funkce

f mavbodé[x,,Y,] limitu L, pideme  lim f(x,y)=L nebo lim f(x,y)=L, jestlize ke kaz-
(x.¥)=(%0.¥o) ;‘/:’)’)‘%
dému &>0 existuje U;(xo,yo) tak, Ze nerovnost |f(x, y)—L|<g plati pro vsechny body

[x,y] € D N Ug (xo,¥0).

Strucny zapis limity:

Jim f(x,y) = L & Ve > 03 Uy (xo,¥0): V[x,y] € D N Ug(x0,y0) = |f (x,y) — Ll < ¢
Y=Yo

Pozndmka Bod [X;,Y,]€ R? je hromadnym bodem mnoziny D, kdyz v kazdém jeho & -okoli lei

aspon jeden bod mnoziny D rlizny od bodu [Xo,yo]. Samotny bod [Xo,yo] do mnoziny D mdze,

ale nemusi patfit.

Vlastnosti limity
Pro limity funkci dvou proménnych plati analogické véty jak pro limitu funkci jedné promeénné.
Zejména plati:

1. Ma-lifunkce f vbodé [Xo,yo] limitu, pak je jedina.
2. Plati véty o limité, souctu, soucinu a podilu dvou funkci, za pfedpokladu, ze v daném bodé
existuje limita kazdé funkce a v pfipadé podilu je limita funkce ve jmenovateli rizna od nuly.

3. Nékdy se hovofi o limité funkce z= f (X, y) v bodé [XO, yo] jako o dvojné limité.
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Stejné jako u funkce jedné proménné i limita funkce dvou proménnych vypovida, jak se chova funkce
v redukovaném okoli bodu. Je zde vsak slozitéjsi situace. U funkce jedné proménné, jsme se z bodu
v okoli mohli bliZit k bodu, v némz jsme limitu urcovali, pouze po pfimce. U funkce dvou proménnych

mame nekonecné mnoho moznosti, jak se z bodu

[x,y] € Us(xo,¥0) blizit k bodu [X,, Y, ]
MuzZeme se bliZit napfiklad

1. po pfimkach 2. po parabolach 3. zcela libovolné

o H\ e A
TN N
/ : 1
MENAR |
\ [%.30] y
/ \
\\ p ~_ _7

-

Obrazek 7.5

Necht P = [x,y] € Uz (P,), kde P, =[XO, yO] je bod, v némz urcujeme limitu funkce f .

Probiha-li limitni proces tak, Ze souradnice bodu P jsou vazany rovnici y=¢@(X), pak

( )Iir(n )f(x, y) vypocteme po dosazeni @(x) za y jako limitu funkce jedné proménné pro
X, ¥ )Xo Yo

X — X, . Rovnice y=@(X) vyjadfuje zpravidla jednoparametricky systém kfivek, jeZ je mozno pro-

kladat body P a P, .Je-li vypoctend hodnota ( )Iir(n : f (x, y) zavisla na parametru systému krivek,
X,¥ )Xo Yo

pak limita v bodé P, neexistuje. Neni-li zavisla na parametru, pak limita miZe existovat.

Je-li tato hodnota pro rizné cesty y=@(X) stejnd, pak lze pouze fici, Ze limita mdze (ale nemusi)

existovat. Najdeme-li jen dvé rlizné cesty vedouci k riznym hodnotam ( )Iir(n : f (x, y), pak limita
X Y)=>(%0, Yo

neexistuje.

Priklad VySetfete existenci limity funkce f(x,y) = xi;is v bodé [2, 3].

Reseni
Po dosazeni za x a y obdrzime

lim 2 =3 <0>
im———==(=).
§:§x+y—5 0
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Budeme se k bodu [2, 3] bliZit po pfimkach. Pfimky budou mit rovnici

y—3=k(x—2)

y=kx—2k+3
, y—-3 kx—-2k+3-3 k(x—2) B
2 x4y-5 adx+kx—2k+3-5 adx(1+K)-2(k+D
y=kx—-2k+3
k(x —2) _ k k

1 =1 k£ -1
D0+ h B Trk 1k 7

Vypocitana hodnota zavisi na k, proto dana limita neexistuje.

Dvojnasobna limita
Nékdy se tato limita nazyva také postupnd nebo opakovana limita.

Bod P € U;(PO) se mUze pfiblizovat k bodu P, :[XO, yo] dvojim zplisobem po pravouhlé cesté, tj.

po primkach rovnobéznych s osami.

V pripadé dvojnasobné limity se bod P € U; (Py) pfibliZuje k bodu P, po pravouhlych cestach, tj. po

pfimkach rovnobéznych s osami x a y. A to je moZné dvojim zplsobem, viz obr. 7.6

Obr.7.6  Bod P se blizi k bodu P, po pravouhlych cestach

Pak mlzZeme spocitat dvojnasobnou limitu funkce f postupnym limitnim prfechodem vidy funkce

jedné proménné, pricemz druhou proménnou povazujeme za konstantu.
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Zapis: Iim[lim f(x, y)J: L, Iim[lim f(x, y)}: L,

X=X LY=>Yo Y=Yo XX

Véta 7.1 Necht xll_)r)rclo f(x,y) = L E existuji-li dvojndsobné limity L, a L,, pak plati L = L; = L.
Y=Yo

Rovnost obou postupnych limit je nutnou, nikoliv vSak postacujici podminkou pro existenci dvojné

limity.
Tzn, zeje-li L =L,, pak L mdZe existovat, je-li L, #L,, pak L neexistuje.
Priklad Vysetrete existenci limity.

x-=y X"y

a) lim — m-—-———=
) X=Xo x+y ) X=Xo x2y?+(x-y)?
Y=Yo Y=Yo

Reseni

a) UZijeme dvojnasobnou limitu.

. . X=Y . X .
lim [lim ]zllm—=11m1=1=L1
x>0 ly-0x +y x-0 X x—0

x —
lim |lim y] = lim (— X) =lim(-1)=-1=1,
y-0lx-0x +y y -0

Protoze L; # L, xllgcl % neexistuje.
0

Y=Y
b) Opét spocteme dvojndsobnou limitu.

X2y2

. 0
}(1—13(1) _%rl—l;%xzyz + (x —y)?] B LIE%X_Z B }(1—%0 =0=L

lim |1 Xy lim S — im0 =0=1
yl—I:% 1%X2y2+(x—y)2__yl—%y2_yl—% T

Limita muZe existovat, protoze L; = L,. Zkusime se blizit k bodu [0, 0] po pfimkach y = kx.

X2yZ k2X4 k2X4 k2X4
§1:)r)r§ x%y? 4+ (x — y)? x00 K2x* + (x —kx)? X920 x?[k?x? + (1 — k)?] xo0 K2x2 + (1 —k)?
y=kx

0

S
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o L . _ . x* T _
Ale je-lik = 1, pak rovnice pfimkyje y = x a %rl—{%m = ;;1—{% 1=1.

Vypocitand hodnota dvojné limity je prok = 1 rGzndod Oiod L; a L,, tedy

x22

1M ————— neexistuje.
x>0 x2y2+(x—-y)? J

y-0
Vypocet limit funkce dvou proménnych je sloZitéjsi nez vypocet limity funkce jedné proménné. Proto
nejdrive zjistujeme, zda limita m(Ze existovat. Tedy pomoci dvojnasobné limity a bliZzeni se po rliz-
nych cestach vyloucime pfipady, kdy limita neexistuje. Pokud nevylouc¢ime existenci limity, snazime

se ji vypocitat.

Vypocet limity

Vypocet limity funkce vice proménnych je ¢asto obtiznéjsi nez vypocet limity funkce jedné pro-

meénné. Navic k pocitani neurcitych vyrazl (g) nebo (g) nemame k dispozici Zadnou analogii I'Hos-
pitalova pravidla. Pfi vypoctu pouzivame rGzné Upravy predpisu funkce, obdobné jako pfi vypoctu
limit funkce jedné proménné - uZivame vzorce, rozkladdme, rozsifujeme atd. a nové pocitame limity
zavedenim polarnich souradnic. Uzivdme také obdobu vzorcl zakladnich limit funkce jedné pro-

ménné

Postup p¥i vypoétu limity )!LIJIC% f(x,y):
y=Yo

Y

Pfimym dosazenim, je-li f spojita v bodé [XO, yo].

> Upravou:

a. Jde-li o racionalni lomenou funkci — rozlozime, kratime apod.
b. Jde-li o lomené funkce obsahujici rozdil eventualné soucet s odmocninami — rozsitime vhod-
nym vyrazem, kratime atd.

» Prevedeme dvojnou limitu na limitu funkce jedné proménné uzitim polarnich soufadnic:
Je-li [XO, yo] = [0, O] , pak  uZijeme rovnice X=pC0SQ, y=pSing; kdyz

Xx—>0,y—>0,pak p—>0.

Pokud [Xo,yo];t[0,0], pak maji rovnice tvar X=X,+ppC0S@, Yy=Y,+psing; kdyz
X—>X, ay—>Y,pak p—0.
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> Uzitim zakladnich limit:

1
XILrIlO (1+g(x,y))st» =e

Y—Yo
. sing(x,
lim sing(x.y) =1
ya;(/% g (X’ y)
.t X, T
lim M =1, jestlize lim g(x,y)=0
s 9(xy) i
Priklad Vypoctéte limity
) 2 . sin(6x?+6y?)
a) chl_)nzz(Zx 3y +5) d) I;TO EOR
y-3 V-0
; -y? . 5x2-3y3
b) ;lvcl—Ig x4—y4 e) )lcl_I)‘% x+2y
y-2 y—0
. 3(x*+y?)
c) lim
T2y +4 -2
Regeni

a) xllrgz(sz —3y+5)=2(-2)?-3.3+5=4
y-3

V tomto ptipadé slo pfimo dosadit a limita je rovna funkéni hodnoté v bodé [—2,3], coz svéd¢i o

tom, Ze dana funkce je v tomto bodé spojita.

=y 0y (= +xy+y?)
b) lim ————— = || = lim
xo2xt—y 0/ xoz2(x2+y2)(x—y)(x+y)
y—2 y—-2
0 x*+xy+y* 12 3
B ;1{% (x2+y2)(x+y) 32 8
3(x%+y? 0 3(x?+y?) (Vx2+y2 + 4+ 2
¢) lim v = (—) = lim ( yz)( > 24 ) = 31im( x’+y2+4+ 2)
Y eVx+y2+4—2 N0/ 70 x4ty +4—4 x9
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sin(6x? + 6y? 0 3.sin(6x? + 6y?
d) lim S y)=(—)=1' ( Y) 3123
x»0  2(x?+y?) 0/ x>0  6x2%+ 6y?
y—-0 y-0
. 5x2—-3y3 /0 5p%cos?p — 3p2sin’gp  p?(5cos?@ — 3sin?@)
e) lim <—) = lim - = lim - =
x>0 X+ 2y 0 p—0 pcose + 2p sing p~0 p(cosp + 2sing)
y—0
= })igr(l)[p k(@] =0.k(p)=0
Vyraz Mje vzhledem k p konstanta zavisla jen na ¢, oznnacili jsme ji k().

cos@+2sing

Spojitost funkce dvou proménnych

Definice 7.5 Necht bod [x,, vo] € D(f) a je hromadnym bodem D(f). Rikdme, Ze funkce f je spo-

jitd v bodé [X,, Y, ], je-li lim f(x,y)="f (X, Y,)-
X—%

Y—Yo
Rekneme, 7e funkce f je spojitd na mnoziné M , je-li spojitd v kazdém bodé mnoziny M .
Mnozinu vSech bodd, v nichZ je funkce spojitd, nazveme oborem spojitosti funkce f.

Pozndmka Na rozdil od limity — bod [X,, Y, ] musi patfit do D( f).

V izolovaném bodé D(f) je funkce spojita.
Plati analogické véty jako pro spojitost funkce jedné proménné:

1. Véty o operacich se spojitymi funkcemi: soucet, rozdil, soucin, podil (v pfipadé, Ze je defi-
novan) spojitych funkci a absolutni hodnota spojité funkce je opét funkce spojita.

2. Funkce sloZena ze spojitych funkci je spojita.
3. Elementarni funkce v R? jsou spojité ve viech bodech svého D(f).
4. Je-li f spojita v bodé, potom je v dostateéné malém okoli tohoto bodu omezena.

5. Funkce spojita na kompaktni (tj. na uzaviené a omezené) mnoziné

a) je natéto mnoZiné omezena,
b) ma v ni nejmensi a nejvétsi hodnotu (nabyva na ni svého globalniho maxima a glo-
balniho minima),



109 DIFERENCIALNi POCET FUNKCE ViCE PROMENNYCH

c) je-li navic tato mnoZina souvisla, nabyva funkce kazdé hodnoty mezi f (A) a f(B)

pro libovolné dva body A a B ztéto mnoziny.
Poznamka U elementdrnich funkci se shoduje D( f ) s oborem spojitosti.

Priklad Vysetrete spojitost funkce.

W fGey) =
3
b) F(x,y) = Xy

(x—2)2+ (y+3)?

1
o) fx,y) = ryz

1
d) fx,y) = xz-l-y—2—4

Reseni

Vsechny funkce jsou elementarni, jsou tedy spojité na svém defini¢nim oboru. Budeme tedy uréovat
jejich D(f).

a) D(f):ix+y+0=>y+ —x

Obor spojitosti je rovina R?, z niz je vyfata pfimka o rovnici y = —x, jejiz véechny body jsou

body nespojitosti.

Obor spojitosti: R% \ {[x,v] € R%;y = —x}.

b) D(f):(x—2)>+(y+3)2#0=>x+2\y+ -3

Obor spojitosti je rovina R?, z niZ je vyfiat bod [2, —3], ktery je jedinym bodem nespojitosti.
Obor spojitosti: R? \ {2, —3}.

o) D(f)ix>?—y2#0>y + +x

Body nespojitosti jsou vSechny body pfimky y = xay = —x.

Obor spojitosti je rovina R? s vyjimkou pfimeky = x ay = —x,

ti. R\ {[x,y] €R%y =x Vy = —x}.

d D(f):ix>+y2—4#0>x>+y2+4
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VSechny body kruZnice se stftedem v pocatku soustavy soufadnic a polomérem 2 jsou body ne-

spojitosti.

Obor spojitosti je rovina R? s vyjimkou viech bod kruznice, které ma stfed v po&atku soustavy

souradnic a polomér 2.

Obor spojitosti: R? \ {[x,y] € R?; x? + y? = 4}

S funkcemi se setkavame v technickych, pfirodnich, ekonomickych a jinych védach,
ba i v béZném Zivoté. Je to vSude tam, kde se zkoumaji hodnoty dvou a vice veli¢in,
které se obecné méni a jsou za danych podminek vazany jistym vztahem. V praxi byva
Castéjsi zavislost jedné veli¢iny na vétSim poctu jinych velicin, coz vede k pojmu

funkce vice proménnych.

| kdyZz ve vétSiné uvedenych definic a vét shleddvame jistou analogii s definicemi a
vétami platnymi pro funkci jedné proménné, nékteré problémy jsou nové a definice

a véty je nutné pro pfipad funkci vice proménnych znovu radné formulovat.

PFi vykladu teorie funkce vice proménnych jsme se soustfedili pfedevsim na funkci
dvou a tfi proménnych. Dlvodem je vétsi ndzornost a moznost vizualizace, coz jisté
prispéje k lepsSimu pochopeni studované problematiky. Zobecnénim dvah na vétsi po-

Cet nezdvisle proménnych je pak snadné a je vice méné formalni.

Vysvétlete pojem funkce dvou a vice proménnych.
Graficky znazornéte okoli bodu [xo,yo].

Nacrtnéte mozny defini¢ni obor funkce dvou proménnych.
Co mUze byt grafem funkce dvou proménnych?

Jaky je rozdil mezi dvojnasobnou a dvojnou limitou?
Kdy je funkce z = f(x,y) spojitd v bodé [xo,yo]?
Formulujte nékteré vlastnosti spojité funkce.

Je ddna funkce f(x,y) = ™ + x? — y? + 2xy.

Urcete f(1,1); f(1,0); f (a, %) ,f(a,—a).

[e+2,2,e+a2—%+2,6_“2 —ZaZ]

© N O U R WNPRE

9. Jedanafunkce f(x,y) = % Ukazte, Ze pro kazdy bod [a, b] z D (f) plati rovnost
f(a,b) + f(b,a) = 1.
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10. Uréete D(f),H(f)a G(f) funkce z = 4 — 2x — 8y.
[D(f) = R* H(f) = R; G(f)je rovina]

11. Urcéete defini¢ni obor a obor hodnot funkce.

a) Z=\/x_y

D(f),H(f) = (0,0)

b) fy) = (P +y2—4)

D(f),H(f) = (0, )

12. Urcete defini¢ni obor funkce.

a) f(x,y) = arcsiny + In(4 — x? — y?)

Y
>
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2x—x2—y2

b) f(x,y) =

xX%+y?%—4x

o fx,y) =%

d) f(x,y) =x+.[y

-

yn

X p(f)

12
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e)fx,y) =Vv1—x2+,yz2—1

D(f)
24
EEREEE
/)
0feoy) =22
D(f)
¥

g) f(xy) ="7=

7

D(f)
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0 Fey) = Jintes

x2
1-y2

ch) f (x,y) =

T o

i) f(x,y) = In (x* + y*> = 9)
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13. Pomoci dvojnasobné limity dokaZte neexistenci limity.

x2—y?

[Ly =1,L, = —1, L neexistuje |

a) lim
) x—>0 x2+y?
y-0

. . X i _ , .
b) }1_%10 smm [Ly =0,L, =1, Lneexistuje ]

y—0

. 3x2y? . , -
o)lim————— Ly =L, =0, existenci nelze vyloucit
)x—>0 4x2y?2+5(y—x)? [ 1 2 y ]

y—-0

14. Vypoctéte limity

— —y2 2
a) lim 2222 K
x—0 x“+y 4
y—-0
b) lim tgy G- -y? i]
w42 [y 16
y—)

&) lip SnGx=2) H
x—2 12x-8y 4
y—-3

g (xy)
D fim == 3]
y—0
15. Urcete obory spojitosti dané funkce a napiste na jaké kfivce lezi jeji body nespo-
jitosti.
1
a) f(X,y) - x2+y—1

Y
-

R*\{[x,y] € Ry = —x + 1}
krivka je parabola. |
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b) f(x,y) =

9—x2—y2

. -
N

R*\{[x,y] € R% x> + y* = 9};
krivka je kruznice.

4x2-3y
(x+1)2+(y-4)?]

of(ey) =g

[R? \ {—1, 4}; jediny bod nespojitosti [—1, 4]]

d)f (x,y) = In(x — y)

obor spojitosti mnozina bodi nespojitosti

Obor spojitosti je polorovina v R? vytata pfimkou y = x obsahujici bod [1, 0], bez hraniéni p¥imky.
Body nespojitosti vyplriuji polorovinu vytatou pfimkou y = x obsahujici bod [—1, 0], v€etné hrani¢ni

primky.
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Kapitola 8

Parcialni derivace a totalni
diferencial

Po prostudovani kapitoly budete umét:
- definovat parcialni derivace funkce

- vysvétlit pojem parcidlnich derivaci vyssich rad(
uvést geometrickou interpretaci parcialnich derivaci 1. fadu
pocitat parcidlni derivace
objasnit pojem totdlniho diferencidlu
uvést geometrickou interpretaci totalniho diferencidlu
urcovat totalni diferenciadly
urcovat pfiblizné hodnoty vyrazl
napsat rovnici te¢né roviny a normaly

Klicova slova:

Parcialni derivace, parcidlni derivace vyssich rada, smisené parcidlni derivace, totalni

diferencidl, tec¢nd rovina, normala.
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Parcialni derivace

Definice 8.1 Bud' [X,, Y,] vnitini bod defini¢niho oboru D( f) funkce z = f (x,y). Dosadme do
funkce f(x, y) za y pevnou hodnotu Y,, tim dostaneme funkci jedné proménné a to

g(x)=f(xYy,). Ma-li funkce g derivaci vbodé X, , to znamend, Ze existuje limita

|imwz lim f (X’ YO)_ f (Xoayo)

X—>Xp X— X0 X—>Xp X— XO

fikime, ze funkce f mavbodé [x,, Yy, ] parcialni de-
— _— v . Of ,
rivaci podle proménné x a oznadime ji 6_()(0' Yo), resp. /(X ¥,)-

X

Podobné se muze stat, ze funkce f (XO, y) (tj. funkce proménné y) ma derivaci v bodé vy, tj. Ze

existuje limita lim f (% ¥) = f (% %)
Yy—=Yo y_yo

. Tuto limitu nazyvame parcialni derivaci funkce f podle

proménné y vbodé [x,,Y,] a oznatime ji %(xo,yo) resp. f, (%, Y,)-

Geometricky vyznam parcialnich derivaci

N T Do Ve Fo0)]
WX,

Obrazek 8.1
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= (X, Yo ) =tga - je smérnice te¢ny v bodé [xo, yo, f (X0, ¥o)] ke kiivce na plose z = f (x,y), pfi-
X

ems k¥ivka je fezem roviny y =Yy, aplochy z=f (Xx,y).
, of
Podobné Y (X0, Yo)=198.

Uhly @ a B hleddme tak, Ze najdeme Ghel mezi pFislusnou te¢nou a kladnym smérem pFislu$né osy.

Rozdil oproti funkce jedné proménné!

Existence parcidlnich derivaci v bodé nezajisti spojitost funkce v tomto bodé. Srovnej s funkci jedné
proménné! Parcialni derivace totiz popisuji chovani dané funkce pouze ve smérech souradnych os,

kdezto pojem spojitosti funkce se tyka celého okoli daného bodu.

\'4

Parcialni derivace na mnozine

Podobné jako u funkce jedné proménné rozsifujeme pojem parcialni derivace v bodé na pojem par-

cialni derivace na mnoziné.

Definice 8.2 Necht funkce f je definovdana na mnoziné D(f)c R? a necht M # @ je mnoZina
vSech bodl [X, y] € D( f ), v nichZ existuje (vlastni) parcialni derivace f, (x,y). Funkci g definova-

nou na mnoziné M predpisem g(x,y) = f; (x,y) nazyvame parcialni derivaci funkce f podle pro-

N - v g of
ménné X na mnoziné M a znaC|meJ|fx , resp. 8_
X

Obdobné definujeme funkci fy’ , resp. i

Poznamky

> Ziejmé M < D(f).

> Pocitdme-li parcidlni derivace funkce f v libovolném bodé [x, y] € D(f), pak piseme stru¢né
g—iag—f], resp. fy a fy .

> Parcialni derivace Z—£ , resp. Z_f; uvazovand ve viech bodech [x,y]e D( f), v nich nabyva
vlastni hodnoty je funkci dvou proménnych x a y s defini¢nim oborem D(f,) < D(f), resp.
D(fy ) = D(f).

» Parcialni derivace funkce f na mnoZiné jsou funkce tychz nezavislé proménnych jako
funkce f .
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> Funkce £,/ a f;, nazyvdme také parcidlni derivace 1. fadu, stru¢né 1. parcidlni derivace.

» Funkce dvou proménnych ma dvé 1. parcialni derivace, pokud existuiji.
f
> i(XO, Yo) stejné jako a—(XO, Y, ) je €islo € R, kdeZto a na mnoziné stejné jako a na
OX oy OX oy

mnoziné je funkce dvou proménnych.

Vypocet derivaci

Parcialni derivaci funkce v libovolném bodé podle urcité proménné vypocitdme tak, Ze funkci deri-

vujeme jen podle této proménné, pficemz zbyvajici proménnou povaZujeme za konstantu.
PFi vypoctu uzivdme tychz pravidel a vzorc( jako pfi vypoctu derivace funkce jedné proménné.

Pti vypoctu parcialni derivace v daném bodé C obvykle nejprve stanovime parcialni derivaci v obec-
ném bodé X a pak dosadime C za X .

Defini¢ni obor kazdé parcialni derivace funkce f je podmnoZinou definiéniho oboru funkce f , tedy

D(fi) = D(f)aD(fy) < D).
Priklad Vypocitejte parcialni derivace funkce f v bodé A podle obou proménnych.

a) flx,y) =x%y; A=[46]
b) f(x,y) = 3x%y + sin(xy?); A =[1,0]

Reseni
a) f(x,y) =x*y; D(f)=R?
fi =2xy; fj (A)=246=48 D(f)=D(fy)=R?

fi =x% ) (A) =4 =16

b) f(x,y) =3x*y +sin(xy?); D(f) =R?
fi =6xy+y*cos(xy®),  D(fi)=R*=D(f)
fy =3x 4 2xy cos(xy?)
fi (A) = 6.1.0 + 0% cos(1.0?) =0 + 0.cos0 =0

fy (A) = 3.1% + 2.1.0.cos(1.0%) = 3 + 0.cos0 = 3
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3
PFiklad Vypotitejte parcialni derivace funkce f(x,y) = Vxy? + y? a urcete jejich defini¢ni obory.

Reseni f(x,y) = ¥xy? + %5 D(f) = {Ix,y] € R%x 2 0)

D(f)
2
fi = 4%; D(f) = {[x,yl € R%x >0} D(f!) < D(f)
/// /, //
i /////
v/ X
D)

fy =2Vxy+y*; D(fy ) =D(f)

Poznamka Derivovanim se muze definicni obor funkce zuzit.

Parcialni derivace vyssich radu

Parcidlni derivace 1. fadu, tj. 'y a f'y, jsou funkce proménnych x a y. Tyto funkce mlzeme opét
derivovat podle x a y a dostaneme tak parcidlni derivace 2. fadu, coz jsou opét funkce proménnych
x a y. Pokud tyto funkce opét zderivujeme podle x a y, obdrzime parcidlni derivace 3. fadu atd.

Obecné pak hovofrime o parcidlnich derivacich n-tého radu.
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Parcidlni derivace 2. Faddu funkce f:

azf_ " a3f o azf o azf_ "
axz 6x6y_fxy' 6x6y_fxy' ayz W

Funkce dvou proménnych ma 4 parcidlni derivace 2. fadu.

Parcidlni derivace 3. fadu funkce f :

o't o'f  0%f ot ot of Af  0%f
ox® " oxtoy " oxoyox ' oxoy® ' oyox®’ eyoxoy ' oy’ox’ oy?

Obecné mé funkce f(x,y) celkem 2" parcidlnich derivaci n - tého fadu.

Poznamka PfisluSnou parcidlni derivaci vyssiho fadu dostaneme postupnym derivovanim podle x

Ci podle y vtom poradiv jakém jsou uvedeny ve jmenovateli symbolického zapisu.

Parcialni derivace, kde derivujeme podle obou proménnych, nazyvdme smiSené parcidlni derivace,
Parcialni derivace, kde derivujeme jen podle proménné y nebo jen podle proménné x, nékdy nazy-

vame ryzi parcialni derivace.

U smiSenych parcidlnich derivaci obecné zalezZi na poradi derivovani. Kdy na poradi nezdlezi, uvadi

nasledujici véta.
Véta 8.1 (O zaménnosti smiSenych parcidlnich derivaci.)

Ma-li funkce f (X, y) spojité smisené parcidlni derivace podle vsech proménnych aZ do fadu n, zad-

lezi pfi vypoctu derivaci fadu < n pouze na tom, kolikrat derivujeme podle té které proménné a

nikoliv na tom, v jakém poradi derivujeme podle jednotlivych proménnych.

Pozndmka M&-li f (X, y) spojité parcialni derivace 2. a 3. Fadu, pak

0%f B 0%f
dx dy dydx

o f o f o f o f o f o f

ooy oxoyox oy dyiox | oyoxdy | oxdy?

Priklad Vypocitejte 1., 2. a 3. parcialni derivace funkce f a porovnejte smiSené parcidlni derivace.

funkce f(x,y) = x3 — 2y%2 + 4x%y? —6x + 2y — 3
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Reseni D(f) = R?

f'y =3x>+8xy*>—6 f'y = —4y +8x*y + 2
" x = 6X + 8y? "y =—4+8x?
f'xy = 16xy "x = 16xy
Mxx = 6 "yyy =0
" ey = 16y " yx = 16x
" yx = 16y " yxx = 16y
Moy =16x  f = 16x

Defini¢ni obor viech parcidlnich derivaci funkce f je rovina R? a vdechny funkce jsou na R? spojité.

Porovname smisené parcidlni derivace.

14

xy =f yx = 16xy
nr g g

xxy = xyx = yxx = 16y

1224 — i — 22 -
xyy = yyx = yxy = 16X

Totalni diferencial

Definice 8.3 Necht parcidlni derivace ?,% funkce z=f (x, y) jsou definovany v bodé [XO, yo]
X
a jeho okoli a necht jsou v bodé [Xo, yo] spojité. Ozna¢me dx, dy pfirlstky proménnych x a y.
Potom vyraz dz =df (x,,Y,) = (;i (%o, Yo ) dX +Z—f (X, Y,)dy nazyvdme 1. totalnim diferencidlem
X y

funkce f vbodé [X,,Y,].

Poznamka TotdIni diferencial je funkci dx a dy, je tedy opét funkci dvou proménnych. Ma-li funkce

f vbodé [X,,Y,] totdlni diferenciél, pak fikime, ze f je diferencovatelna v bodé [X,,Y,].

Jaky prakticky vyznam ma totalni diferencial rika nasledujici véta.
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Véta 8.2 Necht funkce f(X,y) mdv bodé [X,,Y,] totdini diferencidl. Oznacéme Af (x,,Y,) pfiristek
funkéni hodnoty funkce f v bodé [x,,Y,] pro pfiristky dx, dy nezdvisle proménnych x, y, tedy

Af (XO'yO): f(XO+dX’ YO+dy)_ f (XO'yO)' Potom plati

||m df (X()’yO)_Af (XO’ yO) :O

o2 (dx)2 + (dy)2

Poznamka Na zakladé véty lze skutecny pfirlistek funkéni hodnoty priblizné nahradit diferencidlem.
Véta 8.3 Md-li funkce f(X,y) vbodé [X,,Y,] totdini diferencidl, pak je v bodé [X,, Y, ] spojitd.

Poznamka Srovnani s funkci jedné proménné: Tam stacila ke spojitosti funkce existence vlastni de-
rivace. U funkce dvou proménnych existence obou parcidlnich derivaci jeSté nezarucuje spojitost

funkce.

Poznamka Totalni diferencidl funkce Z:f(x,y) v libovolném bodé [X,y] je vyraz

B Y

[5.40]

Z obrazku lze vycist geometricky vyznam totalniho diferencialu: df (XO, yo) je prirGstek funkce f
v bodé (X, +dx, y, +dy) ktené roviné r ke grafu funkce f vbodé [x,,Y,], kdezto Af (x,,Y,) je

pfirlistek funkce f vbodé (x,+dx,y, +dy) ke grafu funkce f .

Vyraz df dava prirlistek funkce Af s jistou chybou.
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Uziti totalniho diferencialu

Podobné jako jsme nahrazovali u funkce jedné proménné v prvnim priblizeni prirlistek funkce dife-
rencialem (geometricky — pfirlistek funkce nahrazujeme pfrirdstkem k tecné), tak také u funkce dvou
proménnych nahrazujeme pfirtstek funkce totdlnim diferencidlem (geometricky — pfirGstek funkce

nahrazujeme prirtstkem k tecné roviné).

fxo +dx,yo +dy) = (xq,y0) + df(x0, y0)
Uziti totalniho diferencialu

» k pfibliznym numerickym vypoctim
» k lokalni aproximaci dané funkce linearni funkci

» v teorii chyb

Tecna rovina a normala

U funkce jedné proménné jsme uréovali rovnici teény a normaly grafu funkce y=f (X) v daném

bodé.

Pro funkci dvou proménnych muze urcovat rovnici te¢né roviny a normaly plochy z = f (X, y) v da-

ném bodé.

Véta 8.5 Tecnd rovina t plochy z = f (X, y) vbodé T = [Xo, Yo ZO], kterd neni rovnobéznd s osou Z

existuje, pravé kdyz je funkce f diferencovatelnd v bodé [XO, yo] .

Rovnice tecné roviny t je ddna vzorcem

of (% ¥s)
OX

o (X: Yo)

ay (y_yo);

TiZ=17,+ (X=X, )+

resp.z = zo + z'(xo ¥o) (x —x0) + 2"y (X0 ¥o) (v — ¥o)

Rovnice normdly n je ddna vzorcem
X=X
n: 0

of
&(Xm yo)

Y=Y, -1, X—Xg Y=Yo __ Z—Zp

(% ¥o)

esp. - -
-1 z'x(xo¥0)  z'y(x0¥0) -1

G
oy
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x2—y?

xy

Priklad Vypocitejte totalni diferencidl funkce z =

a) v libovolném bodé [x, y] pro libovolné prirtstky dx a dy,
b) v bodé [1, 1] pro libovolné pfirtstky dx a dy,

c) vlibovolném bodé [x, y] prodx = 0,01 a dy = —0,01,
d) vbodé[2,2]prodx =0,03ady = 0,01,

a)
0z 2x’y— (x> —y?)y x*y+y° x*+y?
ox (xy)? Cox%y? T x%y
0z  —2x*y—(x*—y)x —x*—xy®?  x*+y?
dy (xy)? Cox%yr o xy?
x% + y? x% + y? x?+y? /1 1
dz(x,y) = dx — dy = (—d ——d )
z(x,y) w2y T W ry Ty
b)

dosadimedodzx=1ay=1

12 +12 /1
dz(1,1) = (

1
11 Idx—Idy>=2(dx—dy)

c)

dosadime dodzdx = 0,01 ady = —0,01

x% +y? /1 1 x2+y21 1
dz(x,y) = (—. 0,01+ —. 0,01) = 0,01 (— + —)
xy \x y xy \x y

d)

dosadimedodzx =2,y =2,dx = 0,03ady = 0,01

dz(2,2) =

22+2% 1 1 8 1
%, (E.O,OS - 5.0,01) = Z-E(O,OS —0,01) =0,02

Piiklad Vypocitejte pfiblizné hodnotu vyrazu 0,533 — 2+ 1,152,

Reseni Sestrojime vhodnou funkci f (x,y) = x3 — 2y?,
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uréime bod [xg, ¥o1, v jehoZ blizkém okoli se nachazi bod [x, + dx, y, + dy],

[x0, Yol = E: 1],
vypocteme dx = 0,53 -0,5=0,03ady =1,15-1 = 0,15.
Urc¢ime diferencidl funkce f.
df (x,y) = 3x%dx — 4y dy
Vyuzijeme vztahu f(xq + dx,yo + dy) = f(x0, ¥o) + df (x0, Yo)-

Pro nds pripad tedy bude

£(053;1,15) = £ (3,1) +df (5,1), kde dx = 0,03 ady = 0,15.
(1 1)—(1) 21=—2_ _1g75
"2:1) =1 T8 7
2

1 1 0,09
df (E’ 1) =3 (E) . 0,03-4.1.0,15 = o 0,60 = 0,0225 - 0,60 = —0,5775

f(0,53;1,15) = —1,875 - 0,5775 = —2,4525

Vysledek: 0,533 — 2.1,152 £ —2,4525
Piiklad Napiste rovnici te¢né roviny 7 a normaly n plochy z = 4x3 — 5xyvbodé T = [1,-1, ?].
Reseni
Uréime z(T) = 413 —=51.(-1) =4+5=9; T =[1,—1, 9]

7z, =12x* -5y 2z, (T)=1212-5(-1)=12+5=17

z'y = —5x z'y(T) = —-51=-5
Rovnice te¢né roviny T:

T:2 = 7o + 7' 1 (%0, Yo) (x — x0) + 2’5, (X0, ¥0) (¥ — o)
7:z=94+17(x—-1) -5y + 1)

7:17x =5y —z—-13=0
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Rovnice normaly n:

n: X~% _ Y=Y _Z27%
"z (%0, ¥0) Z'y(xo,)’o) -1

x—1 y+1 z-9
17 -5 -1

n.

Parcidlni derivace jsou definovany prostiednictvim derivace funkce jedné proménné.
Pti jejich vypoctu uzivame tychZ pravidel a vzorc( jako pfi vypoctu derivaci funkce
jedné proménné. Funkci derivujeme podle zadané proménné, pricemz zbyvajici pro-
ménnou povazujeme za konstantu. Ma-li funkce f(x,y) totalni diferencidl v bodég,
pak je vtomto bodé spojitd. Pomoci totdlniho diferencidlu mizeme urcit priblizné
prirastek funkce v bodé. Parcidlni derivace jsou soucdsti rovnice te¢né roviny a nor-

maly.

.. Of of
1. Vyslovte definici 5 "esp. 3y

vy ¥ S 0
2. Nacrtnéte graf fce z = f(x,y) a vysvétlete geometricky vyznam é (%0,¥0) a
of
5(%:3’0)-
3. Jaka je podminka zaménnosti poradi derivovani?
4. Jaky je vztah mezi spojitosti funkce f vbodé [x,, Vo] a parcidlnimi derivacemi,
resp. totdlnim diferencidlem v tomto bodé?

5. Jaky je geometricky vyznam totalniho diferencidlu?

6. Vypocitejte obé prvni parcidlni derivace funkce
3
flx,y) =3x3 - %xzy2 + 3x2%y — y: — 5x + 150 a jejich hodnotu v bodé&
1
A=[1,0], B=[-1,1], C = [a,z].

5 1
[f'x(4) = 4; f'y(A) = 3; f'x(B) = —L; f'y(B) = 15 f'x(C) = 9a* —5 tLfYO

3
=—a+3a2—m;a¢0]
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7. Urcete 1. parcialni derivace funkce.

_ [ _ [ o 1 Y S
a) f(x')’)_ X yz fx_z\/m’fy_\/ﬁ
b) f(x,y) =xInx +y?) %= In(? + ) + 2 fly = 22 ]
o flx,y)=y* [fx— xlny'fy—xy o
d) flx,y)=e fre=—lefry=2eT]

x+ [, - e X

e) f(xy) = arctg™ 2= Zi Y = 2
 flxy) =e™ 13 = 2xy* e’ Iny; fly = x2y<* e |
g) f(x,y) = In¥y-3% [f'x = 2xy — 3; f'y = x?]

2
8. Vypocitejte parcialni derivace 1. — 3. fadu funkce z = x—3 a urcete jejich hodnotu
y

vbodé A =[1,—1].

zx(A) = =2,2'y(A) = =3,z xx(A) = —2,z"xy(A) = -6, ]
z"yy(A) = =12,2""xxx(A) = 0,2""xxy(4) = —6,2""xyy(A) = —24,z""yyy(A) = —60

f funkce flx,y) = arctg ajeji hodnotuv bodé T = [1,—1].

10. Urcete pfiblizné hodnotu vyrazu 1/ (4,05)2 + (2,93)2. [4,998]

11. Napiste rovnici te¢né roviny T a normaly n grafu funkce z = 3x% + 5y? v bodé

T=1[1,-1,7]. [T:6x — 10y —z — 8 = 0]
LX— y+1 z—8
["' 6  -10 -1

12. Ur¢ete totélni diferencial funkce f(x,y) = %ln(x2 + y?)

a) v libovolném bodé [x, y], [df(x y) = (xdx + ydy)
b) vbodé A = [1,2], [df(1,2) = 2 (dx + 2dy)
c) vbodé[x,y]prodx =0,01a dy = 0,02,

[df(x y) = (0 01x+0 02y)

d) vbodé B =[-1,1] prodx =0,1a dy = —0,1. [df(—1,1) = —0,1]
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Kapitola 9

Extréemy funkce

Po prostudovani kapitoly budete umét:

vysvétlit rozdil mezi lokdlnim, globalnim a vazanym extrémem
geometricky zndzornit extrémy

vyhledat lokdaIni extrémy

urcovat globalni extrémy

Klicova slova:

Lokalni, globalni a vazany extrém, maximum a minimum funkce, stacionarni bod,

sedlovy bod, vazba.
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Extrémy funkce dvou proménnych

Lokalni extrémy

Definice 9.1 Rikdme, Ze funkce f ma v bodé [X,,Y,] lokalni maximum [minimum], kdyZ existuje
okoli U, (X, Y,) takové, e f(xy)<f(x,Yy) [f(xy)=f(X.¥,)] pro viechny body
[X’ Y]EU5(XO'y0)-

Rikdme, Ze funkce f ma v bodé [XO, yo] ostré lokalni maximum [minimum], kdyzZ existuje reduko-
vané okoli Uj(xo,¥o), takové, ze f(x,¥)<f(X.Y,) [f(x¥)>f(X.Yo)] pro vdechny body
[x, y] € Us(x0, yo)-

LokéIni minima a lokalni maxima nazyvame souhrnné lokalni extrémy. Hodnota f (X,,Y,) se na-

zyva lokalni minimum (lokdIni maximum) funkce f v bodé [X,,Y,].

Piiklad Funkce z =X’ +y® nabyvé v bodé [0,0] ostrého lokalniho minima 0, nebot x*+y* >0 do-

konce pro kazdy bod [x, y]e R*\[0,0], nejen z redukovaného okoli bodu [0,0].

Bod [0,0] je zaroveri bodem, v némz ma funkce globalni maximum 0.

Obrazek 9.1  Graf funkce z = x% + y?
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Poznamka Lokalni extrémy hledame na oteviené mnozing, tedy ve vnitfnich bodech D( f )

Véta 9.1 (Nutnd podminka pro existenci extrému.)

Necht funkce f ma vbodé [X,,Y,] lokalni extrém. Existuji-li v bod& [X,, Y, ] parciélni derivace 1.

of (XO, yo) _ of (Xoiyo) _
x oy

fadu této funkce, pak jsou rovny nule. Tj. plati

Pfiklad Funkce f(x,y) = x? + y? ma 1. parcidlni derivace f', = 2x a f’y = 2y. Najdeme bod, pro

néjz je splnéna nutnd podminka.
fly=2x=0>x=0
f’y=2y=0$y=0

V bodé [0,0] extrém nastavd, jeho hodnota je 0 — vysvétleno v pfedchdzejicim prikladé. Uréime-li

rovnici te¢né roviny tv bodé [0, 0, 0], pak obdrzime 1: z = 0. Te¢na rovina splyva se soufadnicovou

rovinou (xy).

Priklad ktery, dokumentuje, Ze podminka uvedend ve vété 9.1 neni postacujici pro existenci ex-
trém.

Funkce Z=Xxy mé z,(0,0)= z, (0,0)=0 a pfitom funkce Z=Xy v bodé [0,0] nenabyva lokalniho
extrému, nebot ve vnitfnich bodech v I. a lll. kvadrantu je xy >0 a tedy z >0, zatimco ve Il. a IV.
kvadrantu je Xy <0 atedy z<0. V kazdém okoli [0,0] tedy nabyva funkce z jak kladnych, tak i

zdpornych hodnot, pficemz z(0,0) = 0. Podle definice v bodé [0,0] nema funkce extrém, funkce

ma v tomto bodé sedlo.
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Obrézek 9.2 Graf funkce z = xy

Definice 9.2 Rekneme, Ze bod [X,, Y, ] je staciondrnim bodem funkce f(X,Y), kdyZ v tomto bodé&

of of of
existuji parcidIni derivace B a2 plati &(XO, Yo) :8_y(xo’ Y,)=0.

Poznamka Bod[0,0] v pFedchazejicich prikladech je staciondrni bod.
Véta 9.2 (O postacujicich podminkdach pro extrém.)
Necht funkce f (X, y) ma v okoli staciondrniho bodu [XO, yo] spojité parcidlni derivace 2. fadu. Po-

tom plati:

2
Je-li f" . .(x0,¥0) .f”yy(xo,yo) - [f”xy (xo,yo)] > 0, md funkce f vbodé [X,,Y,] ostry lokdini

extrém, a to maximum pro pfipad " (xo,¥0) < 0aminimum pro f"  (xo,¥,) > 0.

2
Je-li f" (x0,¥0) .f”yy(xo,yo) - [f”xy (xo,yo)] < 0, nemd funkce f v bodé& [X,,Y,]| lokdini ex-

tréem.

Poznamka

2
> Véta nefika nic o pfipadu, kdy /' (xo,¥o) .f”yy(xo,yo) — [f”xy(xo,yo)] =0.Vtomto
pripadeé totiz extrém nékdy nastane a nékdy nikoliv. Pfipad takového stacionarniho bodu se
musi studovat zvlast. Musime vysetfit chovani funkce v okoli tohoto bodu, tj. vysetfit exis-

tenci extrému podle definice 9.1.
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> Oznatime-liD; = " (x0,¥0),

f”xx f”xy
" "
f xy f yy

2
D2= )

(X0, ¥0) = f”xx(xo»YO) 'f”yy(xo'YO) - [f”xy(XO»YO)]

kde D,, resp. D,, je determinant 1., resp. 2. Fadu., pak postacujici podminku mdzeme strucné za-

psat takto:

Je-li D, > 0, pak ma funkce f v bod&[X,, Y, ] ostry lokdIni extrém, a to maximum pro D; < 0 a mi-

nimum pro D; > 0.

Je-li D, < 0, nema funkce f v bodé& [X,, Y, ] lokalni extrém, ale sedlo.

Je-li D, = 0, nelze o existenci extrému rozhodnout, nebot ten miZe, ale nemusi nastat.

Kromé stacionarnich bodi mize vést k lokdlnimu extrému funkce z = f(x,y) také takovy bod
[XO, yo] , V. némz obé parcialni derivace neexistuji nebo takovy bod, v némz jedna parcidlni derivace
je rovna nule a zbyvajici neexistuje. Funkce samotnd samozfejmé musi byt v bodé [XO, yo] defino-

vana a bod [X,, Y, | musi byt vnitinim bodem D( f).

Analyzovat body, v nichZ parcialni derivace neexistuiji, je zpravidla slozitéjsi a je nutné postupovat
v jednotlivych pripadech rdzné. Ma-li funkce skute¢né v takovém bodé [XO, yO] extrém, zjistime vy-

Setfovanim chovani funkce v okoli bodu [Xo,yo] a to zpravidla uréenim znaménka rozdilu

f (X, ¥)—f (X Y,) probody [x,y] € Uj(xo, yo)-

Neméni-li se znaménko rozdilu, pak extrém nastane. Je-li rozdil kladny, je v bodé [XO, yo] ostré lo-
kalni minimum, je-li rozdil z&porny, pak je v bodé [X,, Y, ] ostré lokaIni maximum.

Méni-li se znaménko rozdilu, pak extrém nenastane.

Body podezielé z lokalniho extrému jsou:

(A) stacionarni body; ziskame je reSenim soustavy

L L

= 0
OX oy
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(B) body, v nichZ jedna parcidlni derivace neexistuje a zbyvajici je rovna nule nebo body, v nichZ obé

parcidlni derivace neexistuji; ziskime jez D(f' ) a D(f’y).

Geometricka interpretace lokalnich
extrémt

Vypocet lokdlnich extrémui funkce z = f (x,y) vede ke stacionarnim bodl‘llm[xo, yo]. Tecna rovina

T sestrojend v bodé [xo, Vo, f (X0, Yo)] k plose z = f (x, V) je rovnobéznd se soufadnicovou rovinou

x, ).

Staciondrnim bodlm, v nichZ extrém nastane, odpovidaji na plose z = f (x, y) body, v jejichZ okoli

se plocha rozprostira bud nad nebo pod te¢nou rovinou t.
Priklad funkce, ktera ma ostré lokaIni minimum v bodé [0, 0)]

a) Ve stacionarnim bodé b) v bodé, v némz obé 1. parcidlni derivace neexistuji

Obr.9.3  Graf funkce z = \/x% + y?

Obr.9.3  Graf funkce z = x% + y?

Grafem funkce je rotacni paraboloid; Grafem funkce je kuzelova plocha s vrcholem

1:z=0 v pocatku souradnic; T, nelze sestrojit.

funkce je kuZelova plocha s vrcholem v poéatku soufadnic; T, nelze sestrojit.
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Staciondrnim bod(m, které nevedou k extrémim odpovidaji na plose body, v jejichZ okoli ma plocha
tvar sedla. (Tyto body jsou jistou analogii s inflexnimi body krivek). Sedlem funkce f rozumime bod
grafu, vnémz je funkce hladka, obé jeji parcidlni derivace jsou rovny nule a soucasné nenastava

lokalni extrém. Bod D( f ), v némz sedlo funkce f nastavd, se nazyva sedlovy bod.

Ptiklad funkce, kterd ma ve stacionarnim bodé[0, 0] sedlo.

Postup pfi urcovani lokalnich extrému na oteviené
mnoziné

1. Urcéime body podezrelé z lokalnich extrém{, tj.
(A) stacionarni body,
(B) body, v nichZ néktera (pripadné obé) parcialni derivace neexistuje a zbyvajici je rovna
nule.

2. Rozhodneme o existenci a typu lokalniho extrému.
V pfipadé bodu (A) rozhodneme podle postacujici podminky pro extrém.

V pfipadé bodl (B) rozhodneme na zakladé definice lokalnich extrému; vySetfime, jak se

chovd funkce na okoli téchto bodld - tj. rozhodneme podle znaménka rozdilu
f(X,¥)—f (X% Y,). Pokud pro kazdy bod [x,y] € Uj (xo,¥,) je rozdil kladny, pak v bodé
[ Y, ] nastava ostré lokalni minimum; pokud je rozdil zdporny, pak v bodé [X,, Y, | nastava

ostré lokalni maximum. Méni-li se znaménko rozdilu, pak extrém nenastane.
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MuUzZe nastat i neostré lokalni maximum [minimum] a to v pfipadé, Ze je rozdil nekladny [neza-

porny] pro kazdy bod [x, y] € Uj(xg, yo)-
P¥iklad Urcete lokalni extrémy funkce f(x,y) = 2e~(¥*+7%),
Reseni Ur¢&ime D(f) = R2.
Vypocteme parcidlni derivace.
fle=—4x.e” ), ) = —4y "5 D(f1) = D(f',) = R
Ve = —4e~(*+¥*) (1 — 2x2)
”yy — _48—(x2+y2)(1 _ 2y2)
f'xy = 8xy e~ (**+¥%)
D(f"e) = D(f"yy) = D(f"sy) = R?
Urcime body podezrelé z lokalniho extrému.

(A) z nutné podminky ur¢ime stacionarni body
flo=0e —4xe () =02 x=0

fly=0e —4xe (") = 0=y =0

Funkce ma 1 stacionarnibod A = [0, 0].

(B) body, v nichz aspon jedna parciadlni derivace neexistuje — urcime je z defini¢nich obor(

D(f'x)aD(f")

1. parcialni derivace existuji ve véech bodech D (f) = R?, odtud Z4dny dal3i bod podeziely z extrému

neziskdame, budeme psat Q.

Podle postacujici podminky rozhodneme o existenci a typu extrému. Zjistime hodnoty f"',,(4) =
—4; ", (A) = —4; ", (A) = 0 = ", a sestavime z nich determinanty.

D; = |f”xx(A)| =—-4<0

f”xx(A) f”xy(A) _ = 0| _
f”xy(A) f”yy(A) B 0 —4 B

f4) =2

D, = 16 >0
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Tecnd rovina T ma v bodé A rovnici z = 2. ProtoZze D, > 0 a D; < 0, ma funkce ostré lokalni ma-

ximum 2 v bodé A = [0, 0].

Obrazek 9.5 flx,y) = Ze—(xz+y2)
PFiklad Najdé&te lokalni extrémy funkce f(x,y) = x* — y?.
Reseni

Ur¢ime D(f) a 1. a 2. parcialni derivace.

D(f) = Rz:f’x = 2x; f’y = —2y; ”xx = Z;f”yy = _Z;f”xy =0.

Defini¢nim oborem véech parcidlnich derivaci je mnoZina R?.
(A) z nutné podminky uréime body podezrielé z extrému.
fly=2x =0=>x=0
fly=0 -2y =0=>y=0
Funkce ma 1 stacionarnibod A = [0, 0].
(B) tyto body uréimez D(f',) a D(f’y): 1)
O existenci a typu extrému rozhodneme podle postacujici podminky.

D,=2>0
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D=2 |=-4<0

EXTREMY FUNKCE

Protoze D, < 0, nema funkce v bodé A lokalni extrém, nybrz sedlo. Bod A = [0, 0] je sedlovy bod.

Sedlo je bod grafu — je to bod [0, 0,0]. Te¢na rovina 7: z = 0.
Pfiklad Ur&ete lokalni extrémy funkce f (x,y) = x3 + 3xy? — 15x — 12y.
Reseni Ur¢&ime D(f) = R?

Stanovime parcidlni derivace 1. a 2. fadu a jejich defini¢ni obory.

a_f_ 2 2 _ a*f _ o*f —
P 3x“+ 3y —15 Fyche 6xax8y = 6y
O _ Gy o _
3y 6xy — 12 37 6x

Definiénim oborem viech parcidlnich derivaci je mnozina R?.
Urcime body, podezielé z lokdlnich extrému.

(A) stacionarni body

)
%=0@3x2+3y2—15=0/:3

—af 0 6 12=0 2=0
— =9 — = = _ =
ay Xy Xy

Obdrzeli jsme soustavu rovnic
x2+y2—-5=0

2
xy—2=0= y=;;x¢0;

dosadime do 1. rovnice

4
x2+ﬁ—5=0 /- x?

x* + 4 — 5x% =0 ... bikvadraticka rovnice

Zavedeme substituci z = x2, obdrzime kvadratickou rovnici.

Z2_52+4:O Z1:4'<:>x2:4':x1’2:i2

(z-4)(z-1=0 =lex?=12x,=1*1
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potomy; =1; y, = —1; y3 = 2; y, = —2.

Obdrzeli jsme 4 stacionarni body:

A=1[2,1;B=[-2,—-1];C=[1,2];D =[-1,-2]

(B) body uréime z D(f",) a D(f'y): 1)

142

Podle postacujici podminky rozhodneme o existenci a typu lokalniho extrému. Pro pfehlednost se-

stavime tabulku pro stacionarni body.

bod *f b *f 9*f
axz ' 9y? axay

A=[21] 12>0 12 6

B=[-2-1 -12<0 -12 -6

D,

144 -36 =108 >0
144 —-36 =108 > 0
36 —144 =-108<0

36 —144 =-108<0

f(A) = —28; f(B) = 28

existence a

typ. lok. ex.
o.l.min

o. l. max
neexistuje

neexistuje

Funkce ma ostré lokalni maximum 28 v bodé B = [—2, — 1] a ostré lokdlni minimum —28 v bodé

A=1[21].
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Obrazek 9.6 Graf funkce, ktera ma ostré lokalni maximum a ostré lokalni minimum

Globalni extrémy

Definice 9.3 Bud' f funkce definovana na mnoziné D . Rikdme, ze f nabyvé v bodé X, Y,]€ D

globélniho maxima [minimal], kdyZ pro kazdy bod [X, y] eD je

FOGY)<F (X0, ¥o) [F6Y)= (%0 ¥0) ]

Poznamka

» Funkce nemusi mit ve svém D( f ) zadné lokalni extrémy nebo jich naopak mize mit i neko-
nec¢né mnoho, ale globalni maximum, resp. minimum, v D( f ) je jen jedno (pokud existuje),

ale muUZe ho funkce nabyvat i v nekone¢né mnoha bodech.

» Globalnim maximem [minimem] funkce f rozumime nejvétsi [nejmensi] hodnotu funkce f,

kterou nabyvé na svém D( f).

> Lze uréovat i globdIni extrémy na mnoziné M c D( f).
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Urcovani globalnich extrému na kompaktni mnoziné

V aplikacich byva nejcastéjsi ulohou vyhledavani globdlnich extrému spojité funkce na kompaktni
(uzaviené a omezené) mnoZiné. V tomto pripadé mame zaruceno Weierstrassovou vétou, Ze na ta-
kové mnoziné funkce nabyva svého globalniho maxima i globdlniho minima, a to bud' v bodech lo-

kalnich extrému lezicich uvnitf mnoZiny nebo v nékterém hrani¢nim bodé mnoziny.
Postup pfFi vyhledavani globalnich extréma funkce f na mnoziné M

1. Zjistime, zda je mnoZina M kompaktnia f na ni spojitd. Pokud ano — existuji globalni extrémy.
2. Najdeme a shroméZdime viechny body z M , které jsou podezielé z toho, Ze by v nich funkce f

mohla mit globélni extrém na M .
Jsou to nasledujici body:

(A) Body z vnittku mnoziny M podezrelé z lokdIniho extrému funkce f (to jsou stacionarni body

a ty, v nichZ néktera derivace neexistuje).

(B) Body z hranice mnoZiny M podezfelé z vazaného lokdIniho extrému funkce f (hranice je

vazbou — jde o lokdIni extrémy funkce jedné proménné).
(C) Body hranice mnoziny M, které dosud nebyly v Zadné uvaze (tj. v (a) nebo (b) ) zahrnuty; jsou
to body, v nichZ se hranice M |dme a krajni body intervald.
3. Vypocitame funkéni hodnoty ve vSech bodech podezrelych z globalnich extrémui. Nejvétsi

z téchto hodnot je pak globalni maximum a nejmensi globalni minimum funkce f na mnoziné
M .

Poznamka Nemusime urcovat typ lokalniho extrému (tj. zda se jedna o maximum ¢i minimum), staci

urcit pouze funkéni hodnoty.

Poznamka Je-li mnoZina M otevfend, pak funkce f nemusi mit na M globalni extrémy. Pokud je

ma, pak je to maximum a minimum z lokalnich extrém( funkce f na mnoZiné M .

Vazaneé extremy

Pti studiu globalnich extrému funkce na hranici jsme se setkali s dalSim typem extrému, a to s ex-
trémy vazanymi (podminénymi, s vedlej$i podminkou). U téchto extrému jde o vyhledavani extrému

funkce na néjaké podmnoziné jejiho D( f).
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Definice 9.4 Funkce f ma vbodé [X, Y,] vdzané lokalni maximum [minimum] pFi vazbé
g(x,y)=0, existuje-li takové okoli U(X,, Y, ), Ze pro kazdy bod [X, y] € U(X,, ¥, ) , jehoZ soufadnice

spliiuji vazbu g (x,y)=0, plati f (X, ¥)< (%, y,) [F(xy)=f (X ¥)].

Véazané extrémy funkce z=f (X, y) jsou tedy extrémy jen v mnoZziné bod{ urcité krivky q leZici v
D( f ) Kfivka g je urcena bud explicitné rovnici y = @(X) nebo implicitné rovnici g(x,y) = 0, kde

@ 2y maji spojité derivace.

Funkce z=f (X, y) ve spojeni s rovnici g(x,y) = 0, eventuelné y=¢(x), je vlastné funkci jedné
proménné. Z rovnice g(x,y) = 0 vyjadfime jednu proménnou a dosadime jido z za Y, pfipadné
za X, a obdrzime bud' z = f,(x) pFipadné z=f,(y). Dany dkol pfejde v uréeni extrému funkce

jedné proménné.

Geometricka interpretace

Vazané extrémy znamenaji maximalni a minimalni hodnotu z -ové souradnice bodu lezZicich na pro-

storové kfivce q*, ktera lezi na ploSe urcéené rovnici z = f(x, y) nad nebo pod kfivkou 0 (q lezi
v soufadnicové roviné (Xy) ). Kfivka q* je fezem plochy z = f (X,y) a plochy, ktera je kolma k sou-

Fadnicové roviné (Xy) a jejiz stopou v roviné (xy) je kfivka .

Priklad Najdéte vazany lokalni extrém funkce f(x,y) =xy —x +y — 1 pfivazbé x + y —1 = 0.
Reseni D(f) = R?
Z vazby vyjadfime y = 1 — x a dosadime do funkce f. Obdrzime tak funkci F jedné proménné,
a to x.
FxX)=x(1—-x)—x+1—-x—-1=x%2—x

Najdeme lokalni extrém funkce F.

1 1 3
F’(x)=—2x—1,F’(x)=O(:>—2x—1=O=>x=—E;yzl—(—§>=§

Bod 4 = [— %,%] je staciondrni bod funkce F.

F'"(x) = =2; F"(A) = —2 < 0 = v bodé& A nastdva ostré lokalni maximum, pficem?

1
-

f(4) =
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Dand funkce ma pfivazbé g(x,y) = x + y — 1 ostré lokalni maximum %v bodé A = [—%,Z]

2
P¥iklad Vyhledejte globdlni extrémy funkce f(x,y) = x: + y? na mnoZiné
M ={[x,y] € R*x*+y* <1}
Reseni D(f) = R?

1) Mnozina M je kruh se stfedem v pocatku soustavy soufadnic o poloméru 1 véetné ohranicujici

kruznice k. Jde o kompaktni mnoZinu a funkce f je na ni spojita, coz znamen3, Ze globalni extrémy f
na M existuji.

y=—V1+x?

Obrézek 9.7 Grafické zndzornéni mnoziny M

2) Shromazdime vSechny body mnoziny M podezielé z globdlniho extrému.
(a) body lezici uvnitf M podezrelé z lokalniho extrému
Af,=%  f,=0ox=0
f', =2y fl,=0=y=0
Ziskali jsme 1 stacionarni bod A = [0, 0].
Presvédcéime se,ze A € M.

(B) @
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Pozndmka

Pokud by nalezené body nepatfily do dané mnoZiny M, pak bychom takové body z dalSich uvah vy-

loucili.
(b) body lezici na hranici M, v nichZ by mohl nastat vazany lokalni extrém

Hranice mnoZiny M je kruZnice k o rovnici x? + y? = 1, a ta je vazbou.
Z rovnice x2 + y? = 1 vypocteme |y| = V1 — x2.
»Horni“ palkruznice ma rovniciy = v1 — x?;x € (—1,1).

Dosadime za y do funkce f, obdrZzime tak funkci jedné proménné, oznacime ji F.
2

2
F(x)=x—+(\/1—x2)2=%+1—x2=1—Zx2

4
Tutéz funkci F obdrzime i po dosazeniy = —v1 — x2.

Urcime stacionarni body funkce F.

’ 3 ’
F(x)=—§x,F(x)=0<=)x=O

Obdrzeli jsme 2 body: B = [0,1] a C = [0, —1] leZici na kruZnici k.
(c) body, které dosud nebyly uvazovany jsou body D = [—1,0] a E = [1,0]

3) Vypocteme funkéni hodnoty ve viech ziskanych bodech.

1

fA=0 fO)=1 fE) =+

4

1

fB)=1 fD) =+

4

2
Funkce f(x,y) = x:+ y? mé na dané mnoZiné M globalni maximum 1 v bodech B =[0,1]a C =

[0, —1] a globalni minimum 0 v bodé A = [0, 0].

Poznamka Grafem funkce je elipticky paraboloid.
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Obrazek 9.8 Elipticky paraboloid

Funkce tri proménnych

Teorii diferencidlniho poctu funkce vice proménnych jsme vylozZili na pfikladu funkce dvou promén-
nych, protoze pro tuto funkci mGzeme fadu zavadénych pojmu graficky znaznornit. Vizualizace za-

kladnich definovanych pojm{ pfispiva k jejich lepSimu pochopeni a hlubSimu porozumeéni.

Snadno se pak daji vahy uvedené pro funkci dvou proménnych analogicky formulovat pro funkci

tfi proménnych, az pro funkci n proménnych.
Formulaci nékterych zakladnich pojmU ukdazeme na prikladu funkce tfi proménnych.

Funkce f tfi proménnych je zobrazeniz R3 do R.

Zapis:u = f(x,y, z).
D(f) c R3,H(f) € R,G(f) c R*

D(f) a H(f) lze graficky znazornit, G(f) jiz ne. Okolim Uy(X,) bodu X, € R3 rozumime vnitfek
koule (otevienou kouli) se stftedem v bodé X, a polomérem d; d > 0.

Limita a spojitost je definovana jako pro funkci dvou proménnych, jen tam pfibude soufadnice z.
Parcialni derivace a extrémy jsou opét definovany obdobné jako u funkce dvou proménnych, opét

vSak pfribude z-ova souradnice.
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Také body podezielé z lokalniho extrému vyhledavame obdobné jako u funkce dvou proménnych:
(A) staciondrnibody: £, =0, f; =0, f;, =0
(B) body, v nichz nékteré nebo vsechny 1. parcialni derivace neexistuji

A jak vypadaji postacujici podminky pro lokalni extrém uvadi nasledujici véta.

Véta 9.3 (Postacujici podminky pro extrém.)
Necht f ma spojité parcidlni derivace 2. fddu v okoli staciondrniho bodu [XO, Yo ZO] . Oznacme:

D, = %X (X, Yo.25)

R fhy
Sty W [ ve20]
fx f%y f%z

D,=|f%y fYy f%z
fhz %2 12z] [[%Yo:2]

Potom, je-li

D, >0,D, >0,D, >0 ma funkce f vbodé& [X,, Y, z,] ostré lokalni minimum f (X;,Y,,7,)
aje-li

D, < 0,D, > 0,D3 < 0 méfunkce f vbodé [X,, Y, Z,] ostré lokalni maximum f (X, Yy, 7).

Vyhledavani nejvétsi a nejmensi hodnoty sledovaného ukazatele (veliiny) dosazené
v probihajicim redlném procesu byva castym problémem v praxi. Abychom tuto
Ulohu zvladli musime pochopit a umét uréovat globalni, lokalni a vdzané extrémy. Lo-
kalni extrémy jsou extrémni hodnoty vzhledem k okoli bodu, globalni pak vzhledem

k ¢asti definicniho oboru funkce.

Lokalni extrémy vyhleddvame na zakladé nutné podminky a jejich existenci potvrzu-
jeme a typ urcujeme na zakladé postacujicich podminek. Stanovovani globdlnich ex-
trému je aplikaci metod vyhledavani lokalnich a vazanych lokalnich extrém(. Oproti
lokalnim extrémuam, kterych muize funkce mit i nekone¢né mnoho, globalni extrém,

pokud existuje, je jen jeden.
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1. Jaky je rozdil mezi lokdlnim a globalnim extrémem? Jak jsou tyto extrémy
definovany?

2. Jaka je nutna podminka pro existenci lokalniho extrému?

3. Jaké jsou postacujici podminky pro lokalni extrém?

4. Co jsou staciondarni body? Ktery bod je stacionarni?

5. Ve kterych bodech muize nastat lokalni (globalni) extrém?

6. Co vite o teCné roviné ve stacionarnich bodech?

7. Nacrtnéte graf funkce, ktera ma ostré lokalni minimum ve stacionarnim bodé
(v bodé, v némz parcialni derivace neexistuji).

8. Jak se hledaji globdlni extrémy funkce na uzaviené a souvislé mnoziné?

9. Stanovte lokalni extrémy funkce.

a) f(x,y) = y* +32x% — 32xy
[3 stacionarni body, o. . minimum — 16 v bodech [1, 2] a[—1, —2] ]
b) f(x,y) = 2x3 — xy? + 5x% + y?

[4 staciondrni body, o. |. minimum 0 v bodé [0, 0] ]
10. Najdéte vazané lokalni extrémy funkce f pfi dané vazbé.

a)f(x,y)=x2+y2;vazba§+§—1=0

[o. ]. maximum ¥y bodé [E,E]]
24 6 4
b) f(x,y) = y? —4x3;vazba2x —y +1 =0
[0. |.maximum 5 v bodé [1, 3]]

. 7 y 11
[0. . minimum — v bodé [——,—]]
27 3’3

11. Urcete nejvétsi a nejmensi hodnotu (globalni extrémy) funkce f na dané mno-

Ziné M.
a)f(x,y)=2+2x+2y—x2—y2;M={[x,y] ER%x >0,y >0,y <9— x}
[glob. max. 4 v bodé [1, 1]]
[glob. min. —61 v bodech [9, 0] a [0, 9]]
b) f(x,¥) =3xy; M ={[x,y] € R*;x* +y* < 2}
[glob. max. 3 vbodech [1,1]a[—1,—1]]

[glob. min. —3 v bodech [—1,1] a [1, —1]]
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Kapitola 10

Implicitni funkce

Po prostudovani kapitoly budete umét:

- rozhodnout, zda rovnici F(x,y) = 0 je definovana funkce y proménné x
derivovat implicitni funkci

- urcovat extrémy implicitni funkce

< urcovat rovnice te¢ny a normaly

Klicova slova:

implicitni funkce
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V predchozim textu jsme jiz zminili, Ze funkci mUZeme zadat analyticky, a to bud’ explicitné rovnici
y = f(x) nebo implicitné rovnici F(x,y) = 0. Zname fadu kfivek, které jsou zadany rovnici
F(x,y) = 0: kruznice, elipsa, kardioida apod.

Priklad KruZnice se stfedem v pocatku soustavy soufadnic a polomérem r je dana rovnici
x% + y? — r? = 0. KruZnice v3ak neni grafem funkce, ponévad? kazdému x € (—r,7) neni pfifazeno

jenom jedno y.

Pfiklad Mé&jme dénu funkci dvou proménnych F(x,y) a ptejme se, které body [x,y] € R? vyhovuji
rovnici F(x,y) = 0.

a) F,y)=(x—-1D*+(y—-2)*=9
b) F(x,y) =2y —3x

o) F(x,y)=x?>+y2+1

d) F(x,y) =xy—1

e) F(x,y) =Jy2—2xy+x2—y+x

Reseni Oznaéme M mnozinu viech bodi [x,y] € R?, které vyhovuji rovnici F(x,y) = 0.

a) x—1D*+(—-2)-9=0=>x—-1D*+(@y—-2)%*=9
M je mnoZina viech bodu kruZnice se sttedem v bodé S[1; 2] a polomérem r = 3.

",
)

Obrazek 10.1  MnoZina M, kruznice

2
b) 2y—3x=0:>y=5x
M je mnoZzina vSech bodu primky, ktera prochazi po¢atkem soustavy souradnic a ma rovnici

y=3%
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Y

M
1F

1 3 f
Obrazek 10.2  Mnozina M, pfimka
c) x2+y2+1=0>x?+y?=-1
M=0
d) xy—1=0:>y:i
M je mnoZina viech bodl hyperboly se sttedem S = [0,0].
¥
- M
- X

Obrazek 10.3  Mnozina M, hyperbola

e) Vy2—2xy+x2—y+x=0=>./(y—x)2=y—x>|y—-x|=y—x
Mnozina M je polorovina s hrani¢ni pfimkou y = x.
Jenv pfipadé,zey —x = O plati|ly — x| =y — x.

¥
4

Obrazek 10.4  MnoZina M, polorovina
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Uvedené priklady dokladaji, Ze mnoZzina M mulZe byt velmi rldznorodd. Pouze v nékterych

pripadech je mnozina M krivkou (a, b, d) a pouze v nékterych pripadech je grafem funkce (b a d).

Nabizi se otazka, kdy je mnozina M grafem néjaké funkce, tj. kdy je mozné najit takovou spojitou
funkci f, aby vSechny body mnoziny M byly praveé ty body [x, y], které vyhovuji rovnici y = f(x).

Pfechod od explicitniho tvaru k implicitnimu tvaru dané funkce je jednoduchy — staci anulovat pra-
vou stranu funkéniho predpisu. Opacny prechod — od implicitniho k explicitnimu tvaru je ¢asto slo-

zity a nékdy dokonce nemozny.

Bude nas tedy predevsim zajimat kdy rovnice F(x,y) = 0 definuje jednoznacné funkci f jedné
realné proménné x a jaké ma funkce f vlastnosti, napf. je-li spojitd, jak se vypocita jeji derivace atd.
Obecné jde o to, zda rovnici F(x,y) = 0 je urcena néjaka funkce y = f(x) a nikoli o to, zda ji umime

explicitné vyjadfrit.

Odpovédi dava nésledujici véta.

Véta 10.1 (O existenci implicitni funkce.)
Mad-li funkce F (x,y)

1. spojité parcidini derivace F; a E; v okoli bodu [x, Y],

2. je_liF(xO: J’O) = O/

3. E(x0,¥0) #0,

pak existuje okoli Ugs(x,) a pravé jedna spojitd funkce y = f(x) takovd, Ze plati:

(a) f(x0) = Yo,
(b) Flx, f(x)] = 0 pro kaZdé x € Us(x,),

eN _ Bf) .
(c) f'(x) = R fo) pro kazdé x € Ug(x,).

Definice 10.1 Funkci y = f(x) (z véty 10.1), ktera je feSenim rovnice F(x,y) = 0 nazyvame funkci

definovanou implicitné rovnici F (x,y) = 0 nebo strué¢né implicitni funkci.

Priklad Zadani funkce f:

— implicitni:x2 +y2—-1=0,y =0

— explicitni:y = V1 — x2
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Obrazek 10.5  Funkce f, kladnd ¢ast kruznice

Pfiklad Zjistéme, zda rovnice sin? y — 3 + cos x = 0 definuje y jako funkci proménné x.

Reseni Ovétime, zda jsou splnény predpoklady véty 10.1.

Zfejmé F(x,y) = sin?y — 3 + cosx.

1) Vypocteme Fy = —sinx a F;, = 2siny cosy = sin2y.

Obé parcialni derivace jsou spojité na R?.
Dile by mél existovat bod [xg,yol,

by platilo F(xy, v,) =0,
F(x,y) = sin?y — 3 + cos x # 0 vidy, ponévad? [sin? y| < 1a|cosx| < 1.

156

ale

Neexistuje zadny bod v rovingé R?, na jeho? okoli by dana rovnice definovala y jako funkci

proménné x.

Priklad Zjistéme, zda rovnice y? — 2x3y + x® — x* + x2 = 0 uréuje na okoli Us(0,0) y jako funkci

proménné x.

Reseni Ovéiime, zda jsou splnény predpoklady véty 10.1.

1) E/ = —6x%y + 6x° —4x3 + 2x
Ey =2y —2x®
Obé parcidlni derivace jsou spojité na R2.

2) F(0,00=0—-2-04+40—-04+0=0

3) AleF(0,0) =2-0—2-0%=0; mabytF #0

Dana rovnice nedefinuje na zadném okoli bodu [0,0] y jako funkci x.

Skuteéné: Kdy? vyjadFime z dané rovnice y, pak obdrzime y = x3 + |x|Vx2 — 1 a tato funkce je

definovana pro x € (—o, —1)U(1, ).
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Pfiklad Rozhodnéme, zda rovnice F(x,y) = xe” + ye* — 1 = 0 definuje funkci y = f(x) na okoli
bodu [1,0].

Reseni Ovétime predpoklady véty 10.1.

E =eY +ye*
1) o } jsou spojité na R?
Ey = xe¥ +e*

2) F1,00=1-e°+0:et—-1=21-1=0
3) F(1,00=1-e’+e'=21+e+#0

Na okoli bodu [1,0] dana rovnice definuje spojitou funkci y = f(x). Derivace této funkce je
F e’ +ye”

fe0=-2

Ey xeY + e*

P¥iklad Vypocitejme derivace f' a f" funkce y = f(x), ktera je definovana implicitné rovnici

In/x?+y? = arctg%,x,y + 0.

Reseni PFevedeme rovnici na tvar F(x, y) = 0 a uréime f’ podle vzorce uvedeného ve vété 10.1.

Inyx2+y2 - arctg% =0
F(x,y) =In/x% + y? — arctg%

o 1 2x 1 ( y)_ X x? y x+y
Tz tyE 2 xZ 1 vE 2 %2 T x21y2 T x24y2 X2 x% 4 y?
JxZ+y? 2\ /x2+y 1+3C’_2 y y y
1 2 1 1 X - X
FI y _ . y y

x:\/xz+y2.2\/xz+yz 1_|_y2 x:x2+yz_x2+yzzxz+y2

x+y
, F'x x2+y2 x+y
x% +y?

Derivaci f' jsme mobhli spocitat i pfimo, bez pouziti vzorce. Derivujeme rovnici podle x za pfedpo-
kladu, Ze y je funkci x, kterou explicitné nezndme. Funkci y derivujeme jako funkci sloZzenou; vnitini

slozka neni konkrétné vyjadiena, proto derivace vnitini slozky z{stane jen naznaéena, tj. y'.
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In/x2 +y2 — arctg% | derivujeme podle x
1 2x+2yy" 1 yx—y-1

\/x2+y2 2\/x2+y2_1+¥_§ x?

x+yy y'x-—y

x2+y2_x2+y2 /(x2+y2)
x+yy' =y'x—y
y(y—x)=-y-—x

I_x+y 1 __ g!
y—x_ymix ' =f()

Vzorce pro derivace vyssich rada funkce uréené implicitné jsou slozité, proto vyssi derivace pocitame

postupnym derivovanim, bez pouZiti vzorcu.

, Xty o ' ,
Y =1= / derivujeme podle x, y je funkci x
y”:(1+y,)(x_y)_(x+y)(1_y,):x+xy’—y—yy’_x_y+xyl+yy/:
x—y)? CEmE
_ 26y =)
(x —y)?
Za y' dosadime .
x=y

x+y
”_ZQX—y_y)_2&2+ﬁ)
Y (x — )2 x—y)°

yFX

Priklad NapiSte rovnici te¢cny t a normadly n ke kfivce dané implicitné rovnici
2x2 —xy+y?—3x+2y=0vbodé T = [0;y < 0].

Reseni Vypo&teme y(0); do rovnice dosadime x = 0.

0-0+y2—0+2y=0
yy+2)=0
y=0,y=-2 T=1[0;-2]
T = [xo,f(xo)]

!

F'x 4x —y—3
y = ==

_F’y_ —x+2y+2

0+2-3 1

YO =-533772"3
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t:y — f(xo) = f'(x0) (x = Xo)

1
y+2=—§(x—0)
1 y+2=2(x-0)

y=—§x—2 y =2x—2

. Y 1 . .
Rovnice tecny t: — JX~ 2; rovnice normalyn:y = 2x — 2.

Piiklad Ureete lokdIni extrémy funkci (y = f(x)) definovanych implicitné
x2—y?+2x+ 6y—4=0.

Reseni Ur¢ime y'.
F'x  2x+2 x+1
F'y  =2y+6 3-—y

4

y:

Bod podezriely z lokalniho extrému ziskdme kdyZz y' = 0. (nutnd podminka pro extrém)

x+1
=0=>x=-1
3-y
Vypocteme druhou souradnici dosazenim x = —1 do rovnice funkce.

(—1)2—y242-(-1)4+6y—4=0
—y2+6y—5=0
y2—6y+5=0
-D@E-5=0

y=1Ly=5

Ur¢ili jsme 2 stacionarnibody: A = [—1,1] a B = [—1,5].
Podle hodnoty y"' v bodech A a B rozhodneme o existenci a typu extrému.

Vypocteme y'' z y'.

x+1
y' =——= /zderivujeme
N _y—3—(x+1)y’
(y—3)?
) 1-3-(-1+1)-0 -2 0= ostré lokéln mox
= = = —— =
y (1-3)2 —2)? > ostré lokalni maximum
5-3-(-1+1)-0 2 1 ) o
y"(B) = = — = = > 0 = ostré lokalni minimum

(5 —3)2 2202

1
ny — f(xo) = —m(x—xo)

rovnici
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Funkce f;, resp. f,, definovana implicitné danou rovnici a podminkou f;(—1) =1, resp.

f2(=1) =5, ma v bodé —1 ostré lokalni maximum 1, resp. ostré lokdIni minimum 5.

7

Obrazek 10.6  Graf funkci f; a f;

Vedle explicitniho zadani funkce jedné proménné existuje i moznost zadat funkci im-
plicitné, tj. rovnici F(x,y) = 0. Ne kazda takova rovnice vsak definuje funkci
y = f(x). O existenci funkce f rozhodujeme podle podminek uvedenych ve vété o
implicitni funkci. Tato véta také uvadi vzorec, jak derivovat implicitni funkci. Vyznam
véty spociva v tom, Ze jakmile zndme jediny bod kfivky y = f(x), dovedeme v tomto

bodé spocitat derivace.

Funkce dané implicitné studujeme pomoci derivaci stejné jako funkce zadané expli-
citné: stanovujeme rovnici te¢ny a normaly, uréujeme extrémy apod.

1. Kdy mluvime o implicitnim zadani funkce?
2. Za jakych podminek je rovnici F(x,y) = 0 definovana funkce y = f(x) ?
3. Jak se pocitaji derivace implicitni funkce?
4 Zjistéte, zda rovnici ye* — xIny — 1 = 0 je uréena funkce y = f(x) na okoli bodu
P, =[0,1].

[ano]
5. Funkcey = f(x) je danaimplicitné rovnici 1 + xy — In(e*” + e *Y) = 0. Vypoc-

tétey'ay’.

ly ==y =2]

x x2

6. Funkce y = f(x) je dana implicitné rovnici y = 2x arctg%. Uréetey ay".
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7. Napiste rovnici te€ny t a normdly n kfivky definované implicitné rovnici
(x? +y3)(y—1)2 —5y? = 0vbodé C = [4,2].
1 10
[t.y =—xtny= 3x — 10]
8. Urcete lokalni extrémy funkce y = f(x) definované implicitné rovnici.

a. x*+2xy+y?—4x+2y—-2=0 [0. . maximum 1 v bodé 1]
b. x?y3+y—-3=0 [0. I. maximum 3 v bodé 0]
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Kapitola 11

Dvojny integral

Po prostudovani kapitoly budete umét:
definovat dvojny RiemannUv interal
prevést dvojna integral na dvojnasobny

transformovat dvojny integrdl do polarnich souradnic
pocitat geometrické aplikace dvojného integralu

Klicova slova:

Dvojny integral, dvojndsobny integral, Fubiniova véta, polarni soutadnice
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Dvojny integral

Dvojny integral zavedeme nejprve na dvojrozmérném uzavieném intervalu J — R?formalné stejné,

jako jsme zavedli Riemann(v integral funkce jedné proménné na <a,b> (tedy jednorozmérny inte-

gral.) Hodnota jednorozmérného integralu je konstruovana tak, Ze reprezentuje urcitou plochu

rovinného obrazce. Dvojny integrdl pak odpovida pocital objem jistého télesa.

Integracnim oborem jednorozmérného integrdlu byl vidy interval. U dvourozmérného integralu mo-
hou byt integraéni obory rozmanitéjsi: jednoduché (napr. obdélnik, tverec), nebo sloZitéjSi (napf.

kruh, kruhova vysec).

Postup, jakym budujeme dvojny integral, I1ze aplikovat na ptipad trojného integrdlu a dale i na pfipad
n-rozmérného integralu (pro kazdé n € N ).

Definice 11.1 Necht jsou dany dva uzavfené intervaly, a to (a,b) na ose x a (c,d)na ose (a,b) y.
Kartézsky soutin (a,b)x(c,d) nazveme dvojrozmérnym uzavienym intervalem v R’a oznatime
jej J.

Necht posloupnost bodd D, = {a: Xo <X <.oe < Xy :b}, resp. D, :{b: Yo <Yy <...<V, :d} je
délenim intervalu (a,b), resp. (c,d). Potom uspofadanou dvojici D=(D,,D,) nazveme délenim

intervalu J.

Kazdy dvojrozmérny interval Jij =<xi71,xi>><<yj,1,yj>, kde i = 1,2,...m, j =1,2,....,n, nazyvame

castecnym intervalem déleni J.

Maximum z ¢isel V(D,),v(D,) oznacujeme V(D) a nazveme ho normou déleni D. (v(D,) je nor-

mou déleni D, - je to délka nejvétsiho ¢astecného intervalu.)

Poznamka O tom, jak vypada déleni, simiZeme udélat ndzornou predstavu. Vedeme-li délicimi body

na osach X a Y rovnobézky se souradnicovymi osami, vznikne soustava obdélnik(, které pokryvaji

uvazovany dvojrozmérny interval J .

Uvazujme déleni D dvojrozmérného intervalu J na m-n &asteénych intervalQ J;;-Oznaéme obsah
(miru) intervalu J;;. V nadem pfipadé mira ,u(Jij) = AX;Ay; se rovna obsahu obdélnika o stranach

Axa Ay;.
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Definice 11.2 Necht f je funkce definovana a omezend na intervalu J =<a,b>><<C,d> a necht
D:(Dx,Dy) je délenim intervalu J (viz Def 11.1). Oznatme m; ;,resp. M, ; infimum, resp.
supremum funkce f na ¢aste¢ném intervalu Jj; :<xi_1,xi>><<yj_1,yj> a u(J;) obsah tohoto inter-
valu. Potom cislo
s(f,D)= ZZmij,u(Jij) nazyvame dolnim souctem, a €islo

i=1 j=1

m n
S(f,D) :ZZMijy(Jij) hornim souétem funkce f na intervalu J pfi déleni D.

i j=1

i=l j=
Poznamka

» Omezenost funkce f na uzavieném intervaluJ nam zarucuje existenci suprema a infima

funkce f na Jj;.
> V pfipadé, Zze f(x)>0 na J, maji tyto souéty nasledujici geometricky vyznam:
soucin m;«(J;;) je objem kvédru vepsaného plose,
soucin M; 1(J;) je objem kvadru opsaného plose,
soucet S(f,D)je sou¢tem objem( kvadrl vepsanych a soucet S(f,D) je souétem objem

kvadrd opsanych plose z = f(x,Y).
Ziejmé plati vztah
(11.1) mu(J) <s(f,D)<S(f,D)<Mu(d),

kde m= inf f(x,y) a M = sup f(x,y).

(x,y)ed (x,y)ed

Tim Ze mnoZina viech dolnich a hornich souétl funkce f je omezend, méa kazdda z uvazovanych mno-

Zin své supremum a infimum.

Jednomu déleniintervalu J pfislusi jeden dolni a jeden horni soucet. Interval J mGZeme rozdélit ne-

kone¢né mnoha zpUsoby. Uvazujme nyni vSechna mozna déleni D, intervalu J. Dostaneme mnoZinu

prislusnych dolnich a pfislusnych hornich souctll. Podle (11.1) maji tyto mnoZiny supremum i in-

fimum.
Definice 11.3 Cislo ”f(x, y)dxdy =sups(f,D,) nazveme dolnim Riemannovym integralem
J Dy

a Cislo H f(x, y)dxdy = igf S(f,D,) hornim Riemannovym integradlem funkce f na intervalu J.
J n
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Jestlize se obé tato Cisla sobé rovnaji, fikdme, Ze funkce f je ( riemannovsky ) integrovatelna na

intervalu J. Pro obé tato ¢isla pak uzivame spole¢né oznaceni ” f (X, y)dxdy a toto Cislo nazyvame
J
dvojnym Riemannovym integralem funkce f naintervalu J.

Poznamka

> Z pfedpokladu omezenosti funkce f na intervalu Jvyplyvd, Ze horni a dolni soudet, horni

a dolni integral a dvojny integral funkce f naintervalu J jsou vlastné &isla.

» Pro dvojny integral se také pouziva znaceni J. f (x, y)dxdy, pticemz podle dvojrozmérného
J

intervalu J usoudime, Ze jde o integral dvojny.

Véta 11.1 (O integrovatelnosti funkce.) Je-li funkce f spojitd na intervalu J — R?, je na tomto

intervalu integrovatelnd (integrabilni) podle Riemanna. Piseme pak f € R(J).

Definice 11.3 Funkce je skoro vsude spojita, pokud ma konecny pocet bodl nespojitosti nebo
viechny jeji body nespojitosti lezi na jednom nebo na vice, avsak pouze na kone¢né mnoha, grafech

spojitych funkci.

Véta 11.2 (O integrovatelnosti funkce.) Je-li funkce f omezend a skoro vsude spojitd na intervalu

J < R?, pak je na tomto intervalu riemannovsky integrovatelnd.
Pro dvojny R-integral plati véty analogické vétam pro jednorozmérny RiemannQv integral.

Véta 11.3 (vlastnosti riemannovsky integrovatelnych funkci) Necht funkce f,g €R(J) (jsou
riemannovsky integrovatelné na J ), ce R, T(X,y)<a(X,y) pro ¥V (X,y) €J, pak

1. f+g € R(Q) aplati

_U f (X y)+g(x y)dxdy =” f(x, y)dxdy+ﬂg(x, y)dxdy (tzv. linearita integrdlu)
J J J

2. c-f eR@) aplati

J‘_[c‘ f(x, y)dxdyzc‘.” f (x,y)dxdy

J J

3. f-g eR(@J)

4. J;j f (x, y)dxdy Sj;jg (x,y)dxdy (tzv. monotonie integrdlu)
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5. |f| eRQ) aplati

” f (x, y)dxdy

J

SJ;'“ f(x,y) |dxdy

6. Je-lipro Vbod (X,y) €J a A< f(x,y)<B (konstanty A,Be€R ), pak plati

A (J) < j j f(x, y)dxdy < Bu(J)

7. (aditivita integrdlu vzhledem k integracnimu oboru) Jsou-li J,, J, < R? dva uzavrené intervaly,
které vznikly rozdélenim intervalu J useckou rovnobéznou s osou x resp. Y, pak f e R(J,),

f e R(J,) aplati

“ f(x, y)dxdy:_” f(x, y)dxdy+ﬂ f (x, y)dxdy

Poznamky

» Tvrzeni 1. a 2. Véty 11.3 Ize zobecnit (na konecény pocet funkci)

» 2Zvolme f(X,y¥) =1 proV(X,y)€J . Potom obsah J
u(3) =[] (x y)dxdy = [[dydx
J J

> Tvrzeni 7. Véty 11.3 Ize rozsifit na konecny pocet podmnozin J; (podintervall J,),J; = R?

,1=12,...,n
J'J.f(x, y)dxdy=”f(x, y)dxdy + ”f(x, y)dxdy +... +”f(x, y)dxdy

J J

> ”dedy:O
J

Vypocet dvojného integralu postupnymi integracemi
— dvojnasobny integral
Vypocet dvojného integralu se prevadi na vypocet dvou jednorozmérnych integrall. V nasledujicim

vykladu se dozvime, jak se prakticky pocita dvojny integral. Zacneme nejjednodussim prikladem, kdy

integracnim oborem je dvojrozmérny interval.
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Véta 11.4 (Fubiniova) Necht f je spojitd na uzavieném intervalu J = (a,b)x(c,d). Potom plati

” f(x y)dxdy = m f(x, y)dy}dx = iﬁ f(x, y)dx}dy

J a

Poznamka Integraly na pravé strané vzorce se vzhledem k dvoji integraci nazyvaji dvojnasobné

integraly. Casto se pro né uziva i tento zapis:
b d d b
jdx_[f(x, y)dy, resp. Idyjf(x, y)dx
a Cc C a

Fubiniova véty tikd, jak Ize dvojny integral prevést na dvojndsobny.

Pti vypoctu dvojnasobného integralu integrujeme nejprve podle jedné proménné (napf. Yy ) pfi kon-
stantni druhé proménné ( x ) a vysledek integrujeme podle této druhé proménné. Obé poradi inte-
grovani jsou ekvivalentni, pokud jde o vysledek. Mohou se v3ak liSit pracnosti vypoctu a mlze se
také stat, ze pfi jednom z obou moznych poradi dospéjeme k integralu, ktery neumime vypocitat.

Tzn., Ze volba integracniho poradi mGze hrat zasadni roli.

Poznamka (Geometrickd interpretace véty 11.4.) Pfedpokladejme, Zze f je spojita a kladnd na J.
d

Pfi pevném X dava integral If (X, y)dy: F(X) (integruje se jen podle y a vysledek zavisi na x)
C

obsah fezu télesa rovinou X = konstanta (viz obrazek). PFi malém AX pfedstavuje AX-F(X) neboli

d
AX- I f (X, y)dy objem malé vrstvy uvazovaného télesa. Vysledek (tj. f(X)) potom integrujeme

c

podle X od a do b a ziskdme objem télesa, jehoZ podstava je J, stény jsou ¢asti roviny

Xx=a,Xx=Db,y=c,y=d ahorni podstava je ¢ast plochy z= f (X, y).
K témuz vysledku dospéjeme, roziezeme-li téleso na vrstvy rovinami Y = konstanta.

V obou pripadech plati, Ze hodnota ,vnitiniho” integralu mize zaviset té druhé proménné.

Priklad Spocitejte dvojny integral fo (x + y) dxdy ptes obdélnik Q = (1,3) x (1,2).
Reseni: Integral spoéteme podle Véty 11.4.

fo(x+y)dxdy=ff(ff(x+y)dy)dx=f13[xy+y;]jdx:f13(2x+2—x—%)dx:

3

2
fs(x+5)dx=[x—+§x] =242-2_2-7
1 2 2 2 1 2 2 2 2
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Dvojny integral pres méritelné mnoziny

V praxi vétSinou potiebujeme integrovat pres mnoziny obecnéjsiho tvaru, nez jsou uzaviené obdél-
niky. I vtomto ptipadé prevadime dvojny integral na dvojnasobny, s tim rozdilem, Ze meze nebudou

konstanty.

Jako integrac¢ni obory dvojnych integrall budeme pripoustét pouze méritelné mnoziny, nebot vét-
Sinou se v aplikacich setkame s dvojnymi integraly spojitych funkci na méfitelnych mnozZinach.
Pojem miry je zobecnénim pojmu obsahu rovinného obrazce (vR?) resp. pojmu objemu télesa

(vR?). Vlastné viechny geometrické Utvary, jejichz obsah, resp. objem zname z elementérni geo-

metrie jsou méfitelné a jejich mira je rovna jejich obsahu, resp. objemu.

Véta 11.5 Omezena mnozina M c R? je méfitelna (vR?), pravé kdyz jeji hranice je tvofena grafy

spojitych funkci jedné proménné definovanych na uzavieném intervalu.

Poznamka Nejdulezitéjsi z méfitelnych mnozin jsou mnoZiny téchto tfi typl (s nimi v praktickych

pfipadech vystacime)

> Elementdrni obor vzhledem k x je mnoZina M = {(x, y)eR?|xe(a,b)a f(x)<y< g(x)},

Ve

kde f a g jsou funkce jedné proménné definované a spojité na <a,b>, pricemz pro kazdé
x e(a,b)je f(x)<g(x).

> Elementarni obor vzhledem k Y je mnozina M = {(X, y)eR*|ye(c,d)rp(y)<x< y/(y)},
kde @ a wjsou funkce jedné proménné definované a spojité na <C,d>, pricemz pro kazdé
ye(c,d)je p(y) <w(y).

» Elementarni obor je uzaviena mnoZzina, kterou lze vyjadrit jako sjednoceni kone¢né mnoha

elementdrnich obort vzhledem k x iy, které se navzajem neprekryvaji.

P¥iklad Na nasledujicim obrazku je nakreslen obor, ktery je elementarni vzhledem k ose Yy i vzhle-

dem k ose X. Je patrné, Ze mame vice moznosti jakym zplsobem integra¢ni obor vymezit.

Poznamka V nékterych ucebnicich se misto pojmu elementarni pouziva pojem normalni nebo regu-

larni a misto obor se pouziva oblast nebo, mnozina.

Véta 11.6 (Fubiniova véta pro dvojny integrdl pres obecnou méfitelnou mnozinu.) Necht funkce f

je spojitd na uzavieném elementdrnim oboru D vzhledem k x (a<x<b,h(x) <y <g(x)). Potom

H f (x,y)dxdy = ‘Trf[x) f(x, y)dy}dx

h(x)
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Véta 11.7 (Fubiniova véta pro dvojny integrdl pfes obecnou méfitelnou mnoZinu.) Necht funkce

f je spojitd na uzavieném elementdrnim oboru D vzhledemk y (C<y<d, o(y) <x<w(y)). Pak

” f(x, y)dxdyzj.{

w(y

)
f(x, y)dx}dy
o(y)

Pfiklad Spotitejte dvojny integral [f xy* dxdy, pro2:0 < x < 1,x* <y < 2x.
Reseni: Podle obrazku Obr. 11.1 uréime meze oblasti £2. Hodnotu integralu spo¢teme podle

Fubiniovy véty 11.6.

\j
>

Obrazek 11.1  Oblast 2

2 1 3 1
JI,xy? dxdy = fol (fxzx xy? dy) dx =[x [y?]xz dx = [, §(8x3 —x®)dx =

_1[ x5 x8]1_59
T3l s sly T 120

Poznamka Poradi integrace na elementarnim oboru je tfeba volit tak, aby meze v poslednim inte-
gralu byly konstanty.

Pro vypocet je dllezité spravné urceni mezi.

Priklad Kdyz A je trojuhelnik o vrcholech (0,0), (0,1), (1,0), stanovte meze pro integraci pfes obor
A.

Reseni Postupujeme nasledovné:

a) Bud x je pevné, pak A:xe(01),y e(01-x),

b) nebo Y je pevné, pak A:ye(01), xe(01-y).
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V zadném piipadé se nemize jednat o kartézsky soutin intervali A:ye(01), x € (0,1-y), ktery

b d
pfedstavuje Ctverec a ne trojuhelnik. To znamen3, Ze jakmile vypada integral takto J.dx_[ fdy , jde
a C

o ¢tverec nebo obdélnik.

Transformace do polarnich souradnic

Véta 11.8 (Substituce ve dvojném integrdlu) Necht Q* — R? je oteviend, méfitelnd mnoZina,

na
funkce x = Xx(&,n),y = Y(&,n) uréuji prosté reguldrni zobrazeni ®:Q*—>Q c R?, kterému pfislusi

& X
Jacobiova matice J :(g aﬂ”] funkce f :Q— R jena Qspojitd. Pak
o0& on

J[ £y dxdy = [[ £ (x(&m), y(& m)) [detd] d¢ dn.

Q

Poznamka V roviné je mozné provadét transformaci do polarnich soutadnic, ktera ma tvar
X=pCosep, y=psing, kde 0< p, 0< <27, Jacobian J = p. (Viz Obr. 11.2)

1ol M
- Q -
o5 -
L a4 3 1 34 3 3 T L 1 g|:l I L \ |||||||||||| x
A0 05 0.5 1.0 15 20
058k
1l

Obrazek 11.2 Polarni souradnice

Priklad Pomoci transformace do polarnich souradnic spocitejte ffﬂ y+/x? + y?dxdy, kde

2:0<x<10<y<VI—x2

Reseni: Polozime x = pcos@,y = psing; Jakobidn | = p. Na zékladé obrazku ur¢ime, Ze proménna

peE(01l)ap = <O, §> Hodnotu integralu spocteme podle Véty 11.8.



171

Obrazek 11.3  Oblast 2

A
2

DVOJNY INTEGRAL

T
2

[,y x% + y2dxdy = [ (fo p sing,/p2sin?g + p2cos?g -pdw) dp = [} (fo p° sin<pd<p) dp =

1

1 1 ettt
Jo P* [=cosglidp = [, p* dp = [T]o =2

Geometrické aplikace dvojného integralu

Pomoci dvojného integralu mizeme spocitat

> Obsah P plochy rovinného uzavieného obrazce M — R* (M je napfiklad obdélnik, ¢tverec,

elementarni obor) je P(M) = “‘dxdy.
M

Pfiklad Spocitejte miru rovinné oblasti 2: x? + y%2 = 2x,y = 0,y = x.

Reseni: Oblast je omezena kruznici se sttedem S = (1,0), osou 1. a 3. kvadrantu a osou x (viz Obr.

11.4).

y=x

1 x=-1)2+y*=1

Obrazek 11.4 Oblast 1
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T

cos % i

1 sin2¢74
f do |de = f 2 cos?pde = 2]5(1 + cos2@)de = [(p -
0 0 0

o"apl:‘

=f dxdy =
0

N
|
N| =

> Objem V valcového télesa T . Necht M c R? a f spojitd nezaporna funkce definovana na

M. Potom valcové téleso T = {(x, y,2) R (X, y) e M A0<z< f(X, y)} ma objem
V(T) =[] £(x,y)dxdy.
M

Pfislusné téleso T je ohrani¢ené shora plochou y = f(X.y), zdola rovinou z =0 a ze stran

vdlcovou plochou, jejimz kolmym primétem do roviny Xy je plocha M.

Pfiklad Spotitejte objem pfimého vélce x% + y? = 4, omezeného rovinamix + y + z = 4,z = 0.

Reseni Na obrazku Obr. 11.4 je znazornéno téleso, jeho? objem mame spoditat.

Obrdzek 11.5 Oblast

V= fl,Gp —x =y dxdy = [}, ([T 50 - x =y dy) dx = 7, [4y_xy__]  dx=
= [5,(8Jo =% —2xJo—x?)dx =8 [*,\Jo =2 dx =2 [, xJo — xPdx .

V dalsim vypoctu vyuZijeme toho, Ze integrovana funkce v 1. integralu je suda a integrovana
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funkce ve 2. integralu je licha (tzn. 2. intergrdl=0).

subst. x = 2sint

dx = 2costdt L
V=8- 2f02V4—x2 =|lx=0->t=arcsin0 = 0| = 16[02\/4—4sin2t-2costdt =

. T
x=2—>t=arc51n1=5
T

E=167T
0

16 [Z 4 cos?tdt = 16 [2 2 (1 + cos2t)dt = 32 [t + 22|

2

Dvojny Riemann(v integral je zobecnénim integralu jednorozmérného definovaného
na primce, na integral definovany v roviné. Konstruuje se obdobné jako jednoroz-
mérny: Integrovanou oblast aproximujeme sjednocenim disjunktnich obdélnikG. Pro
zvolené déleni uré¢ime horni a dolni soucty. Zvolené déleni postupné zjemnujeme.

Kdyz provedeme limitni pfechod a limity hornich a dolnich souct( se rovnaji, fikame,

7e funkce je Riemannovsky integrovatelnd v R’.

Dvojné integrdly se resi prevodem na integrdly dvojnasobné. Eventuelné se ke zjed-

noduseni integrace vyuziva transformace do polarnich souradnic.

Jaky je geometricky vyznam dvojného integralu?

Jak se prfevede dvojny integral na dvojnasobny?

Napiste tvar transformace do poldrnich souradnic.
Spocitejte [[, dx dy, kdyz 2:x* + y* = 9,x* + y* = 4.
[Vysledek: 5m.]

i A
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Kapitola 12

Trojny integral

Po prostudovani kapitoly budete umét:

- vysvétlit, jak byl odvozen Riemanndv trojrozmérny integral
«  prevést trojny integral na trojnasobny
- aplikovat trojny integral na praktické ulohy

Klicova slova:

Trojny integrdl, trojnasobny integrdl, Fubiniova véta, transformace do cylindrickych

a sférickych souradnic
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Definice trojného Riemannova integralu

Odvozeni trojrozmérného Riemannova integrdlu je obdobné jako u integrdlu jednorozmérného

a dvojrozmérného. Tentokrat se ale integruje pres integraéni obor Q — R® aintegrandem je obecné
funkce tfi proménnych. Integral se pak definuje jako spole¢na limita posloupnosti dolnich a hornich
souctd pro zjemnujici se déleni. Poptipadé je také mozné definovat integral jako limitu integrdlnich

souctd pro zjemnujici se déleni.
Definujme nyni trojny integral

u= f(x,y,z)-omezena funkcenaQ=<a,b>x<c,d>x<p,q>
asX, <..<X,<bc<y,<..<y,<d,p=z,<..<z,<(

D:{Qijk :<xi_!,xi>><<yj_!, yj>><<zk_1,zk>|i =1..,n, j=1..,mK :1,...,r}

2

v(D) = Jrggr)]( (Xi - Xifl)z +(yj - yjfl)z + (Zk - Zkfl)
1<j<m
1<k<r

gijk :(gilnjrgk) EQijk; i=1..,n, ] =1,..mk=1...r
E={g, i=L..n, j=1.,mk=1..r

G(D’ f’E): lezr:,kzr_; f(é:ijk Xxi _Xi—l)'(yj - yj—l)'(zk _Zk—l)
jé”f(x, y,z) dx dy dz :V(Ig)r)rLOG(Dk, f.2,)

Vypocet trojného integralu

Véta 12.1 (Integrace pfes hranol) Necht funkce u= f(X,y.z)je na hranolu Q riemannovsky

clalp

integrovatelnd, pak I”f(x, y, z)dxdydz :j i[i f(xy,2) dzj dy | dx.
Q
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Priklad Spocitejte J_”(Zx— y+2z)dxdydz, Q:0<x<1 1<y<2, 0<z<3.
Q

Reseni
ffo(Zx -y + z) dxdydz = fol (flz [(Zx —y)z+ ?]Z dy) dx = f01 (flz (3(2x - ) ;) dy) dx =

- 3 (sl + 2]+ 2R = (3 20+ Dot = fronae= o[, =3

Véta 12.2 (Fubiniova — integrace pfes normalni oblast) Necht funkce f € R(Q2) je na oblasti

Q= {(X, v,2)eR*:(X,¥) G, z,(X,y) <2< 7,(X, y)}, kde G oznacuje primét €2 do roviny X, Y,

2,(X,Y)
a existuje j f(X,y,z)dz proVv(x,y)eG, pak existuje také trojny integral
z (X,Y)

[[] % (x.y, 2)dxdydz = ”(ZZT? (XY, Z)dz}iydx.

G \ z(xy)

Pfiklad Spotitejte “‘J'(x+ yH)dxdydz, Q:x+y+2z=2,x>0,y>0,z>0
Q

Reseni Oblast Q tvofi étyistén (viz obrazek Obr. 12.1). M(Zeme se na ni divat jako na oblast nor-

malni vzhledem k ose x, ktera je vymezena nerovnostmi 0<x<2, 0<y<2-x,0<z<2-Xx-V.

Zadany trojny integral pomoci Véty 12.2 pfevedeme na trojnasobny a spoCteme.

Obrazek 12.1 Oblast Q
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JII,(x + y?) dxdydz = foz (foz_x (foz_x_y(x +y)?2 dz) dy) dx = foz (foz_x[xz +

y2aly ¥ dy)dx = [y (J;@x -t —ay 4 22— -y dy)dx = (G2 - 20+

2—x=t
L o\ g | —dx=dt | 01z 1a) g _1[2,3 1) L
12(2 x))dx_x=0—>t=2_ fZ(z(Z £t 12t)dt_2[3t 4]0 12[5]0_
x=2-t=0

Véta 12.3 (Substituce v trojném integralu) Necht Q* < R’ je oteviena méritelnd mnozina, funkce
— — — . 3
X=x(&.1m.6).y=Y(S.1.6), 2=2(S71.) uréuji prosté regularni zobrazeni ®:€2* >naQcR

f: Q>R

a funkce je na Qspojita, pak

J[]f(xy.2) dxdydz = [[[ £ (x(£,7.$), y(€,1.£),2(&,7,8)) |detd] ddndg,

o ox OX
o on of
J=l2 o | . ,
kde ¥ 7| a¢ o7 o¢ | je Jacobiova matice transformace @.
oL oz oz
o on oL

Poznamka Transformace do cylindrickych soufadnic mé tvar X= pCcos@, y= psSing, z=12,kde

0<p,0<¢p<27, zeR. Jacobidn J = p. (Viz Obr. 12.2)

M

3
|
I
l
]
|
I
1
]
l
l
I

~N

Obrazek 12.2  Cylindrické souradnice
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a transformace do sférickych soufadnic X= pcosesing, y= psingsing, z=psing kde 0< p,

0<p<2r, osgsg. Jacobian J = psin 9.

Obrazek 12.3 Sférické souradnice

Priklad Spocitejte j_”\/x2 +y% dxdydz, Q:x*+y*<4,0<z<3
Q
Reseni Oblast, pres kterou se integruje je valec (viz Obr. 12.4). Bude vyhodné provést transformaci

do cylindrickych soufadnic X=pC0sp, y=psing, z=2z,kde 0<p<1 0<p<27, 0<z<3.
Jacobian J = p.

Obrazek 12.4  Oblast Q2
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2 2 3 2 2
[N +y2 dxdydz = 7 (J;" (I p? dz) do) dp = [} (1" [p?213 dp) dp =
2( 2 2 2 312
Jo (f0"3p2 d<p) dp = [; 3p*[@l§"dp = [, 3 2mp*dp = 6m [%]O = 16m.

Priklad Spocitejte _[”w/x2 +y?dxdydz, Q:x*+y*+z2<a? x*+y*<z, a>0.
Q

Reseni Oblast, pFes kterou se integruje, tvofi koule se stfedem v po¢atku a polomérem a, ze které

je odstranén vnitfek kuzelu, ktery ma vrchol v po¢atku jeho prinik s kulovou plochou je kruznice

2 2 _ 52
X“+y*=a’12 . oioze 2=2% 12 (yiz Obr. 12.5).

Obrazek 12.5  Oblast €2
Integral transformujeme do sférickych soufadnic X = pcos@sin.g, y= psingsing, z=cos,
J=p?sin .
Z rovnice kulové plochy mame
p®cos® psin? 3+ p?sin’ psin® 3+ p?cos’ 9 =a’
p*(sin? 3+ cos® ) =a’
p’=a’atedy 0<p<a.

Z rovnice kuzelové plochy

Jp’cos’ psin® 9+ p?sin? psin? & = pcosd

psing = pcosd

tg%=1latedy 0<9<

.|>_| 3
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Soucasné 0< < 27.

a

n

21 /4
.Uf\/xz+y2dxdydz=.f \f psin.9p23in8 dp |d$ |do

o 0o \0

O\ N
INNEN

I
T

sin? 3 dS)dgo

o
_Of\

4>|QL
N |~

NlH
SN

a i .
(1-cos29) d 9 |dp = 4 znf[l(g_sng]t _
5 L2 2 b

T

a.4
|53
0

a4

= E1T(1T —-2)

Aplikace trojného integralu

Geometrické aplikace

Mira oblasti Q e R*je u= J..”‘dxdydz
Q

Priklad Spocitejte objem Ctyfsténu €2 vymezeného nerovnostmi 0<x<4, 0<y<4—x,

0<x<4-—x-y.

Reseni Na obrazku Obr. 12.6 je zadany ¢tyfstén.

Obréazek 12.6.  Oblast Q
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[, dxdydz = f3 (J; (37 dz) dy) dx = [ (f3 7 lele ™ dy)dx = f (Jy "4 —x -

4 2 4-x 4 X2 X2 X3 4 32
ydy)dx=f{4y—x —%} dx:j[8—4x+?]dx:[8x—4?+€} =3
0 0 0 0

Fyzikalni aplikace
Nejprve oznaéme h funkci hustoty télesa Q  R® (v piikladech byva ¢astoh =1). Pak hmotnost
télesa QQ jem :Hjh(x, y,z) dx dy dz..
Q
Statické momenty télesa () vzhledem k soufadnym rovinam jsou M, = '[”h(x, y,z)-zdxdydz,
Q

M, :j”h(x, y,z)-ydxdydz, M, :I”h(x, y,z)-xdxdydz.
Q Q

M M M
87is =X y=—2 72 =—2 T=(X,V¥:,2:).
m Yr m T m (X, Yr.27)

Priklad Stanovte soutadnice téZisté homogenniho télesa Q — R®, které je omezené plochami
X+y=1z=4

Reseni Na obrazku Obr. 12.7 je nakreslené zadané téleso. Té7i$té spocteme pouZitim vzorcd pro

v vev

N

Obrazek 12.7 Homogenni téleso

m = [[f,dxdydz = [, (, " (f; dz)dy)dx = [, (J, "[2)¢dy)dx = [} (f, " 4dy)dx =

1 _ 1 (1—)21
fo 4lbax = [ 4[F5] =2

0
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0

[T 4dy) dx = f01x4[y](1)"xdx = f014(x —

My, = [ (27 (S x dz) dy) dx = [

2 311
xz)dx=4[x——x—] —4.-=2
2 3] 6 3

0

My = [} (S (fF ydz) dy) de = [} (), y - 4dy) dx = [} 4 [y?z];_x dx=['2(1-2x+

2 371
xz)dx=2[x—x—+x—] =2
2 3l 3

My = Iy (§3 7 (3 2dz) dy)ax = f (57 [5] ay) ax = f; (§; "8ay) ax =
fol 8[ylp *dx = fol 2(8—8x)dx = [8x — 4x?]} = 4

v ivex e 11
TEziste télesa x = (5,5, 2).

Trojny integrdl je zobecnénim jednorozmérného Riemannova integrdlu do trojroz-
mérného prostoru. Jeho vypocet Ize realizovat prevedenim na integrdl trojnasobny
nodusit pouZitim transformace do kfivoc€arych souradnic (cylindrickych nebo sféric-
kych).

1. Vysvétlete, jak se lisi konstrukce trojného Riemannova integrdlu od konstrukce
integralu dvojného.

2. Nazakladé jakého tvrzeni lze prevést trojny integral na trojnasobny? Vyslovte pfi-
sluSnou matematickou vétu.

3. Vyslovte vétu o transformaci trojného integralu do ktivocarych souradnic.
Spotitejte objem télesa omezeného plochamiz =4 —y2,z=y? + 2,x = 1,
x = 2.

5. Stanovte soufadnice tézi§té homogenniho télesa Q c R?, které je omezené plo-

chami x* +y* =2z, z=1.



183 TROJNY INTEGRAL

Zakladni literatura:

[11DRABEK, P., MiKA, S. Matematickd analyza Il, 4. vyd. Plzeri, ZCU Plzeri, 2003.
269 stran. ISBN 80-7082-977-X

[2] DEMIDOVIC, B. P. Shirka tloh a cvi¢eni z matematické analyzy, 1. vyd., Praha:
Fragment, 2003, 459 s., ISBN 80-7200-587-1, 2003

[3]MOSOVA, V.: Matematickd analyza II. 1.vyd, UP Olomouc 2005. 134 stran. ISBN
80-244-1005-2



